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Introduction

Soit f(x, y) une fonction entiére de deux variables complexes. Une autre fonc-
tion entiére g(x, y) sera dite fonction associée a f(x, ), si la transformation

z=f(x, y), w=g(x, )

de I’espace de deux variables complexes est un automorphisme analytique. En 1969,
T. Nishino a indiqué que I’'on peut trouver une fonction associée a f(x, ), si et
seulement si toute fibre f~(z) est analytiquement homémorphe a tout le plan d’une
variable complexe en tant que surface de Riemann‘.

Soit

(1) fi(x)zfi(xl’ Xgs  * '?xn-l-l) (=12---,n

un systéme de n fonctions entiéres de n-4-1 variables complexes. Une fonction
entiére f,,,(x;, x;, - - -, X, ,,) sera dite fonction associée au systeéme (1), si la trans-
formation

yt=.ft(x) (i=1,2,---,n-|-1)

de I'espace (x,, X, - - -, X, ,,) est un automorphisme analytique.
Soit ® I'image de I’espace (x) par I’application

y=5x)

ol y=(yy, ¥, - = +» ¥n) €t f(X)=(fi(x), fo(x), - - -, fa(x)).  Supposons que le systéme
(1) satisfasse aux conditions suivantes que 1’on dira conditions (4,).
1) Le rang de la matrice

(af.i/axj) (i=l’27"'9n;j=192,"',n+1)

est toujours .

1) Nishino [5], p. 258, Théoréme I. Voir aussi ibid. p. 269, Théoréme 2 et p. 274, Conclusion.
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2) Pourtout y e D, la fibre f~'(p) est analytiquement homéomorphe a tout le
plan d’une variable complexe.

Alors, on peut trouver une fonction associée au systéme (1), si et seulement si
® coincide avec 'espace (¥, Vs, - - -, ¥,) (Théoréme 1 au n° 2).

Dans le cas o n>1, le domaine ® ci-dessus n’est pas nécessairement égal
I’espace (y)®. Je ne sais pas encore s’il est toujours pseudoconvexe. Mais nous
pouvons constater que ® est toujours pseudoconvexe d’ordre n—2®,

Sur une variété de Stein de dimension n+1 on peut définir pareillement un
systtme de n fonctions holomorphes satisfaisant aux conditions (4,). Alors, le
domaine D n’est pas nécessairement pseudoconvexe au sens ordinaire, tandis qu’il
est aussi pseudoconvexe d’ordre n—2 (Théoréme 2 au n° 5).

Dans le cas d’'un systéme de fonctions holomorphes et rationnelles sur une
variété affine V, le domaine ® est plus limité, c’est-a-dire que le complément E de
D est, s’il n’est pas vide, une variété affine dans ’espace (y) dont les composantes
irréductibles sont toutes de dimension n— 1 ou n—2 (Théoréme 3 au n° 6). Supposons
de plus que 7,(V)=r,(V)=0, (V) étant le i*™¢ groupe d’homotopie de V. Alors,
le domaine © toujours coincide avec ’espace (») et 'on peut trouver une fonction
holomorphe associée avec laquelle le syst¢éme fournit une application birationnelle
et biholomorphe de ¥ sur 'espace de n+ 1 variables complexes (Théoréme 4 au #° 8).

En particulier, si toutes les fonctions f,(x) du systéme (1) sont des polynémes
par rapport aux variables x,, x,, - - -, X, ,, et si le systéme satisfait aux conditions (4,),
on peut toujours trouver un autre polynome f,,,(x) en x,x, ---,Xx,,, comme
fonction associée au systeme (1) (Corrollaire au n°® 8)®,

La généralisation d’un lemme dii & Nishino (Lemme I au n° 1) est le point de
départ de nos recherches. Au n° 5 nous citerons un lemme (Lemme II), d&i 4 R. Fujita,
concernant les problémes de Cousin sur lequel nos résultats principaux se fondent.

1. Lemme de Nishino

Dans l’espace de n-+1 variables complexes z,, z,, - - -, z,, 4, considérons un
polycylindre (1", C) de la forme

I': |z|<p, |z,|<p, - - -, |2, 1< ps
C: |ul<oo,
ol p est un nombre positif. Soit D un domaine multivalent® étalé au-dessus de

(I", C). Pour tout c=(c,, ¢, - -+, ¢,) € I', désignons par D, I'’ensemble analytique
dans D, défini par

2) Voir Exemple 1 au n° 3.

3) Pour les domaines pseudoconvexes d’ordre général, voir le n° 4.

4) On doit ce fait a T. Ueda. Voir le n° 5.

5) On peut substituer aux conditions (A,) certaines conditions moins restrictives; nous le
traiterons ultérieurement.

6) Dans ce mémoire, un domaine multivalent peut en général avoir des points de ramification.
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Z1=0C1y, Zy=Cypy ** 3 Z,=Cp.

Supposons que D satisfait aux conditions suivantes™:

1) D est une variété de Stein.

2) Pour tout ¢ dans I', D, n’a aucun point singulier en tant qu’ensemble
analytique dans D.

3) Pour tout ¢ dans I, D, est irréductible et analytiquement homéomorphe a
tout le plan d’une variable complexe®.

4) 1l y a au moins un feuillet de D qui contient une partie univalente justement
étalée au-dessus d’un voisinage de la surface analytique =0 dans (I", C).

Nous dirons, avec Nishino, un tel domaine de fype (7). On désigne par O
I’ensemble de tous les points dans la prtie exprimée dans 4), qui se trouvent au-dessus
de la surface analytique u=0. D’aprés 3), pour tout ¢ dans I, on peut faire cor-
respondre & D, tout le plan d’une variable complexe w par une fonction holomorphe
sur D, biunivoquement. De plus, cette fonction, désignée par ¢.(p), est déterminée
de la facon unique, quand on y impose deux conditions,

Sac(oc) =0 et aSDc(Oc)/au= I,

ol O, est le seul point commun de O et de D,. Par suite, on peut définir une fonc-
tion ¢(p) dans D en posant sur D, pour tout ¢ dans I

o(p)=¢.(p).

On dira ¢(p) fonction attachée au domaine D. Nous verrons dans la suite que
¢(p) est holomorphe dans D.

Soit ¢=(c,, ¢, - -+, ¢,) un point quelconque de I'. D’aprés Oka®, on peut
trouver une fonction holomorphe +.(p) dans D telle que I’on ait sur D,

Ye(P)=0(P).

On aura le

Lemme®”. Pour tout point p, de D, il existe un voisinage U de p, dans D tel
que ’on puisse regarder

Zyy Zgy * 05 2, et vz‘lfc(P)
comme un systéme de coordonées locales dans U.

En effet, soient x,, x,, - - -, x,,,, un systéme de coordonnées locales en p, ayant
P, pour origine. Alors, on peut regarder z, z,, - - -, z, et v comme fonctions holo-

7) Voir Nishino [5], p. 222 et 223.
8) Cela veut dire qu'on peut faire correspondre & D. tout le plan d’une variable complexe
holomorphiquement et biunivoquement.
9) Voir Oka [6], p.230.
10) C’est une généralisation du Lemme 2 de Nishino [5], p. 225.
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morphes par rapport aux x,,x, ---,x,,, dans un voisinage de lorigine. Par
hypothése, le rang de la matrice

(9z,/0x,) (i=1,2,---,n;j=1,2, .-, n+1)
est toujours n. Supposons, pour fixer les idées, que le déterminant fonctionnel

D(Zl, 2y, v * ',Zn) #0
D(xl’ Xgy * xn)

a Porigine. Alors, on peut regarder z,, z,, -« -, Z,, X,,; comme un systéme de co-
ordonnées locales en p, qui deviennent en p, z=c, x,,,=0. Le déterminant fonc-
tionnel

D(zl’ * 5 2 U) — D(Z,, ct s Zps U) . D(Zl’ "'9zn’xn+l)
D(xh sty X x’n+1) D(Zl’ Tt 2y xn+1) D(xl’ trts X xn+l)
_ v Dz, ---,z,)

axnn D(xl’ T '9xn)

ne s’annule pas a I’origine, puisque D, est donné par z=c, que v=1,(p)=0(p) est
univalent sur D, et que ’on a dv/ox,,,#0 en z=c¢, x,,,=0. Ceci démontre le
lemme.

Soit p, un point quelconque de D. Nous allons voir que ¢(p) est holomorphe
en p,, en réduisant notre cas au cas de n=1, ou ce fait a été démontré par Nishino.
Supposons que p, est sur D, et formons une fonction v=1},(p) du lemme précédent
pour D,. D’aprés le lemme, on peut regarder ¢(p) comme fonction par rapport
aux z, z,, - - -, Z,, v dans un domaine cylindrique (I, U), ol

I: |Zl—(31|<p,, lzz_c2|<pl5 ot ':Izn_cnl<p,

est un polycylindre contenu dans [, et U est un voisinage de ¢(p,). Désignons, de
nouveau, la fonction ¢(p) par ¢(z,, z,, - - -, z,, V).

Soit z°=(z?, 25, - -+, zs) un point quelconque de I, et soit, pour chaque
i=1,2, .--,n, D! la section de D définie par

o o o —
=21, s 2 T2 Ty 1= 2 0 2 =2,

On peut regarder D, comme domaine de type (T") étalé au-dessus du dicylindre
(z:,|<p, C). La trace ¢'(p) de ¢(p) sur D* est la fonction attachée au domaine D*.
D’apres Nishino, elle est holomorphe sur D™V, Alors, i (1<i<n) étant quelconque,
le théoréme de Hartogs montre que ¢(z,, - - -, z,, U) est holomorphe dans (I, U).
Nous avons donc le lemme suivant:

Lemme I (Lemme de Nishino)"®. Pour un domaine multivalent quelconque D
de type (T) étalé au-dessus du polycylindre (I', C), la fonction ¢(p) attachée & D est
holomorphe sur D.

11), 12) Voir Nishino [S], p. 253, Lemme fondamental.
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Soit p un point quelconque de D et soit (z,(p), - - -, z,(p)) la projection de p
sur I'. D’aprés le lemme ci-dessus, I’application

lezl(p)’ v "anzn(p)’ w=§0(P)

est une application biholomorphe de D sur le polycylindre (", C’) ou C’ signifie
tout le plan de w.

2. Fonction associée a un systéme de fonctions entiéres.

Soit
(2'1) .f:l(x)z.fi(xl’ Xos ¢y x,,+1) (i= 1, 2, LECEEIN n)

un systéme de n fonctions entiéres de n+41 variables complexes x;, Xy, « - -, X, .-
Considérons I’application

22 y=f(x)

de lespace C™*!' des variables complexes x,,X,, ---,x,,, dans I’espace C™ des
Variables CompleXeS Vs Vos =2 05 Vao ou y=(yla Yor vt v yn) et f(x)z(.fl(x),f;(x)’ DY
fa(x)). Une autre fonction entiére f,, ,,(x) sera dite fonction associée au systéme (2.1),
si la transformation

yt=f;2(x) (i=1’2"":n+1)
de I’espace C™*! est un automorphisme analytique. Etablissons le

Théoréme 1. On peut trouver une fonction associée au systéme (2.1), si et
seulement s’il satisfait aux conditions (A) suivantes:
1) Le rang de la matrice

(a.f’.t/axj) (i=1,2,---,n;j=1,2,--~,n+])

est toujours n.

2) Pourtouty e D, D étant I'image de C™** par I'application (2.2), la fibre f~'(y)
est irréductible et analytiquement homéomorphe a tout le plan d’une variable complexe
en tant qu’ensemble analytique dans C™*'.

3) Le domaine  ci-dessus coincide avec I’espace C™.

En effet, il est facile de voir que les conditions sont nécessaires.

Supposons d’abord que le systéme (2.1) satisfasse aux conditions 1), 2) de (A)
seulement. Soit a=(a,, - - -, a,) un point quelconque de D et soit p,=(x7, - - -, X2, )
un point appartenant a la fibre f~'(¢). D’aprés la condition 1), on peut supposer,
pour fixer les idées, que le déterminant fonctionnel

D(fl’ t 'afn)
D(xU v ',xn) 7&0

13) C’est une généralisation du théoréme I de Nishino [5].
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en p,. Par suite, on peut regarder

yt:f;(x) (i=132’ "',l’l), X1

comme un systéme de coordonnées locales en p, dans C**!. Donc, on peut trouver
un voisinage U de p, homéomorphe a un polycylindre (I, C,), ol

F: [yl_all<p9|y2_a2]<pv""Iyn_anl<‘0

est un polycylindre contenu dans et
Co: ]xn+1_x7?+1l<"

est un cercle, p et r étant des nombres positifs suffisamment petits. Dans ces cir-
constances, la partie f~'(/") de C"*! peut etre regardée comme un domaine multi-
valent étalé au-dessus du polycylindre (I”, C), ou C est le plan de la variable x,,, .
11 est facile de voir que ce domaine est de type (7). En particulier, le voisinage U
de p, est une partie univalente justement étalée au-dessus de (I, C). D’aprés le
lemme I, la fonction ¢,(x) attachée a f~'(I") est holomorphe dans f~!(I"). Par suite,
f7'(") est analytiquement homéomorphe au polycylindre (I”, |w|< o), par la trans-
formation

yi=f;(x) (i = 13 2’ Y "I), W:SDI‘(X)'

D’aprés le théoréme de Borel-Lebesgue, on peut recouvrir tout ® avec une
infinité dénombrable de ces polycylindres I”, (j=1,2, ---). Désignons la fonction
attachée 4 f~'(I",) par ¢,(x) respectivement. Alors, comme on sait bien, dans la
partie f'(I",) N f~'(I"}), si elle n’est pas vide, on a I'équation

Soj(x) = ajk(f(x))ﬂok(x) + .Bjk(f(x))a

ol a;,(y) et B,,(y) sont des fonctions holomorphes dans I"; N I, et a;,(y) ne s’annule
en aucun point de I',NI",. Donc (C**', f, D) est un espace fibré holomorphe sur D,
dont la fibre est le plan C d’une variable complexe et dont le groupe est le groupe des
transformations linéaires holomorphes du plan C.

Maintenant, supposons que ® coincide avec I’espace C™ (Condition 3) de (A)).
D’aprés Cousin, les premier et deuxiéme problémes de Cousin sont toujours
résolubles pour C* Alors, d’aprés le mode de raisonnement de Nishino™, on
peut trouver une fonction entiére g(x) des variables x,,x,, ---,x,,;, telle que
pour tout [,

gx)=a,(f(x)e(x)+ B;(f(x))

dans f-%(I",), ot a,(y), B,(») sont des fonctions holomorphes dans I'; et a,(y) ne
s’annule jamais. Elle est certainement une fonction associée au systéme (2.1).
C.Q.F.D.

14) Voir Nishino [5], p. 257 et 258.
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3. Systémes de fonctions entiéres satisfaisants aux conditions (4,).

Nous allons étudier des systémes de fonctions entiéres satisfaisants aux con-
ditions 1) et 2) de (4) du théoréme 1, que I'on appellera conditions (A,). Sup-
posons que le systéme (2.1) de fonctions entiéres du n°® 2 satisfasse aux conditions
(4,). Alors nous avons vu, en chemin de la démonstration du théoréme 1, que
(C™, f, D) est un espace fibré holomorphe sur . Si ceci est trivial, c’est-a-
dire ¢’il existe une fonction entiére f,,,(x) des variables complexes x,, X,, - -+, X5,
telle que l'application

yizﬁ(x) (i=1’29"°9n+1)

soit une application biholomorphe de C**! sur le produit DX C, le domaine D
est nécessairement pseudoconvexe.
De plus, on aura la

Proposition. L’espace fibré holomorphe (C™*', f, D) est trivial, si et seulement
si le domaine © est pseudoconvexe.

En effet, il suffit de voir que la condition est suffisante. Supposons que le
domaine ® soit pseudoconvexe. Alors, d’aprés Oka"?, ® est holomorphe-
convexe et le premier probléme de Cousin est toujours résoluble pour .

Il s’agit du deuxiéme probléme de Cousin pour ®. Envisageons la topologie
de ©. En vertu de la suite exacte des groupes d’homotopie de I’espace fibré, on
voit facilement que son i¥™¢ groupe d’homotopie 7,(D) s’annule pour tout i >1.
De 13, d’aprés Hurewicz, il suit que son i'*™° groupe d’homologie H,(D,Z) a
coefficients entiers s’annule aussi pour tout i >1. Donc, d’aprés le théoréme des
coefficients universels, le deuxiéme groupe de cohomologie H*D, Z) a coefficients
entiers s’annule toujours. Le domaine ® étant holomorphe-convexe, d’aprés
Serre"®, le deuxiéme probléme de Cousin est toujours résoluble pour .

Alors, d’aprés ce que nous avons vu dans la démonstration du théoréme
1, Iespace fibré holomorphe (C™*!, f, D) est certainement trivial. C.Q.F.D.

Pour n=1, on voit facilement que les conditions (4,) sont équivalentes aux
conditions (A). Pour n=2, il y a '’exemple suivant:

Exemple 1. Soient g;(x,, x;) ({ =1, 2) deux fonctions entiéres de deux vari-
ables complexes x, et x, telles que I'application

i=g(x, X,), Va=8(xy, X2)

soit une transformation biholomorphe de I’easpce (x;, x,) & un vrai domaine
partiel 9" de l'espace (y,,y,) de deux variables complexes. D’aprés Fatou-

15) Voir Oka [6], p. 211, Théoréme II et p. 222, Théoréme III.
16) Voir Serre [8], p. 60 et 61.
17) Ceci signifie que DS C2.
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Bieberbach“®, il existe certainement telles fonctions. Posons f;(x,, X;, X;) =g.(x,, x;)
(i=1, 2) identiquement. Alors le systéme

Si0xss Xz, X5), Jo(x1, Xz, Xs)

de fonctions enti¢res de 3 variables complexes satisfait aux conditions (A,), sans
satisfaire aux conditions (A).

Lorsque le systéme (2.1) de fonctions entiéres satisfait aux conditions (A,), le
domaine D est-il toujours pseudoconvexe? Je ne sais pas encore la réponse.
Mais nous verrons au n°® 5 qu’il est toujours pseudoconvexe au sense général.

4. Domaines pseudoconvexes d’ordre général“®

Soit E un ensemble de points de l'espace C" de n variables complexes
Y15 Vo *+*» Yoo Soit g un nombre entier tel que 0<g<n—1. On dira que E
satisfait au théoréme de la continuité (C) d'ordre q en un point p=(p,, - - -,7,)
de E, s’il existe un voisinage U de 7 satisfaisant & la condition suivante:

Soit y°=(y?, - - -, ¥5) un point quelconque de U. Considérons les ensembles
Ay, dyoys -+ -, 4, définis par

AO: lyl_ylol<rl (i=172,"”q)’[yj_yj°l<p (j=q+17"'sn),
A | yi=y2I<r (i=1,2,---,9), |y,—y]I<p (j=q+1,---,n; j+k), o<
[ ye— Y2 <0

pour k=q+1,---,n,0our,r,p et o sont des nombres positifs tels que 0<r’<r
et 0<<p’<p. Si le polycylindre

4: |y =y I<r(@=12---,9), |y,—y]1<p (j=q+1,---,n)

est contenu dans U et si la réunion 4,U4,,,U--- U4, reste extérieure a E,
alors le polycylindre 4 n’a aucun point commun avec E.

Soit D un domaine dans I’espace C*. Nous dirons D pseudoconvexe d’ordre
q“®®, si la complément E (=C"—D) de D satisfait au théoréme de la continuité
(C) d’ordre g en tout point p=(y, ---,%,) de E, et si cette propriété est in-
variante par toute transformation pseudoconforme biunivoque au voisinage de 7.

En particulier un domaine dans l’espace C™ est pseudoconvexe d’ordre n—1,
si et seulement s’il est pseudoconvexe au sense ordinaire. Un domaine pseudo-
convexe d’ordre ¢g’>q est nécessairement pseudoconvexe d’ordre g, et tout
domaine est pseudoconvexe d’ordre O.

18) Voir Bieberbach [1].

19) Voir Tadokoro [9], p.281, note 2) et Fujita [2], p.403, n° 9.

20) Ily a les théorémes (A), (B), (C), de la continuité d’ordre q de trois sortes. Donc on
peut définir domaines pseudoconvexes (A), (B), (C) de trois sortes respectivement par
ces théoréemes (A), (B), (C). Mais elles signifient une seule et la méme sorte. Voir
Tadokoro [9], p.283 & 285.
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5. Systémes de fonctions holomorphes sur une variété de Stein.

Soit ¥ une variété de Stein (connexe) de dimension n--1. Considérons un
systéme

(5. J(p), fL(D), - -+, fulP)

de n fonctions holomorphes sur V, satisfaisant aux conditions (A,) suivantes:
1) Soit p, un point quelconque de V et soit z,,z, - - -, z,,, un systéme de
coordonnées locales en p, ayant p, pour origine. Alors le rang de la matrice

(af;(P(Z))/aZj) (i=1’2,"'9n;j=1, 2a R n+1)

est toujours »n a l'origine.
2) Soit © I'image de V par I’application

(5.2) y=f(p),

ou y=(y1, Vz, -+ ¥) €t f(P)=(fi(P) fP), - - -, fu(P))- Pour tout ye®, la fibre
f7%(») est irréductible et analytiquement homéomorphe a tout le plan d’une
variable complexe en tant qu’ensemble analytique dans V.

Dans ces circononstances Ueda a montré un exemple intéressant, dont le
domine © n’est pas pseudoconvexe (d’ordre n—1)®Y. Nous donnerons un autre
tel exemple dans la suite (Exemple 3 au #° 6). D’un autre cété, on aura le

Théoréme 2. Dans les circonstances ci-dessus, (V, f, D) est un espace fibré
holomorphe sur ®, dont la fibre est le plan C d’une variable complexe et dont le
groupe est le groupe des transformations linéaires holomorphes du plan C. De plus,

le domaine © dans [l'espace (y,, ¥, ---,),) est toujours pseudoconvexe d'ordre
n—2.

Pour l'effet, introduisons le lemme suivant:

Lemme II*®, Considérons, dans [l'espace C™ des n variables complexes
Vi Vo + 5 Yu (n223), trois domaines cylindriques 4', 4%, £ des formes suivantes:

A |y l<ri (=12 ,n=2), 0i<| Yos|<pu | ¥u|<po,

& | y|<r, (=12, - ,n=2), | y,,|<pn 0:<| Yal<po

& y|<ri (=12, - -,n=2), | pos|<pu | Val<po
ot r,ri(i=1,2,---,n=2),p, 05 (j=1,2) sont des nombres réels tels que 0<r)
<r., 0=05<p;

1°  Soit donnée une fonction g(y) holomorphe dans 4°N 4* pour chaque
permutation circulaire (i, j, k) de (1, 2, 3), de facon que I'on ait identiquement

21) Il n’est pas publié encore.
22) Ce lemme que 'on doit & R. Fujita sera publié prochainement.
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&i+&+g=0 dans A'NALNAL.

Alors on peut trouver des fonctions h,(y) holomorphes dans A' respectivement, de
fagon que l'on ait identiquement

g.=h,—h, dans 4'N 4*%.

2° Etant donnée unme fonction g(y) holomorphe et non nulle dans 4°N 4*
pour chaque permutation circulaire (i, j, k) de (1,2,3), de facon que I'on ait
identiquement

£18:8:=1 dans A'NALN AL

Alors on peut trouver des fonctions h(y) holomorphes et non nulles dans A4,
respectivement, de facon que l'on ait identiquement

g.=h,lh, dans 47N 4"

Démonstration du théoréme 2. D’aprés Remmert®, on peut supposer que
V soit un ensemble analytique non singulier dans I’espace de m variables com-
plexes x,, x,, - - -, X,,, m étant un nombre entier suffisamment grand. Soit y° un
point quelconque de D et soit x° un point de la fibre f-(y°). D’aprés
Grauert®’, en choisissant des coordonnées convenables de I’espace (x), on peut
supposer que l'intersection de ¥ et de I’ensemble analytique x,=a,, x,=a,, - - -, X, ,,
=a,,, soit au plus de dimension O pour tout point (a,, a,, - - -, a,,,) de l’espace
(x4, Xg, + -+, X,,,) €t que, dans un voisinage de x°, V soit défini par

xn+2=$n+2(xl’ °T "xn+l)’ R xm=$m(xla ) xn+l)5

&, (n+2<i<m) étant des fonctions holomorphes dans un voisinage de (x?, - - -,
Xpe). Alors zy=x,—x7, -+, 2,,,=X,,,—X5,, étant un systéme de coordonnées
locales en x° ayant x° pour origine, d’aprés 1), le rang de la matrice

(aﬁ(x(z))/azj) (i=1’2,"'9n;j=1’23"',n+1)
est n a l'origine. Pour fixer les idées, supposons que le déterminant fonctionnel

D(fi(x(2)), - - -, [(x(2)))
D(Zla o ',Z,,)

est non nul & lorigine. Alors pour un polycylindre I" (C D) autour de y°, on
peut regarder la partie f'(/") comme un domaine multivalent de type (7') étalé
au-dessus du polycylindre (I, C), ou C est le plan de la variable x,,,. Donc, en
raisonnant pareillement au n° 2, on voit que (¥, f, D) est un espace fibré holo-
morphe sur ®, dont la fibre est le plan C d’une variable complexe et dont le
groupe est le groupe des transformations linéaires holomorphes du plan C.

23) Remmert [7].
24) Grauert [3], p. 249, Satz 9. Voir aussi Nishino [4], p. 382, Théoréme 1.
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Pour prouver la derniére partie du théoréme, on peut supposer n=3. Soit
»=(p, - -+, 9,) un point quelconque du complément £ (=C"—D) de D. Con-
sidérons un polycylindre U de centre 7. Soit y°=(y?, ---,ys) un point quel-
conque de U. Supposons que le polycylindre

4: |y=y2I<r(i=1,2,---,n=2),|y,— y7|<p (j=n—1,n)

soit contenu dans, U et que les ensembles 4, 4,_,, 4, définis par

4 |yi=WI<r (=12, ---,n=2),|y,—y;|<p (j=n—1,n),
An-I: |)’z*yf|<" (121’ 2a ° ~,n—2), P/<|yn-1—y::—1|<P, IYn—y7?|<P,
An: |yi_y1?|<r (l=1»2’ . ',l’l—2), |yn-l_y7c:—-11<(09 p,<|yn_yzl<p’

soient contenus dans D, r, r’ (<r), p, p’ (<p) étant des nombres positifs.
Posons

A=A, ,, A¥=4, 49=4,

Les premier et deuxiéme problémes de Cousin étant toujours résolubles pour les
domaines 4 (i=1,2,3)", pour chaque i on peut trouver une fonction ¢,(x)
holomorphe dans f~'(4?), telle que I’application

y=Js(x),  w=p(x),

soit une application biholomorphe de f~'(4“) sur le produit (49, |w|< o).
Soit (7, j, k) une permutation circulaire quelconque de (1, 2, 3). Alors on a

9i(x) =, (S (Nee(x)+B(f(x))  pour xe f7(49 N AD),

ol @, (y) et B, (») sont des fonctions holomorphes dans 4N 4® et a,(y) ne

s’annule jamais. Posons g,(y)=a.(), g(y)=as(y) et g(»)=a,(y). Alors on a
identiquement g,g,g,=1 dans 4PN 4N 4®. En vertu du 2° du lemme II, on
peut trouver des fonctions 4,(y) holomorphes et non nulles dans 4, de fagon
que l'on ait identiquement

g:=h,lh, dans 49N 49,
Posons
i) =p0)/h(f(x))  pour xe f71(4P).
Alors chaque ¢j(x) est holomorphe dans f~(4) et on a

i) =¢(X)+B5(f(x)  pour xe f(4VNAY),

ou f(»)=g¥») est une fonction holomorphe dans 4°N 4*, telle que I’on ait
identiquement g;+g;+g:=0 dans 4" N 4® N 4®. Donc, d’aprés le 1° du lemme
II, on peut trouver des fonctions Aj(y) holomorphes dans 4N A4%*, de facon
que l'on ait identiquement

25) Voir Oka [6], p. 39, Théoréme II.
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gi=h,—h, dans 49N 4%,
Pour xe f(4), ol 4'=4"U 4™ U 4®, posons
p()=pix)—h(x),  si xe f(4D).
Alors ¢(x) est une fonction holomorphe dans f~'(4’) et "application
(53) y=7r(x,  w=p(x)

est une application biholomophe de f~'(4') sur le produit (&4, |w|< o).
Regardons 'application inverse de (5.3) comme application de (4, |w|< o)
dans l’espace (x,, - - -, X,,), et désignons-la par

54 x=F(y,w),

ou x=(x1’ te 'sxm) et F(ya W)Z(Fl(y’ W). Y Fm()’» W)) Fi(ys W) (l=15 2, Tty m)
étant des fonctions holomorphes dans (4, |w|< ), d’apres Hartogs, elles pouvent

se prolonger en des fonctions F,(y, w), - - -, F,.(», w) holomorphes dans (4, [w|< ).
Posons
(5'5) X=ﬁ(y,W)=(Fl(y,W), ""F~m(y’ W)).

C’est une application holomorphe de (4, |w|< ) dans I’espace (x) coincidant avec
I’application (5.4) pour (y, w) € (4, |w|< ). Donc, on peut regarder I’application
(5.5) comme celle de (4, |w|< o) dans ¥. Or, la composition de I'application (5.2)
avec (5.5) est une application holomorphe de (4, |w|< o) dans 4 telle que

y=fEy,w)

pour tout ye 4. D’ol, il en est de méme pour tout y € 4. Donc 4 est nécessaire-
ment contenu dans ®, ce qui montre que I’ensemble E satisfait au théoréme de la
continuité (C) au point 7 de E.

On peut vérifier immédiatement que cette propriété est invariante par toute
transformation pseudoconforme biunivoque au voisinage de 7. Donc ® est pseudo-
convexe d’ordre n—2. C.Q.F.D.

En particulier le domaine © au r° 3 est toujours pseudoconvexe d’ordre n—2
dans I’espace ().

6. Systémes de fonctions rationnelles sur une variété affine.

Un sous-ensemble ¥ de ’espace (x) de m variables complexes x,, x,, - « -, X, est
appelé variété affine s’il est I'ensemble des zéros communs d’un nombre fini de
polyndmes des x,, X,, - - -, X,. On dit qu'une variété affine V' est non singuliére si
elle est non singuliére comme un ensemble analytique dans I’espace (x). Une variété
non singuliére est évidemment une variété de Stein comme une variété analytique
complexe. Une fonction f(x) sur une variété affine V sera dite fonction rationnelle
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sur V si elle est une trace sur ¥ d’une fonction rationnelle F(x) des variables x;, x,,
-, x,. Alorsonale

Théoréme 3. Soit V une variété affine non singuliére (connexe) de dimension
n+ 1 dans l'espace (x,, - - -, x,,) et soit

6.1) L), L fu(x)

un systéme de fonctions holomorphes et rationnelles sur V satisfaisant aux conditions
(A,) du n° 5. Considérons I'image © de V par I'application

(6.2) 1= [i(%), s Ya=FulX)-

Alors le complément E de D est, s’il n’est pas vide, une variété affine dans I’espace ()
dont les composantes sont de dimension n—1 ou n—2.

En effet, soit x° un point quelconque de ¥. On peut supposer, pour fixer les
idées, que lintersection de ¥ et de I’ensemble analytique x,=a,, - -+, X, ,1 =001
soit au plus de dimension 0 pour tout point (a;, - - -, a,,,) de I'espace (x,, - -+, X,,,)
et que, dans un voisinage de x°, x,, - - -, Xx,,,, soient coordonnées locales de ¥ .
De plus, daprés les conditions (4,), on peut supposer que le déterminant fonctionnel

D(fa te ’f) o
6.3 =S Jn () en x°.
( ) D(xla""xn)¢
Dans I’espace (x;, - - , Xm, V1> - - *» Va) des m+n variables complexes, considérons

la variété affine X définie par

xeV,y,=fi(x) (i=12,---,n).

D’aprés (6.3) 2 s’exprime dans un voisinage de (x°, f(x°)) par

xi=§i(xn+layh "'syn) (léiém)’

ou &,(x,., ») sont des fonctions holomorphes par rapport aux x,,, y, - - -, ¥, dans
un voisinage de (x2,,,f(x°)). Soit f le domaine multivalent étalé au-dessus de
I’espace (X,,. Vi + ++» V) défini par le prolongement analytique simultané de ces
fonctions, admettant les poles et les points critiques d’ordre fini d’elles pour points
intérieurs de R. (R est le domaine de Riemann d’une fonction algébrique des
variables x,,,, ¥, - - -, ¥, sur I'espace fini (x,,,, »).) Pour chaque i (1<i<m) soit
£,(q) 1a fonction méromorphe sur R correspondant a &,(x,,,, y) et soit S I’ensemble
de tous les poles de ces fonctions sur R. Le point ¢ de R correspondant au point
(x°, f(x°)) de 3 n’appartient pas a S. Pour tout point ¢ de it — S dont la projection
est (a,,,, b), il existe un point (a, b) de X' dont la projection sur I’espace (x,,,,») est
(@,.1, b) et par suite be D. Supposons que le complément E existe effectivement.
Alors, pour tout point b=(b,, - - -, b,) de E, '’ensemble analytique (de dimension un)
de R défini par

26) Voir la démonstration du théoréme 2 au n° 5.
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ylzbh o "yn=bn

est contenu dans S.

Soit § la projection de S sur I’espace (x,,, Vi, - - =» ¥a) €t soient S, - .-, 8, les
composantes irréductibles de S définies respectivement par

Fj(xn+l9 yl,""yn)=0 (j:],2,---,u),

F, étant polynémes (irréductibles) de x,,,, ¥, -+, V.. Supposons, pour fixer les
idées, que F,, - - -, F, soient indépendantes de x,,, et que d0F,/ox,,,#0 pour j>p.
Pour chaque j (> p), soit x,,,=y,(») la fonction algébrique des variables y,, - - -, y,
définie par

Fj(an’yl’ v "yn)':()’

et soit ¢; la projection de I’ensemble de tous les points d’indétermination de y,
sur I'espace (y,, - - -, ¥,); 0, (0 <j Zv) sont des variété affines dans 'espace (y,, - - -, ¥,,)
a composants de dimension <n—2. Soient &, (j=1, 2, - - -, p) les surfaces analy-
tiques dans I’espace (y) définies respectivement par

Fj(yla"',yn)zo (j=192>"'9[1)-

Alors on a

I’ v
Ec(U y,)u( () ok).
Jj=1 k=p+1
Supposons, pour fixer les idées, que ¥,C E pour j <2 et que &, E pour j > A.
Nous allons voir que toute &,NE (j >4) est contenue dans une variéré affine de
dimension <n—2. Considérons la surface analytique T, dans R définie par

Fy(»)=0.

1°  Supposons que T,& S. Alors il existe une composante T} de T, telle que
T? &S. Lintersection 77 NS est un ensemble analytique dans i de dimension
<n—1et #,NE est contenue dans la projection de 77 N S sur I'espace (y,, - - -, ¥,)-
Le raisonnement, qui vient montrer que I’ensemble E est contenu dans une variété
affine de dimension <n— 1, montre aussi que &, E est contenue dans une variété
affine de dimension <n—2.

2° Supposons que T,CS. &, n’étant pas contenue dans E, on peut trouver
un point y appartenant au © (., et par suite xe C™ tel que (x,y)e 2. En rem-
plagant le point x° par le point x, considérons un systéme de coordonnées x, - - -, X/,
de I’espace (x) satisfaisant aux conditions parlées plus haut. Soient 9’ le domaine
multivalent étalé au-dessus de I’espace (x,,, Vi, - - -, V) €t S’ le sous-ensemble de )R/
pareils aux R et S respectivement. Alors au point (X, y) correspond un point ¢’ de
RN —S8’. Soient &; (11 <) les surfaces analytiques pareilles aux &, (1< 7<)
et soient o, (¢ <m<y') les variétés affines pareilles aux o, (p<<k<y). Alors
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'ensemble E est contenu dans
(CEATTRURA?
=1 m=p'+1
Si aucune &; ne coincide avec &,. &;N E est contenu dans
(O nzn)u( O a).
1=1 m=p’ +1

dont toutes les composantes sont au plus de dimension n—2. S’il existe une &
telle que &;=¢,, I'ensemble T, pareil au T, n’est pas contenu dans S’. Car, le
point ¢’ de R’ — S’ appartient au T;—S’. Donc nous avons déja vu au 1°, que
S NE (=&,NE) satisfait a la condition voulue.

D’aprés ce que nous avons vu, on a

EC(C} V,)Ur,
i=1

ol 7 est une variété affine & composantes de dimension au plus égal a n—2. Sup-
posons, pour fixer les idées, que

E(’:(QIV,)UH,

pour toute variété affine <’ Cz. Or, d’aprés le théoréme 2, I’ensemble E satisfait au
théoréme de la continuité d’ordre n—2. Par suite la variété r ne peut avoir aucune
composante de dimension plus petit que n—2. De plus, si la variété ¢ a une com-
posante z, de dimension n—2, 7, doit étre contenue dans E. Donc I’ensemble E

2
coincide avec la variété affine (U & ,) Uz dont toute composante est de dimension
i=1

n—1oun—2. C.Q.F.D.

Exemple 2. Dans I'espace (x,, x,, - -+, X,,,,) de n+2 variables complexes, con-
sidérons la variété affine V' définie par

XXy« o X, ,;— 1=0.

Alors le systéme y,=x,, - - -, ¥, =X, satisfait aux conditions du théoréme 3 ci-dessus.
Le complément E de I'image © est une variété affine définie par

Ve Yn=0,
dont les composantes sont toutes de dimension n—1.

Exemple 3. Dans I'espace (x,, x,, X;, x,) de 4 variables complexes, soit V la
variété affine définie par

X%+ x,x,—1=0.
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Alors le systéme y, =x,, y,=Xx, satisfait aux conditions du théoréme 3 (pour n=2).
Le complément E du D consiste en le seul point (0,0). Donc ®© n’est pas pseudo-
convexe au sens ordinaire.

7. Dans les circonstances du théoréme 3, supposons de plus que n,(V)=my(V)
=0. Alors I'image ® de V coincide avec I'espace (y).

En effet, supposons que I'image ® ne coincide pas avec I’espace (y). Alors,
d’aprés le théoréme 3, le complément E du D est la variété affine dans I’eapsce () a
composantes de dimension n—1 ou n—2. D’autre part, la suite exacte d’homotopie
de I'espace fibré (V, £, ) montre que 7,(D)=r,(D)=0.

Soit & une composante de dimension n—1 de E. & est définie par g(y)=0,
g(») étant un polynéme des variables y,, - - -, y,. Alors, on peut trouver une courbe
fermée C dans D, telle que la variation de I’argument de g(y) soit non nulle, lorsque
le point y décrit la courbe C. Or, comme g(y) ne s’annule pas dans le domaine ®
tel que 7,(D)=0, la variation de ’argument de g () est nécessairement nulle, lorsque
le point y décrit une courbe fermée quelconque dans ®; ceci est une contradiction.
Donc E n’admet pas de composante de dimension n— 1.

Soit ¢ une composante de dimension n—2 de E, et soit a=(a,, - - -, a,) un point
ordinaire de ¢. Supposons, pour fixer les idées, que ¢ soit définie par

yn-1=771()"1,"'7yn—2), yn=7]2(yl""7yn-2)

dans un voisinage de a, 7, et 7, étant des fonctions holomorphes des variables

Yis * 05 Yn-e en (al, i '9an—2), telle que an-lzﬂl(ah . '&an—z) et an=7]2(a1, . ',an_z)-
Dans 9O, considérons une sphére (de dimension réelle 3)

T: y1=ala ""yn-2=an—2’Iyn—l_an—x|2+|yn_an|2=r2 (r>0)’
r étant assez petit pour que I’ensemble
=ay, - Yn2=0ay 0<|yn—1_an—1lz+|yn_au Izgrz

soit contenu dans ®. Comme 7,(D) =0, la sphére ¥, munie d’un certaine orientation,
est un bord d’une chaine singuliére ¢, de dimension 4 (& support compact) de D.
Regardons la boule

(T). Vi=0qy - Y=y o, |yn_1—an_1|2+|y"—an[2§r2

comme une chaine singuliére ¢, de dimension 4 de I’espace (y) telle que dc,=ac, (=7).
Alors c=c,—c¢, est un cycle de dimension 4 (a support compact) de I’espace () tel
que le nombre d’intersection (¢, o) = =+ 1 (0), ce qui est contradictoire avec H,(C", Z)
=0. Donc, ’ensemble E est vide et le domaine D coincide avec ’espace C”".

8. Les premier et deuxiéme problémes de Cousin étant resolubles pour C*, dans
les circonstances du n°® 7 on peut trouver une fonction g(x) holomorphe sur V, telle que
l'application
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8.1 = L(0), - -+, yu= fu(), w=g(x)

soit une application biholomorphe de V sur C**'. Nous nous proposons de montrer
que l'on peut choisir pour g(x) une fonction rationnelle sur V.

Regardons lapplication inverse de (8.1) comme une application de C"*' dans
I’espace (x), et représentons-la par

(8'2) xi=Ft(yaw) (i=l,2,‘--,m),

ol F,(y,w) sont des fonctions entiéres des variables y,, - - -, y,, w. D’abord nous
allons voir que toutes les F,(y,w) sont des polynomes en w. Soit © I’ensemble
analytique dans P'espace (x,, - - -, X, Yy, * * +» Va, W) de m+n+1 variables complexes
défini par (8.1) (ou (8.2)). Alors la projection de & sur I’espace (x,, - « -, Xy, Yy = <5 Va)

est la variété affine X' définie par

xeV,y=f(x) (=12---,n),

et Papplication canonique de © sur 3 est biholomorphe.

Si 0F,/ow s’annule identiquement, il n’y a rien a faire. Supposons donc que
oF,/ow ne s’annule pas identiquement. Alors la projection de & sur lespace
(X, Y1y -+ =, Ya, W) est la surface analytique &, définie par

(8.3) x;=F(y, w),

et ’application canonique de & sur &, est biholomorphe. L’ensemble R, des points
(a, by, - - -, b, c) de ©,, tels que I'intersection de &, et du plan analytique défini par
x,=a,, y,=b, (j=1,2,---,n) soit de dimension 0, peut etre regardé comme un
domaine multivalent étalé au-dessus de I’espace (x,,y,, ---,»y,) et, en général,
ramifié intérieurement. Il est le domaine d’holomorphie de la fonction w définie par
I’équation (8.3).

Pour chaque j (1< /< m) soit &, la restriction de F,(y, w) & R, et soit (y(q),
-+, r.(9)) 1a projection de g € R, sur I'espace (). Alors le point

(51(4), R &m(q)’ ‘!’I(q)» ) \Pn(LI))

reste dans la variété affine 2, quand ¢ parcourt le domaine R,. 1l en résulte que
toutes les fonctions &,(g) sont des fonctions algébriques des variables x,, y,, - - -, ¥,
et que N, peut etre plongé comme une partie ouverte dans le domaine de Riemann
d’une fonction algébrique des variables x,, y,, - - -, ¥,, ce qui montre que F,(y, w) est
un polynéme en w.

En appliquant une transformation linéaire non singuliére convenable de ’espace
(x), on peut supposer que toutes les F,(y,w) (1<i<m) soient de degré v (=1)
comme polyndmes en w. Posons

8.4) F(y,w)=a(»)+a(yw+ - - +a(yw’,
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ol a,(y) sont des fonctions entiéres des variables y,, - - -, y, et a,(») ne s’annule pas
identiquement.

On peut supposer que:

1° oF,/ow m’ait aucun facteur multiple comme fonction entiére des variables
Yoo Vs W

2°  Dans le cas ot v>1, a(y), a(y), - - -, a(y) n'aient aucun facteur commun
comme fonctions entiéres des variables y,, - - -, y,*".

En effet, le rang de la matrice

(0F,  0F, 0F,
a2 0y, ow

oF,  9F, oF,
oy 0y, ow

étant toujours n-+1, oF,/ow (i=1,2,-..,m) n’a aucun facteur commun comme
fonctions entiéres des variables y,, - - -, y,, w. Soientt, - - -, t,, m variables complexes
indépendantes et posons

F(t’ y, W)= ;1 tiFi(ys w)=a0(t, y)+al(ta y)W—|— tet +av(t’ y)W"~

Alors, on voit que:
(1) 0F/ow n’a aucun facteur multiple comme fonction entiére des variables
{1, . "tm,yl’ sy Vs W

(2) Dans le cas ou v>1, a(t,y), ---,a,t, y) nont aucun facteur commun
comme fonctions entiéres des variables ¢, - - -, ¢, Vi, * * 5 Vo

Donc, on peut choisir les nombres ¢1, - - -, t,, de fagon que F(¢/, y, w) satisfasse
aux conditions 1°, 2°.

Sur I’espace (x, y,, - - -, Va), considérons le domaine d’holomorphie (intérieure-

ment ramifié) R, de la fonction w définie par 1’équation
8.5) x,=F,(y, w).

Pour chaque j (1 < j<m) soit &,(q) la fonction holomorphe sur R, correspondant a
Fy(y,w). Nous avons déja vu que toutes les &,(g) sont des fonctions algébriques des
variables x,, y,, - -+, ¥,.. Soit R, (DOR,) le domaine d’holomorphe de la fonction
a,(y)w sur Pespace (x,, ¥). (R, est le domaine de Riemann d’une fonction algébrique
des variables x,, y,, - - -, y, sur I'espace fini (x,, y).) On peut regarder toutes les &,(q)
comme fonctions méromorphes sur f,. Soit .S ’ensemble de tous les pdles de ces
fonctions sur f,. Alors on a R}, =R, —S.
L’ensemble analytique dans 1’easpce (x,, y) défini par 1’équation

27) Plus exactement, 1° signifie que dF:/dw n’a aucun facteur de la forme (f(y,w))*, ol f(y,w)
est une fonction entiére des variables yi, ---,y», w ayant au moins un zéro. Il en est de
méme de 2°.
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a(y)=0

coincide avec la projection S de S sur 'espace (x,, y). S étant une variété affine, on a

a(y)=a;(NL2Ay),

ol a°(y) est un polyndéme en y,, ---,», et 2(y) est une fonction entiére qui ne
s’annule jamais.

En remplagant g(x) par g,(x)="4/Q g(x), on peut supposer que le coefficient
a,y) de F, soit un polynéme en y,, - - -, y,. De plus, supposons, pour fixer les idées,
que a,(y) soit de degré 1 (=0) comme polyndme en y,, - - -, y,, et le coefficient de yi
soit 1. D’aprés le théoréme du reste®™, on a

a, ,(Y)=a,(»)e(»)+a’ (),

ol ¢(y) et a’_,(») sont des fonctions entiéres et a;,(y) est un polynéme en y, de
degré au plus égal 3 Ai—1 (identiquement nul si 2=0). En remplagant g,(x) par
8:(x)=g.(x)+¢(»)/v, on peut supposer que le coefficient a,_,(y) de F, soit un polynéme
en y, de degré au plus égal a 2—1. (La fonction F, modifiée satisfait de méme aux
conditions 1°, 2°.)

Nous allons voir que w=g,(x) est rationnelle sur V.

Cas 1 ouvy=1. Posons

a(y, - Y)=c+ey+ -+l

ot ¢,(y, + -+, y,) sont des polynémes en y,, - - -, y,. On peut supposer que 1>0
(si 2=0, I’équation (8.5) se réduit & x,=w). D’aprés 1°, dF,/ow=a,(y) n’a aucun
facteur multiple. Donc, toutes les racines 7,(¥a, <= <, ¥o), « =5 9i(Yo -+ -, Yo) de
I’équation

oyt +yi=o

sont distinctes. Prenons un point y'=(y3, - - -, y,) tel que toutes les 7, - - -, 7, soient
holomorphes en )’ et que toutes les valeurs #,()'), - - -, 9,(3’) soient distinctes. Dans
I’espace (x,, y) '’ensemble analytique ¢ défini par

a,(y)=0, x;=ay(y)

est 'ensemble des points d’indétermination de la fonction w définie par (8.5). Donc,
il est contenu dans la réunion des ensembles des points d’indétermination de &,(q)
(1Zj<m). &,(q) étant des fonctions algébriques des variables x,, y,, - - -, y,, o est
une variété affine dans I’espace (x,, ). D’ou toutes les fonctions

ao(’?t’ LTI 'vyn)zai(yz’ c "yn) (l:l, 2, Y 2)

sont des fonctions algébriques des variables y,, - - -, y, holomorphes en )’. Posons

28) Voir Oka [6], p. 109 4 114, La démonstration du théoréme dans le cas actuel est tout
pareil a celle d’Oka.
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af(yy, - ) =dy+diy+ - - - Hdyi7

ou d,(y,, * - -, y,) sont des fonctions enti¢res. Au voisinage de 3/, les fonctions d,
(0<j<21—1) sont déterminées uniquement par les équations linéaires

2-1
Y dpi=a, (ISi<).
j=0

Donc, toutes les d, sont des fonctions algébriques des variables y,, - - -, y,; d, étant
des fonctions entiéres, elles sont des polynémes en y,, - --,y,; ce qui montre que
w=(x,—a,)/a, est rationnelle sur '’espace (x,, y). Les fonctions y,= fi(x) (i=1, 2,
- .-, n) étant rationnelles sur V, il en est de méme de w=g,(x).

Cas 2 o vy>1. D’aprés I’équation (8.5), v=a,w satisfait & I’équation

@ 'x,=a a4 - - - +a, v+ v
Donc, z=v+a,_,/v satisfait 4 I’équation
(8.6) @ x,=by+bz+ - - +b,_z 2,

ol by(y) (0=<j=v—2) sont des fonctions entiéres des variables y,, ---,y,. En
raisonnant pareillement a Nishino®, nous verrons que toutes les b,(y) sont des poly-
nomeseny,, ---,y,.

Posons

G(y,2)=by+bz+ - +b, 2 2.

D’aprés 1°, 8G/dz n’a aucun facteur multiple.  Donc, toutes les racines &,(y),
-+, &,_1(») de I’équation

9Glaz=0

sont distinctes. Prenons un point y° de I'espace () tel que a,(»¥°)+#0, que toutes
les () (1<i<v—1) soient holomorphes en y° et que toutes les valeurs {,(y°)
soient distinctes. Alors, pour un voisinage § suffisamment petit de y°,

(i) a,(p) ne s’annule pas dans 4,

(i) ¢,(») (1<i<y—1) sont holomorphes dans g, et pour tout c € § toutes les
valeurs £,(c) (1<i <v—1) sont distinctes.

Posons

Gy, M =71») (I<i<v—1) pour y e d.

D’aprés (i), (ii) et (8.6), 7:(») sont holomorphes dans § et les ensembles analytiques
définis par

(@) xi=rd»)

sont contenus dans la projection de la surface critique de R, sur I'espace (x;, y);

29) Voir Nishino [5], p.228 a 231.
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donc toutes les y,(») sont des fonctions algébriques des variables y,, -« -, y,.
Supposons, pour fixer les idées, que r,.())="---=7,(»), ro.. (N ="+ =709
o Toseree 1D =Tosesenr (V) @+£+ - - - + p=v—1) identiquement pour 4 et toutes
les 7,(3), 76.+.4»), « - -, 7._1(p) soient distinctes. Posons

Q(X, Z)=X0+Xlz—|— e +XV_sz—2+zv’

ou X, X, ---,X,_, sont des variables complexes indépendantes. La condition
(nécessaire et suffisante) pour que les équations algébriques simultanées en z

(ra(y)=¢(X ,2) (ro+.(y)=d>(X, z) (r,_l(y)=<l>(X, 2)
80 /6z=0, 30/9z=0, " \09/6z=0

aient respectivement au moins #, au moins «, - - -, au moins yx racines est donnée par
I’équation

(8'7) §Bt(y,X)=0 (l=1,2, "',k)’

ou B,(y, X) sont des polyndmes par rapport aux X,, X;, - - -, X,_; dont les coefficients
sont des fonctions algébriques des variables y,, - - -, y, holomorphes dans 4, k
(=v—1) étant un nombre entier®”.

Soit U I'ensemble analytique défini par (8.7) dans (4, (X)), (X) étant I’espace
des variables X;, X,, - - -, X,_,. Allors, ’ensemble analytique 8 défini par

X;=b(y) (0=j=v-2)

est évidemment contenu dans 2. De plus, on voit que:

B est une composante de .

En effet, soit %, l'intersection de 2 et de ’ensemble anlytique y,=c,, - -+, y,=¢,,
c=(c, - - -, c,) étant un point de . Il suffit de voir que le point (c, by(c), - - -, b,_(c))
est isolé dans U, pour tout ce §. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Alors on

30) Soient

fR=agzr+ ezt 14 dan,  g@)=Poz™+pz™ 4 A B
deux polyndmes en z respectivement de degré n et m. Alors, la condition (nécessaire et
suffisante) pour que les équations
f(2)=0,  g(z)=0
aient au moins e (<min (n, m)) racines communes est donnée par
rang (A)<n+m—2e+2,
ol A est la matrice (n+m—e+1 lignes et n+m—2e+2 colonnes)

% () ﬂo_. 0
HE "Bo
b
O 'a" O 'ﬂm

Donc, la condition est donnée par (212:5;}2) (=e) équations algébriques des

An

@, "‘ran:ﬂﬂy "'vﬁmo
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peut trouver des fonctions B,(¢)(0<i <v—2) d’une variable complexe ¢ satisfaisant
aux conditions suivantes:

(iii) B,(?) sont des fonctions holomorphes dans |7 |<1 telles que B,(0)=b,(c)
0Zi<v—2).

(iv) (¢, By(t), - - -, B,_y(t)) € U, pour |¢|< 1.

(v) Au moins une B(¢) n’est pas constante.

Soit z, la fonction algébrique de x, définie par

(8.8) (a.(c)y "%, =By()+B()z,+ - - - + B, (t)z;*+z,

t (jz|<1) étant un paramétre; soit R, le domaine d’holomorphie (intérieurement
ramifié¢) de z, sur le plan x,. D’aprés (i) et (iii), R, coincide avec la section de R,
par y=c; d’aprés (ii), (iii), (iv) et (8.7) les nombres de points critiques de R, sur

70()/(@(e))* Y, 1o O)(@f)) ™ - - -, 1ale)/(a(e))

sont respectivement 4, «, - - -, p pour | |<e, e étant un nombre positif suffisamment
petit. Or, tous les points critiques ci-dessus de R, sont d’ordre un, et R, n’a aucun
autre point critique pour |z |<e; donc, toute R, (|#|<e) est identique & R, comme
surface de Riemann sur le plan x,. R, étant analytiquement homéomorphe au plan
de la variable complexe z,, on a

z,=w,Z,+ B, (|t|<€)9

ou «, et B, ne dépendent que de ¢ et @, ne s’annule jamais®’. D’aprés (8.8) on a
identiquement

a;=1 et B,=0;
a, étant une fonction continue de ¢ telle que a,=1, on a identiquement
a,=1 et B,=0 pour |t |<e,

ce qui contredit (v) et démontre la proposition.

Or, B8 étant une composante de U défini par 1’équation (8.7), toutes les b,(y)
(1=j<v—2) sont des fonctions algébriques des y,, - - -, y,. b,(y) étant des fonctions
entiéres, elles sont des polynémes en y,, - - -, y,. Donc, d’aprés (8.6),

z=aw+a,_ v

est une fonction algébrique des variables x,, y,, - - -, ¥,.
Soient (¥, -+ -, ¥,) (i=1,2, - - -, p) les racines distinctes de I’équation

av(yl’ ° ‘,y,.)ECo+C1y1+ ctt +yi=0’

et soient e; les multiplicités de », (e,+ - - - +e,=2). D’aprés 2°, on peut choisir un
point y =(y;, - - -, y,) satisfaisant aux conditions suivantes:

31) 1l est facile de voir que z; est un polyndme en z,. D’autre part, d’apres (8.8), on voit
que dz;/dz, ne s’annule jamais pour |#|<e.
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(1’) Toutes les 5, sont holomorphes en )’ et toutes les valeurs »,()") (1=i<p)
sont distinctes.

(2) Pour tout i (1<i < p), au moins une a,(7,(y), ¥') (1< j<v—1) ne s’annule
pas.

D’aprés (2'), ’équation

x=a(y)+a(yIw+ - - +a, (Y)W

est de degré positif en w, ou y*?=(5,()), ) (1<i<p). Donc, pour chaque i on
peut trouver au moins une racines w=w,(x,, ¥) de I’équation (8.5) qui est holomorphe
dans un voisinage de (x{?, y¥), x{? étant un point convenable du plan x,. La racine

(8.9) z=a,w,+a,_,/v

de (8.6) correspondant & w, est une fonction algébrique des x,, y,, - - -, y, holomorphe
en (x{, y). Posons

a, (Y -y =dptdy 4 - +di oyt

d(y, - -+, y,) étant des fonctions entiéres. En substituant »(y,, ---, y,) & y, de
(8.9),ona

a, (9, Yo -+ s V) =dy+dm+ - - - +Hd i =a,,

ou a,(y,, - - -, y,) est une fonction algébrique des variables y,, - - -, y, holomorphe en
4

y'.  En général, d’aprés (8.9), on a
0"z/0yi=0"(a,0)/0yi +(11V)(@"a,,/dy)  (0=k<e),

ou tous les termes sont holomorphes en (x{?, ). En substituant 7,(y,, - -+, »,) 2
Y, ona

(8'10) ak(av—l(via Yoy =00y yn))/ay{a=aik (O§k<eiv 1§£§P):

(¥ - - -, y,) étant des fonctions algébriques des variables y,, - - -, y, holomorphes
en . D’aprés (1), dans un voisinage de )’ les fonctions d,, d,, - - -, d,_, sont déter-
minées uniquement par 2 (=e,+ - - - 4+e¢,) équations linéaires (8.10). Il suit de la
que toutes les d, sont des fonctions algébriques de y,, - - -, y,; d, étant des fonctions
entiéres, elles sont des polynémes en y,, - - -, y,, c’est & dire que a,_, est aussi un
polynéme en y,, - - -, ¥,. Nous avons déja vu que z=a,w+a,_,/v est une fonction
algébrique des variables x,,y,, - - -, y,, donc il en est de méme de w. y,= fi(x)
(1<i <n) étant rationnelles sur ¥, w=g,(x) est aussi rationnelle sur . On a donc le
théoréme suivant:

Théoréme 4.  Soit V une variété affine non singuliére (connexe) de dimension n+-1
telle que ©(V)=n,(V)=0, n (V') étant le i**™¢ groupe d’homotopie de V. Etant donné
un systéme

S(p), - -+, D)
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de fonctions holomorphes et rationnelles sur V satisfaisant aux conditions (4,) du n° 5,

on peut toujours trouver une fonction f, , (p) holomorphe et rationnelle sur V telle que
P'application

yt=.fi(p) (i=l’2:"':n+1)
soit une application birationnelle et biholomorphe de V sur C™*'.

En particulier, dans le cas ot ¥=C""'on a le

Corollaire, Soit fi(x) (i=1, 2, - - -, n) un systéme de polynémes par rapport aux
Xy, v+, Xn.1, Satisfaisant aux conditions (A,) du n° 3. Alors, on peut toujours trouver
un autre polynéme f,, (x) en x,, - - -, X,,,, tel que I'application

ye=fx) (=L2---,n+tl)
soit un automorphisme analytique de l'espace (x,, X,y + * +, Xp 1 1)-
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