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1. Introduction.

1l s’agit du probléme de Cauchy analytique: FEtant donné un systéme général
d’équations différentielles ordinaires linéaires a coefficients analytiques, on se propose
de demander quelle formulation du probléme de Cauchy a données analytiques

soit possible. Soit A(t, %) une NxN-matrice d’opérateurs différentiels ordinaires

linéaires a coefficients analytiques au voisinage d'un point, soit 1’origine. Soit
M =(m,,..., my) une multi-indice d’éléments entiers non négatifs. Nous entendons
par le probléme de Cauchy analytique le probléme (C)g, suivant:

Etant donnés un vecteur F()='(f\(1),.... fu(t)) d’éléments analytiques
au voisinage de I'origine et un systéme de nombres complexes ®={¢;;
(Om( k=0, 1,...,m;—1, j=1,..., N}, trouver un vecteur i(t)="(u,(t),..., uy(t))

d’éléments analytiques au voisinage de 'origine tel que I’on ait A( t, Edt—) u(r)

k
=f(t) au voisinage de I’origine et que I’on ait (;—t> u0)y=¢;:k=0,1,...,

m;j—1,j=1..,N.

Nous disons que ce probléme de Cauchy(C),, est bien posé si, pour toutes les
données f(1) et &, il existe une et une seule solution ii(r) du probléme (C)y.

Notre but est alors de chercher la condition nécessaire ou suffisante pour que le
probléme de Cauchy (C)g, soit bien posé. A cette étude, les travaux de L. R. Volevi¢
[4] sont fondamentaux et il nous est utile d’en esquisser ici briévement.

L’ordre formel R, de A(t, —d‘g—)=<a,-j(t, —d—>) ou I={l,..., N}, est défini

t dt //ijer
par:

N
R,= Sup {Z ordre a,.,,(,.)(t, % ; neH}
i=1

ou IT est I'ensemble de toutes les permutations = de I ={1,..., N}, et qu’il est convenu
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a4 <rivati < L) _ ( 4
que ordre a<t, 7 ), ordre de dérivation de A(t, 7 ) est —oo pour alt, dt)

identiquement nul et que — oo +a= —o0 pour a nombre fini ou —co. R, est alors
non négatif sinon —oo. Au cas ol R;=—o00, cas envisagé par G. Hufford [1],

on peut trouver un f(¢) tel qu’il n’existe pas de ii(t) satisfaisant A <t, %)ﬁ(t)=f(t)

au voisinage de l'origine. 1l est donc naturel d’envisager le cas ou R, est non
négatif. Grace a un lemme, dit le lemme de Volevi¢ que nous citons a ’appendice,
il existe alors un systéme o ={s;, t;}; ;,; d’entiers tel que I’on ait:

ordre a,~j<t,%> Sti—siii, jel
et
N N
Z tj_ Z Si=Rf‘
ji=1 i=1

Nous I'appelons un systéme admissible pour I’ordre formel R, ou un systéme
admissible tout court. A I’aide de ce systéme admissible o on peut définir la partie

principale A° (t, —3%) de 4 (t,-%) et sa matrice-coefficient Aa"(t) par:

o 1. A\ gi—si(p)( -2\
A<t’7t—>_<a% (t)< dt) >i,jel

et
Aef’( 1)=(a}i~*i(1)); je; respectivement,

ou I’on a représenté:

a,.,(t, —d—>= Y ak () (i>k o0 jel.
dt K=o 7 dt

L. R. Volevi€ [4] a montré premiérement que, si le dét Ao“(t) s’annule identi-
quement au voisinage de I'origine, alors le systéme d’équations A<t, %)ii(l):
f(t) y est équivalent, soit @ un systéme d’équations B(t, —%—)ﬁ(t)=g’(t) tel que la
matrice coefficient de sa partie principale ait son déterminant non identiquement
nul, soit @ un systéme d’équations C<t,—j—t> i(t)=h(1) tel qoue son ordre formel
soit —oo. Le probléme étant ainsi réduit au cas ou le dét 4°(t) ne s’annule pas

identiquement au voisinage de I’origine, il a montré deuxiemement que, si le dét fi"(t)
ne s'annule pas a I'origine, il existe alors un systéme M=(m,,..., my) d’éléments
entiers non négatifs tel que I'on ait % m;=R, et que le systéme d'équations
A<t, 7(2—> ii(f)=f(t) soit équivadlent au vc;?slinage. de lorigine a un systéme M-
normal [3] d’équations B<t, 7) ii(ty=g(t). Le probleme de Cauchy (C)y, étant

alors bien posé, il en conclut finalement qu’il existe R, solutions indépendantes du
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systéme d’équations A(l, %) i(t)=f(t) formant un systétme fondamental de

solutions au voisinage de I'origine.
Sur ce deuxiéme résultat de L. R. Volevi¢, M. Miyaké [3] a montré un résultat
local: Pour que le probléeme de Cauchy (C)gqy pour I donné soit bien posé a tout

dt
d coefficients analytiques telle que le systéme équivalent d’équations P (t, —%)
A <t, _:11—t> ii(t1)=£(t) soit M-normal.

Ce rséultat de M. Miyaké perd sa validité si on ne considére qu’un probleme
de Cauchy (C)q; a 'origine comme on le voit bien & 1’exemple ci-aprés; Pourtant

point d’un domaine, il faut et il suffit qu’il existe une matrice inversible P <t, —d>

il reste valide si le dét 4°(t) ne s’annule pas a ['origine et que 9t est tel que 1'on ait
N

Z m,'=Rf.

i=1

Exemple

a\_(1a : .
A <t, —)= 4 |avec une constante a#0. Ici on a evidemment:
at — -

dt

Ry=2 et détdo(r)=at2.

Et & tout point sauf I'origine, le probléme de Cauchy (C),,,, est clairement bien
posé. A lorigine, si I’on considére la solution formelle, on voit aisément que, pour
que le probléme de Cauchy (C),0, soit bien posé, il faut et il suffit que I’on ait
a#n2;n=1,2,...: A ces valeurs exceptionnelles de a, il existe un f(r) tel qu’il

n’existe pas de solution a A <t, %) i(t)=f().

Cet exemple nous invite alors a investir le probléme de Cauchy (C)g; a 1’origine
au cas ou le dét ff"(t) s’annule a I’origine sans le faire identiquement. Et c’est le
but de cette note, mais pour avoir des généralités nous supposerons seulement que
I'ordre formel R, est non négatif.

Quant au probléme de Cauchy (C)y, il nous semble naturel de le généraliser:
Envisageons par exemple le probléme de Cauchy (C)y, pour 1’équation de type
Fuchs suivant

t<%>2 u(t)+u(t)=f(1).

Or a cette équation on ne peut pas donner la valeur u(0) qui est uniquement déter-
minée par 1’équation elle méme. Mais si I'on donne la valeur deditu(O), alors la

solution existe uniquement. Nous considérons donc le probléme (C),, une générali-
sation du probléme de Cauchy (C)g (voir la Définition 2). _
Nous commengons notre analyse par celle de I’algorithme par lequel on obtient

la solution formelle du systéme d’équations A <t, %) fi(t)=f(r). Aprés uneinvesti-
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gation sur les polynémes caractéristiques, nous énongons a la proposition 4 les
conditions nécessaires et suffisantes pour que la solution formelle du probléme
(C)4 existe uniquement. Au théoréme 1, nous donnons une condition suffisante
pour que la solution formelle soit convergente. Au cas ou cette derniére condition
soit réalisée, nous énoncgons, au théoréme 2, les conditions nécessaires et suffisantes
pour que le probléme (C), soit bien posé. Nous envisageons aussi le probléme de
Cauchy a données assujetties a la condition de compatibilité au sens de C. Wagschal

(51

2. Notations et définitions.

d d c
Reprenons A(t, 7;>= (a,- j<r, 7>)udque nous représentons:

a..(, 4\ k(i'i'ak.(t)<_d )k ou aklii'#£(0
ij ) dt “o i dt ij
k(i) x n
! t d )k . ..
= kn [ _& kn(ijk)
a ou a¥ 0
K20 n=nGijy  n! (dt ij #

ol nous convenons que k(ij)= — oo pour a;; (t, —%) identiquement nul et que n(ijk)
=+ oo si ak;(t) est identiquement nulle.
Nous précisons sous 1’hypothése la situation ol nous nous plagons.

Hypothése.
L’ordre formel R, de A (t. %) est non négatif.
Pareillement a I'ordre formel R,, nous définissons [‘ordre modifié R,
de A (t, %) .
Soit
n(ij)=Sup {k—n(ijk); 0= k=<k(ij)}; i, jel.

Définition 1. L’ordre modifié R,, de A (t, —%—) est défini par:

N
R,,=Sup {2 n(in(i)); nell}
i=1

Lemme 1. Nous avons — o0 <R, <R,

Preuve. L’inégalité R, <R, étant triviale, il suffit de montrer l'inégalité
—w<R,. Orsil I'on avait R,,= — o0, alors, pour chaque nell, il existerait un
nombre i€ tel que I’on ait n(in(i))= —oo. Ceci montre que, pour chaque mell,
il existe un i e[ tel que I’on ait a,-,,m<t,-%->50. On en conclut Ry=—oc0. Il est
contradictoire a4 I’hypothése. W

Grace au lemme de Volevi¢, il existe alors un systéme t={u;, v;}; j d’entiers
tel que I’on ait:

n(ij)sv;—p;s i, jel
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et

N
; #E=Rnr'

1

Tle

Nous I’appelons un systéme admissible pour I’ordre modifié R,, ou un systéeme
admissible tout court s’il n’y a pas de confusion avec le systéme admissible pour
I'ordre formel R;.

Nous généralisons le concept du probléme de Cauchy (C)gy.

Soit A un sous-ensemble fini de I x Z ou Z est I'’ensemble de tous les entiers non
négatifs.

Puisque nous nous occupons toujours de fonctions analytiques au voisinage de
I'origine, nous omettons, pour la simplicité de I'énoncé, ces qualificatifs assez
longs et nous disons, par exemple, un vecteur f() au lieu de dire un vecteur f(1)
aux éléments fonctions analytiques au voisinage de I’origine.

Définition 2. Le probléme (C), est le probléme suivant.
Etant donnés un vecteur J(1)='(fy(1)...., fu(t)) et un systéme de nombres
(C)4{ complexes ®={¢;; (jk)€ A}, trouver un vecteur @(t)="(u,(t),..., uy(t)) tel
k
que on ait A(t, %) (1) = (1) et que I'on ait (%) U 0) = (jk)e A.
Nous disons que ce probléme (C), est bien posé, si, pour toutes les données
f(1) et @, il existe une et une seule solution ii(t) du probléme (C),.

3. Solution formelle et algorithme.

Soient f(t)="(f,(1)..... fy(1)) avec f(t)= z n‘ el et d(t)="(u,1),...,
uy() la solution formelle de A(t, :z'lt )u(t) ](t) avec u(t)y~ 3 ;, u,; iel. Alors
n=0 .
nous avons une infinité d’équations simultanées:
(1) 2 Chayuj-n=fu:iel 1=0,1
<N

1_5.
O0<k=sk(ij)
n(ij k)_1

ou le coefficient binomial C}, est convenu d’étre nul pour [ <n.
Soient A un sous-ensemble de IxZ et t={u;, v;}; ;o un syst¢me admissible
pour I’ordre modifié R, tel que I'on ait:
w=1;iel et
(2)
Ac{(jk); 0sk=v;—1,jel}.

Nous considérons alors (1) comme une infinité de systémes d’équations simultanées
suivants:

3)s ‘SZ Chafujik—n=rfi: 0SISp;—1,iel
0skZiity)
n(ijk)sn

3. ISjZSN Chitd a’f}'u1m+k —nta=Fip+as i€l A=0, 1, 2,...
0sSkSk(ij)
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Considérons (3),,. A ce systéme, le nombre d’équations est Z U; et le nombre
d’inconnues u ;, est Z v;. Eneffet, pour chaquejel, lesu;, qui peuvent se présenter
au premier membre de (3)p sont ceux dont I'indice v est telle que I’on ait:

0SvEs Sup (U+k—-n=v;—1

En ordonnant convenablement les u;, et f;, qui figurent a (3)p nous les con31derons
comme les vecteurs Uy et Fjy respectivement. Alors (3)g s’écrit avec une Z Ui X
N i=1

,21 v; -matrice Qp;

QB = ( Z Cf,a?}'

0slspi—1,iel
l+k=h+n O0<shsv;—1,jel
0sk=k(ij)
n(ijkysn
(4) QBUB=FB‘

Les termes contenant u,; (jv) €A pouvant €tre considérés comme connus au
probléme (C),, nous les faisons passer au deuxiéme membre & (3)5. Nous avons
alors:

? 1 ykn — n kn . — 7
(3)p—bis > Cnaijujl+k—n_fil_ > Claijujl+k—n~0§l§/"i 1iel
1<j SN 1=5jsSN
0<ksk(ij) 0sksk(ij)
n(ijk)sn n(ijk)sn
(jltk—n)¢A (jl+k—n)ed

Par ordonner aussi convenablement les u;,; (jv)€ A, et u;,; (jv)¢A qui figurent a
(3)p-bis, nous les considérons comme les vecteurs V,; et V respectivement Alors

(3)g-bis s’écrit avec une certamez ;% |A] -matrice Q, et une Z wix( Z v;
i=1
|A])-matrice Q

04=( Y Cha¥losisui-1,ier

I+k=h+ O0ZhsSvj—1,jel,(jh)¢A
0=k=k(ij) shavimlLjel, (/¢
n(ijk)sn

Q) QAV0=FB—QdVd'

Considérons maintenant (3);; A=0, 1, 2,.... Nous les écrivons:
3), —bis & N N vi—l i
(3); z—:o Zl (; C“‘“a"")u;vﬁ{"' Zl hZO (;Cﬁi a{.‘}')uj,,
&= ui+l+{c=\'j+n+§ it Atk=h+n

=fipr1s i€, A=0,1,2,...

Soient

Fy="(fiurgeos Saun+8)s Ue="(U1y,06000s UNyyse)

P}= + .

¢=( Oékgzk(ij) Cutdghny, . 1; 0=E=A
n(ijk)sn

witk+i=vji+n+&
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et Pi=( > Chitiakn), g ;A=0,1,2,....
0=k §k( ij) O0sysvy—1,jel
'l(.l )Sn
pitk+i=n+y
Posons: P,=Pi=( ; Chithyakrtivy, . 1 4=0,1,2,....
k=n(ijk)=v—pi
Alors (3),-bis s’écrit:
A=l
(6) P,U,=F;— ¥ PiU;—P}Up; 1=0,1,2,...
&=0

Ces systémes d’équations (4) (ou (5)) et (6) réunis représentent (2).

4. Polyndmes caractéristiques et conditions nécessaires.

Les conditions nécessaires pour que le probléme (C), soit bien posé découlent
immédiatement de ces trois systémes d'équations (4), (5) et (6). En effet, si I'on fait
varier f(t)="(f,(1),..., fN(t)), les deuxiémes membres de (4), et (5) peuvent prendre

Z}#u
=1

toutes les valeurs de C' Donc I’existence de solution formelle du systéme

d’équations A( (‘z{t > ii(t)=f () pour tout f() réclame que I'application représentée

par Qg est surjective. De méme, si I’on a détP; #0 pour A suffisamment grands,
I’existence unique de solution formelle du probléme (C), pour tout f(f) réclame que
I’application représentée par Q, est bijective. Ainsi nous avons la proposition
suivante.

Prorosition 1. 1) Pour que le systéme d’équations A (t —) i(t)=f(1) ait

une solution formelle pour tout f(t), il faut que 'on ait:

N
RmZO et rang QB= Z Hi-
i=1

2) Silon adét P,#0 pour A suffisamment grands, pour que le probléeme (C),
ait I’unique solution formelle pour toutes les données f(t) et @, il faut et il suffit
que l'on ait:

|A|=R,, dét Q,#0 et

dét P,#0 pour A=0,1,2,...

Comme on voit a la proposition 1, le déterminant des matrices Q, et P, jouent
un role important. Et, avant de revenir a ces équations (4), (5) et (6), nous allons
envisager leur déterminant de plus prés.

Nous avons au premier abord la proposition suivante.

Proposition 2. ) Ledét A°(1) a le zéro d’ordre au moins R;—R, a l’origine.
2) Le dét P, est un polynéme en A de degré au plus R;—R,, et le coefficient
de son terme de puissance R, —R,, est

[t () Ao ]
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Preuve. Soient I1/ et IT™ I’ensemble de toutes les permutations = de I réalisant
N N
R et R, respectivement, c’est-a-dire que I’on ait: Zx k(in(i))=R, et Zl n(in(i))=
i= i=
R,, respectivement.
Calculons le déterminant de /f"(t):

dét Ao"(t)= Z g(m) l—I a:n(n st (¢)

rell

Il est clair que la sommation 3 n’est en effet prise que sur me II/ et nous avons:
nell

N prim(k ok ]
dét 47 (¢) —ﬁ% &e(m) I] [ﬂn-(ln’(l)k Y1 Ainli Ot

Oil ki=k(in(i))=tu(i)—si; le 1.

Or nous avons:

Inf z (in(ik)z Inf i Ctecsy — 5 — nin(i))]

nellf
N
=Rf—Supf 2 n(in(i) ZR,—
nellt i=1

Ou I'égalité a lieu pour des permutations = telles que I'on ait ze I/ n II™ et que
I’on ait k(in(i)) — n(in(i)k(in(i))) = n(in(i)) pour tout ie /. Nous avons donc:

ak(m(l))n(ln(z)k(m(i)))
R —_

dét A°(1) = e
® o . ge%n[l'"_ o (n )!1 n(m(l)k(m(l)))'
(7) k(irn(i))—n(in()k(in(i)))=n(in(i));iel

+ les termes de puissance en ¢ supérieure & R, —R,,.

Celle-ci montre la premiére partie de la proposition.
Calculons maintenant le déterminant de P, :

détP,= ¥ () ﬁ[ > QA ) Ot iy = 1) (A g = n(im (k) + 1)
k=—n(in(i)k)=vr(iy—pi
aknlin (o ]
n(in(i)k)!

On y voit clairement que le dét P, est un polyndme en 4. La sommation 3 n’étant
rell

en effet prise que sur m e II™, nous avons:

akm()in(i)h itk

& = _an(t) an(inr(i)k:

dét P, "ezn e(m )H [n(m(t)k )! + ]

ou k; est le plus grand entier k (k <k(in(i))) tel que ’on ait k;— n(in()k;) = v — i3
iel

Or nous avons:
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N N . ,
Sup S n(in(k)= Sup 3 (ki=(vy— )

= Sup z k Rm—Rf—Rm
rell™ i=1
Ou l'on a I’égalité pour des permutations n telles que I’on ait we [T n IT™ et que
I’on ait k(in(i)) — n(in(i)k(in(i))) = n(in(i)) pour tout ie Il. Donc nous avons:
i N ak(:::)(:))n(m(t)k(m(i))) IRs-R
= in( s—Rm
dét P, = PR, M I = rmrGO)

(8) k(in(i))— n(ln(l)k(m(l))) n(in(i));iel

+ les termes de puissance en A inférieure 8 R, —R,,.
Comparant (7) avec (8), nous avons la deuxiéme partie de la proposition. W

Les matrices Q,4, P, etc. ainsi que les vecteurs Uy, F, etc. dépendent du choix
du systéme admissible ©={u;, v;}; ;; pour I’ordre modifié R,,. Pour distinguer la
dépendance du choix du systéeme admissible, nous écrivons par exemple QF, Pi,
Ui, F etc.. L’étude cette dépendance aux Q, et P, nous étant désirable, nous la
faisons dans la suite. Or il nous y faut une investigation sur la diversité au choix
du systéme admissible. Mais cette analyse détaillée n’ayant pas d’intérét direct
avec I'étude actuelle, nous nous contentons ici d’en énoncer le résultat et nous
envoyons sa démonstration a ’appendice. Le voici:

Lemme 2. 1) 1l existe des sous-ensembles I, J, de I; k=1,..., r, tels que
Ion ait:
. N N
) U I,=uJd,=letl,nl,=J,nJ,=6 pour h#k
k=1 k=1

ii) Soient II, les ensembles des restrictions m, sur I, des permutations w
appartenant a I[T™; k=1,...,r. Alors n sont des bijections de I sur J; k=1,....r

et IT™ est la somme directe des I; k=1,..., r, soit [I"= Z ,.

2) Pour deux systémes admissibles pour I'ordre modzﬁe R, t={pv;};
={fi V;}i jer, il existe des entiers y,; k=1,..., r, tels que I’on ait:

i,jel et

W=ty vi=V+ysiel, jed, k=1,...,r.

Lemme 3. Pour un systéme quelconque d’entiers {C;, n;}; o, il existe un
systéme d’entiers {fi;, V;}; jc; tel que I'on ait:

ﬁig is ﬁjgr’j pour i’jEI

et que, pour tout systéme admissible t={u;, v;},; ;o pour I'ordre modifié R, tel que
Pon ait p;2&;, v;zn; pour i, jel, il existe des entiers non négatifs y,; k=1,...,r
tels que I’on ait:

U=ty vi=Vi+yciel, jed, k=1,...,r.

Preuve. Soit t={u;, v;}; j; un systéme admissible pour I’ordre modifié R,
tel que I’on ait p; =¢;, v;2n; pour i, jel. Soient
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“i=ﬂi_5k’ ﬁj=v1—5k; iEIk,jEJ,‘, k=1,..., r
5k=. Inf (ui—2¢s Vj"?j)
ielk,jelxk

Alors le systéme {f;, ¥;}; ;o; ne dépend pas de choix du systéme admissible 7 et on
voit aisément qu’il est celui désiré. W

Proposition 3. 1) Il existe des polynémes en A, soient p(2); k=1,..., r, tels
que, pour un systéme admissible t={p;, v;}; oy pour l'ordre modifié R, satisfaisant
u; 20, v;=0 pour i, jel, il existe des entiers non négatifs y,; k=1,...,r, tels que
I’on ait:

dét Py =TT pu2+ ).
2) Sil'ona|A|=R,, I’énoncé (x):
*) dét Q5 #0 et dét P3#0 pour A=0,1,2,...
est indépendant du choix du systéme admissible t satisfaisant la condition (2).

Preuve. Nous avons d’une part (avec un abus de notation):

N
dét Pi= ;Im e(n) !‘:]1 ( 3 Cuit o aknlinR)

n(in (i)k) m(l
ne
k=n(in(i)k)=vrci)—ui

Y e(n) H I1( z Cueth . gkn(in(DR)

nell™ =1ielp

I

k
k=n(in(i)k)=va(iy—pi

> 1 &(xl;,) H ( )y Curth  aknxOW)

nell™ h=1 iel

k— n(m(l)k) V(i) "Hi

Grace au lemme 2, nous avons:

,
et P 2 kn Grp (k)
= ].:.[ [1: EI 8(7[;,) n;. ( ; Cﬁ}?ﬂh(l)k) ai:’:’;.f?)h )]
h€lln k=n(inp(i)k)=vr, i)~ pi
r
= J_]lpf.(l)-

D’autre part, il existe, grice au lemme 3, un systéme d’entiers non négatifs 1=
{u?, v9}i jer tel que, pour tout systeme admissible v={y;, v;}; jo; pour I’ordre modifié
R,, satisfaisant y;=0, v;=0 pour i, jel, il existe des entiers non négatifs y,; k=
1,..., r, tels que I'on ait p;=pul+7y,, v;=V9+yiel, jeJ, k=1,...,r. Soient alors:
(M) = % &(m,) IT ( > Cn(m,,(;)k)ak"('""a)k))§ h=1,..,r
nhelly k

ie inn(i)
h L
k=n(inn(Dk)=v2, ) —nf

Alors nous avons pi(A)=p,(A+7,); h=1,..., r, et la premiére partie de la proposition
est démontrée.
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Soient t={p; v;}ijer €t T={f ¥;}; o deux systémes admissibles satisfaisant
tout deux la condition (2). Nous supposons y; = fi;et v;=7;; i, j € I (qui est faisable).
Alors grace aux lemme 2 et lemme 3, il existe des nombres entiers &y et y,; 0S5, <,

k=1,....,r, tels que lon ait: p;=j;+y,—06=u0+y, et v;=V;+y,—
iel, jed,, k=1,...,r. Soient

H={();a=p+I-1.ie o L};l=1. L.

Yk—OKkZ

K,={(jB); p=V;+1-1je U J};I=1..1°

ozl
Hy={(ia); 0Zasfg;—1iel}
Ko={(jB): Oéﬂévj—ljel}—/i
ol I°=Sup {(y.—bx); k=1,..., r}.
Alors nous avons:

10
{(iw); 0Sasp—1=fi+y—6—liel}= l%Hz

[0
{(jP); 0sp=v;—1jel—A=\J K,
Et nous avons:

_ !k
oy=( H,(ZH C, aff Oéié Jie
= n 0 Sy l l A
0Sk=k(ij) shavmLiel.me
n(ijk)sn

= Copnalf T osagiit,icr
P SRy N 02p2v,-1ijel,(ip)ga
=(Qpa)p.a=0,1,...0

avec

Opq _(ﬁ—¢§kz—u(ifk)
0k =k(ij)

Or nous avons:
Q,,=0 pour p<gq

d6tQpy= I PGitp=1):p=1. ¥

Yk 6k2p

et

Nous avons donc au cas ou |[4|=R

Cipsx@f P (1yem s P, =0, ...
(iB)eKq

0=+

, 0.
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0
dét Q5 =dét Q411 II pulS+!1—1)

I=115k=sr
Yk—dk2l

=dét Q% kl:II P(6)P(0x+ 1) pi(y— 1)

Si nous nous souvenons:

r N r
dét Py = kl_[ Pu(ye+4) et dét P =TT pu(6+4),
=1 k=1
alors la deuxiéme partie de la proposition est claire. W
Pour la simplicité de 1’énoncé nous adoptons la suivante.

Définition 3. Nous appelons {pM)}i=1..., @ la proposition 3 le systéme de
polynémes caractéristiques pour I’opérateur A<t, —Zt—) Et le probleme (C), avec

|A|=R,, est dit non caractéristique au sens large si la condition () a la proposition 3
est réalisée.

Nous disons ‘““non caractéristique’” au sensqu’il n’y a pas de racine caractéri-
stique entiére et non négative. Mais, comme on voit a la proposition suivante,
celle-ci donne une généralisation du probléme de Cauchy ‘“‘non caractéristque’’.

Avec cette terminologie, nous avons:

Proposition 4. (Proposition 1-bis) 1) Pour que le probléeme (C), ait une
solution formelle pour toutes les données f(t) et @, il faut que I’on ait |A|<R,, et
si on a|A| =R, il faut et il suffit pue le probléme (C), est non caractéristique au
sens large.

2) Si aucun des polynémes caractéristiques pour I’opérateur A(t, %)ne
s’annule identiquement, alors pour que le probléme (C), ait I'unique solution
formelle pour toutes les données f(t) et @, il faut et il suffit que I'on ait |A|=R,, et
que le probléme (C), est non caractéristique au sens large.

Comme un corollaire de cette proposition, nous avons:

Proposition 5. Pour que le probléme (C), avec |A| =R soit bien posé, il faut
que le dét 4°(t) ne s’annule pas a l’origine.

Soit qu’aucun des polynémes caractéristiques py(A) pour A <t, Tdf)’ k=1,...,r,
ne s’annule identiquement. Soient r, les plus grandes racines entiéres non négatives
de p(A)=0; k=1,...,r, ol r, est convenu d’étre —oo s’il n’existe pas de racine
entiére non négatives a p,(4)=0.

Pour un systéme admissible T={u;, v;}; ;» nous disons qu’il est suffisamment
grand sil’on a:

M viZret+l;iel, j€J k=1,...,r.

Alors, grice 4 la proposition 3 et sa démonstration, pour un systéme admissible
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suffisamment grand 1, le dét P} ne s’annule pas pour A=0, 1, 2,.... Et nous avons:
g i pas p

Proposition 6. Pour A< ai )dont aucun polynéme du systéme de polynémes

caractéristiques ne s’annule identiquement, si I’on prend un systéme admissible
suffisamment grand =, il y a, pour un f(tf) donné, une correspondance biunivoque

enhe I’ensemble des solutions formelles du systéme d’équations A(t, —gt_) it =f

et celui des solutions des équations simultanées (4): Q3Us=F%.

5. Estimations de solution formelle et conditions suffisantes.

Reprenons (6). Nous supposons que le dét P, ne s’annule pas pour A=0,
1, 2,.... (Nous omettons 7 aux P,, U,, etc.) Alors (6) s’écrit:

A—1
(6)p:s Ui=P'F- F P;'PiU,— Py P4Us; 2=0, 1, 2,...

Lemme 4. Il existe des nombres positifs C, p, et un entier positif s tels que
Ion ait pour tout A=0, 1, 2,... :

_ C}‘R'f"'Rm p).lv;—lt-*-sl! ..
1 pi 0 . _
|(PJ, P{)ulé |dét Pll pgévl—t'ﬁ’sé! ,Oééél 1,17]61

Ry-R
(P73 P})iinl S lc‘rét—lplpél“‘“”l!; 0sy=sv;—1,4,jel
A
Ry—Rp
|(P;1Fz)i|§ % Pélv'_""'s/“; iel

ol p§& vitits £\ est convenu d'étre 1 pour £=0.

Preuve. Soit II(hi) I’ensemble de toutes les applications biunivoques de I — {h}
sur I —{i}. Les (ih)-éléments de P;! s’écrivent:

P —l_.
(P}. )1h dét PA. Ahl
avec
Ay =(—1)ki "e;“ &(m) 1—[ [ b Cﬁ'(ri(l)k)alv'r'((l’)"mk)]

1¢hk n(le(DK)=vey—m1

Nous convenous toujours que le coeﬁicwnt binomial C} est nul pour P<q. Alors
nous avons:

|dét P,(P7'P});l

N . ’
=Y (—Dii{ ¥ s(n)n [ by C"(ln(l)k)a;t:((ln(l)k)]
h=1 nell (hi)
l#h k—n(lza(L)k)=vrcy—n1

x[ ¥ Chtialr])

0sksk(hJ)

n( k)=n

C vitun
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Choisissons p,> 1 en sorte que nous ayons:
lakri<n! p§ et |ful<n!p§ pourtousi,j, ket n.
Alors nous avons:

|dét P,[|(P3 PE);l

3 i (1 +2)! .
E o [ * R P ]

k
1#h  k—n(In()k)=vray—m

oskSkiyy  (up+A-mI7°
n(hjk)sn

n=k+l—§—;,+ph

y O VR 2] 3
< 1 h su 2 n(In(D)k)+n}
<cisopf [ TR T ) Gy} P

#h

IA

X

=1
l#h
ot n=k+A—&—v;+p,, que C, est une constante absolue et que le Sup {---} est pris
sur tout le choix en question.
Or nous avons:
N N
> n(ln(Dk)+n=

: 3 (tey—S1—Vay F U FA=E 4t =5, =V + = A=+ 0;;
h h

*

w0
-

avec
6ij=Rj—Rm+tj_ti_(vj—vj)‘

Nous avons donc:

!
[dét P,(P7! PPyl S Cptére

N (u+4)! } (p+A)! k43
x Sup {[g (M +A—tyy+si+Vvey—u)! ] (E+v;—t;+5,)! /“}'

hel 1
nell (hi) l#h

Et ce dernier Sup {:--} s’écrit:

Su {[ﬁ (ﬂl+)-)! —I ('1+Vi_ti+sh)! Q}
=21 (A=t +si+Hvegy—p)! 1 C+v;—t;+s)! ATfT

hel,nell
n(h)=

Or grace a la formule de Stirling, tant que p et g restent bornés, il existe une constante
C, telle que nous ayons pour tout A non négatif:

+2)!
T SC

Nous avons donc:

ll—v[ (1, +4)!
=1 (W+A—tyy+ s+ Vaay—H)!

<CY ARs~Rm,
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De méme, grice a la formule de Stirling, il existe une constante C, telle que I’on ait
pour 0<¢<A—1:

(A+vi—ti+s,)! &L o Avtbsn Jvi-tits
(E+vj_tj+sh)' A' = 3 évf_tj+sh =%3 é\'j_tj‘l's

ol s est un nombre entier plus grand que le Sup {s;, t;; i, je I}. Donc nous avons
avec une certaine constante C:

llRf—-Rm ﬁé_ Aw—n+s /'{'
|dét P}.l pg 6v;—tj+s 6' s

|(P). P )l]l— 0§é§}'_l, i’jeI'

De la méme fagon, nous avons:

(m+4)! (up+M)!
ldét Py (PP )‘<”>'<C4S“p{[§ G AT it

X posup( %}ln(ln(l)k)+n)

ol n=k+A—y+pu, que C, est une constante absolue pareille & C,, et que I’on ait:

N
Sup {3 n(ln(Dk)+n}=A+3,,
2h
avec
5 =Rf_Rm+tj_tl'+vi_‘Y'

ijy
Et nous avons avec une certaine constante C:

ARs— -
|(P;.1P )i(n)l— |d tP| pélv. sl 0<y<v =1, JGI

Enfin si ’'on remarque que 1’on a:
I(F )il S(ui+A)! pgitt;iel,
alors la derniére inégalité au lemme est claire. W

Nous avons alors le théoréme suivant.

Rf—Rm °
Théoreme 1. Sil’on a[(—g—t) T et A"(t):l #0, alors la solution formelle
=0

du systéme d’équations A (t, —%—) ii(t)=1 () est toujours convergente.

Démonstration. Grace a la proposition 2, le dét P, ne s’annule pas identique-
ment. Donc si I’on choisit un systéme admissible = {y;, v;}; ;.; suffisammant grand
pour ’ordre modifié R,,, alors on peut bien supposer que le déterminant de P, =
P3 ne s’annule pas pour 4=0, 1, 2,.... Nous le supposons dans la suite et nous
choisissons les nombres M et p tels que nous ayons:
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|(UB)(jp)|§M.~ Ukl EM, (U )IEM; 0=y=v;—1L,i,jel
et
lRf_Rm

s < <
CSgp EE <M, Sup{l, (M(No+2N)+2)po}=<p

N
ou C et p, sont des constantes au lemme 3 et No= 3 v;. Alors nous pouvons
i=

montrer par récurrence I’estimation suivante:
€)) (Uil SMpravimuts)ljel, A=0,1, 2,....

En effet elle est claire pour A=0, 1. Supposons qu’elle soit vraie pour tout
&< et montrons-la pour {=A. D’aprés le lemme 4, si I'on convient que I’on a
piEvititsEl = psEvimtitsEl =1 pour ¢ =0, nous avons:

-1 N _&péﬁi-—'ﬁ-sl!

U,):| S MpgAvi=tits 4 Pyt
(Uil = Mpj oo plEviitsEl

) Mp{év!—lj+s§!

+ 3 Mpivi-ttsiiM

)

A 2=t img 1
=Mt [(£o Y4 5 (2o )™ 4 pawy (Lo )]
P L\ p ggo P/ \'p

< MpAavi-its)| [f;_" (MNy+2MN + 1)]g Mpravi-tvsy),

Ainsi I'estimation (9) étant démontrée, elle montre de son coté la convergence
de la solution formelle. W

De ce théoréme nous nous déduisons les suivants.

Rs—Rin o
Théoréme 2. Si l'on a [(—%—) Mgt A"(I)} #0, pour que le probléme (C),
=0
soit bien posé, il faut et il suffit que I’on ait |A|=R,, et que le probléme (C), est non
caractéristique au sens large.

, . N (s - Ry=Rm
Démonstration. Grace au théoréme I, sous la condition [(%)

dét Ao"(t)] #0, la solution formelle du systéme d’équations A(t, %)ﬁ(r)=f(t)
0

t=

est la solution analytique. Et le théoréme-ci découle de la deuxiéme partie de la
proposition 4. W

De méme, de la proposition 6, nous avons:

- d , . d \Rs=Rm : .
Théoreme 3. PourA(t, —Jt—>te! que l'on att[(—dt—> , det A”(t)] #0, il

: S 1=0
y a, pour un f(t) doriné, une correspondance biunivoque entre I’ensemble des
solutions analytiques du systéme d’équations A(t,%)ii(t)=](t) et celui des

solutions des équations simultannées (4): Q3U%=F%, si I’on choisit suffisamment
grand le systéme admissible © pour I’ordre modifié R,,.
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Nous remarquons le suivant:

Ry—Rp . '
Proposition 7. Au casoul’on a [(-%) T st A“(t)} #0, pour le probléme
=0

(C)4 avec |A|=R,,, les énoncés suivants sont équivalents.
i) Le probléme (C), est bien posé.
ii) Le probléme(C), a une solution analytique pour chaques données f(t) et &.
ili) La solution analytique du probléme (C), est unique.

6. Le probléme de Cauchy a données assujetties a la condition de compatibilité.
Nous voulons envisager, selon C. Wagschal [5], le probléme de Cauchy suivant.
Soient n;; jel, les entiers non négatifs que nous supposons:
(H) nj2 Sup n(ij); jel.
iel
Ftant donnés un vecteur f(£)='(fi(t),.... fu(t)) €t un systtme de nombres
complexes ®={¢;; 0=sk=<n;—1, jel}, trouver un vecteur (t)="(u,(?),

k
., uy(t)) tel que I'on ait A4 (t, —%) i(t)=f(t) et que <—:11t—) u(0)=dj;
0<k=n;—-1,jel.
Or les données f(f) et ® ne sont en general pas librement données. En effet, soient

(10) fr=Inf (n; = n(if).

(C)(n,)

Alors nous avons:
n(iysn;—ii; i, jel.

Différentions 0, 1,..., A;— 1 fois la ii¢me équation de A (t, %) ii(t)=f(t) pouri tel
que l'on ait 7;=1; iel, et y posons t=0. Alors nous avons:

(EC) Z Cllalj¢jl+k n_le’0<l<n _1 iel

OSkSk(u)
n(ijk)sn

relation a étre satisfaite par des données f(1) et @.

Nous envisageons ainsi le probléme de Cauchy a données assujetties a la

condition de compatibilité:
Etant donnés un vecteur f(1)="(f,(1),..., fu(t)) et un systéme de nombres
complexes ®={¢;; 0=sk=<n;—1,jel} assujetties a3 (EC), trouver un
vecteur b(t)="(u,(t),.. uN(t)) tel que I’on ait A( dt i(t)=F(1) et que
Pon azt( d > ui(0)= ¢Jk,0<k<n ~1,jel.

Son t={;, v;}i jer un systéme admissible pour I’'ordre modifié R,,, Le probléme
de Cauchy (CC),, ;, donne un exemple du probléme de Cauchy a données assujetties
a la condition de compatibilité ou (EC) est donnée par (4): Q3Us=F%.

La proposition suivante prétend que c’est en quelque sens le seule type du
probléme de Cauchy a données assujetties a la condition de compatibilité.

(€O,
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Proposition 8.  Pour que le probléme de Cauchy (CC),,,, @ données assujetties
d la condition de compatibilité ait nne solution pour toutes les données f(t)
et @ assujetties a (EC), il faut que le systéme d’entiers {fi;, n;}; ;c; forme un systéme
admissible pour I’ordre modifié R,, et que le dét P,, formé pour ce systéme admis-

sible, ne s’annule pas pour A=0, 1, 2,....

Preuve. Remarquons que I’on a, d’aprés (H), #;=0; iel. Et différentions #;

fois I’iieme équation de A<r, %)ﬁ([) =f(t) et y posons t=0. Ce qui donne:

PU=F-W
oul’on a:
U=t(ulnp"'- uNnN)a F=, (flii,"-".fNiiN)

P=( % Cltijinakriib), o
k=n(ijK)=n—i;

et que W est un certain vecteur défini par des données @ et f,; 0<k<q,—1,iel.

Si I’on fait varier f(1), le deuxi¢éme membre F— W de cette égalité peut prendre
toutes les valeurs de CV¥. Nous en concluons que 1’on a: dét P#£0. Donc il existe
une permutation n de I tel que ’on ait:

; C:('in(i)k)a’i‘:((i')"(')k)950; iel
k=—n(irn(i)k)=nnciy—hi

Par conséquent il existe des entiers k;; iel, tels que 1'on ait: akrinkd2£( et
k;—n(in(i)k;)=n,;,—1;; iel. Ceci donne par suite:

n(in(i)) 2 nyp— s i€l

qui donne:

.

i

M=

R,

1\

N
2z ni—
j=1

=
Compte tenu de (10), on voit bien que {7i;, n;}; ;; est un syst¢éme admissible pour
I’ordre modifié R,,. Le reste de la proposition est déja clair. W

Reprenons r,; k=1,..., r, définis juste aprés la proposition 5. Et nous disons
que les n;; jel, sont suffisamment grands si 'on a:

ﬁi* njgrk‘i'l: iEIk, jGJk, k=1,..., r.

r s d , . d \Ri—Rm ., o ]
Théoreme 4. Pour A (t, W) tel que l'on ait [(7> dét A"(t):],=o¢0, si

les n;; jel, sont suffisamment grands, alors pour que le probléme de Cauchy
(CC)ynyy a données assujetties a la condition de compatibilité ait une et une seule
solution pour toutes les données f(t) et ® assujetties a (EC), il faut et il suffit que le
systéme d’entiers {fi;, n;}; j; forme un systéme admissible pour I’ordre modifié R,

Démonstration Siles n;; jel, sont suffisamment grand le détP,, formé pour ce
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systtme admissible {/i;, n;}; ,; ne s’annule pas pour A=0, 1, 2,.... Donc compte

tenu des théorémes 1 et 3, le théoréme-ci est clair. W

7. Appendices.

I] Lemme de Volevic.

Lemme de Volevi€. Soient q;;; i, jel, des nombres réels (rationnels, entiers,

respectivement) ou — oo tels que I’on ait:
1) ¢;=0jiel,
N
2) Sup ¥ qini =0 (ol il est convenus — oo +q=— ).
nell i=1

Alors il existe un systéme de nombres réels (rationnels, entiers, respectivement)

{q:}ics tel que I’on ait:

4:;=4;—4q:;; i, jel.

Comme un corollaire de ce lemme, nous avons le lemme suivant dont nous

recevons de I’aide.

Lemme Soient p;;; i, jel, des nombres réels (rationnels, entiers, respecti-

vement) ou — oo tel que I’on ait:

N
Sup ¥ Pirpy=m> —oo.

rell i=1

Alors il existe un systéme de nombres réels (rationnels, entiers, respectivement)

{sis t;}i jer tel que I'on ait:
piiSti—s; i, jel

et

z

N
t,— > s;=m.
=1 =

J

Preuve.

N

i) Cas spécial ou 'on a Y p,;=m.
i=1

Soient

4:j=pij—Pjj3 i, J€I
On peut alors appliquer le lemme de Volevic aux q;;; i, jel.
obtenu. Alors il suffit de prendre s;=gq;, t;=q;+p;;; i, j€l.
i) Cas général.
Il existe une permutation = de I telle que I'on ait:
N
Z pin(i)= m.

i=1

Soient

Soit {q;}; le systéme
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Pij=Diny; Lj€L

Alors on peut appliquer le cas spécial ci-haut aux p;;; i, jel. Soit {§; ;}; s le

systeme obtenu. Alors il suffit de prendre s;=35;, t;=1,-1): i, jel. N

II] Preuve du lemme 2.
Soient I, et I, des sous-ensembles de I tels que I'on ait |/,|=|1I,|, ol
cardinal de /;; i=1, 2.

I;| est le

Définition A. Un sous-ensemble X de I, x I, satisfait la condition (%) dans
I, x I, si et seulement si, pour tout («f) e I, x I,, il existe une bijection de I, sur I,,
soit =, telle que I’on ait n(a)=p et (in(i)) € ¥ pour tout iel, i#a.

Nous admettons el lemme suivant démontré a I’appendice de K. Kitagawa-
T. Sadamatsu [2].

Lemme A. [l existe des permutations A et u et des nombres entiers so=0<
§1<8;<,..., <5,= N tels que, en posant:

Li={si_1+1,...,8): k=1,...,r,
il existe, pour toute permutation nell™, des permutations m, de I,; k=1,..., r, tels
que Pon ait: I - -
r
Aru~t=3 m, (somme directe)
- k=1 . . .

et que, si i’'on pose:
m,={n; nelm} et Z,={(in,(i)); iel,, mell}; k=1,..., r,
alors X, satisfait la condition (%) dans I, x I; k=1,..., r.

Lemme B. Soient I, et J, des sous-ensembles de I tels que I'on ait|l|=|J,|.
Soit X un sous-ensemble de 1, x J,. Si X satisfait la condition (5%), alors, en posant
S;={j: (i))eXZ}=Jy; iel,, nous avons que, pour tous i€l, et Tel,, il existe des
i1ye.., i€l tels que I'on ait:

SiNS, #8, SyNS,#6..... S,  NS,#8, S,0S#s.

Preuve. Nous appelons, pour la simplicité de 1'écriture, ce systéme de
nombres i,,...,i, le pont unissant i a i. Remarquons que, pour tout i,
I’ensemble S; n’est pas vide. Nous montrons le lemme par I’absurde. Nions la
conséquence: Alors il existe des i et 7o tels qu'il n’existe aucun pont unisant iy a
To. Solentiy,..., i, les i qui soient unis par des ponts & ig €t i, y,..., i, les i qui soient
unis par des ponts a 7g, €t iy4...., ino l€s i qui ne soient unis par des ponts ni a i,
ni a iy, ouNg=|Ily|. Alors nous avons:

(Si' U--u Sip) n (Si,,-n U---u S‘q)=‘a
(Si‘U"'USip)n(S‘ U"'Usino)=¢

ig+1
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(Si,,, U= US )N(S;,, U US;)=6.

ip+1 iq+1

Nous pouvons construire des bijections 2 et u de {1,..., No} a I, et & J, respectivement
telles que 1’on ait:

AL, p) =iy, L Ap+ 1L, gD ={ips1ses g},
G+ Loeees NoD)= (s s o)«

P p
W({Leow B)= U S, avee p=| U S,

j=p+1

q q
P+ D= U S, avecd=| U Si|+5
J=p

q
H({G+1,.... No})=Jo— 2 Si,:

Soit
Z*={(ij); (MDu@))eZ, i, j=1,..., No}.

Alors X* satisfait, d’'une part, la condition (v%) dans {l,..., No} x{1,..., Ny}, et,
d’autre part,:

2*n{@ij); ie{l,....,p}, je{P+1,.... Ny}} =9
2*n{(ij); ie{p+1...., No},je{l,..., p}} =9

Mais c’est une contradiction. Car, si ’on prend un («f)e {(ij); ie{l,...,p}, j€
{Pp+1,..., No}}, alors la permutation de {l,..., Ny} passant par (¢f) doit passer un
des (i)e{(ij); ie{p+1,..., No}, je{l,..., p}} nZ*. Mais ceci estimpossib le. W

Preuve du lemme 2. La premiére partie du lemme 2 est déja claire grace au
lemme A. Il suffit en effet de poser:

Li=pu~ Y, Jy=A"'T): k=1,....r

avec des écritures au lemme A.
Montrons la deuxiéme partie. Pour une permutation me [I™, nous avons:

Vaiy — M=V — i3 1€
Nous avons donc pour tous iel et me [I™:
Vaeciy = Vgiy = i — i
Prenons un I, au lemme A; k=1,..., r. Et soient, pour i€ [,
S;={Jj; (iHe{(in(i)); iel,, nell™}}cJ,.

Alors d’aprés le lemme A et le lemme B, il existe, pour tous i, i € I}, un pont iy,..., i,
unissant i a 1, c’est-a-dire:

Si n Sil ¢¢, Sil n S,~2¢¢,..., Sih—l n S,h¢¢, Si;. n S;#ﬂ.
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Or S;n S;, #¢ montre qu’il existe un I et des 7, € IT™ tels que I’on ait

(i=(in(i)) et (i;D)=(,%(,)
et par conséquent que I’on ait:
W= = py, — G, =V —
Nous avons donc:
pi—Bi=v;—=V;=y; i€l jel;.

Et ceci pour tout k; k=1,....,r. W
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