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1. Introduction.

Il s'agit du problème de Cauchy analytique: Étant donné un système général
d'équations différentielles ordinaires linéaires à coefficients analytiques, on se propose
de demander quelle formulation du problème de Cauchy à données analytiques

dsoit possible. Soit A (t, 
 d t  

)une NxN-matrice d'opérateurs différentiels ordinaires

linéaires à coefficients analytiques au voisinage d'un point, soit l'origine. Soit
9JI=(ni 1 ,..., mN ) une multi-indice d'éléments entiers non négatifs. Nous entendons
par le problème de Cauchy analytique le probléme (C) 9N suivant:

'É ta n t d o n n é s  u n  v e c te u r  j(t)= -V ,(0 ,...,f,(0 ) d'é lém ents analytiques
au vo is inage de l'o rig ine  e t un  systèm e de nom bres com plexes 0= {O fk ;

(C)n  k=0, 1,..., m., — 1, j =1,..., N}, t ro u v e r  u n  v e c te u r  i7(t)=qu 1(t),..., uN (t))
d

d'éléments analytiques au voisinage de l'origine tel que l'on ait A(t, w )6(t)

=j(t) au voisinage de l'orig ine et que l'on a it ( d
d
t ) k 14;(0)=4l ik ;k=0, 1,..•,

on i -1, j=1,..., N.
Nous disons que ce problème de Cauchy(C) 9,1 est bien posé si, pour toutes les

données j( t)  et 0 , il existe une et une seule solution il(t) du problème (C ),.
Notre but est alors de chercher la condition nécessaire ou suffisante pour que le

problème de Cauchy (C) 9 y soit bien posé. A cette étude, les travaux de L. R. Volevié
[4] sont fondamentaux et il nous est utile d'en esquisser ici brièvement.

dL 'o rd re  fo rm e l R d
f  d e  A(t, )— (a i i ( t ,  ,  ) ) on I —{1 ...... NI, est défini

dt ut fjo,
par:

R1 = Sup IE ordre ai
0 (

d

t, —d-T ); It C H}

où 11 est l'ensemble de toutes les permutations It de I= { N } , et qu'il est convenu
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d dque ordre a(t, 
) ' '

ordre de dérivation de i l( t , )  est cc pour a (t,  d   )dt dt dt
identiquement nul et que — co +a =  Go pour a nombre fini ou —cc. R f  est alors
non négatif sinon — cc. A u  c a s  o it  R f = — co, cas envisagé par G. Hufford [1],
on peut trouver un f (t) tel qu'il n'existe pas de a(t) satisfaisant A (t,  dd 

t  )171(t)=f (0
au voisinage de l'origine. Il est donc naturel d'envisager le cas où R f  est non
négatif. Grâce  à un lemme, dit le lemme de Volevié que nous citons à l'appendice,
il existe alors un système o- = {si , j e , d'entiers tel que l'on ait :

dordre au (t,  d t t f  —s i ; j, j e /

et

E  ti — E  si =R f .
i=1

Nous l'appelons un système admissible pour l'ordre formel R f  ou  un système
admissible tout court. A l'aide de ce système admissible  a on peut définir la partie

principale .116  (t de A (t, )  et sa matrice-coefficient iic(t) par:
dt dt
d d 

A 6 ( t,  d   )— (atiii - s, (t)(  d   Y .1- 1dt d t

et

A6 (t)= (api
- si(t)) ;,f e i  respectivement,

où l'on a représenté:

d ,  )—  E
k > 0

4 ( 0 (   d
d

t ) k ; j  e l.
l i t  

L. R. Volevi6 [4] a montré premièrement que, si le  dét 4a(t) s'annule identi-

quement au v oisinage de l'origine, alors le sy stèm e d'équations A (t,  d   )il40=
dtdJ (t ) y  est équivalent, soit à  u n  systéme d'équations B (t, 

d t
 ) i i ( t )= -d(t) tel que la

m atrice coef f icient de sa partie principale ait son déterm inant non identiquement
dnul, soit à  un systèm e d'équations C (t, ) i i ( t ) = R t )  tel que son ordre form el
dt

soit — cc. Le problèm e étant ainsi réduit au cas où le dét A6(t) ne s'annule pas
identiquement au voisinage de l'origine, il a montré deuxièmement que, si le dét iia(t)
ne s'annule pas a l'origine, il ex iste alors un systéme 931=(m 1,..., mN )  d'éléments

N
en tie rs  non  négatif s  te l que  l'on  ait E  m1-=R 1  et que le sy stèm e d'équations

i=i
A (t,  d   ) i( t)=J( t)  soit équiv alent au v oisinage de l'origine a un sy stèm e 9N-

dt d  \norm al [3 ] d'équations .13(t,  dt ) 1 1 ( t ) =  e t ) .  Le problème de Cauchy (C)Tz é tant

alors bien posé, il en conclut finalement qu'i/ existe R f  solutions indépendantes du
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sy stèm e d'équations A (t,  d   ) t ( t ) = J ( t )  f orm ant un sy stèm e f ondam ental dedt
solutions au voisinage de l'origine.

Sur ce deuxième résultat de L. R. Volevie", M. Miyaké [3] a montré un résultat
local: Pour que le problèm e de Cauchy  (C)n  pour gt donné soit bien posé  à tout

point d'un domaine, il faut et il suff it qu'il existe une matrice inversible P (t, —d
dt

coefficients analy tiques telle que le sy stèm e équiv alent d'équations P (t,  d   )dt
A (t,  d

d t
 )a(t) =_ f (t) soit 9.11-normal.

Ce rséultat de M . Miyaké perd sa validité si on ne considère qu'un problème
de Cauchy (C ), à l'origine comme on le voit bien  à l'exemple ci-après; Pourtant
il reste valide si le dét 4a(t) ne s'annule pas à l'origine et que 931 est tel que l'on ait

E

Exemple
d 1 )

A (t, c d it)=(  d t d avec une constante a  O . I c i  o n  a  evidemment:
1 at dt

R1 = 2e t  dét ila(t)=at 2 .

Et à tout point sauf l'origine, le problème de Cauchy (C)", i )  est clairement bien
posé. A l'origine, si l'on considère la solution formelle, on voit aisément que, pour
que le probléme de Cauchy (C) (0 ,o ) soit bien posé, il faut et il suffit que l'on ait
a0 n - 2 ; n = i, 2 ,...: A ces valeurs exceptionnelles de a, il existe un j( t )  tel qu'il

d n'existe pas de solution à A  ( t ,  d t ) At).

Cet exemple nous invite alors à investir le problème de Cauchy (C ), à l'origine
au cas où le dét :4 6 (t) s'annule à l'origine sans le faire identiquement. Et c'est le
but de cette note, mais pour avoir des généralités nous supposerons seulement que
l'ordre formel R  est non négatif.

Quant au problème de Cauchy (C ),, il nous semble naturel de le généraliser:
Envisageons par exemple le probléme de Cauchy (C ) ,  pour l'équation de type
Fuchs suivant

t 1 ) 2  u(t)+ u(t)= f (t).

Or à cette équation on ne peut pas donner la valeur u(0) qui est uniquement déter-
minée par l'équation elle même. Mais si l'on donne la valeur de d t  u(0), alors la
solution existe uniquement. Nous considérons donc le problème (C)A , une générali-
sation du problème de Cauchy (C ), (voir la Définition 2).

Nous commençons notre analyse par celle de l'algorithme par lequel on obtient
d la solution formelle du système d'équations A ( t, d t ).ii(t)= j ( t ) .  Après un e investi-
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gation sur les polynômes caractéristiques, nous énonçons  à  la proposition 4 les
conditions nécessaires et suf f isantes pour que la solution form elle du problèm e
(C ),  ex iste uniquem ent. Au théorème 1, nous donnons une condition suffisante
pour que la solution form elle soit convergente. Au cas où cette dernière condition
soit réalisée, nous énonçons, au théorème 2, les conditions nécessaires et suffisantes
pour que le problème (C ),  soit bien posé. Nous envisageons aussi le problème de
Cauchy à données assujetties à la condition de compatibilité au sens de C. Wagschal
[5 ].

2. Notations et définitions.

Reprenons A (t, d t )— (a i i (t, 7 0 ) i , i c i que nous représentons:dd

(t, d
d

t  — a iti(t )( (i t ) k

k=0
o ù  a'fiii ) #0

k(if)= E E  dji?  tnn! d
d

t
k=0 n=n(ijk )

où nous convenons que k(ij)= — co pour au  (t, d
d

t  )identiquement nul et que n(ijk)

= + co si a ( t )  est identiquement nulle.
Nous précisons sous l'hypothèse la situation où nous nous plaçons.

Hypothèse.
d L'ordre formel R1  de A  ( t ,  d t )est non négatif

Pareillement à. l'o rd re  fo rm el R1 , nous définissons l'o rdre  m od if ié  R„,
d de A (t, dt )

Soit
n(ij)=Sup fk— n(ijk); k < k (ij)}  ; i, je l.

Définition 1. L'ordre modifié R„, de A ( t , -g-) est défini par:

R„,=Sup {E n(in(i)); ire  HI
i=1

Lemme 1. Nous avons — oo <R„, f .
P r e u v e .  L'inégalité R,„ R j .  étant triviale, il suffit de m ontrer l'inégalité

— co < R „ ,. O r sil l'on avait R „,=  co , alors, pour chaque ire H , il existerait un
nombre ic i  tel que l'on ait n (in (0 )=  — co. Ceci montre que, pour chaque ne II,

d il existe un i e / tel que l'on ait ai„( 0 (t, )is o. O n  en  conc lu t Rf = —cc. I l  est

contradictoire à l'hypo thèse . •
Grâce au lemme de VoleviC, il existe alors un système = { i i,, V  i} i , j E i  d'entiers

tel que l'on ait:
n(ij):_vi— p i ; i, j e !

o ù  eP ( iik ) 00
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et

E v. — E p i =R„,.
j= 1 1=1

Nous l'appelons un système admissible pour l'ordre modifié R„, ou un système
admissible tout court s'il n'y a pas de confusion avec le système admissible pour
l'ordre formel R f .

Nous généralisons le concept du problème de Cauchy (C)m .
Soit A un sous-ensemble fini de t x Z ou Z  est l'ensemble de tous les entiers non

négatifs.
Puisque nous nous occupons toujours de fonctions analytiques au voisinage de

l'origine, nous om ettons, pour la sim plicité de l'énoncé, ces qualif icatif s assez
longs et nous disons, par exemple, un vecteur j ( t )  au lieu de dire un vecteur j( t)
aux éléments fonctions analytiques au voisinage de l'origine.

Définition 2. Le problème (C) A est le problème suivant.
É tant donnés un  v ecteur j(t)=V i (t),..., fN (t)) et un sy stèm e de nom bres
com plexes 0={ 0 i k ; (jk )E A } , trouver un vecteur ii(t)=qu i (t),..., u N (t)) tel
que l'on ait A (t, 4 ,_ ) a(o=f(t) et que  l'on  ait ( d

d
t ) k  u ; (0)=O i k ; (jk )e A .

Nous disons que ce problème (C) A est bien posé, si, pour toutes les données
J(t) e t 0, il existe une et une seule solution  û(t) du problème (C)A .

3. Solution formelle et algorithme.

Soient j(t)=((f ,(t) ..... lN ( t ) )  avec f i( t)  = E
n

; i e  I ,  e t  ti(t)=t(u,(t),...,
t H

uN(t)) la solution formelle de A (t,—d
d

t— )ii(t)=j(t) U e le u:(t)—  E u,„ ; i e i .  A lo r s
n=0 n•

nous avons une infinité d'équations simultanées:

(1) E atti 11
j1-1-k—n = f  i l :  ie 1=0 , I, 2,....

j 5 N
0 5 k 5 k ( i j )

ri(ijk)511

où le coefficient binomial C,', est convenu d'être nul pour / <n.
Soient A  un sous-ensemble de I x  Z e t  T=In i, vi l i ) , ,  un système admissible

pour l'ordre modifié R„, tel que l'on ait:

{  if ; 1 ;  i El et

AŒ j el}  .

Nous considérons alors (1) comme une infinité de systèmes d'équations simultanées
suivants:
(3)B E e f lii  1-14—n 

=
f i l15 j 5 N

0 5 k 5 k ( i j )
n (ijk )5_ti

E =futi+A; i c i  .1=0 , 1, 2,...
15 j 5N

05k517(U )
n (i jk )5 n

(C)A

(2)
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Considérons (3)B . A ce système, le nombre d'équations est E j1  et le nombre
i =1

d'inconnues u E  y1 . En effet, pour chaque j e /, les u peuvent se présenter

au premier membre de (3) B sont ceux dont l'indice y est telle que l'on ait :

0  v S u p  (i+k—n)=== v J -1 .
0 : 1 ‘ S k ( i j )

n ( i j k ) S n

En ordonnant convenablement les  u f i „ qui figurent à. (3)8  nous les considérons

comme les vecteurs U B  et F B  respectivement. Alors (3) 8  s'écrit avec une E
E  yj  -matrice Q B ;

j=
1

Q B
=

( E ciak")„
l +k=h+n O T 5 h S v d — lje l

O S k S k ( i j )
ti
-
( i r k )< n

(4) Q B U B
— F

B•

Les termes contenant ui v ; ( jy) E A  pouvant être considérés comme connus au
problème (C) 4 , nous les faisons passer au deuxième membre a (3),. Nous avons
alors:

(3) B —bis E c l satuu j l + k — n ; 1 le Il+k—n
=

f i l
—E c70 .pu ;

1. S j  SN 1S j  SN
O S k S k ( i j ) O S k S k ( i j )

n ( i j k ) S n n ( i j k ) S n
(j1 + k

—
n )0A (j1+k— n)E4

Par ordonner aussi convenablement les  u ;  ( M e  A, e t  u1 v ; (jy )0A qui figurent
(3)8 -bis, nous les considérons comme les vecteurs V d  e t  V0  respectivement. Alors

(3)8 -bis s'écrit avec une certaine E  p i x IA I -matrice Q d  e t u n e  E  p i x (  E  v ;  —
i=1 i =1i = i

IAAD-matrice Q 4 ;

Q 4
= E ak")n  i j  , O S I S i t i - 1 , i e  I

l +k=h+n O h — S v d — lje l , ( jh ) i tA
O S k S k ( i j )

n ( i j k ) S n

(5) QAVO
= F

B
—

Q d
V

d•

Considérons maintenant (3), ; /1=0, 1, 2,.... Nous les écrivons:

(3), — bis v d -1
(E cg„, +AatP)u ; , ; + 4 +  E ( Eci,t,i+A alify)u i h

4=0 j=1 k j= 1 h= 0
A ti+ ).+ Ic= ri+ n -q pi+ .1+ k= h+ n

= ie A=0, 1, 2,....

Soient

.F = t ( Jc ip ,1-45•••, f N p N + 4 ) ,  u 4 = q 11 1v 1 +4 5 .• • , U N v N +d

ci k5k(ij)
n ( i r rk )S n

iti+ k + .1 = vd+ n -q
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et Pi = ; .1=0, 1, 2n Li , . . . .
O k S k ( i j ) 0 5 y 5 v i-1 , je l
n (ijk )S n

pii-k+A=n+y

Posons: ( 1.2 Q u il)a ity (iik )) ,,JE ,; ) .= 0 , 1, 2,... .
k — n (ijk )= v i-

Alors (3) -bis s'écrit:
A-1

(6) PALIA=F,— E A=0, 1, 2,...
4=0

Ces systèmes d'équations (4) (ou (5)) et (6) réunis représentent (2).

4 .  Polynômes caractéristiques et conditions nécessaires.

Les conditions nécessaires pour que le problème (C ) , soit bien posé découlent
immédiatement de ces trois systèmes d'équations (4), (5) et ( 6 ) .  En effet, si l'on fait
varier j(t)=t(f ,(t),..., f N (t)), les deuxièmes membres de (4), et (5 ) peuvent prendre

E  A t

toutes les valeurs de C
1= 1

. Donc l'existence de solution formelle du système
d'équations A (t, d  ) ii( t)=1(t) pour tout j( t)  réclame que l'application représentéedt
par Q , est surjective. D e  m êm e, s i l'on  a  d é tP , k Ø  pour A suffisamment grands,
l'existence unique de solution formelle du problème (C ),, pour tout f  ( t )  réclame que
l'application représentée par QA  est bijective. A insi nous avons la  p roposition
suivante.

Prorosition 1. I )  Pour que le sy stèm e d'équations A
une solution form elle pour tout j(t), il faut que l'on ait:

R,„ 0  e t  rang QE= E
i=1

2 )  Si l'on a dét P  A 0  0 pour A  suffisamment grands, pour que le problème (C) 4

ait l'unique solution form elle pour toutes les données j(t) et 0, il faut et il suf f it
que l'on ait:

IA 1=R „„ dét Q A 0 0  et

dét P  A 0 0  p o u r ) =0 , 1 , 2,...

Comme on voit à  la proposition 1, le déterminant des matrices QA et I'', jouent
un rôle important. Et, avant de revenir  à  ces équations (4), (5) et (6), nous allons
envisager leur déterminant de plus près.

Nous avons au premier abord la proposition suivante.

Proposition 2. 1) L e  dét A 6 (t) a le zéro d'ordre au moins R i .—  R„,à l'origine.
2 )  Le dét PA est un polynôm e en A  de degré au plus R f —R„, et le coefficient

de son terme de puissance R f —R„, est

[ dét .e46 (01(R f  —1 R m ) ! ( dd t ) R  f — R " ' t = 0

( t  ddt) ri(t)=j(t) ait
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Preuv e . Soient //f et H m  l'ensemble de toutes les permutations Ir de / réalisant

R1  et R c'est-à-dire que l'on ait:  E  k ( in (0 )  R  e t E  n(i7r(0)=
i=

R n , respectivement.
Calculons le déterminant de 2,16 (t):

dét A 6 (t) =  E  s(n ) n (t)
"tell 1=1

Il est clair que la sommation E  n'est en effet prise que sur n e l l f  et nous avons:
ne17

dét =  E  v ( it )  
[NI t n ( i r z ( i ) k i )

n e l l f i=i L n(in(i)k i )!  i n f i )

où ki = k(i7r(i)) --= tn ( i ) — si ; i E I.
Or nous avons:

Inf E  n(in(i)k Inf E  [t i t o , — n(in(0)]
n e l l f  i = 1 rz e l l f  1 = 1

= R 1 — Sup E  n(iir(i))>R f  — R n ,.
n e l l f  i = 1

Où l'égalité a lieu pour des permutations  i t  telles que l'on ait  i t  e l l f  n //m et que
l'on ait k(in(i))—n(in(i)k(in(i)))= n(in(i)) pour tout i C I. N ous avons donc:

N  , ,k ( i n ( i f i n ( i n ( i ) k ( i r z W ) )
e ( n ) E . , 9 , 4 1 ) t R f - R , , ,

ne i i r  n IP . 1=1 ti(in(i)k(in(1)))!
k ( i r z ( i ) ) - n ( i n ) i ) k ( i n ( i ) ) ) = n ( in ( i ) 1 0 E 1

+ les termes de puissance en t supérieure R

Celle-ci montre la première partie de la proposition.
Calculons maintenant le déterminant de P

(7)

dét 4 6 (0 =

N  -
dét PA =  E  E i r ) f l (),H /IN A + I)• • •(A + n(i7r(i)k)+ 1)

irEn i =1
k -n ( in ( i ) k )= 1 , „ ( i ) - 41;

k n ( i i t ( i ) k )a. ( i )x 
n(in (i)k )!

On y voit clairement que le dét P2 est un polynôme en A. La sommation E  n'étant
nef!

en effet prise que sur TC e , nous avons:

N ) )a " ' ' "dét PA E s(n) " ( i ) An(irz(i)ki)+,..1
n(in (01c i )!, n "en 1=1

où Ici est le plus grand entier k (k k(i7r(i))) tel que l'on ait Ici — n(in(i)k i ) = vn ( i )  —
i E l
Or nous avons:
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Sup E n(in(i)k i ) =  Sup E (k 1 —(v„( 0 — p i ) )
n e llm  i= 1 1=1

= Sup E —R,„.
nen- 1=1

Où l'on a l'égalité pour des permutations ir  telles que l'on ait n E 1F n Hm  et que
l'on ait k(in(0)— n(in(i)k(in(i)))= n(in(0) pour tout i e /. Donc nous avons:

N  a 4 1 1 7 1 in n ( in ( i )k ( in ( i ) ) )
dé( PA = E c(7011 I n ( i )  

À:Ri—Rn!

? t e l l  f  n n m 1 .1 n(in (i)k (in (i)))!
(8) k (irz (i))— n(in (i)k (iir(111 )= n(ilr(i))11E 1

+  les termes de puissance en /I. inférieure à. Rf —R.

Comparant (7 ) avec (8 ), nous avons la  deuxièm e partie  de la  proposition. /

Les matrices QA , PA etc . ainsi que les vecteurs t.14 , F  etc. dépendent du choix
du système admissible 2 =  {p i , vi l 1,1 c 1 pour l'ordre modifié R„,. Pour distinguer la
dépendance du choix  du systèm e adm issible, nous écrivons par exem ple QI, Pl,

F i  e t c . .  L'étude cette dépendance aux 12, et PA nous étant désirable, nous la
faisons dans la suite. Or il nous y faut une investigation sur la diversité au choix
du système admissible. Mais cette analyse détaillée n'ayant pas d'intérêt direct
avec l'étude actuelle, nous nous contentons ici d'en énoncer le résultat et nous
envoyons sa démonstration à  l'appendice. Le voici:

Lemme 2. 1) Il existe des sous-ensembles .1k d e  I; k=1,..., r, tels que
l'on ait:

lk -J  f k = I et I, (I I k = f h  n .4 = 0  p o u r h  k
k=1 k=1

i i )  Soient 1 1 k ensem bles des restrictions nk su r  ' k  des perm utations n
appartenant k =1 ,..., r . A lors nk sont des bijections de I,sur J k ; k=1,..., r,
et 17'n est la somme directe d e s I l k ;  k=1,..., r, soit Hm = E 17k .

k=1
2 )  Pour deux  sy stèm es adm issibles pour l'ordre m odif ié R,„ 2 = et

= {fi, "M i j a , il existe des entiers yk ; k=1,..., r, tels que l'on ait:

p i = P i + yk , v. i = i ; +y k ; i n /k , j e  f k ,  k=1,..., r.

Lemme 3. Pour un sy stèm e quelconque d'entiers il ex iste un
système d'entiers {P h  Vi } i j ,  tel que l'on ait:

p o u r  i, j E

et que, pour tout système admissible 2= {p i,  vi l i j c i  pour l'ordre m odif ié R,„ tel que
l'on ait p o u r  i, j 1 ,  il ex iste des entiers non négatifs yk ; k=1,..., r,
tels que l'on ait:

vi=i7 i+Yk; inI o je J k , k=1,..., r.

Pre u v e . S oit .r={kt i , vi } i d e ,  un système admissible pour l'ordre modifié R„,
tel que l'on ait vi ri; pour i, j e /. Soient



D'autre part, il existe, grâce au lemme 3, un système d'entiers non négatifs r°=
{14, vin i i e , tel que, pour tout système admissible  z = {y, vi } e i  pour l'ordre modifié
R , n satisfaisant y i 0 , v i O  pour i, j E I ,  il existe des entiers non négatifs yk ; k=

r, tels que l'on ait p i = pc,!+y k , vf =vy+y k ; i e  k, Je  k, k = 1 ,... ,  r .  Soient alors:

pi ( ) =  E  8 ( n h )  H (
c-, :r. nAh ( o k ) a ki i ,,,,,c(i7,0„(i)k) ) ;  h=1,..., p .

Ithel Ir h ie lh
k –n (in h (i)k )= v ,? , , ( 1 ) –A?
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Pi =
j =  V  j

—
 (5k ; l E Ik ,J EJk, k= 1,..., r

où
6

k
=

 I r l f
ie lk , je J h

Alors le système {pi , V./4 .w  ne dépend pas de choix du systéme admissible T et on
voit aisèment qu'il est celui désiré. •

Proposition 3 . 1 )  Il ex iste des polynôm es en /1, soient pk (.1); k=1,..., r, tels
que, pour un système admissible T = {p i , vi } i j c i  pour l'ordre m odif ié R,n satisfaisant

pour i, je  I , il ex iste des entiers non négatifs yk ; k=1,..., r, tels que
l'on ait:

dét P ra  = P a i l+ Y k )  •
k=1

S i l'on a jA{=R„„ l'énoncé (* ):

dét Q TA  0 0  et dét PI 00 p o u r A=0, 1, 2,...

est indépendant du choix  du sy stèm e adm issible T  satisfaisant la condition (2).

Preu v e . Nous avons d'une part (avec un abus de notation):

dét P  =  E  c(n) ( 0.+A a l5 n(in(0 ) )
i=1

n ( in ( i ) k )  t n ( i )
k – n (in (i )k )= v n (1 )– I ii

= s ( 7 , ) n
ci:4-t„A(i)k)al;a n ( i ) k ) )

h=1  ie l h k _ n (i, t ( i )k )= v n (i )-1 ."

=  E f J  8 (x i b )  f I  ( ai5n(in(i)k))
nel7m h=1

n ( in ( i ) k )  t n ( i )
k – n ( i i r ( i )k )= v n ( j )– i t i

Grâce au lemme 2, nous avons:

dét P  =  f l  [  E  e (n )  f i  ( `-"
a k n O ith ( i )k ) ) ]

n (in h (i)k ) in h (i)h = 1  n h e lln ie lh
k– n (in h (i)k )= v n h (j) - 12 1

NO).
h=1

Alors nous avons p7,(A)= ph (2+ y n ) ;  h =1,..., r, et la première partie de la proposition
est démontrée.
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Soient C.= et = deux systèmes admissibles satisfaisant
tout deux la condition (2 ). Nous supposons jt r i ,  et vi  i ; ; ; i , j e I (qui est faisable).
Alors grâce aux lemme 2 et lemme 3, il existe des nombres entiers b k  et yk ; 0
k =1 , . . . , r,  te ls que l'on  ait: p i = ji i -l-yk —bk = ,u7+y k e t  vi =ii i - Fyk — bk =vy +y k ;
i j E J k ,  k= 1 ..... r. Soient

H,={ (ia); a= ,11,+ I —1, in Ik};

K ,={ (j,3);,6= +1 -1  j e Jk} ; 1=1,...,

K0={(j13); —A

où /°= Sup {(yk —Sk ); k =1,...,
Alors nous avons:

{(ia);O ct it, - 1 = + y k — S ,-1 i e I} =

{(j ,8); 05. 16_v i  —1 j E  — A = \.°J

Et nous avons:

TA= ( a ltin )osts,-1,1e1
1-1-1c=h+n 0 5 h 5 v i - 1 j e l , ( j h ) t t i l

0 5 k 5 k ( i j )
n ( i j k ) S n

=( E COE t j
II—Œ 5k— n(ijk ) 0 5 1 3 5 v i - 1 , j e l , ( j p ) 0 A

0 5 k  S k (ij)

=
( Q p q ) p , q = 0 ,1 , . . . l u

avec

Qp,=( E c : - f i +k a'frf l+k ) ( i, ) e f f p ; p, q =0, 1,... , /°.
P — a5k — n(iik ) (.113)eKg

O k S k ( i j )

Or nous avons:

Qp g =0 p o u r p<q

dét Q = Pk(6k+ P - 1); p=1,..., 1
°

y  ki 53kktFp

et

Nous avons donc au cas où lAi =R .:
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dét Q1,=  dét STA pk(Sk+ 1 1)
1-1 1, IcaSkr>

= dét 
Q1/1 k = 1

Pk (bk )Pk (bk + 1) . . . Pk(Y k—  1 )

Si nous nous souvenons:

dét PA = 11 Pk (Y k +) et dét =  k fji P k ( 6 k
 +11)

alors la deuxième partie de la proposition est claire. •

Pour la simplicité de l'énoncé nous adoptons la suivante.

Définition 3 .  Nous appelons et la proposition 3  le sy stèm e de

polynôm es caractéristiques pour l'opérateur A (t, d
d

t ). E t le  problèm e (C ), av ec

IA I=R„, est dit non caractéristique au sens large si la condition (*) à la proposition 3
est réalisée.

Nous disons "non caractéristique" au sens qu'il n'y  a pas de racine caractéri-
stique entière et non négativ e. Mais, comme on voit à  la proposition suivante,
celle - ci donne une généralisation du problèm e de Cauchy  "non caractéristque".

Avec cette terminologie, nous avons:

Proposition 4. (Proposition  1 -b is) 1 ) Pour que  le  p rob lèm e  (C ), ait une
solution form elle pour toutes les données f(t) et 0, il faut que l'on ait IA I R„„ et
si l'on M A I= R„„ il faut et il suff it pue le problème (C), est non caractéristique au
sens large.

d2 ) S i aucun des poly nôm es caractéristiques pour l'opérateur A (t,— c r-)ne

s'annule identiquem ent, alors pour que le problèm e (C), ait l'unique solution
formelle pour toutes les données 1(0 et 0, il faut et il suff it que l'on ait 1/11=R„, et
que le problème (C), est non caractéristique au sens large.

Comme un corollaire de cette proposition, nous avons:

Proposition 5. Pour que le problème (C), avec IA 1= R f  soit bien posé, il faut
que le dét :16(t) ne s'annule pas à l'origine.

d Soit qu'aucun des polynômes caractéristiques  Pk () pour A  (t, d t );k =1 ,..., r,

ne s'annule identiquem ent. Soient rk les plus grandes racines entières non négatives
de pk(A )=0; k =1,..., r, o ù  rk est convenu d 'être — oo s'il n'existe pas de racine
entière non négatives à pk(,1)= O.

Pour un système admissible = nous disons qu'il est suffisamment
grand si l'on a:

v; r k + 1; i E  k, k , k =1,..., r.

Alors, grâce à la proposition 3 et sa démonstration, pour un système admissible



avec
rizt+2 a kn(lir(1)11
s 'n (1 7 0 1 )k ) ln (I )e(n) E

ire!1 (h i) 1=1
l *h  k— n(ln (l)k )=v,,(1 )— pi
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suffisamment grand T ,  le dét PrA ne s'annule pas pour 2 =0 , 1, 2,.... Et nous avons:

Proposition 6 .  Pour A  (t, e
d
l
t )d o n t aucun polynôme du système de polynômes

caractéristiques ne s'annule identiquem ent, si l'on prend un sy stèm e adm issible
suff isamment grand T ,  il y  a, pour un  j ( t )  donné, une correspondance biunivoque

denhe l'ensemble des solutions formelles du système d'équations A ( t ,  c-w )ti(t)— j(t)

et celui des solutions des équations simultanées (4): Q U = F .

5. Estimations de solution formelle et conditions suffisantes.

Reprenons (6). N ous supposons que le dét PÀ, ne s 'annule  pas pour 2=0,
1, 2,.... (Nous omettons T  aux PA , U A , e tc .) Alors (6) s'écrit:

(6)b i s

A-1E  P i l P g r 4 - P i i P i u r B ; A=0, 1, 2,...

Lemme 4 .  Il ex iste des nom bres positifs C, po et un entier positif  s  tels que
l'on ait pour tout 2=0, 1, 2,...

CAR f p 6 1 1 v i- t i+ 5  2 t
l(Pi li i 15

 Ic lé t PI p g v i - r i + s !  
o <  < 2 - 1,

 •

C A R f - R -  A A v i - ti+s).!; 0<y ._v i —  1, i , j e /l ( P I I P '1 )4 i7)1 5  Idét P°

I (P i l FA) .1   pti2v, - (i+s21; ie /
Idét PI

où pR  " - tc's est convenu d 'être  1 pour 0.

Preu v e . Soit 17(hi) l'ensemble de toutes les applications biunivoques de 1 —  {h}
sur /— { i} . Les (ih)-éléments de PI s'écrivent:

— 
d a

l
P A  

A h i

Nous convenous toujours que le coefficient binomial C e st nu l pour p < q .  Alors
nous avons:

Idét PA ( P j 1 P ) IJI

=  ( — O h  I  E  8 (n) E
h=1 n e ll (h i ) 1=1

k— n (lrz (1 )k )=vn (t) - 111

C g i+ A a k n (In (1 )k l
n (ln (l )k ) 1 7 r (I )

x [ 0h+Aa'4]]).
0 5 k 5 k (h .i)
n (hJk )Sn

n=k+A-4— vj+ph
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Choisissons po >1 en sorte que nous ayons:

p 8  et I fi n i_ n ! pi; pour tous i, j, k  et n.

Alors nous avons:

je t  PA II(PT 1 PO u l

E (P I+  A)! „„(1.(i)k )1
h = 1  rz e ll(h i)  1 = 1 (pi+ A— n ( I n ( l ) k ) ) !  "

1#11 k- n(lic(1)k)=1 , . ( 0 - 111

x [

(Ph -  F A— n)! ' _11
+ A.) ! 

n (h jk )S n

Sup ( P i  -) ,,) • (Ph + 11- ) !S L I P ( n(1141)k)+n)
1- 1 (p i + A— n (In ( l)k )) !  (p h + A— n ) !  Po1 = 1
10h 1#h

où n=k+A — — v j + p h , que C, est une constante absolue et que le Sup {•••} est pris
sur tout le choix en question.
Or nous avons:

E  n(ln(l)k)+  n E (t i r i o  — si — v,r i o + p ,)+ t; — sh — v; + ph = +6 i ;1=1 1=1
1#h 1#h

avec

—R„,+ti— t i —(v i — vi ).

Nous avons donc:

Ida P JP 11P 0 iiI< C ip6 -4+ 60   Al

x Sh eup
n e l l ( h i )  I L  1#h

(jtt - F il) ! 1 ( P h  +A)! 
(p1 i - 1- 2 - 4 (1 )+ si+ virco — l i d ! ( + v i —ti + s h ) !  A!

Et ce dernier Sup {•••} s'écrit:

S u p  {LA  ( ( Iii +A)! 1 (1 + v i— ti+ s h )!! 1
hel,,,En 1=1 421 + A -4 ( 0 +5' i + V i t ( i ) —  PO! (  + V t i  S b )! A!

ir(h)=i

Or grâce à la formule de Stirling, tant que p et q restent bornés, il existe une constante
C 2  telle que nous ayons pour tout A non négatif:

(P +  A )! ___.C2 .1q(p+A— q)!

Nous avons donc:

G i F  A)! FI , < C ARf _ L n .
1=1 0 1 1 + A — t i r w + s i d - v „ ( , ) — i t o ;
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De même, grâce à la formule de Stirling, il existe une constante C3 telle que l'on ait
pour

Avi-ti+s(), +v i —t i +s h )!1 ' j -tuFsh
( vi —ti + s h ) !  A! - 5 c-E 3

où s est un nombre entier plus grand que le Sup {si , ti ; j ,  j  e /} . Donc nous avons
avec une certaine constante C:

;;Rf-Rm
l(P  P 1 )1 .i l Idét PAI

!
•  • - 1

'

 i, j e / .
'  —  

P6
 Av i— ti± s

Po

De la même façon, nous avons:

1 (111 + 
)

) 1 O -  fh i l ) ! 
Idét PA  ( P i l  Pi) 1( 7)1 C4 S u P 1. 1 Cui — n(In (l)k ))! j (p h + A— n)!

1#11

sup { E n (1 Ir( I )k )+0X Po 1=11#11

où n=k+),—y-F,u h , que C4 est une constante absolue pareille à C1, et que l'on ait:

Sup { n(hr(l)k)+ =
1=11#1,

avec

3i i 7 =R f  Rm +t i —t i +v i — y.

Et nous avons avec une certaine constante C:

l(PAT 1 P 1 ) „ ' l <  C s ill; 0 • —I i • /—.1 I d e .
A" ) Ida P°

Enfin si l'on remarque que l'on a:

V A ' .(iti - E) )! /4 + 2 ; i e l,

alors la dernière inégalité au lemme est claire. •

Nous avons alors le théorème suivant.

Théorème 1. Si l'on aL/ 
d  \

) R
f -R„, 4 0 .(o i

0 0, alors la solution formelled t  t=o
du système d'équations A  (t, --4,crit ) i i ( t )= j ( t )  est toujours convergente.

D ém onstration. Grâce à la proposition 2, le dét P2 ne s'annule pas identique-
ment. Donc si l'on choisit un système admissible T = {p i , suffisammant grand
pour l'ordre modifié R ,„ alors on peut bien supposer que le déterminant de P
Pr, ne s'annule pas pour ). = 0 , 1 , 2 ,.... Nous le supposons dans la suite et nous
choisissons les nombres M et p tels que nous ayons:



658 Keilchiro Kitagawa

(UB)(iy)i M ,  M 0 )I I(U1)i M; 0 v.; -1 ,  j , j e
et

C Sup Sup {1, (M(No + 2 N)+ 2 )Pol
A idét AlP

o ù  C  e t po sont des constantes au lemme 3 et N o =  E v i . Alors nous pouvons
1

montrer par récurrence l'estimation suivante:

(9 ) .MpAAvi-"±s),!; i c i, .1=0, 1, 2,....

En effet elle est claire pour /1=0, 1. Supposons qu'elle soit vraie pour tout
<). et montrons-la pour è=.1. D'après le lemme 4, si l'on convient que l'on a

li+s! =1 pour (; =0, nous avons:

A— I N
(UA) M 131"— "+s )! E E

4=-0 j=

E  m p p v i - , „ l u u

m p 61,1 v  — t !
 mi9 4 t i+ s

p R v i— ti+ s

, o A—
+

= M pA /p. i —t (  yPo +  m N  r  
L  P p ) A I N ° ( P l i

m p A,11, - - t P° (M N 0 +2M N +1)
_ P

m p A A v i— ti+ s ) ,

Ainsi l'estimation (9) étant démontrée, elle montre de son côté la convergence
de la solution formelle. •

De ce théorème nous nous déduisons les suivants.

Théorème 2. S i l'on aL (
d  y21-12,,,dét 

A  0
0,7(

1 0 0 ,  pour que le problème (C)Adt t=o
soit bien posé, il faut et il suffit que l'on ait 1/11=R„, et que le problème (C) A est non
caractéristique au sens large.

Démonstration. G râce  au  théo rèm e 1 , so u s  la  c o n d it io n  [ ( dt
d  ) Rf le m

d dét .4(0 00, la solution formelle du système d'équations i l ( t ,  
d t

) t ) = j ( t )

est la solution analytique. Et le théorème-ci découle de la deuxième partie de la
proposition 4 .  •

De même, de la proposition 6, nous avons:

Théorème 3. Pour A  (t, d
d

t ) te l q u e  l'o n  ait[( d
d

t ) R 1 -R ", det ii6(01 0 0,
J1=0

y  a, pour un j(t) donné, une correspondance biuniv oque entre l'ensem ble des
d solutions analy tiques du sy stèm e d 'équations A (t, d t ) i i ( t ) = J ( t )  e t c e lu i d e s

solutions des équations simultannées (4): QTB Uz8 = P B ,  si l'on choisit suff isamment
grand le système admissible T pour l'ordre modifié R,,,.
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Nous remarquons le suivant:

Proposition 7 . A u cas où l'on a[(—d  )R f - R m  dét Acr(t)1 0 0, pour le problèmedt t=o
(C), avec AI =R,, les énoncés suivants sont équivalents.

i) Le problème (C), est bien posé.
ii) Le problème (C), a une solution analytique pour chaques données J(t)et 0.
iii) La solution analytique du probléme (C), est unique.

6. Le problème de Cauchy à données assujetties à la condition de compatibilité.

Nous voulons envisager, selon C. Wagschal [5], le problème de Cauchy suivant.
Soient ni ; j E I, les entiers non négatifs que nous supposons:

(H) n; Sup n(ij); j e I.
ie/

Étant donnés un vecteur j( t)= t( f i (t) ,...,fN (t)) et un système de nombres
complexes 0= {cki k  ; O  k  n;  — 1, j  E /}, trouver un vecteur 4(0= r(u

uN (t)) te l q u e  l'o n  a it A  (t,--c9 =1(0 et que (--1--) k  u.(0)= (/) i k ;at at
0 . . k . n - 1 ,  je 1.

Or les données j( t )  et cP ne sont en general pas librement données. En effet, soient

(10) Inf (n i  — n(ij)).
;Gt

Alors nous avons:

n (ij) . ni — i, je  /.

Différentions 0, 1,..., —  1. fois la ii H, équation de A (t, d
d

t  6 ( 0  =A t )  pour i tel

que l'on ait i E /, et y posons t =O. Alors nous avons:

(EC) E C '14 4 N  jl+k — n  
=

f i l  ; E  I
J E !

0 5 k 5 k ( i j )
n ( ijk )S n

relation à. être satisfaite par des données j( t)  et P.
Nous envisageons ainsi le problèm e de Cauchy  à  données assujetties  à  la

condition de compatibilité:
Étant donnés un vecteur 1(0= t(f i (t),..., fN(t)) et un système de nombres
com plexes 0= { 0 ; k ; 0  k  n i -1 , j e l}  assujetties  à  (EC), trouver un

(CC)i„;} vecteur il(t)=qu i (t),..., ti N (t)) te l que  l'on  ait A (t, d  )11(t)=f(t) et quedt
l'on  ait(

d t
d ) k u .(0 )=0 . •  0 _ k <n •-1 , i e— = '

Soit r = un système admissible pour l'ordre modifié R,„. Le problème
de Cauchy (CC) 1,, } donne un exemple du problème de Cauchy  à données assujetties

la condition de compatibilité où (EC) est donnée par (4): $25B U  =  F rg

La proposition suivante prétend que c'est en quelque sens le seule type du
problème de Cauchy à données assujetties à la condition de compatibilité.

(C)1 }
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Proposition 8. Pour que le problème de Cauchy  (CC) ( „ ) à  données assujetties
la condition de com patibilité ait nne so lu tion  pour tou tes les données j ( t )

et k  assujetties à (EC), il faut que le système d'entiers {fi,, forme un système
admissible pour l'ordre modifié R n , et que le dét PA , formé pour ce système admis-

sible, ne s'annule pas pour /1=0, 1, 2,....

Preuv e. Remarquons que l'on a, d'après (H), i E l . Et différentions
fois équation de A(t, d

d
t  )0(0 = f> (t) et y posons t =O. Ce qui donne:

PU=F— W

où l'on a:

U=r(u,„„..., U N „,„), P=.1

P= ( k)altST(ii k ) )  j  e l
k - n( i j

et que W est un certain vecteur défini par des données CP et f ik ; i E l.

Si l'on fait varier j ( t ) ,  le deuxième membre F— W de cette égalité peut prendre
toutes les valeurs de C N . Nous en concluons que l'on a: dét POO. Donc il existe
une permutation re de I tel que l'on ait:

cPi.(0k)aglIT ( ') " 00; ie l.
k -It (in (i)k )= 1 4 ,0 )-F ii

Par conséquent il existe des entiers Ici ; I e /, te ls  q u e  l'o n  a it:  aitite ( i) ki ) 0 0  et
k. — n(in(i)k i)= n n ( ; ) —  i ; i e I . Ceci donne par suite:

n(in (i)) n n o ) —  i ; i e I

qui donne:

E  n • — E
:1= 11 = 1

Compte tenu de (10), on voit bien que {Pl i , n111 l  est un système admissible pour
l'ordre modifié R,„. Le reste de la proposition est déjà clair. III

Reprenons rk ; k=1,..., r, définis juste après la proposition 5. Et nous disons
que les n i ; j e /, sont suffisamment grands si l'on a:

ti f , ni r11 + 1 ; ie l, , je J k , k= 1,..., r.

Théorème 4. Pour A  ( t ,  d )  tel que l'on a i t [ ( d
d t

) R  f - R " ,

dt d é t  4 6 (03, 0 0 0, si
les n i ; j e I, sont suf f isam m ent grands, alors pour que le problèm e de Cauchy
(CC) 1 à  données assujetties à  la condition de com patibilité ait une et une seule
solution pour toutes les données j ( t )  et assu je ttie s  a (EC), il faut et il suff it que le
système d'entiers {ui i , n } 1 1 forme un système admissible pour l'ordre modif ié Rm .

D ém onstration Si les n i ; j e I, sont suffisamment grand le détPA , formé pour ce
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système admissible P i , ni }i d é i  ne s'annule pas pour A=0, 1, 2,.... Donc compte
tenu des théorèmes 1 et 3, le théorème-ci est clair. •

7 .  Appendices.

I] Lem m e de VoleviC.

Lemme de Volevre. S oient qu ; j , j e I, des nom bres réels (rationnels, entiers,
respectivement) ou — co tels que l'on ait:

1) q . = 0 ;  ie  I,
2) S u p s  q i i,( 0 . 0 (où il est convenus — oo + q = — oo).

17 i=1
A lors il ex iste un systèm e de nom bres réels (rationnels, entiers, respectivem ent)
{q 1} ic i tel que l'on ait:

j e l .

Comme un corollaire de ce lemme, nous avons le lemme suivant dont nous
recevons de l'aide.

L em m e S oient pi i ;  i , j e l ,  des nom bres réels (rationnels, entiers, respecti-
vement) ou — co tel que l'on ait:

Sup E  p i o = m >  — cc.
Eel7 i=1

A lors il ex iste un systèm e de nom bres réels (rationnels, entiers, respectivem ent)
{si , ti } i j E i  tel que l'on ait:

i, j e  I
et

E  ti — E  si = m.
t=1 i=1

Preuve.

i) Cas spécial où l'on a E p = m .
1=1

Soient

q i i = pu — pu ; j E /

On peut alors appliquer le lemme de VoleviC aux qi i ; i, j E I . Soit {q,} ie  le systéme
obtenu. Alors il suffit de prendre s 1 = q, t i =q i +p i i ;  i , je l .

ii) Cas général.
Il existe une permutation  i t  de I telle que l'on ait:

E Pin co=m.i=i
Soient
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Pii=Pirc(D; i; I.

Alors on peut appliquer le cas spécial ci-haut aux Pi f ; i, j e ! .  Soit { i , 7i }i d e , le
système obtenu. Alors il suffit de prendre si =§ i, ti =7„-1,D ; j ,  j  E l .  •

II] Preuve du lemme 2.
Soient 1, et /2 des sous-ensembles de I  tels que l'on ait lIl =1 121, où I/i l est le

cardinal de 1; 1= 1, 2.

Définition A. Un sous-ensemble X  d e  I , X /2 satisfait la condition ( * )  dans
I , x 12 si et seulement si, pour tout («fi) E / 1 X /2, il existe une bijection de I , sur 12 ,
soit i t ,  telle que l'on ait n(a) = 13 et (in(0)EZ pour tout i E/ i ,  iOat.

Nous admettons el lemme suivant démontré à  l'appendice de K . Kitagawa-
T. Sadamatsu [2].

Lemme A. Il ex iste des perm utations A  et il et des nom bres entiers s0 0<
s i  <5 2 <,..., <4E.-  N  tels que, en posant:

1k = {sk _  + sk} ; k=1,..., r,

il existe, pour toute permutation n €111", des permutations nk de 1,; k =1,..., r, tels
que l'on ait:

Air= it
 somme directe)

k=1

et que, si i'on pose:

li k = {irk ; i t  e Hm} et Ek ={(in k (i)); i e rk , ir k e .r / k } ;
 k =1,..., r,

alors I, satisfait la condition (* )  dans 1,x 1 k ; k=1,..., r.

Lemme B. Soient 10  e t  J ,  des sous-ensembles de I  tels que l'on ait11,1=141.
Soit X un sous-ensemble de f o x J 0 . Si I  satisfait la condition (* ) ,  alors, en posant
S i = { j; (ij) e c  ./ 0 ; ie /0 , nous avons que, pour tous i E I ,  e t  7 E Io , il existe des
i,,..., i„E Io tels que l'on ait:

si n 0 0 ,  si , n si , o0,..., Si , n si „o 0 ,  s i „ n 00.

Preu v e . N ous appelons, pour la  sim plicité  de l'écriture , ce  systèm e de
nombres 1„ le  p o n t u n issa n t i à  7. R e m a rq u o n s  q u e , p o u r  to u t i,
l'ensemble S i n 'est pas vide. N ous m ontrons le lem m e par l'absurde. N ions la
conséquence: Alors il existe des io  e t  10  tels qu'il n'existe aucun pont unisant i0

70 . Soient ip les i qui soient unis par des ponts à i0  et io les i qui soient
unis par des ponts à 7c„ et 4 ,  les i qui ne soient unis par des ponts ni  à i 0

ni à 70 , oiiN0 =1/0 i. Alors nous avons:

(S i , u • • • u n(Sj p + i u • • • u s i g )=

(s,, u • • • u n (s i g + , u • • • u si3O)=
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(S i p + , U U S i g ) n (Si g + , u u

Nous pouvons construire des bijections 2 et p de { 1,..., N0 } à /0  et à J, respectivement
telles que l'on ait:

p} )={ ii,..., 2({ p +1,..., ,

N oD= i,•••, iN o l

p({ 1,..., 13} )= S i j a v e c  f i  = I S i l
J=1 J=1

14113 + I,•••, 4})= Sii avec 7= s o l +  P
i= p+ i i=p+1

ItiVi + 1, —, No l) =Jo —S i ,.'

Soit

E * =  { (ii); (
2

( i) it (0 )e j=1 , . . . ,  Nol.

Alors X* satisfait, d'une part, la condition (* )  dans {1,..., N 0 } x N0}, et,
d'autre part,:

E* n {(ij); i e {1,..., p}, j e  { p +1,..., N o } } =o

n {(ij); l e {p+1,..., .1■10 }, j e {1,..., fi}}

M ais c 'est une contradiction. C ar, si l'on prend un (4) e { (ij); i e j  e
{fi +1,..., N 0 } },  alors la permutation de N 0}  passant par (43) doit passer un
des GAG {(ii); j E fp+1,—•, Nol, je fl,••., fill n E * .  Mais ceci estimpossib le. •

Preuve du lemme 2. La première partie du lemme 2 est déjà claire gràce au
lemme A. Il suffit en effet de poser:

I k = 1 (' k) ,  k  = (1 ; k =1 , . . . ,  r

avec des écritures au lemme A.
M ontrons la deuxième partie. Pour une permutation  i r e   /Pu, nous avons:

v.( )— iti=ijn(i)— r i i ;

Nous avons donc pour tous i E I  et n E 11m :

vn(n— I5,00 = Pi.

Prenons un I ,  au lemme A; k = 1 , . . . ,  r .  Et soient, pour i E 1k,

S i = l j ;  (ij)e { (iir(i)) I C I k ,  e c  k.

Alors d'après le lemme A et le lemme B, il existe, pour tous i, e  lk , un pont j 1 ih

unissant i à 7, c'est-à-dire:

Sn S i , osn, Si , n S.2 00,..., S ,  n Si„ 0 , S i , n S1 ø.
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O r si n si , montre qu'il existe un 1 et des 7r, e tels que l'on ait

t io =(itt (0)  et ( i11) .--(i1it (i1))

et par conséquent que l'on ait:

— - =y 1-v ,.

Nous avons donc:

E I k ,  e J k •

Et ceci pour tout k ; k = 1 ,.. . ,  r . •
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