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Introduction.

Soient P(x, 8x)=Eialmaa(x)•9°, x G R , un opérateur différentiel à coefficients
analytiques dans un voisinage de l'origine et Pm  la partie principale de P. Soit
S une hypersurface définie par l'équation io(x)=0, où w(x) est une fonction analy-
tique à valeurs réelles, définie dans un voisinage de l'origine, qui satisfait ço(0)=0
e t  sox (0)- gracl so(0)*O. O n appelle so lu tion  nu lle une solution u E 2 /(V ), V un
voisinage do l'origine, de l'équation Pu=0 te lle  que  O Esupp [u]cV ,--=  {x V ;
so(x) 0}.

Si l'hypersurface S est non-caractéristique pour l'opérateur P, il n'y a pas de
solution nulle (Théorème de l'unicité de Holmgren). Au contraire, si l'hypersurface
S  est caractéristique pour l'opérateur P, c'est-à-dire, si P„,(x, sox(x))-=0 sur S,
existe-t-il une solution nulle?

Il y a déjà beaucoup d'articles concernant ce problèm e ; l 'é tu d e  d e  L.
H brm ander [5] pour les équations à coefficients constants ;  celle de S. Mizohata
[7] pour le cas où l'hypersurface caractéristique serait simple ;  celle de J .  Persson
[1 0 ]  e t  c e lle  d e  H. Komatsu [6 ]  pour le cas où l'hypersurface caractéristique
serait de multiplicité constante ;  celle de S. O uchi [9] pour le cas plus général
etc.

A propos, il y a des équations qui s'appellent équation du type de Fuchs.
Elles sont les équations qui peuvent s'écrire sous la forme :

(0.1) P(x, y  ;a x , a ) u= E  xk - sa , (y )a Txn - sus=.

4:E'L E  x max( k cuti p ( x ,  y ).3T -8.n u  _ 0 ,
4=1 Ii3iss

où a .(Y )=1 , xeR , •• , i n ,  k, deN, 0<k m, 43-=(131, ••• POE
N d, 1131= pi+ ax=a/ax, d= a/6, les coefficients a ... 8 (y),
am _s,p(X, y )  sont analytiques dans un voisinage de l'origine.
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L'hyperplan x =0  est caractéristique pour cette équation. Mais nous voudrions
remarquer que l'équation (0.1) ne satisfait pas aux conditions requises dans les
articles cités au-dessus.

Ce type d'équation a été étudié primitivement par Y . H asegaw a [3 ], [4 ].
Elle a envisagé le problème de Cauchy dans la catégorie de fonctions analytiques
et obtenu un théorème du type de Cauchy-Kowalewski. M. S. Baouendi et C.
Goulaouic [1] ont traité le problème d'une manière plus systématique. Ils ont
aussi donné une extension du théorème de l'unicité de Holmgren, [2] : Il n'existe
pas de solution nulle de l'équation (0.1) dans un espace de distributions régulières
en variable x.

Notre but dans cet article est de montrer que pour l'équation (0.1) l'unicité
n'est plus vraie dans l'espace de toutes les distributions ; nous construissons des
solutions nulles de l'éqation (0.1), qui sont bien entendu moins régulières en
variable x  que dans le théorème de Baouendi-Goulaouic, [2].

1. Enoncé du résultat.

On associe à  l'équation (0.1) un polynôme de 2 d'ordre m

(1.1) C77,(2; y)=-(2).±(1.-1(Y )(2).-11 - ..• ±am -k (Y )(2).-k

OÙ (2) m =2(2-1) •-• (2 —m+1). Ce polynôme s'appelle polynôme indiciel. Posons

(1.2) Ck (2;Y )=(2)k -Fam -1(Y )(2)k -i+-•-±am -k (Y ).

D é sig n o n s  le s  ra c in e s  d e  Ck(2; y )  p a r  pi(y ), ••• , p k (y). Puisque C ,,(2; y )=
(2).-k Ck (2— m +k  ; y ) ,  les racines du polyôme indiciel (1.1) sont

(1.3) 0, 1, •••, m — k +1, p 1 (y )+în--- k , pk (Y )+m — k •

Soit p (y )  une racine de Ck(2; y). O n d it qu 'e lle  est norm ale , si e lle  est
analytique dans un voisinage de l'origine et satisfait

(1.4) Ck (p(0)± i ;0)#0 , pour i=1, 2, ••• .

A u  c a s  o ù  k = 1 , la  seu le  rac ine  de  C 1 (2; y) est necessairement normale. Si
toutes les racines de Ck (2 ; y) sont analytiques, il y a au moins une racine normale.
En général, on suppose l'hypothèse suivante :

Hypothèse N. Il existe au m oins une racine norm ale de Ck(2; Y).

Soit p (y ) une racine normale de Ck (2 ; y). O n lui associe un entier naturel
comme suite:

Si Re p(0)± m —  k >m ax { -1 , m— k —2i, alors p=-0.

(1.5) Sinon, p  est l'entier positif tel que

max {0, m — k - 1} _Re p(0)±7n— k±p>max{-1, m— k —2} .

On a alors le théorème suivant :
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Théorème. Sous l'hypothèse N , soient p(y ) une racine normale de Ck (2; y) et
p  l'entier naturel associé  à  p ( y ) .  Soit g ( y )  une fonction analytique quelconque,
déf inie dans un voisinage de l'origine.  A lo rs  i l  e x is t e  m  fontions analytiques
f i (x , z , y ) ,  (x , z , y ) R x R x R d ,  j= 1 ,  • • ,  ni, déf inies dans un v oisinage de
l'origine, telles que f 1 (0, 0, y )— g(y ) et que si on met

nt -1
u=x P ( Ym- ni - k+P{f i (x, x(log x)nt, y)-1- x(log x) k fki- i(x, x(log x) 7 7 1 , y)}

k=1

U + = U  M ur x > 0 ,  = 0  pour )c. - 0,

U = u + , au sens de distribution,

alors la distribution U  est une solution de l'équation (0.1) dans un voisinage de
l'origine.

Remarque 1. Si p(y ) est une constante, il n'apparaît pas de log x, c 'e s t -à-
dire, f i(x , z , 3 7)=f  (x , y), h (x , z , y )=0  pour j= 2 ,  « ,  ni.

Remarque 2 .  Considérons un exemple très simple : x(dIdx)u— m u =0, M E C.
Soit p  le plus petit des entiers non-négatifs tels que Rem-1-p> — 1 . Alors la
solution nulle obtenue dans le théorème est

U-=, const. 0 x 7 =const. Y„,,,(x) ,

où 37 ,(x )= T (m + 1 ) - 1 13 f.(xm) s >o, lorsque ni= —1, —2, •-• , e t  l ' 7,,+ ,(x)-=5.(
r

- nt
lorsque m= —1, —2, •, voir L. Schwartz [11].

Remarque 3. Soient k EN, r), r>0 , e t Q  un voisinage de l'origine
de R d .  P a r  u ECk(/, e ( Q ) ) ,  on désigne que l'application ID  x— >u(x)E2'(Q)
est de classe C k . C " ( / ,  0 '(Q ) )  est l'ensemble de u(x )Eg)'(/, a)/(Q)) qui peut se
mettre u(x)= oalu,(x), avec u,(x )EC°(/, .V (Q ) ) .  Soient I  e t  Q  assez petits
e t  1 le  plus grand des entiers tels que l <R e p(y )-i-m — k . Alors les solutions
nulles obtenues dans le théorème appartiennent à  C l( I ,  0 '(Q ) ) . D'autre part, soit
L  un en tier te l que  R e p i (y ) -Fm — k <L , y E Q , j=1 , 2, • •• , k , où p ,  sont les
racines de C,(2; y ) .  M. S. Baouendi et C. Goulaouic ont démontré la non-existence
de solution nulle appartenant  à  C L (I, V (Q )), [2].

Remarque 4 .  H. Tahara [12] a construit un système fondamental de solu-
tions pour l'équation (0.1). On connaît à  partir de son résultat l'existence de
solution nulle quand il y a une racine normale p(y ) de Ck(2 ; y) telle que Re p(0)
> -1  a u  c a s  o ù  m >k , o ù  p (0 )#  —1, —2, ••• au cas où m =k , voir [12], Th.
1.2.14, Cor. 1.2.15, Prop. 2.3.10, etc. T . Oaku [8] a démontré un théorème de
l'unicité dans un espace d'hyperfonctions régulières en variable x.

L 'idée de la dém onstration. On considère l'équation

Pp u=-P(x , y ; ax, ) d u  =0.

On cherche une solution de la forme
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- x '  (log x )i
U = X P ( Y ) + "L -  k + P E

' U t3(Y ) uoo(y )=g(y ).i=0 Z.3

Dans le paragraphe 2  on obtient une relation de récurrence et l'examine. Dans
le paragraphe 3, on montre la convergence de la série obtenue. Finalement dans
le paragraphe 4 ,  en posant u+ = u  pour x > 0  e t  u+ = 0  pour x 0 ,  on démontre
que Pp u + = 0  au sens de distribution.

Nous voudrions remarquer que au cas où p(0)= —2, —3, ••• , il faut des con-
sidérations spéciales.

2 .  Méthode de Frobenius.

On considère l'équation

(2.1) Pp u =P(x , y ;a x , a r )aix‘u=o.

On cherche une solution de la forme

2 ( y ) 3 C 1   (log x )' (2.2) u-=x uoo(Y)=-g(Y).i=0 .J=0 2.I

En développant les coefficients en série :

(2.3) xmaxik-8+1,0)a._8,p(x, ant_s,p.i(y)Xi/i ,

i maxIk—s--E1, 01, on pose

.11 = E  xk - sa m _3 (y )a rs+P , am(y)=18=0

xiE 1 s m , I p
I

i m a x  k — s +1, 01. E v id e m m e n t

(2.5) P,=-

Lemme 1. Soient cl„h;n, hE1V , 012 - n , définis par

dn+i,h=— ndn,h+dn,h_i, avec 4 0 =1 , d n 0 =0  si

Alors

(2.6) (dl d x)n (log x )" j dro,(log x ) '' I  ( j  h)! .

On peut vérifier ce lemme aisément par récurrence.

Lemme 2 .  Soit 2 (y )  une fonction analy tique déf inie dans un voisinage de
l'origine. Pour tout IS EN d, il existe des fonctions onalytiques q g r (y );rE N , I
telles que

(2.7) 4xÂ (Y )=x2(u) Eq i9 ,-(y)(log x)r

En particulier, q00=1, qp0= 0  s i i9#0 .

(2.4)
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L'existence de telles fonctions qp r (y ) est claire. En plus, on peut m ontrer
sans difficulté que

(
i  , \

qi3r=
r

7 . . ,  s ) (
- - 2 )se 2Y - s-

Pourtant, on n'emploi pas ici cette relation-ci.
Par Lemme 1,

P u =  E  a 7,,_,C " (2 + i )4 X2
(log x )'+ ,-m -p+k  d h ' i + n

t, 2,2, h, n 1!

Ici 12H-h'=m-l-p— s. P a r  L em m es 1  e t 2,

x 2 ( y) +1 2  (log x).'ail .-s+pap E

Ici h +h '=m — s - F- P , r--EY=R. Donc

(2+i2 )h  P u= am_843,,,,C /T - 8 "  .  .  ,
j,s, h, n, 7,r 21 2 2 !

. (log 4 5 

X X 2 + z - m + • d h  ',n C lq r ,r ( i  ± n ) r •7;:, ,j+n-r •
.1!

Ici i i -Fic E s=i- l-k . On a ainsi la relation de récurrence:

(2.8) E  a,,, C r P - 8 (2+i)hdh , , i+7,+ E am-s,p,i,C7/-8+PiI(.2,+12,)h
2, h, n 2,13,12, rz ! Z2

X  d / y ' ,  nOW,r(i+n)rar; j+ 74- r= 0

où au premier terme h + h i= m + p — s ,  n h ';  au deuxième terme
1/315s, h ± h '=m +p — s, n 5 1 2 ', 7-5 1 7 1 . Remarquons
que i2 il-k— s— max{ k— s+1, 0}

Le coefficient de u i j  est

(2.9) Cnid-p(2-1-i; y)= E0=0
-=(21-i)„, + ,„ k C k (2-ki — k ; y)

Mettons

(2.10) 2*(Y )=p(Y )-Fm +p— k.

Puisque p(y ) est une racine normale de C0(2; y),

(2.11) C k (2 * (Y )-9 f l—  du+ k  ; y )=0  , C k (2*(0)— m — p+k ±i ;0)=0 , si

Il faut noter que le polynôme (2).1-p_k a les racines:

(2.12) 0 , 1 , '•• , 777— k - 2 ,  m — k -1 ,•••,m — k +11-1 .

ui2,;(y)
y  12,5 2.21., .1.

= E C7,-,"-s+P 
 ( 2 +

.
 1 . 2 ) k 2 4 4

2

- m + s - P
C T g ,  r

.r . h, n 12 !

(log x ) '1 + r -

>< d h , ,„(j ± r) r 
( j + r — n ) !

F
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Rappelons la définition de p .  On sait alors que C„,,,(A*(0)--ki; 0)=-0 pour quelques
i> 1 ,  si et seulement si p(0)= —2, —3, •• • . Nous distinguons trois cas :

C a s  A . p(0)* —2, —3, --
C a s  B . p(0)= —2, —3, • «, mais p(y ) n'est pas une constante.
C a s  C . p(y)== —2, —3, ••• ( p ( y )  est une constante).

Au Cas A, Cm,,,,(A*(0)±i; 0)# 0 pour iEN , i 1. D o n c , d o n n é s  uoo= g, on
peut déterminer uniquement u ;  d a n s  u n  v o i s i n a g e  d e  y = 0  par
la relation de récurrence (2.8).

Au Cas B , C,„+ „(2*(0)-Ei 0)= 0  pour 1 = 1 , ••• , p * . Ici p * =p  quand m > k, et
p * =p -1  quand m= k. Dans ce cas aussi, la relation de récurrence (2.8) détermine
uniquement u o  ; On le démontre par récurrence :  en
supposant up o , déjà déterminés pour O i'<i<p * , on montre que u o

sont déterminés uniquement pour
Mettons

(2.13) ;i=2 -2 0 , ;i* (y )=2 * (y )-2 0 , 20= max {0, in— k -1 }.

Remarquons d'abord que

(2.14) y)=.2.G.,(;1- ; y ) , G (0 ;0 )* 0 , i=1 , • - •  , p * .

On prend la relation de récurrence (2.8) pour un polynôme de de degré m +p,
ce qu'on note

(2.15) P.)(;)=PJ0-1-P,i + + p ) ,„ + ,:rn . ÷P.

Lemme 3 .  Dans le polynôme (2 - Fi)h,

(2.16) Le coeff icient de k= E

o ù  s+si=h , v =0 , 1, ••• , h, et d,,,, sont les nombres définis dans le Lemme 1.

Démonstration.
1 11

v !
a ,A( 2 + 0 „x l + i - = E c , a ,,(2+1.) ,x 1+i-.00g  x ).-P .

!  p

a ,x,  1
 a ,,x 2+i_ a ,l x ,+i  oogxy 2_,L ikA +i),x ,z+i_h d , i

(log x)' - - '
v! v! ' (v -1)1 •

Soient x = 1  e t 2 = 0 , on a alors (2.16). C. Q. F. D.

Lemme 4.

(2.17) E
h ,3 h

h-Fh'=p.

Démonstration.
1 (10g X)Th1

1.)! r
a‘',, c l i „,A+i_pE d ( l o g  x)n - t

n ! , ( n - 1 ) !  •
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D'autre part,
r

 o x, p  a+ ,  (log x)n+'
x (n+v)! C g (2 4 -i)h x "i-P  E

P I 

(log x)n+v - i r ,
h  (n+v—/)!

Soient 2=0  e t x = 1 .  On a alors (2.17) à  l'aide du Lemme 2. C. Q. F. D.

Par ces deux lemmes, on a de (2'8)

PJ. , =  E  am -sCIT"'(20 - 1- i)hdh , ,1 + n Q 'u i1, h, n

+ E a.-3 g i i C r s + P(Ao-Fi2)hs, S, i2 , h ,  n, r, r P -

i l
xdh,,,y -Fn.Q

"
+4 C P n ) r a r ;U tz ,  J + n - r  •

i i !  i 2 ! 7 

Posons

A 4 n ( Y ) =  j a  s C i l " " -  8 (2 0 ± i)h d  ,p +n ,

(2.18) 
A 'i,,v +n,r(); ; 00-8, RT i l !  2.2 1

 am _3,g,iiek 'P(20 - Fi2)hdh , ,,+.C 13rqr,,•97; .

Alors p i , ,  se met comme la suite:

(2.19) J - l n +  E r ( j+ n ), r - i2 , j+ n - r }  •
n z2, r

Observons d'abord que

(2.20) Prni3O=-0.

En effet, au cas où v= 0  e t j=m i  dans (2.19), il faut que n = 0 , r= m , s =m , et
i2=i - 1. A lors (20 +i) .+p _ k =0 , pour i=1, •••, p * ,  parce que e t  q u e
2 0 4 - i— m - 1 i+k - 1 0 .  De plus, (20 ± i 2) ,= 0  parce que 20 + i 2 0 et que 2 0 1- i 5 - 11

+1=max {0, m— k —1} + i— m + k — i i — p + 1 0  pour i = 1 , • • • , p*. Donc on a (2.20).
C. Q. F. D.

Comme 2 *(y ) est analytique mais pas constante, on a

(2.21) i+Pm2.2,i*H- • +P.i, „,+ ,;1- "+ P 0 .

Dans cette relation, à  cause de (14), le coefficient de ui , m i ne s'annule pas. Donc
la relation (2.21) détermine ui ,m ,  uniquement.

Ensuite, posons

Si on vérifie que
mi-1(0)—Pmi-1.0—Pmi,I=0,

on sait de la même façon que  Uj , m i  est déterminé uniquement.

Proposition 1.

(2.22) 0—P3-1-1,1+ •••
m+p-p

E tA4nui,i+,+.+E
n=0 i2, r

X  {C ro' + ' — C7 + ' ± • • • + (-1)C}.
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Dém onstration. Lorsque v = 0 , c'est évident. N ous supposons ensuite  que
(2.22) soit vrai pour v. Lorsque v_1, + ( - 1 ) Q = 0 .  Lorsque v=0,
A 0 =-0 et parce que (20 -1 -i),, p _ k = 0  e t (2 -I-z ) p +m - s  —0 pour i = 1 ,  • ,  p*.
Donc le terme de n = 0  s'annule, et par conséquant

(2.23)
m+p-v-1=

n=0

X I ll:+ n + ilii,)+ v+ i+ n + E + 1+ 1•O rU i2,.7+ 1,+ n+ 1-ri. •

En ajoutant (- 1)" i Pi++1,,+1, on a  (2.22) pour v-I-1. C. Q. F. D.

Soit v,= min 777+ p } .  Alors

(2.24) P2,0— AH-1,1+ •••

Preu v e : Si v ,= m i— j, alors j+ v ,-I -n + 1 = m i+ n + 1  e t j+ v ,l-n + 1 — r= m il-
n+ 1 — r. D'autre part dans (2.23) il faut que j+ v i l -n -F l m i e t j+v,±n-1-1— r
- m ( i- 1 ) .  Donc le membre droit de (2.23) est v ide . S i v„-=m-Ftz, alors v ,± n ± 1
= m - l - p + n + 1 . D 'a u tre  p a r t, il fa u t q u e  vi -i-n1-1 m-F[t. Donc le membre
droit de (2.23) est encore vide. En tout cas on a (2.24). C. Q. F. D.

Mettons

(2.25) z.z(2)=pnii(-2), r a = p ; ( 2 ) - - r i+ i , i=mi-1, O.

Par (2.24) on a
7t,(0)=0 , j= m i, •-• , O.

Donc on a successivement

(2.26) r,(;*)/2*=0, j= m i, m i-1 , ••• , O.

Dans cette relation, à  cause  de  (2.14), le coefficient de u i . ,  ne s'annule pas.
Donc la relation (2.26) détermine u ,,, d'une manière unique.

Considérons finalement le Cas C ; la relation de récurrence est

(2.27) E
3, h, n

h' , r e  0 4 2 ,  j + n
=

 •
E a c m _ s + p   ! ( 20+ -i2)h  d a p 0

h ,n h i j .  1 2 !

P o u r i =1, •••, p * ,  le s  te rm e s  d e  n = 0  s'annulent identiquem ent, parce que
(20+ ).+ p-k= 0 e t  (20±i2),,,,+,_s -= 0 .  Le coefficient de u 1 ., + 1  e s t  E s ,h a m ,_ ,C rP - 8

X(20+i)hdh , ,i. C'est le coefficient de degré 1 du polynôme Cm+,„()+20 - Hi ; y ), qui
ne s'annule pas, parce que  2 = 0  est un zéro simple pour i =1, ••-, p*. P o u r  i> p *
le coefficient de u i . ;  ne s'annule pas. D onc u ,,,= 0  pour tous les

On note u i3 O = u i  ;  on a alors

2 ra-• •(2.28) E  ant p-8 (2 o + i)m + -s u z +  E  a m p
1

( 2 0 + i ) s+ • , qui2=0.
8=03 ` i2 i l !  i2
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Pour i =1, •••, p * , on peut donner u , arbitrairement. Mais pour i> p * , la rela-
tion (2.28) détermine u i  uniquement.

3. Convergence.

Montrons la convergence de la série (2 .2 ) avec  2=2*(y ) obtenue dans le
paragraphe précédent.

Proposition 2 .  Il existe trois constantes Co, C, R  et un voisinage V  de l'origine
de Rd tels que pour tous i ,  j ,  a on a

(3.1) l a p -Coc i)i-;  nal +mil !1 . 1 +  • y E  .
{ (m-1)i}  ! 'ij(Y)I

o n + 

Dém onstration. P our i_12* , on peut supposer (3.1). Donné i(>/i* ), j, a
quelconques, on suppose que (3.1) soit vrai pour tous i ',  j ',  a ' tels que " i '< i" ,  ou
" i '= i ,  j '> j "  ou " i '=-i ,  j '= j , a '< a " .  Ici a '< a  implique que p o u r  toutTi,
mais < I a I. Montrons que (3.1) est encore vrai pour i ,  j ,  a.

Pour i>p *  on peut supposer

(3.2) IC.+1,(2*-Fi; y)l y V ,

où d o  est une constante positive qui ne dépend pas de i. Notons

bo = E am-B(Y )(2 * ±i)m+p-8=Cm+p(2 * - ki ; y) ,
2= 0

bn = E  a ni-sC " -8 (2*  +i)nd , n , n = 1, 2 , •••, m ± p.
S , h

Alors on a

(3.3) — boapiii=apouii— boa7m 0+6;E1bnui,;.,„-I-a;S ,

où S  est le deuxième terme de la relation (2.8);

i!  ,S =  E •  ,  .  ,  10, s  n 7.  l ' (j +n)ra 7;
,r 15

b i , i j , 8, n, an,-,,,,s,i,Chn-s+P(2*-i-i2)hClqr,rdh,,. •

Lemme 5. Supposons que

la ;b i ( y )  _ C ( i+ , y E V ,  i = 0 ,  1, 2, •••

Ia f(y)I CIaI ! p , y  E  ,

où C e t p  sont des constantes positives. A lors pour n'im porte quelle constante
p i > p , il existe une constante C ' avec laquelle on a

(3.4) ia ;(b if) la I)! p l+ '' '  , y EV ,  i = 0, 1,
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Démonstration.

la;'(1)1f)1=1Ec ilbP)fo")

PD! I Pi  I I 10 1 + 1 `3 ' " 9 "

= I al)! C2 E C cA1C711 "̀
i9

Remarquons que E, 13 ,=k q = c i ,  et aussi que l a l (pl p i ) Ici C, est une
certaine constante. Si on met C'-=C1 C2 ,  alors on a (3.4). C. Q. F. D.

Par ce lemme, on peut supposer

yeV

I I a D!
y E V  , o ù  C , est une constante qui ne dépend pas non seulem ent de i, i 1 , a,
mais aussi de s, n, r, r'.

Considérons d'abord le premier terme de (3.3);

I (boui) ° )  —boirn ) = CPP ) 111'1')

E 0A1 131 ! p  iin+PC0c(n1+1)"  { m i+  i d 11  R ' '
A>0 1(m -1)i}  I

=-M1C0O 7
+ 1 " - - i R l a l + m i  n a l± m il  !I {(m - 1)i} !,

o ù  -Fj3'=- a ,  M i— E p o C i  q / C le m i  ( p / R ) I g T " - P. Remarquons que Y! Cg:p =
Ci" e t q u e  CIV'__Ckai+m i . Alors

p)im+P

Si R  est une constante satisfaisant aux conditions

(3.6) pIR  <1, cl0 Ci sol(R — p):113,

alors on a

(3.7) l tr01 {(bouii) ( a) —bou.17) } {la I +mi} !/ i(m-1)i} !.

Considérons ensuite le deuxième terme de (3.3);

la Ebnui,J+.1.= I  E  CSN?) uj,'-.1
n a l n21,

E 0 c 1  p I ! p , Pim+Pc o om
n, A

19 '11
"

221 I Rmi+IA ,

!

{l ai +mi}  Rmi+lat=M2CoC ( m + 1 ) "
«mn-1)i}  !

où 13+13'=a, M2=Enzi,ACIIC il/Clt""}(p/R) 1,''C 'im + P. Si les constantes R  et
C satisfont aux conditions

1(3.8) C > 1 , pIR<1, C1c101{(1 — pIR)(C-1)} :5 ,

(3.5)
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on a
1

(3.9) 3 {(m —1)i} !
l+nti  n a I !

Finalement on considère le dernier terme de (3.3);

i 14 s 1 = EC . , s n  r . u
i i ,s,n j ' , r , p Z i  Z2

i .

2.1 1 1 .21 Ci(21+1131)!

tt

>( C 0
C (m + 1 “2

-
i
-

n+ rRIP 1+ 17'11-rni2  {1 YI 4- Ir' I +Mid. ! 
{(m-1)i2} !

= ms c ocon+1)i-fRini+mi  i l a l+ m i/  
{(m- 1)i} !

où i3 + 43 '=a , et

" 3
=  E (i)i-i2 (Ia i)p (i1+p )!  . .

ii ,s, n, r, p i , !  p ! zrs+PO-En),

((m - 1)i)(7.-1)(i-1
2)X  , pi1+pc-(m+1)(i-i2)-n+r R  -  p +  r  I  - r a  ( i - i >)

(l a I + n l i )P - I r 1 + 7 7 L ( i - i2 )

Remarquons que

(i)i-i 2( I al)p((m - 1)i)(m-I) (1-i 2)/( la I +mi)p- 1-Fin.

i 8"(i+n),(mi2+ I r' ) I r ,,

où C' est une constante; —(m+1)(i—i 2)—n-l-r -1 ;

11+ 17'1 — m(i — i2)=k — s — (m- 1)(i — i2)+ ir 'l — m+1+k_1.
Alors on a

E c " cp + P in i+ P ( -P — ) + P C- 1 R
Zi p

. C"iin+P(1-2p1R ) - >C- >R ,  o ù  C" est une constante.

Si les constantes C e t R  satisfont aux conditions
1

(3.10) 2 p /R <1 , C "do(1-2pIR ) 2 C - 1 R 5 . . ,

alors on a

(3.11) !b-
o
-1a7;s1 -1 coco -m i-JR ' fl a  +Mii 

— 3 {(m-1)i} !
Nous avons ainsi (3.1) pour i ,  j ,  a; en effet, il y a des constantes C e t  R  satis-
faisant aux (3.6), (3.8) e t  (3.10) simultanément. C. Q. F. D.

Convergence de la série (2.2).

xi - i(x(log x)m)iu-=-- x. 2 *E  E ! (m j)!
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m - I i 1 i(x(log x r ) i  1- x 2 * E x (log x)k E u  I n j+  k •
k=1 i= i  j= 0 (m j k )

Posons

f i (x , z ,y )-=Y
0 i  (Mi) !

1 -1  x
fk + i(x , z , y )= E . U i . j +  k

i= 1  j= 0  Z !  (m j k ) ! '
Pour x i ,

 lz1< 5,
0 0 j

k=1, ••• , 771 - 1  .

00

E CoOm+ni-mi 
{

/
1
( i
a
n

il IZ.i
}

}
1
!

i=oi=0 i! (m j)!

< E -6i e l /c C o e m +" i  {11(am1-4-171)il.}i}!! R I a l + n t i
i il

CO

5. Coe l/C(3R)Iall a i ! {3maCm+1Rm}
i o

Donc, si on prend une constante positive 3 comme 3m3C1 +1Rm<1, f i (x, z, y) est
analytique dans  i x  i <31 X flzi <31 x V. Il en  est de  m êm e de  f k (x, z, y). I l
résulte de tout cela que la série (2.2) converge dans un voisinage de l'origine de
12d+'; Elle est une solution de l'équation (2.1) sauf  x = 0 ; de plus elle peut s'écrire
sous la forme

77t-1

u = x '7
1
(x, x(logx)m, y)-F x 2 *+1 E  (log x)kf k , ( x ,  x(log x)m, y)k=i

avec des fonctions f k (x, z, y) analytiques dans un voisinage de l'origine de  R d .

4 .  Solution nulle.

Posons
x 2 .(y ) i x i (logx)i u25(y)

(4.1) u+=I 0 » 0 i  ! j !

O,p o u r

p o u r  x >0

Puisque Re ;*(y)=Re p(y)-Fm— k +ri> max { —1, in— k —2} , u+  est localement som-
mable dans un voisinage Q= fix <31 x1 7  de  l'o rig ine . L e but de  ce  paragraphe
est de démontrer

(4.2) <P,u+, ç > = 0 , p o u r  t o u t  a ( x ,  y )E0 (Q ).

Démonstration.

(4.3) <1;,u+, ça>=-- <u+ , tPw>=-- lim Çf. u`Pwdxdy.

O n écrit tP , sous la forme
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(4.4) E s(y )x  k -3( a x y a + p -s
s=0

in+p
+  E  t As(x, ys=i

où s*-= max {0, k— s+ 1} , ordre min {s, .
En intégrant par partie, on a

(4.5) <ppu+, ço>=_
 urn E Ç a r p-s-n x k , dm _s u (  a x y z-iw d y
E-.+0 s ,n  x = s

+ lim  E  . ç 7 1i+P- s- nxs*A 8 (x , y  ;a y )u(—a x )3 - 'yody.
7Z x=5

Mettons

(4.6) vfl(x, y ) =E arx " P " 'x 'i lm _ s u

+  E a r P - s- ne 'A s(x , y ;a 5)u , n=1, ••• , 771—  p

Alors il suffit de montrer

(4.7) vn(z, y) — > 0, lorsque s —> +0, n=1, «,

Puisque 2*+k — s— (m +p— s— n)=2*+k — m -1i+n, et que 2*-1-s*—(m+te—s
— n)2*+k --711— p+n+1, on peut écrire vn , par les Lem m es 1  e t  2 , sous la
forme suivante :

- x'(logx)i 
(4.8) y )=x 2.+k -m -"n E V n , i , j ( Y ) ,

i = 0 ) 0

n=1 , 2, ••• , m + p .  Soient

10=10(n)= m i n  ; v„, i ,,(y )S 0  pour quelque j },
(4.9)

jo=lo(n)=m ax { i ; v„,0 0 ,,(y)S0} .

Pour avoir (4.7) il suffit de montrer

(4.10) Re2*(0)+k—m—p+n+io>0.

Supposons provisoirement que Re 2*(0)+k—m—p+n+i 0 .0. Par le Lemme 1, on a

(4.11) x „aiv n=(2*+k _ p+n+ionx 2„ ,_ p +,, x i o(log x)iom  
io! j ou n , i 0 - 7 0

+ 0 ( x '  *1 - k - m- "n+i°00g 4'4 ) , lo rsque x +0.

où "o ()"  est la notation de Landau, a p p le  p e tit o. D'autre part,

xl'a 711)51 =x 51 Pp u— xn E E  a7x—P—sxs*A s (x ,  y ; 5 )u.
s>5rt+p - n S > 7 7 L -F p -n

S i  k m +1i— n+1, alors Re 2*(0)± k -171— p+n+i o _Re 2* (0)+1>0, ce  qu i est
contradictoire à  notre supposition. Donc le deuxième terme est vide. De plus,
Re 2*(0)+ s*+ n — m —  p + Re 2*(0)+1> 0, au troisième terme. Donc

(4.12) xnaP)51=o(1), lorsque x — > +0.



354 K atsuju Igari

A u  c a s  o ù  2*S2 0 (=max {0, m—k — 1}) ,  (2*+k — m — p+n±i a ) „ $ 0 .  Donc (4.11)
e t (4.12) sont contradictoire. On a ainsi (4.10).

Nous considérons ensuite le cas où 2* -=.10 . Comme nous l'avons vu dans le
paragraphe précédent, la solution u  s'écrit sous la forme :

00

(4.13) x20+1ut(y)li!, uo=g(Y ).i o

C 'est une fonction régulière à. x = 0 ,  et donc la fonction vfl(x, y) Y est aussi
régulière. Donc pour (4.7), il suffit de montrer

(4.14) vn(0, y )=- 0, n=1, 2, •••,

v (0 , y ) est de la forme :

(4.15) (m +p— s— n)!
v,,(0, 37)=E s (m +  p  k  2 0—  n )  U in+ p— k — 10—n

h '! ±EC,T+P - 8- 71(1911118 )(0, Y  ;ay) ( h , À o _ s * ) ! uh•-4-s..
8 h

Pour n >p * I-1 , le membre droit de (4.15) est vide. Démontrons

(4.16) E ei m _3 ()71-1-p— s— n)!=0 pour n=p*H -1 , * 0  pour n= 1, ••,8-0

Lemme 6.

(4.17) p =  d m_ s(2 + S)ra— s+p •

Pre u v e . Ça suit immédiatement de la relation

arP - 'x k- sam-sx 1 =E C. Q. F. D.

Il suit de ce lemme que

(4.18) (2)m-k+,,Ck(2-77/— p+k)=Etim-s(2+k— s)m+,,_„(2-772— p+ k + n)n  •

2=m +1i— k — n est un zéro simple de (2).-k +p, e t  a u s s i d e  (2— m — p±k+n)„.
Pour n-- - p * +1 - 1 ,  777 — k— n=2 0 +1 , où 1=0, 1, ••• du*. C k (2 0 -1-1— m — p+k )=0
pour 1=0 (n=p* - 1- 1), e t  * 0  pour 1=1, ••• , p*  (n=p* , •••, 1). Donc on a (4.16).

Remarquons d'abord que 1121- p —  k--2 0 — n=1>m +p— s— n---2 0 — s*. Rappelons
ensuite que u 1 , ••• , u p .  sont indéterminés. Par ces remarques, on voit que l'on
peut choisir u i , • - , u p . d'une façon unique afin que (4.14) soit vrai pour n= 1, • , p*.

R econnaissance. La plupart de ce travail a été faite pendant le séjour de
l'auteur à. l'Ecole Polytechnique. L'auteur voudrait exprimer ses remerciements

Professeur C. Goulaouic qui l'a accepté et encouragé.
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