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Introduction.

Soient P(x, 0.)=a1sm«(x)0%, x €R™, un opérateur différentiel a coefficients
analytiques dans un voisinage de 'origine et P, la partie principale de P. Soit
S une hypersurface définie par I’équation ¢(x)=0, ot ¢(x) est une fonction analy-
tique a valeurs réelles, définie dans un voisinage de 'origine, qui satisfait ¢(0)=0
et ¢ (0)=gradp(0)#0. On appelle solution nulle une solution u€9’'(V), V un
voisinage do l'origine, de ’équation Pu=0 telle que Oesupp[u]CV.={x€V;
o(x)=0}.

Si ’hypersurface S est non-caractéristique pour l’opérateur P, il n’y a pas de
solution nulle (Théoréme de 1'unicité de Holmgren). Au contraire, si I’hypersurface
S est caractéristique pour lopérateur P, c’est-a-dire, si Pn(x, ¢(x))=0 sur S,
existe-t-il une solution nulle?

Il y a déja beaucoup d’articles concernant ce probléme; l'étude de L.
Hoérmander [5] pour les équations a coefficients constants; celle de S. Mizohata
[7] pour le cas ou ’hypersurface caractéristique serait simple ; celle de J. Persson
[10] et celle de H. Komatsu [6] pour le cas ou I’hypersurface caractéristique
serait de multiplicité constante; celle de S. Ouchi [9] pour le cas plus général;
etc.

A propos, il y a des équations qui s’appellent équation du type de Fuchs.
Elles sont les équations qui peuvent s’écrire sous la forme:

O Plx, 330 0)u=3 x*an ,(3)02u

+3 3 meheeriog,  o(x, )87 *05u=0,

s=118Iss
Oﬁ am(y)zl) XER, y:(yl) ) yd)ERdr m, ky dEM 0<k§7ny ﬂ:(‘Bly ) ﬁd)e
N¢, |B|=Bs+ -+ +Ba, 0,=0/0x, 0,=0/0y,, 35=051--- 03¢, les coefficients @n-,(y),
@n-s,5(x, y) sont analytiques dans un voisinage de I'origine.
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L’hyperplan x=0 est caractéristique pour cette équation. Mais nous voudrions
remarquer que I’équation (0.1) ne satisfait pas aux conditions requises dans les
articles cités au-dessus.

Ce type d’équation a été étudié primitivement par Y. Hasegawa [3], [4].
Elle a envisagé le probléme de Cauchy dans la catégorie de fonctions analytiques
et obtenu un théoréme du type de Cauchy-Kowalewski. M.S. Baouendi et C.
Goulaouic [1] ont traité le probléme d’une maniére plus systématique. Ils ont
aussi donné une extension du théoréme de I'unicité de Holmgren, [2]: Il n’existe
pas de solution nulle de I’équation (0.1) dans un espace de distributions régulieres
en variable x.

Notre but dans cet article est de montrer que pour 'équation (0.1) l'unicité
n’est plus vraie dans ’espace de toutes les distributions; nous construissons des
solutions nulles de 1’éqation (0.1), qui sont bien entendu moins réguliéres en
variable x que dans le théoréme de Baouendi-Goulaouic, [2].

1. Enoncé du résultat.
On associe a "équation (0.1) un polyndme de A d’ordre m
(L.1) Cal; N=Dntan-10)Dn-1+ -+ +an-2(3)Dm-r
ol (A)p=24(A—1)---(A—m-+1). Ce polyndme s’appelle polynéme indiciel. Posons
(L.2) Cr5 9=t am-1(DDp-rt - Fam-2(3).

Désignons les racines de C.(4;y) par pi(y), -, px(»). Puisque Cnr(4;y)=
(A)m-:Cr(A—m—+Fk ; y), les racines du polydme indiciel (1.1) sont

(1.3 0,1, -, m—k+1, py(3)+m—Fk, pe(y)+m—~k.

Soit p(y) une racine de C,(4;y). On dit qu’elle est normale, si elle est
analytique dans un voisinage de l'origine et satisfait a

(1.4 C(p(0)+7;0)#0, pour =1, 2, ---.

Au cas ou k=1, la seule racine de C,(4;y) est necessairement normale. Si
toutes les racines de C,(4; y) sont analytiques, il y a au moins une racine normale.
En général, on suppose ’hypothése suivante :

Hypothése N. Il existe au moins une racine normale de C,(4; y).

Soit p(y) une racine normale de C,(4; y). On lui associe un entier naturel
¢ comme suite :

Si Re p(0)+m—k>max{—1, m—k—2}, alors p=0.
(1.5) Sinon, g est I'entier positif tel que
max {0, m—k—1} =Re p(0)+m—k+p>max{—1, m—k—2}.

On a alors le théoréme suivant:
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Théoréme. Sous [’hypothese N, soient p(y) une racine normale de C,(4; y) et
u Uentier naturel associé a p(y). Soit g(y) ume fonction analytique quelconque,
définie dans un voisinage de ['origine. Alors il existe m fontions analytiques
filx, 2, 9), (x,2z, YERXRXR®, j=1, -, m, définies dans un voisinage de
lorigine, telles que f,(0, 0, y)=g(y) et que si on met

u=sxeenrenlf(x, x(log )", 3)+ S #(10g 1) fanlx, x(log )™, )}
us=u pour x>0, =0 pour x=0,
U=0%u,, au sens de distribution,

alors la distribution U est une solution de !’équation (0.1) dans un voisinage de
lorigine.

Remarque 1. Si p(y) est une constante, il n’apparait pas de logx, c’est-a-
dire, fi(x, z, y)=f(x, ¥), fi(x, 2z, ¥)=0 pour j=2, -+, m.

Remarque 2. Considérons un exemple trés simple: x(d/dx)u—mu=0, meC.
Soit ¢ le plus petit des entiers non-négatifs tels que Rem-+p>—1. Alors la
solution nulle obtenue dans le théoréme est

U=const.04xT+*#*=const. Y n+1(x),

oU Y ()= (m~+1)"'Pf.(x ™), lorsque m=#—1, —2, -+, et Y 4 (x)=05™"0
lorsque m=—1, —2, -+, voir L. Schwartz [11].

Remarque 3. Soient k€N, I=(—r, r), r>0, et £ un voisinage de l'origine
de R®. Par uesCH*I, 9'(2)), on désigne que l'application [3x—u(x)e9’'(2)
est de classe C*. C*¥(I, 9'(2)) est 'ensemble de u(x)€9’(I, D'(2)) qui peut se
mettre u(x)=3%_,0iu;(x), avec u;(x)eC(I, 9'(2)). Soient [ et £ assez petits
et [ le plus grand des entiers tels que /[<Rep(y)4+m—=Fk. Alors les solutions
nulles obtenues dans le théoréme appartiennent a CX(I, 9’(2)). D’autre part, soit
L un entier tel que Rep;(y)+m—k<L, ye, j=1,2, -, k, ou p; sont les
racines de C,(4; y). M.S. Baouendi et C. Goulaouic ont démontré la non-existence
de solution nulle appartenant a C:(I, 9'(2)), [2].

Remarque 4. H. Tahara [12] a construit un systéme fondamental de solu-
tions pour I’équation (0.1). On connait a partir de son résultat I'existence de
solution nulle quand il y a une racine normale p(y) de C,(1; ) telle que Re p(0)
>—1 au cas ou m>k, ou p(0)#—1, —2, -+ au cas ou m==k, voir [12], Th.
1.2.14, Cor. 1.2.15, Prop. 2.3.10, etc. T. Oaku [8] a démontré un théoréme de
'unicité dans un espace d’hyperfonctions réguliéres en variable x.

L’idée de la démonstration. On considére 1'équation
P,u=P(x, y;0,, 0,)0%u=0.

On cherche une solution de la forme
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© mi i i
u=x"‘”’*""”“‘_2 2— (logx) uii(y), Uo(¥)=g(y).

Dans le paragraphe 2 on obtient une relation de récurrence et I’examine. Dans
le paragraphe 3, on montre la convergence de la sérieé obtenue. Finalement dans
le paragraphe 4, en posant u,=u pour x>0 et u,=0 pour x<0, on démontre
que P,u,=0 au sens de distribution.

Nous voudrions remarquer que au cas ou p(0)=—2, —3, ---, il faut des con-
sidérations spéciales.

2. Méthode de Frobenius.

On considére 1’équation

2.1) P,u=P(x, y;0;, 0,)04u=0.
On cherche une solution de la forme
o mi i 10 J
2.2) wmriw EHI LB 0), =0,
En développant les coefficients en série:
2.3) gmaxth-atloig o (X, Y)=2 Qmos,p,(¥)X/i1,

izmax{k—s-+1, 0}, on pose

=2" 0 (T, an()=1
(2.4)

=2
5.8

i=zmax{k—s+1, 0}. Evidemment

x?
—Tam-s.ﬁ.i(y)a?-“#agr 1§S§m, lﬁlés»

(2.5) P,=P)+P,.
Lemme 1. Soient d,n;n, heN, 0=h=<n, définis par

oy, n=—ndnp ntdnn-1, avec dop=1, dpe=0 s n=1.
Alors

(2.6) (d/dx)*(log x)/j1=x"" X dnnllog )"/ —R)1.

On peut vérifier ce lemme aisément par récurrence.

Lemme 2. Soit A(y) une fonction analytique définie dans un voisinage de
lorigine. Pour tout BEN?, il existe des fonctions onalytiques gg.(y) ;r€N, r=|8],
telles que

2.7 XAV =x2W 3 g4.(y)(log x)".
En particulier, qo=1, gz,=0 si f+0.
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L’existence de telles fonctions gs.(y) est claire. En plus, on peut montrer
sans difficulté que

_1
Ty

z( )(—z>sa§(z>r-s.

Pourtant, on n’emploi pas ici cette relation-ci.
Par Lemme 1,

; j
Pou= X am_sczn-»/;—s(l‘l!"’)h xAriemeprkg (log x)

.75 7! Ui g4m
Iei h+h'=m+p—s. Par Lemmes 1 et 2,

1(u)+iz (logx)f
n 7 Uiy (9)

12.

am s+paﬁ E

— Chm—s+/1 (1;*_2'2)” x2+i2—m+8-pceqr -
2.

ig. Juir.7 h,n

(lOg x)]'+r n

’ ] r
Xdn, n(J+7)r GHr—m1 0, Uig. 5.
Iei h+h'=m—s+p, r+7r'=B. Donc
(A+i3)n
’ — m-§+
P'uu i,j,s,ﬁ,izz.h,'n.r ram sﬁllc EFATAN 11'12'

Xx‘” -m+k- nﬂof—x)dh, C 3y, T(]+n)a Uiy, jon-r-

Ici 7,47,4s=7+k. On a ainsi la relation de récurrence: »
1 1(A+i)n

i1,

(28) s;nam—schn*ly—s(x"}‘i)hdh',nui,j+n+ 2 am-s.ﬁ,ilch_8+ﬂ

s, B ig h,m, 7T
Xdnr, 2Chqy,+(J+1),0% Uiy, jen-r=0,

ol au premier terme s<k, h+h'=m+p—s, n<h’; au deuxiéme terme 1=s<m,
|BI<s, iy+ist+s=i+k, h+h'=m+p—s, n=h’, y+7'=p, r=|rl. Remarquons
que 7,<i+k—s—max{k—s+1, 0} </—1.

Le coefficient de u;; est

k
(2.9 Crsp(A+17; y)=§‘)am_s(l+i)m-s+,l
=@+Dmap-1Ce@A+i—m—p+k; y).
Mettons
(2.10) Hy)=p@)+mt+pu—=r.

Puisque p(y) est une racine normale de C.(4; y),
(2.11) Ci(A*(y)—m—p+k; y)=0, C,A*O0)—m—p+k+i;0#0, sii=l.
Il faut noter que le polyndéme (A)n+,-x a les racines:

(2.12) 0,1, -, m—k—2, m—k—=1 -, m—k+p—1.
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Rappelons la définition de g. On sait alors que Cp+,(A%(0)+: ; 0)=0 pour quelques

ieN, i=1, si et seulement si p(0)=—2, —3, ---. Nous distinguons trois cas:
Cas A. p0)#—-2, =3, -
Cas B. p(0)=—2, —3, -+, mais p(y) n’est pas une constante.

Cas C. p(»)=-—2, =3, --- (p(y) est une constante).

Au Cas A, Cpyu(2*(0)+7;0)#0 pour 7€N, i=1. Donc, donnés uep=g, on
peut déterminer uniquement u;;; 7, JEN, j<mi, dans un voisinage de y=0 par
la relation de récurrence (2.8).

Au Cas B, Cpy,(4¥(0)+7;0)=0 pour i=1, ---, g* Ici p*=p quand m>k, et
p*=p—1 quand m=~k. Dans ce cas aussi, la relation de récurrence (2.8) détermine
uniquement u;;; 7, JEN, 1=i, 0<j<mi. On le démontre par récurrence: en
supposant u;,; déja déterminés pour 0=:’<i<p* 0=<;'=<mi’, on montre que u,;
sont déterminés uniquement pour 0=j=<mji.

Mettons

(2.13) A=A—2,, i*()=A*(y)—2,, A,=max{0, m—k—1}.
Remarquons d’abord que
(2.14) Crsn@A+i50)=2G:i(A;y), Gi0;0#0, =1, -, p*.

On prend la relation de récurrence (2.8) pour un polyndme de 1 de degré m—+y,
ce qu'on note

2.15) DID=pjot DAt -+ + by med™HE.

Lemme 3. Dans le polynome (A+i),

(2.16) Le coefficient de A*= 2 Ct(i)sds .,
82y
ou s+s'=h, v=0,1, -+, h, et dy,, sont les nombres définis dans le Lemme 1.
Démonstration.

L('iiﬁfpc’“’i:iaﬁz(l—l—i)hx“""‘=—1—2C”6’,‘1(2+i)hx““"(log x)E,
v! v! vl 7k

82%85#”-—-6%“"&51—)‘):=§]C?(Z+z’),x““"Zl}dxo,l%
Soient x=1 et 1=0, on a alors (2.16). C.Q.F.D.
Lemme 4.
(2.17) h;:CﬁCé'(i)sds',ydnr,n=§Cﬁ(i)nan.n+»C3“,
ouYs+s'=h, h+h'=p.
Démonstration.
IEv—ll-aﬁagx“iﬂ?%)n=—;1—65§Cﬁ(1—|—z’)hx““”Zl)dnl,t————(l((;gjl))n!-l :
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D’autre part,

[:apx1+i (lOg x)n+y (lOg x)n+v—l

A (n+v)! (n+v—0!
Soient A=0 et x=1. On a alors (2.17) a I'aide du Lemme 2. C.Q.F.D.

C£‘”=§C£(2+i)hx““” Zdw

Par ces deux lemmes, on a de (2°8)

Pj,v=8 ;n - sCRH P ReF+Dndnr, s4nCot Uy jan

; 2 am‘srﬁ-ilcz-wll(zo*‘iz)h
s, B, ig k.7, T

X dh’.v+nct+n

7! . ,
— Caqy,:(j+1):0% Usy, j4n-r-
IRETE

Posons
A:+n(y)= sE’lam—:;C‘guk'u_"(Xo"l'i)hdh’,u-!»n
(2.18)

7!

’ . —
Aiz, v+n,r(y ’ av)—s,ﬁ.h.r il [l 12|

am—s,ﬁ,ilcg_sﬂl(zo'*’iz)hdh’,v+nC€'Qr.ra7; .
Alors p;,, se met comme la suite:
(2—19) Pj,»"—'ch" {A:+nut.j+n+.2 Agz,v+n,r(].+n)rut2,j+n—r} .

n i, T

Observons d’abord que
(2.20) . Pmi0=0.

En effet, au cas ou y=0 et j=m: dans (2.19), il faut que n=0, »r=m, s=m, et
iy=i—1. Alors (Ag+m+p-x=0, pour =1, ---, p* parce que A,+i=1 et que
Ayt+i—m—p+k—1=<0. De plus, (4,+7,),=0 parce que A,47,=0 et que A, +i,—p
+1=max {0, m—k—1} +i—m—+k—i,—p-+1=0 pour /=1, ---, g*. Donc on a (2.20).
C.Q.F.D.
Comme A*(y) est analytique mais pas constante, on a

(2.21) pmi(j*)/j*—_—pmi, 1+ Dmi GAF + Pmi, m+#2’*m+y-1:0.

Dans cette relation, a cause de (14), le coefficient de u; ,; ne s’annule pas. Donc
la relation (2.21) détermine u; ,; uniquement.
Ensuite, posons
ﬂmi—l(j):pmi—l(})"pmia)/j-
Si on vérifie que
ﬂmi—l(O):Pmi-l.o—‘Pmi,lzo,

on sait de la méme fagon que u; mi-; est déterminé uniquement.

Proposition 1.

(222) pj,o—‘Pjﬂ,]'l‘ +(—1)”Pj+y.v
m+p-v .
= 7?‘:0 {A3+nui,j+v+n+i22rAéz,,,+,,,T(J+v—!—n),u,~,_,,j+,+,,_,}

X ACH+ —Cp o +(—17CP P}
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Démonstration. Lorsque v=0, c’est évident. Nous supposons ensuite que
(2.22) soit vrai pour v. Lorsque v=1, C;—Cy+ -+ +(—1)*C:=0. Lorsque v=0,
A,=0et A}, ,.=0, parce que (Ao+)m+p-2=0 €t (Ao+7s)psm-s=0 pour 7=1, «--, p*.
Donc le terme de n=0 s’annule, et par conséquant

(2.23)  pio—psrat (=D pi,

-1

=m+:23: {Cg+u+1_crlz+u+1+m+(_1)vclz+u+1}

X {A:+n+lui,j+v+1+n+2 Agz, v+1+n.'r(].+n+1+V)rui2.j+u+n+1—r} .
En ajoutant (—1)***p 441,041, On a (2.22) pour v+1. C.Q.F.D.

Soit v;=min {mi—j, m+pg}. Alors
(2-24) pj,o‘-pj+1,1+ +(_1)ujpj+uj.»j:0-

Prewve: Si v;=mi—j, alors j+v;+n+1l=mi+n+1 et j4v;+n+l—r=mi+
n+1—r. D’autre part dans (2.23) il faut que j4v;+n+1<mi et j4v;+n+1—r
<m(—1). Donc le membre droit de (2.23) est vide. Si y;=m+p, alors v;+n+1
=m+p+n+1. D’autre part, il faut que v,+n-+1=m-+pg. Donc le membre

droit de (2.23) est encore vide. En tout cas on a (2.24). C.Q.F.D.
Mettons
(2.25) TmiD)=pmid), w(D)=pD)—n;(D/4,  j=mi—1, -, 0.

Par (2.24) on a
7;(0)=0, j=mi, -, 0.

Donc on a successivement
(2.26) n;(A"/i*=0,  j=mi, mi—1, -, 0.

Dans cette relation, a cause de (2.14), le coefficient de u; ; ne s’annule pas.
Donc la relation (2.26) détermine u; ; d’'une maniére unique.
Considérons finalement le Cas C; la relation de récurrence est

(2.27) s;nam_sC#'““(Zo-i-i)ndh',nui,j+n

i1 (Ao tin
Cm-os+p 200 MR g OBy, o=
s,ﬂ,gh,nam_s'ﬂ'uch il ! 22| dh ,nayutz._ﬁn 0.

Pour i=1, .-+, p* les termes de n=0 s’annulent identiquement, parce que
Ao+ Dmep-+=0 et (A+i)msp-s=0. Le coefficient de u;, 41 est X5 p@p-CF*#"°
X (o+i)ndnr,.. Clest le coefficient de degré 1 du polynéme Cpa,p(A4+20+7; ¥), qui
ne s’annule pas, parce que A=0 est un zéro simple pour i =1, --:, p* Pour > p*
le coefficient de u; ; ne s’annule pas. Donc u; ;=0 pour tous les /=1, j=1.

On note u; ,=u;; on a alors
i (Aotio)m-stn

0By, =
170 0yu;,=0.

k
(2-28) Zoam—s(zo'l'i)m-&-‘u—sui'l' 152 Am-s,B.1,
5= 5. 8.1y
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Pour =1, ---, p*, on peut donner u; arbitrairement. Mais pour 7>p* la rela-
tion (2.28) détermine u; uniquement.

3. Convergence.

Montrons la convergence de la série (2.2) avec A=A*(y) obtenue dans le
paragraphe précédent.

Proposition 2. I/ existe trois constantes Cy, C, R et un voisinage V de !’origine
de R® tels que pour tous i, j, @ on a

“a|+ml} ! R|a|+mi,

3.1 [05u:;(y)] éCoC(m“”'jW

yeV.

Démonstration. Pour 7<p* on peut supposer (3.1). Donné i(>p*), j, @
quelconques, on suppose que (3.1) soit vrai pour tous i/, j/, a’ tels que “7/<7”, ou
“i'=i, ’>77 ou “i'=i, j’=j,a’<a”. Ici a’<a implique que a;<a; pour toutls,
mais |a’| <|a|. Montrons que (3.1) est encore vrai pour 7, j, a.

Pour 7> p* on peut supposer

(3.2) |Consu(A*+i 5 y) | 2™/ do,  yEV,
ou d, est une constante positive qui ne dépend pas de ;. Notons
bo= 3 e s R i) msp-=Crral@*+i3 9),
b,,=§ A CTHE3A*¥ ) nd e 0, n=1,2, -, m4p.
Alors on a
3.3) —-boagu,«,:a';bouij—boaguij+9§n§bnui_j+n+8§S ,
ol S est le deuxiéme terme de la relation (2.8);
7!

S= 2 171 bi, s nay, (T 10y Uiy, jen-r,
L8, 7,1l 10y

bi,il.s.n,r',rzﬂzham—s,ﬂ.ilcw-”#(l*‘]‘iz)hceqr,rdh’,n-
Lemme 5. Supposons que

[050:(0) | =CG+aD)tp*'e!, yeV, i=0,1,2, -

05 f(»I=Clal!p'", yev,

ou C et p sont des constantes positives. Alors pour n’importe quelle constante
01> p, il existe une constante C' avec laquelle on a

(3.4 05 NI=C'G+1aD ! pit',  yeV, i=0,1, -
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Démonstration.
l05: /)| = IZﬂ‘. Cab{P f 3]
SCECRU BN 1B ot
=p™ it DI C D C/CE, ptpi=a

Remarquons que X05-,C§=Ci*', et aussi que [a|(o/p)'*'=C,. Ici C, est une
certaine constante. Si on met C’'=C,C?, alors on a (3.4). C.Q.F.D.

Par ce lemme, on peut supposer

[0502(0 | =Cila] L p'eim*s,  yeV
(3.5)
10501, 11,5, m7, 1 (D | SCilis+ @) | pirtialipste,

y€V, ou C, est une constante qui ne dépend pas non seulement de i, i,, «,
mais aussi de s, n, 7, 7'.
Considérons d’abord le premier terme de (3.3);

[(Borss) —bouif’ | = IEO Cabi® uff |

{mi+ B} 4
@ [ ,9! ym+ (m+1)i- 18" 1+mi
< B C3CiIBI L pFrimrnC ot T T R

=M,C,Cm+Vi-iRtat+mif| o | +mi} 1/ {(m—1)i} !,

ou B+p'=a, M;=3p5C: C§/Ci3l*™ (o/R)'#'im*+#. Remarquons que X,5,-;C§=
C®' et que C*'=Cp'*™,  Alors

M,=C,p/(R—p)i™**,
Si R est une constante satisfaisant aux conditions
(3.6) p/R<1, doCip/(R—p)=<1/3,

alors on a
3.7 165" {(bow ;) —bou 3’} Ié%CoC“"“”i"'R'“'”""{lal+mi} 1/{m—1)} 1.
Considérons ensuite le deuxiéme terme de (3.3);

Iazglbnui,j+ni =| nzZI}ﬂC§b;.ﬁ>u;ﬁ,g,,[

< a | plBl,m+p (m+1)i-j-n {lﬂ |+mz} mz+|ﬁ'|
= ZGGIBI pPunGC {m—1D)i} |

o Alal+mi} ! )
— (m+1)i-j mi+ial
MGC D1 K™
ou B+pB'=a, My=3,2,5C {C5/Cig*™} (o/R)'#'C-"™*#, Si les constantes R et
C satisfont aux conditions

3.8) C>1, p/R<1, Gdo/{(1—p/R)C— 1)}§
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on a
{la]+m}!
{(m—1)y} ! -~

Finalement on considére le dernier terme de (3.3);

(39) IbB‘a‘J glbnui.j+nlé%COC(mH)i—leaHmi

w 1! . ey
|a(yrS[: 2 (/3 1 béfgi)l,s,n.r',r(]"l'n)ra';‘; + Uiy, jtn-r

ins .8 i i,

—EC,e FGE+I8D! e HHPlRestE(itn),

X C,Cm+Dia-j- ntr I8 141 14miy “,B [ 41771 +miy} !
{m—1)i,} !

{la]+mi} !
{(m—1)i} !’

ol B+p8'=a, iy+iy=ithk—s, |7/|+r<s, ,<i—1 et
Al:;: E Cl (l)z iz(la‘) (l1+l))

iL8 77D h!p!

:MSCOC(mH)i—ijHmi

TG4,

((m_l).l)m—l) (i-ip) PITHPC- (MAD (imig) “ndT R-pHir 1= m =iy
(la] +ml)p—|r’ 1+m(i-ig)

Remarquons que
@i-1,(lal)p(m—1)) -1y i-ip /(@] +M) 51y 14 mci-iy

S@i-ip(M—1)0) (m-1y 1190/ (ME) -1y 14 m i1

Smis+ 17" 1) e 5 074G+ n)(mis+ |77 ) SCimHE,
ou C’ est une constante; —(m+1)G—i)—n+r<—1;

a7 | —ml—i)=k—s—(m—1)G—i)+ |7/ | S —m+1+k<1.
Alors on a
M,< i?pC"C,’;1+”i"‘+”<-%>il+pC"R
<C"™*#(1—2p/R)™*C™'R, ou C” est une constante.

Si les constantes C et R satisfont aux conditions

(3.10) 2p/R<1, C"dy(1—2p/R)*C- ‘R§§
alors on a

_ 1 - {|a|+mi} !

1 a < (m+1)t lal+me
(3.11) [b3'03S| = 3 C,C 'R 4{(7”_ it 1

Nous avons ainsi (3.1) pour 7, j, a; en effet, il y a des constantes C et R satis-
faisant aux (3.6), (3.8) et (3.10) simultanément. C.Q.F.D.

Convergence de la série (2.2).

DI i} x' I (x(log x)™)’

B T u
== il (my)! fomd



352 Katsuju Igari

xt1-9(x(log x)™)

X 2 x(log x)* 3 P

S5 ilmj+kR)! Hiomjtke
Posons
o i xi-Izi
filx, 2, )= 2 8 o ST e
o i-1 1 -1- sz
frailx, 2, y)=§ 2 k=1, -, m—1.

———' mj+ k)1 i,mitk >
Pour |x|, |z| <9,

i=0 j=0

utnsl | x 79 2|/i 1 (mg) !

o

1 ot s {lal+mi} ! ;
(m+Di-mj 70 0 T piatr+mi
o,z=:o Vomg)! Tt & {m—21)i} ! R
5_ {la|+mi}!
il

{m—1)i} !

I\
M 8

T

lI/\

1/CC C(m+1)z R|a|+mi

¥

éCoe”c(BR)'“’lal | io {3m5cm+1Rm}i.

Donc, si on prend une constante positive § comme 3™3C™*'R™ <1, fi(x, z, y) est
analytique dans {|x| <0} X {|z|<d} XV. Il en est de méme de f,(x, z, y). Il
résulte de tout cela que la série (2.2) converge dans un voisinage de ['origine de
R*Y; Elle est une solution de I’équation (2.1) sauf x=0; de plus elle peut s’écrire
sous la forme

u=x%f,(x, x(log x)™, y)+x"“'zz;)i(log x)*frea(x, x(log x)™, y)

avec des fonctions f,(x, z, y) analytiques dans un voisinage de l'origine de R%*%.
y q g g

4. Solution nulle.

Posons
= ni xi(log x)
Wy o 2 w)iZ:)oj:o o ;g.! ui(y), pour x>0
. +—
0, pour x=0.

Puisque Re4*(y)=Re p(y)+m—k+p>max{—1, m—k—2}, u, est localement som-
mable dans un voisinage 2= {|x| <0} XV de l'origine. Le but de ce paragraphe
est de démontrer

4.2) {Puuy, ©>=0, pour tout ¢(x, V)ED(Q).

Démonstration.
(4.3) CPyts, @y =Cits, 'Prgd=lim Vg,yu‘ odxdy.

On écrit ‘P, sous la forme
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) Py= 3 B (D0

+ 3 A, i xt e,

ol s*=max{0, k—s+1}, ordre A;<min{s, m}.
En intégrant par partie, on a

4.5 s, p=lim 5[ aperrrnr-ian (-0 pdy
+1im zg aptesnx e A(x, 330, )u(—d.)" lpdy.
£e=+08,nJr=¢ .
Mettons
(46) Un(x; y)zz:a?*’"x'"xk'sdm-xu

8

+ orte-srxt Alx, y;0,)u, n=1, -, m+p.
sal
Alors il suffit de montrer
4.7 va(e, v)—>0, lorsque e—+0, n=I1, -, m+py.

Puisque A*+k—s—(n+p—s—n)=2*+k—m—p+n, et que A*+s*—(m+p—s
—n)2A*+k—m—p+n+1, on peut écrire v,, par les Lemmes 1 et 2, sous la
forme suivante :

mi x(log x)?

— 1'+k—m—,u+n°°
48 valx, 9)=x 22T

Va1, i(0),
n=1, 2, -+, m+p. Soient

iy=rdo(n)=min {i ; v,y ;(y)%E0 pour quelque j},
4.9)
Jo=Jo(n)=max{j; va,q, ;(y)%E0}.

Pour avoir (4.7) il suffit de montrer
(4.10) ReA*(0)+k—m—p+n+i,>0.

Supposons provisoirement que Re 4*(0)4- k2 —m—p+n+7,<0. Par le Lemme 1, on a
xto(log x)de
0! Jo!
+o(xReA+k-m-pintio(log x)lo), lorsque x — +0.

(4.11) X"V =¥+ h—m—p4-ntig),x 2 Hr-moptn

Un, 14,4

ou “o( )” est la notation de Landau, applée petit 0. D’autre part,
k
"0, =x"Pu—x" >3 0Tt G, u—x™ X 7t xAlx, y;0,)u.
sSm+pu-n sSm+p-n

Si kzm+p—n+1, alors ReA*(0)+k—m—p+n+i,=Rea*(0)+1>0, ce qui est
contradictoire a notre supposition. Donc le deuxiéme terme est vide. De plus,
Re 2*(0)+s*+n—m—p+s=Re 1*(0)+1>0, au troisiéme terme. Donc

(4.12) x"0%,=o(1), lorsque x — +0.
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Au cas ou A*=x4, (=max{0, m—k—1}), A*+k—m—p+n+i,),=0. Donc (4.11)
et (4.12) sont contradictoire. On a ainsi (4.10).

Nous considérons ensuite le cas ou A*=4,. Comme nous l’avons vu dans le
paragraphe précédent, la solution u s’écrit sous la forme:

(4.13) u:gx%”ui(y)/i!, ue=g(y).

C’est une fonction réguliére a xr=0, et donc la fonction v,(x, y) y est aussi
réguliére. Donc pour (4.7), il suffit de montrer

(4.14) v,(0, ¥)=0, n=1,2, -, m+pu.

v,(0, ) est de la forme:
(m+p—s—n)!
("l+ﬂ_k—]o_n)! um'Hl-k-lo—n
h’l

(4.15) v,(0, y)=§‘, s

+“E’Lc;vln+#-"_n(a’zlAs)(0’ y ;ay)
Pour n>p*+1, le membre droit de (4.15) est vide. Démontrons

k
(4.16) sZzloc?,,,.s(m+/1—s—n)!=0 pour n=p*+1, #0 pour n=1, .-+, p*.

Lemme 6.

4.17) ?am-su)m—ﬁy:; Am-s(Atk—S)m-ssp.

Preuve. Ca suit immédiatement de la relation

Somtesyksg  xA=3 A p x0Tk A, C.Q.F.D.
S S

Il suit de ce lemme que
(4.18) (x)m—kﬂ-/fck(l_"l_[«l"’k):z: dm—s(l-l-k'—s)mﬂu—s-n(l_”l—ﬂ‘l'k+n)n-

A=m+p—k—n est un zéro simple de (A)pm-p+p, et aussi de (A—m—p+k+n),.
Pour n=p*+1—I, m+p—k—n=2+I, ot (=0, 1, --- p*. Cillo+{—m—pu+k)=0
pour [=0 (n=p*+1), et #0 pour (=1, :--, p* (n=p* -, 1). Donc on a (4.16).

Remarquons d’abord que m+4-p—k—2A;—n=I[>m+p—s—n—2,—s*. Rappelons
ensuite que u,, -+, U, sont indéterminés. Par ces remarques, on voit que 1'on
peut choisir u,, --+, u,. d’'une fagon unique afin que (4.14) soit vrai pour n=1, ---, pu*,

Reconnaissance. La plupart de ce travail a été faite pendant le séjour de
l'auteur a I’Ecole Polytechnique. L’auteur voudrait exprimer ses remerciements
a Professeur C. Goulaouic qui I'a accepté et encouragé.
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