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1. Introduction. Dans cet article, on considére l’existence de la solution
holomorphe pour ’équation suivante:

(1.1) Saylxy, -, x)ufdx=u  (n=2)
j=1

ou tous les coefficients sont holomorphes et s’annullent a I'origine de C. Le
terme “solution holomorphe” ou simplement “solution” signifie partout dans cet
article “la solution holomorphe non-triviale”.

Tout d’abord, on note que la condition nécessaire pour I’existence de solution
est facilement obtenue. A I’ennoncer, on introduit une matrice

(L.2) A=d(ay, -, a)/8(x;, -+, x)|O, -+, 0)

Soient 4;, -+, 4, les valeurs propres de A, alors on voit facilement qu’il est
nécessaire pour l'existence de solution que la relation suivante est satisfait par
certain multi-indice (ay, ---, a,)eN® ot N=NuU {0},

(1.3) Za=1.

Mais, comme on le voit facilement, (1.3) n’est pas suffisante en général. Un
contre-exemple est donné dans [4].

Par ailleurs, dans un certain cas, (1.3) donne la suffisance. Soit 4 I'enveloppe
convexe de {4, -+, 4,}. Introduissons une condition sur A :

(P) A50  (la condition de Poincaré).

Le théoréme suivant est bien connu.

Théoréme A. Sous [a condition (P), (1.3) donne la suffisance pour ['équation
(1.1) @ admettre au moins une solution.

La condition (P) nous apporte

(1.4) )i:ZlaiL—l]zclal,
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pour une certaine constante ¢>0, quand |a| est assez grand, ce qui permet de
démontrer le théoréme de la méthode de séries majorantes. Sans la condition
(P), on rencontrera le probléme du petit diviseur, ou encore les autres difficultés.
Cependant, de toute fagon, le cas sans la condition (P) sera a considérer. Ici on
se limite au cas ou quelques-uns de {4, -+, 4,} sont nuls et les autres se situent
d’un c6té d’une droite passant par l'origine, c’est-a-dire, par exemple, 4,= - =
2,=0 et A0, 1 étant I'enveloppe convexe de {2,4;, -+, 4,}. Les autres cas
seront fondamentalement lié au probléme qu’on appelle I'approximation de Dio-
phantine.

Quand on étudie ’équation (1.1), la méthode de caractéristiques serait efficace ;

soient @;(xy, ++, x,, w)=c; (=1, 2, ---, n) les integrales de
(1.5) dxy __dx.  du
a; an —1

et alors une fonction u(x,, ---, x,) satisfaisant a (1.1) serait déterminée par
D (s, -+, $»)=0, @ étant une fonction arbitraire. Mais, je crois qt’il est trés
difficile de trouver une condition sur a,, -+, @, et @ pour que u(x,, -+, x,) se
trouve holomorphe. Donc, on prend la méthode du développement de Taylor.
A mon regret, je n’ai pu obtenir que des résultats pour les cas ou n=2 et n=3,
et ce, pour ceux du type spéciale.

On donne ici le plan de cet article. Dans le paragraphe 2, on transforme
I’équation (1.1) a la forme la plus convenable possible par un changement de varia-
bles. Dans le paragraphe 3, on étudie une certaine équation différentielle ordinaire,
ce qui est fondamentale dans cet article. On étudie le cas de deux variables
dans le pargraphe 4, et puis celui de trois variables dans les paragraphes 5 et 6.

On remarque que le contenu, sauf celui des pargraphe 2, 5 et 6, est déja
énoncé dans [7], mais sans démonstration. Ici on va donner la démonstration
compléte. Et I’étude du cas de trois variables, je ’espére, ouvre une voie au
cas général.

2. Préliminaire I-Transformation d’équation. Il est bien connu que l'on
peut toujours supposer, sans perdre la généralité, que les fonctions a,, -+, a,
sont de la forme suivante:

a;=A;x;+ ejxjmtA; (G=L2, -, n—01
2.1)
an:'znxn'l"Any
ou A;(j=1, -+, n) s’annulent a l'origine avec un ordre =2, et ¢;=1 ou 0. En
effet, il suffit de prendre la transformation linéaire
(2.2) Hxy, o, x0)=P&y, -+, &n)

telle que P~'AP se réalise de la forme canonique de Jordan.

On suppose donc que Re ;>0 (=1, 2, ---, p) Re2;<0 (G=p+1, -, q) et Agu:
—...=2,=0. On considére le cas ol les valeurs propres de .4 sont généralement
distribués dans ce paragraphe. On a alors le théoréme suivant.
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Théoréme 2.1. On peut supposer que

2.3 Ailxy, o, 25,0, -, 00=0  (G=p+1, -, n),

en prennant quelque changement de variables, S'il est nécessaire.

On prend le changement de variables suivant:

Ei=x; (=1, 2, -, p)
(2.4)

Ne=xp—Jf(xs, =, xp) (R=p+1, -, 1),
ou f.(k=p+1, ---, n) étant holomorphe et s’annulant a l'origine, qui sont a étre
déterminées. Avec ces nouvelles variables (& 9)=(&, -, &p, Nps1, 5 Nu)s

n
I'opérateur jz_)la j0/0x; se transforme en

n ¥4
@.5) 3 ad/ot+ 3 (a3 a.df4/08.)3/3n.
=1 k=p+1 i=1
Donc, il suffit de déterminer f=(fp41, --+, f») comme la solution de

(2.6) iZZ)‘ {Ai§itenbin+ A, f(E))}afk/aéi':zkfk+5k+1fk+1+Ak(§; £é)
(k=p+1, -, n, eps1=En+1=0).

On va vérifie son existence de la méthode de séries majorantes. Pour le réaliser,
il nous faudra quelques lemmes.

Lemme 2.1. Dans lexpression (2.6), on peut ramplacer e;, si €;#0, par e, un
nombre arbitraire.

Démonstration. Par exemple, supposons que 4,=--- =1,=2 et que la cellule
associée de Jordan est donné par

A 10
‘. ‘. 1 ,
0o 2
alors il suffit d’introduire les nouvelles variables xi, ---, x; par xj=¢* " ‘x; (=
1,2, -, s). c.q.f.d

Soit (xy, -+, xp)=(xy, ==+, Xp, ¥y, ==, ¥r) =(x, y). Soit A, I'enveloppe con-
vexe de {4, -+, A,} et ¢c=dis {0, 4,}. On prend les séries majorantes de A;(x, y)
comme suit :

M ((xl+1y D/ 1=Uxl+1yD/pt  1<i<p
M x|+ 1y D/ {1=Uxl+1yD/p}  p+1=i

A

n,

)4 r
ou M, M’ p et p sont des nombres positifs et [x|=3 x:, [y[=3 y..
i=1 i=1
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On considere ici ’équation auxilliaire suivante:

o { Mtr®® 1 dD _ ,  M+rdy

= 1—(z+r®)/p) dz — 1—(z+7rD)/p
avec M=M’'/r. Quant a l'existence de la solution de (2.7), on a
Lemme 2.2. Quel que soit a dans C, l'équation (2.7) admet une solution @(z)

holomorphe a lorigine satisfaisant a @0)=0 et @’(0)=a. En plus, tout les co-

efficients, sauf ©(0), du développement de D(z) sont positifs pour a convenablement
choisi.

Démonstration. Posons ¢(z)=z+rD(z) et y=c/r, alors on a

__M¢* Nd$
@8 (r2 1—¢/0 ) dz 79
et I'équation (2.8) se transforme a 1'équation pour ¢ definie par ¢=z¢,
_ Mzg? Ndp MY
@9 (v 1——2¢'/p) dz  1—z¢/p

Comme on le voit facilement, I'équation (2.9) admet une solution holomorphe ¢)(z)
telle que ¢(0)=a’ pour un nombre complexe a’ arbitraire. De plus, tous les co-
efficients du développement de ¢(z) sont positifs, si ¢(0)>0. Vu que ¢0)=1+
r@’(0), on voit que la fonction @(z) avec a’>1 est I'une demandde. c.q.f.d.

Mettons ¥'(z)=r®(z) et soit

2.10) V(z)= 551 v,z
=

son développement de Taylor. En posant

MEARY (L U\ s
@.11) 1_(ZHI,)/’)( )= e,
on a
(2.12) (G—=Dr¥ =w; (U=2,3, ),
vu (2.7).

Lemme 2.3. Soit .C.=lal!/a,!-a,!, o a étant un multi-induce a=

(ay, =, ay) on a alors

-1
2.13) TanaCuslalnCo (h22),
ol ﬁi:(aly ey @iy, 0L, @1, Qi e, @),

Démonstration. En effet, on a

p=1 r=1
Elaflmcﬁfzurlca Ela‘i+lal'/(ai+l)§ lal lulcn'- c.q. f. d
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Soit f(xi, -+, x,) une fonction holomorphe et 3 fa,.a, X! - x57, ou simple-
ment > f,x% son développement de Taylor. On introduit les notations suivantes ;
(2.14) f(x;j)=|;;j aX®,

(2.15) Ay(xy, o, Xp, 1, o0, [A)=Z Ai(fax?®, (=1, -, p)
ou fp.1, -, fn étant fonctions holomorphes a l'origine, et

2.16) z,,(a)zéai,z,.—z,, (k=p-+1, -, n),

ol a=(a,, -+, a,) est un multi-indice dans N*. On a immédiatement
(2.17) (@) Zclal,

vu que Re2;>0 (7=1, 2, ---, p) et Red,<0. Et, de (2.6), on obtient

2.18) 1@ n.ol Ze| 'S i fupe| +1 ANl (]2,

\ p-l . .. .
ou Y a;fn 3,=0, si f; n’a pas de sens comme un multi-indice.
t=1

Tout d’abord, on va étudier f,(x;2). Rangeons les multi-indices de hauteur
2 lexicographiquement: a(1)=(2, 0, -, 0), a(2)=(1, 1, 0, ---, 0) etc. Vu (2.17) et
(2.18), on obtient

(2.19) [fraw | = An(Haw [ /clal)].
D’autre part, il se fait, en general, que
(2.20) [Ar(Nal =:Cows (@] =2),
donc on a

b
(221) Ifn,a(l) | éiZCa(l)w'Zr

en vertue de (2.12), ou bz%. De méme, on a

b
(2.22) Ifn,a|§_2'2c<xw2 (la|=2),
ce qui donne

b
(2.23) falx;2)K fwz(xl'f' et x,)?,
Ensuite on va étudier f,_,(x;2). De (2.6), on a

@28) Nl @fnsel Z¢(| 'S aifars,

Pour a=a(l) on a

Ffmal) 1 Aa(Del (] =2).

b
(2.25) Ifn—l,a(l)l§§(1+5/26)2ca(1)w‘2:

p-l /7 . . /7 .
car Zlai(l)fn_l,ﬁi(l,zo. Donc, de la méthode d’induction mathemotiques, on ob-
=
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tient
b
(2.26) |fn-1,a|§7(1—ﬂ)-xzcawe (n=¢/2¢c),

o1 ¢ étant pris assez petit tel que #<l1. Ce raisonnement nous raméne a

Lemma 2.4. Il se réalise que
(2.27) fe(x;2)a 0¥, x|*/2  (k=p+1, -, n),
o a=1—p).

Démonstration. Soit k=n—2. De (2.6), on obtient

2.28 | es(@fn-.0l S8 @l s |+ famsial)+ 1 Anca Pl
et, en particulier pour a=a(l),

(2.29) o@D frzaw | Zelfa-raw |+ An-a(Nawr | -

Donc, vu que (2.12), (2.20) et (2.26), il se fait

(2.30) [ face.am | £abCay¥2/2.

Ici, supposons que

(2.3D) [fa-e.ap|=ab(+p+ - +p70:Cay¥:/2, (=12, -, m)
alors de (2.13), (2.20), (2.26) et (2.31), il se fait

(2.32) | fa-2 a(m+n | éazbzcawwnwz/z-
Pour % général, en considérant
P-1
(2.33) @)l Se(E il fupil 1 favral )+ Al
au lieu de (2.28), on peut avoir (2.27) par le méme raissonnement. c.q.f.d.
n-p-1
Si I'on prend ¢>0 assez petit, on peut supposer que a 5 <1. Alors, on
obtient
(2.34) felx;2)bW (x4 - +xp)° (k=p+1, -, n).

Compte tenu du

M(| x|+ x)?
1= x[+Z(x)/p

@) (AN-F A ge)ei< L+ (2 D) 5 9).
on obtient
(2.36) felx33)Kam 2 W (x,+ - +x,)%/3

LW (xy+ -+ +xp)° (k=p+1, -, n),

par le méme raisonnement que celui pour f,(x;2). En répétant ce processus,
on obtient
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(2.37) Fula s NKOY (x1+ - +x) (k=p+1, -+, n, jEN),
ce qui démontre Théoréme 2.1.
Remarque: soient 9, deux domaines divisées par une droite passant par

l'origine. Supposons que 4;,€9; (i=1, -+, p), LED_ (=p+1, -+, q) et A=+
=A,=0. Alors on peut avoir le méme résultat que celui du Théoréme 2.1.

Ensuite on va faire A; /=1, ---, p) s’annuler modulo x4, -+, x, par le
changement de variables conservant l'origine défini par

{5i=¢i(x1, e, xp) @=L2, -, p)
Er=2x, (k=p+1, ---, n).

Les fonctions ¢,, -, ¢, holomorphes satisfaisant a (¢y, =+, ¢p)/0(xy, =+, x)%0
a lorigine doivent étre déterminé par le systéme d’équations suivant.

(2.38)

(2.39) él(zixi+eixi+x+;{i(xly ) xp))a¢j/axi:2j¢j+5j¢j+l
(]'——_l’ 2; Tty p et ¢'p+1:0)1
o0 Ai(xy, -+, xp)=Auxy, -+, xp, 0--0) G=1, 2, -, p).

Quant & l'existence de ¢=(¢,, -, ¢), On a

Théoréme 2.2. Le systeme d’equations (2.39) admet toujours une solution ¢ de
la forme de ¢;=x;+¢; (=1, 2, -+, p), ot chaque ¢; est une fonction holomorphe
a lorigine dont le développement de Taylor commence par les termes d'ordre =2.

La démonstration du Théoréme 2.2. est accomplié de la presque méme, plutdt
facile, maniére que celle de Théoéme 2.1.

3. Preliminaire II—De quelque équation différentielle ordinaire a singu-
larité. Dans ce paragraphe, on considére I’équation suivante;

(3.1) z™du/dz+(G+az™u=f(2),

ou meN, y(#0), acC, et f(z) est une fonction holomorphe a l'origine.
Tout d’abord, on remarque que I’équation générale

3.2) 2™ du/dz+a(z)u=f(z),

ot a(z) est holomorphe a l'origine avec a(0)#0, se raméne a (3.1) par un change-
ment de variables. En effet, on introduit une fonction ¢(z) par

Zm+1¢/(z) - ¢(Z)m+1

3:3) a)  aptangd@™’

(-]
ou a(z)=32 a;z'. On voit facilement que ¢(z) est déterminée comme une fonc-
i=1

tion holomorphe telle que ¢+#0. En introduissant la nouvelle variable é=¢(z),
(3.2) s’ecrit comme (3.1).
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Ici, on se propose le

Probléme: chercher la condtion nécessaire et suffisante sur f(z) pour que
(3.1) admette une solution u(z) étant holomorphe a lorigine.

Remarque: la solution holomorphe de (3.1) est unique.

Supposons que y>0 pour la simplicité. Alors, on voit que la solution de
(3.1) est donnée par

3.4) u@=zserm | et far (2>0).
En prennant le nouveau variable y(>0):

(3.5) y=rt-"—z"")/m,

on a

(3.6) u(Z)=T"S:e‘”(l+mZ’"y/T)'"""‘f(Z(l+mZ"‘y/T)'””‘)dy-

Soit f(z)= X fz2™ et ¢ le rayon de convergence, alors on a
n=0

Lemme 3.1. I/ se réalise
3.7 u(z)=y"! i}oS:e'”fnz“(l—l—mz"‘y/r)‘"”‘”’mdy 0=z<o),
ol la série est convergente absoluement et uniformément dans [0, ¢'] (0=c’'<c).

Démonstration. 1l suffit de noter que z(14+mz™y/y) '=z. c.q.f.d.

Etudions le probléme en cas suivants:

I. Le cas ou a=0.
II. Le cas o ax0 et, k+a+jm=x0 pour tout k{0, 1, ---, m—1} et tout

jEN.
II1. Le cas oi ax0 et ky+a+jm=0 pour ko= {0, 1, ---, m—1} et pour certain
].OEN-
Tout d’abord, plagons-nous dans le cas /. En définissant 6,(z) (k=1, 2, ---, m)
par
(3.8) 0u0r=2*"e v tmany - Himdy,

Lemme 3.2. I/ se réalise

(3.9) 0, (2)=2%—ky 710 +n(2).
Démonstration. De !'integration par partie. c.q.f.d

Le lemme suivant est aussi facile a démontrer.



Equations du premier ordre 229
Lemme 3.3. Il se rélise
8-1 -1
(3.10) Opren@=(—r(ILa(k 0, ) 04(2)

s-1 -z
I a(k:0, 1)) “z9m

i=j-1

k g __\8-J
72t 3, (-0
(=1, 2, -, m, s=2,3,4--),
o o(k;a, N=k+a+jm.

Démonstration. C’est immédiat de (3.9). c.q.f.d.

Posons ici

©

T 0k30, ) 2 erm (=1, m),

i=j-1

B1)  w@=7E feeen 3 (17
alors on a
Lemme 3.4. Chaque u,(z) est holomorphe a [origine.

Démonstration. Notons que

o /8-1 -1 $ . .
@3.12) w@=y 2 (IT 00k 50, ) frrsm X (—1)Ieztrd-om,
$=1\j=0 j=1
ou cjzi:[:o(k ; 0, 7) avec ﬁoo(k ;0, 7)=1. On voit facilement que
i= i=

s-1 A\ -1
3.13) (.H a(k;0, ])) Sm{(s—1)1} L.
7=0
D’autre part, on a pour j=3
@14 1T olk;0, )=(—2) 1 m' R TT (1+k/m)
ey
é(]'—z)!mj'zkek(ﬂélp y SG=2)tmI P R(j—2)k me ™,

Donc, on a

(3.15) irzszl(_r)hjﬁza(k .0, Z’)Zk+(j—l)m\
J= i=

<lzl*{L kL2 /et e 3 = 2) L G =DM (|2 )}

§ 12|k7’sk<$—2) | ms—Z(S_z)k/mek/m{1+ Izlm/rs—l} ,

ce qui nous montre, en vertue de (3.13), que le rayon de convergence de u.(z)
est plus grand que m+/7 c. c.q.f.d.

Or, de (3.7) il se réalise

3.16) u@=IE{Z furin(—(IL ok 0, ) }0u2)+ F usta).
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On énonce, ici, la réponse au probléme pour le cas I.

Théoréme 3.1. Supposons que a=0. La condition nécessaire et suffisante pour
que l'équations (3.1) admette une solution holomorphe a ['origine est

(3.17) B frem(—(ILatk:0, 1) =0 (k=1 -, m).

Démonstration. Suffisance: il est évident de (3.16). Nécessité: soit u(z)=

Zounz" une solution holomorphe de (3.1), alors on a
=

{T“k=fk

(3.18)
a(k;0, u)uk+nm+Tuk+<n+1)m=fk+(n+1)m (k=1 2, -, m).

Donc on a immédiatement

-1

n n -1

(3.19) 7 Upsnn=110(k;0, N farem(—1(IL 0k 50, )
j=0 §=0 J=0

D’autre part, on a, vu que (3.13)

(3.20) tim (1T 0(k 50, 1)) 1 sts1am=0,

T —+00

car u(z) est holomorphe, ce qui démontre (3.17). c.q.f.d.

Ensuite, dans le cas I/, si I'on prend o(k; e, j) au lieu de o(k;0, j) avec
ke{0, 1, ---, m—1}, le raisonnement complétement méme que celui pour le cas |
est applicable. Dans le cas II/, on voit que les fonctions 6,,(2), ---, 04 +jom(2)
deviennent holomorphes pour (k,, jo) tel que o(k,; a, 7,)=0. Donc, il suffit de
prendre 64,4 +nm(2) @ la place de 6,(z). On résume des résultats dans le
théoréme suivant :

Théoréme 3.2. Placon-nous dans le cas II. La condition nécessaire et suffisante
pour que léquation (3.1) admette une solution holomorphe a lorigine est

(3.21) S(Totkia ) (~Dfrsm=0 k=0, -, m—D).

=0

Théoréme 3.2. Dans le cas IIl, la condition nécessaire et suffisante pour que
Véquation (3.1) admette une solution holomorphe a lorigine est

o0 s+j -
2{ Ho U(kozar ])} l(—r)sflzo+(s+jo+l)m=0 POuT koe {0, 1, tte, 771—1} et
(3.22) {50 Usiows

70€N tels que a(ky; @, j)=0, pour les autres k{0, 1, -, m—1}, (3.21).

4. Cas de deux variables. Dans ce paragraphe, on considére le cas ou
n=2, c’est-a-dire ’équation suivante ;

“4.1) Ax+a(x, Yuz+b(x, Yu,=u,
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ol a(x, y) et b(x, y) s’annulent a l'origine avec un ordre =2. Compte tenu de
(1.3), il est nécessaire que

4.2) A'eN,
pour l’existence de solution. Alors, il nous suffit de considérer
4.3) (x+a(x, y)uz+b(x, y)u,=ku

a la place de (4.1), ou k=2""
Premiérement, on prend le cas trés particulier suivant,

(4.4) (x+a(x, yuz=ku.
Dans ce cas, par le changement de variables défini par
{$=x+a(x, ¥)

=y,
'équation (4.4) se raméne a

4.5) (x+xA(x, Yuz=ku.

Théoréme 4.1. La condition nécessaire et suffisante pour_que ['équation (4.5)
admette au moins une solution est A0, y)=0.

Démonstration. Suffisance : soit A(x, y)=xB(x, y), alors
u(x, y):¢(y)xke—kj'xB(E,w(uA(&yn-ldg

est une solution, ¢(y) étant une fonction holomorphe.
Nécessité : dans un voisinage assez petit de 'origine, on a

Uz _f_m __1\n n
= anQO( DA, y)*+H(x, y),

ol H(x, y) est holomorphe, ce qui nous donne

u(x, y)=G(x, y)xkurdo.m=t = (G(x, y): holomorphe).

D’ou, u(x, y) ne saurait étre holomorphe. c.q.f.d.
Ensuite on considére le cas ou b(x, y)%0. Posons

a(x, y)=§2ai(x, ¥)
(4.6) N
b(x, y)=§zbi(x, ¥),

ol a; et b; expriment les parties homogénes de degré ;. En vertue de Théoréme
2.1, on peut supposer que a;(x, 0)=b;(x, 0)=0 pour tout ;. Dans cet article, je
n’ai étudié que les trés particuliers—le cas ou a=a, et b=b,. On pose ici
{(12()‘7' y=Aixy+A.y*

4.7
bo(x, y)=B:xy+B,y*.



232 Akira Nakaoka

On obtient la condition nécessaire et suffisante pour l’existence de solution,
si A,=0. Autrement, il nous reste encore a étudier. On y reviendra a la fin de
paragraphe. On étudie le probléme en cas suivants:

I. Le cas ou A,=0.

II. Le cas ou A,;=0,B,=0.
III. Le cas ou A;B,~0, B,=0.
1V. Le cas ou A,B;B,=0.

Le cas IV est le plus important dans ce paragraphe.

Dans le cas I, on voit facilement que u(x, y)=x* est une solution.

Dans le cas I/, la solution u(x, ), si elle existe, peut étre divisée par x.
Posons ici

4.8) u(x, y)=x™v(x, y)  (meN et v(0, y)z£0),
alors, v(x, y) doit satisfaire a
4.9) (x+Aixywz+Bixyv,= {(k—m)—mA;y}v.

Donc v(x, y) peut étre divisée par x, ce qui nous conduit & une contradiction.
Ensuite on va aborder le cas III. Considérons la solution formelle de la
forme suivante :

(4.10) u(x, y)~Lu(y)x".

Les coefficients u,(y) (neN) doivent &tre déterminé par

(4.11) Byy*du,/dy+n(l+Ay)u,=ku, (neN, u_,=0).
Comme on le voit facilement, u,=0 (n#£k), et pour n=%k, on a
(4.12) B.ydu,/dy+kAu,=0.

Il est facile de voir que I’équation (4.12) admet une solution si et seulement si
—kA;/B,eN.

Enfin, on se place dans le dernier cas. Dans ce cas, en prenant la solution
formelle donnée par (4.10), on a

(4.13)  Byy*dun/dy=n(1+Ay)u,+Biydu,_/dy=ku, (neN, u_,=0).

On voit facilement que u;=0 (=0, ---, k—1) et qu'il n’existe aucune solution, si
u,=0. Pour u,, on obtient aussi 1’équation (4.12), donc il faut —kA,/B,eN
pour l'existence de solution. En mettant /=—%A,/B,, on a

(4.14) ur(M=Cpy"  (Ce#0).

Lemme 4.1. Pour [existence de la solution formelle, il est nécessaire et
suffisante que

(4.15) —A,/B;EN.

Démonstration. Necessité : d’aprés (4.13), on voit que u,4; doit satisfaire a
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(4.16) Boy*duy/dy+ {14+(k+1D Ay} ups=—IB,Cryt.

Donc, vu Théoréme 3.2 et Théoreme 3.3, il faut que —(k+1)A,/B,eN et
—(k+1)A,/B,=![ pour que u,., existe, car /B,C,=0, ce qui montre (4.15).

Suffisance : soit m=—A,/B,€N, alors u,,, existe comme un polynéme de
degré [+m, plus concrétement on a

(@4.17) Uenr(y)=—IB,Cy y‘g:e“(1+Bzyt)"‘dt.

Alors, on voit que u,.;(y) (s&€N) sont déterminées successivement par (4.13) et
données par

B, (=
4.18) uk+s(y)=TS0 e "G rs-1(y(14Byyt/s) (14 Boyt/s) ™ dt
OU grro-1()=ydupssa(y)/dy. c.q.f.d.

Ensuite étudions la convergence de la solution formelle. Pour cela, il suffirait
de considérer le cas ou B,=1 et —B,C,/B,=1. Par le Lemme 4.1, on voit que
chaque u,+s(v) est de la forme suivante;

(4.19 U=y 5 Phy’ (PAZO).

Lemme 4.2. Posons Q/.,=Pj.;/m’, alors il se réalise

Qz+s+éz§00kf;s O0<r<sm)
(4.20)

S

MM
D
E\,

QIS s! (1=izm).

Jj=0

Démonstration. De (4.18) et (4.19), on obtient

sm . om(s+-j .
@3.21) uk+s+1(y)=y’jZ=‘,0(J'+l>Pk’+s S PP L Cpy T

p=0

Vu que [+7=U(s+1) et pme+n-;Cp p!1={m(s+1)}?, on a

"Pyyitmy)?.

m(s+1)~
=0

(4.22) U NI S
=0 7

Donc, par la substitution p=my, on obtirnt

(s+1)-j . i+
> Qk]+s7]J 7,

p=0

m

ms+1) X . ms
(4.23) = Qi1 K1Y
Jj=0 Jj=0
ce qui démontre (4.20). c.q.f.d.
Ici, on introduit py(s) (g, s€N) défini par
(4.24) 2o(s)=1, yq(8)=§lﬂq-1(i) (1g(0)=0, si g=+0).

Le lemme suivant est facile a voir:

Lemme 4.3. I/ se réalise
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(4.25) Spds—D=ps)  (j, seN).

=0
On a ensuite le

Lemme 4.4. Il se réalise
(4.26) Qlisni=lFui(s+1)  (0=j=Zms)
4.27) Qs Slpms(s+1)  (ns=j<m(s+1)).

Démonstration. Premiérement, on va démontrer (4.26) par la méthode d’induc-
tion mathématique en s. Notons que

(4.28) =l (=01, -, m)
(4.29) QRSSO+ (=12, -, m)
(4.30) Qhs+1=10Q%4s (seN).

Pour s=1, on voit facilement que (4.26) se réalise de (4.20) et (4.29). Supposons
que (4.26) soit vérifié pour s=t, alors on a

) j j
4.31) Qk’+méli‘éol"‘,ui(t)‘—‘l‘gom(t)=l‘#j(t+1)
de (4.25). La démonstration de (4.27) est accomplie de la méme fagon.

Lemme 4.5. 1! se réalise
4.32) 25(8)=4545-1Cp (peN, seN).
Démonstration. Pour p=0, il est évident. D’autre part, compte tenu de

g“,(s):élyp(r), il suffit de vérifier

(4.33) 3+pcp+1= 7glr-t»p-lcp

pour chaque p. On peut le vérifier par la méthode d’induction mathématique

en s. c.q.f.d.

On est prét a démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 4.2. Dans le cas 1V, la condition nécessaire et suffisante pour que
la solution existe est donnée par (4.15).

Démonstration. Nécessité : ce n’est rien d’autre que le Lemme 4.1.
Suffisance : il suffit de démontrer la convergence de la solution formelle.
En vertue de Lemme 4.3 et Lemme 4.4, on a

4.39) Plesni SEmMipns(s+1),

puis d’aprés Lemme 4.5 on obtient
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(4.35) Plrsii =m (m41)sCrms -

Donc on a

(4.36) uk+s+1(y)<<13<m+1)scmyl;ano(my)f<<(2"‘“1)’yl;m$=‘_jo(my)f
et

(4.37) Upssrr(P) XL ER™ x) (I—my) Tx ki yt,

ce qui nous montre que la solution formelle converge absoluement quand |x |4y |
assez petit. c.q.f.d.

Pour terminer ce paragraphe, on donne un résultat concernant le cas ou
Ay, #0.

Théoérme 4.3. Soit A,B,x0, alors I'équation
(4.38) (x+Axy+AyHus+ Boy*u,=ku

n’admet aucune solution.

Remarque: quand B,=0, I’équation (4.38) admet une solution si et seule-
ment si 4,=0, vu que Théoréme 4.1.

Or, soit f(y) une fonction holomorphe a 'origine. On note z(f)=p, si f(»)
=y2f(y) avec fo(0)x0. Quand f=0, on note z(f)=—o0,

Lemme 4.6. Soit =(f)=p, alors pour la solution u de (3.1) on a v(u)=p.
Démonstration. C’est évident. c.q.f.d.

Pour 'équation (4.38), on prend aussi la solution formelle de la forme de
(4.10). Alors on obtient

(4.39) Byy*dun/dy+{in—k)+nAytu,+(n+1) Ay un+,=0.
Donc on a
(4.40) T(Upara1) =2FT(U ptras) (T'EN).-

ce qui nous donne

(4.41) (U p41) =27,

d’ot u;4+;=0. Ensuite on a u,+;=0 (s&N). Donc u, satisfait a
(4.42) B,y*du,/dy+kAu,=0.

L’équation (4.42) admet une solution si et seulement si —%A,/B, (=)eN, alors
uy=C,y'. Donc, u,., doit satisfaire a

(4.43) yiduy,_/dy+{—1/B,—({+ A,/ B,)y} uk-1=—kAzCkyl/Bz,

mais, compte tenu du résulttat du paragraphe 3, ’équation (4.43) n’admet aucune
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solution, ce qui compléte la démonstration du Théoréme 4.3. c.q.f.d.

Si I'on se limite & I’équation
(4.44) (x+Aixy+AeyHu +H(Bixy+BoyHuy,=ku,  (A:x0)

la solution n’existe pas, je pense. Mais il n’est pas forcément nécessaire pour
I’existence de solution que a(0, y)=0 dans (4.3). En effet, ’équation suivante;

(4.45) {x—xy+a(y*—=3y*} u.+y*u,=u

admet la solution u=ay*+xy.

5. Cas de trois variables I. Dans ce paragraphe et dans le prochain, on
considére le cas de trois variabes, parce qu’il se pourrait sembler que le cas de

deux variables est trop particulier.
Soient 4, ¢ et v les valeur propres de A. On divise son étude aux cas

suivants :

Cas 1. le cas on A, p=0 et v=0.
Cas II. le cas ou Ax0 et p=0v=0.

Suivant a chaque cas, on considére réspectivement
(I AQx+en)+(Ax+aztu+{py+(Bx+By)zluy+ {cz*—(ax+by)zt u,=u,
et
(I {Alx, »—(px+gy)ztu+{B(x, y)—(rx+sy)ztu,+{z—(ax+by)ztu,=u.
Remarques: 1. on peut supposer que ¢=0, si A=y dans (/).

2. A(x, y) et B(x, y) sont des formes quadratiques en (x, y).
3. on peut supposer que a=1, b=0 dans (/).

Dans ce paragraphe, on étudie seulement le cas I. Le cas I/ est étudié
dans le paragraphe suivant. Soit A T'enveloppe convexe de {2, #}. On impose
I'hypothése suivant a 4 tout dans ce paragraphe:

A0,

et, de plus, on suppose que c=0.
Considérons la solution formelle u de (/) a la forme suivante:

(5.1) u~Zultt(z)xiyt,

alors, pour chaque NN, on obtient

6.2) UL SNy G - L E
dz dz
ou Uy="(uf, -, uf) avec U,=0, Ay et Ay étant les (N+1)x (N+1) matrices

données par
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ol 0 W B0
AN: NE'. O'IOV" , AN: Na'. z-llV.. '..N‘B ,
Lo e a¥ 0 a ¥

ol eV =(N—j)A+jpe—1 et ty=(N—j)A+;B, et By la NX(N+1) matrice donnée
par

a 0
Bae| 0
0o b

On commence par le

Lemme 5.1. Si [’équation suivante:

dUy
dz

admet une solution Uy =0, alors il se fait dét Ay =0.

(6-3) cz*

+AyUx+2zAxnUy=0

Démonstration. 11 se réalise que UP(0)=0 (£=0, 1, 2, ---), si dét Ay=0.
c.q.f.d.

On divise ici son étude de la fagon suivante :

(I.1) le cas ou 2xp (e=0)
(I.2) le cas ou 2=p et =0
(1.3) le cas ou A=p et ex0,

et on se limite son étude au cas ou f=0. Tout d’abord, on considére le cas
(I.1). Soit NN un nombre tel que dét Ay=0. Alors il existe un kN (L<N)
tel que 'on ait ¢f=0. En mettant Uy="%(u,, -+, uy), on obtient

022%+a§'u,~+(N+l—j)azu,-_l-l-r?’zu,:o (j=0,1, ---N, jxPk)

dd”z” (N L R)auy el 1y =0,

ot u_,=0. Comme ¢¥=0 (j3k), on a immédiatement u;(0)=0 (52 k). Donc il
existent p,€4 (j=k) telsque u;(z)=z;(2), ol 2;(0)=0 si u,;=0. Quand u,=0,
on pose p;=-oo. On voit facilement que p;=0 (=0, 1, ---, k—1) et

{+oo (a=0)
5= :
T lpstl (@x0) G=k4L o, N,

(5.4)

cz

(5.5)

avec u,=z"*#v, (p,€N). Donc on a pour v,

G.6) LT
dz

+(cort)z"+v,=0.

Si v,=0, on a Uy=0, ce qui nous montre que #=0 dans (/). Donc il faut
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5.7 corti=

pour que I’équation (I) admette au moins une solution.
En moyennant de vy, -+, vy, ON peut représenter (5.4) comme suit:

dvy

{v,:O (7=0, 1, -, k=1)

(5.8) dz

dv; . .
1cz2—d%’—+{09’+(ij+z'9’)z}vj+(N—|—1—J)av,~_1=O (J=k+1, .-, N).
Quant a lexistence de solution de (5.8), on obtient le

Lemma 5.2. La condition nécessaire et suffisante pour que (5.8) admette au
moins une solution est donnée par

cop+t¥=0, quand a=0
(5.9) { frrEr

cortei=0 et m=—1+(A—B)/ceN, quand a#0

Démonstration. Quand =0, on a immédiatement v;=0 (j#k) et v,=C,
(constante). Quand a+0, en notant que

(5.10) cor+stTis=s(c+B—A) (s=0,1, -, N—&k),

on voit quil faut meN, vu le Théoréme 3.2. La suffisance est aussi assurée par
le Théoréme 3.2. c.q.f.d.

Remarque: quand a=0, on a u,=C,z"* et u;=0 (j=k). Quand a0, on
obtient uy= -+ =us-1=0, u,=Cy2°% €t u,+;=C,0,2°¥+sPps(z) (05%0), P;(2) étant
un polynéme de degré j.

Ensuite on considére I’existence de solution formelle. On étudie premiérement
le cas ot @=0. On pose Uys1="(to, -+, uy), voit u;=0 (j3k, k-+1) et on obtient

cz —I—(a”“+r”“z)u,,=aC,,p,,z"k

(5.11) . du
cz® ””+(0£V++1‘ N 2) Uy =bC 02"k

Donc, si p,=0, on voit qu’il faut, vu le Théoréme 3.2,

N+1 N+1
T - T
F _eN et ——+*—=p,

[4
(.12) T+ 4
_ k+1 LR o N et _ lzc > p ‘)

pour que u, et u,.,; existent pour a, b arbitraires. En joignant (5.7) et (5.12),
on voit qu’il faut

(5.13) —i, —EEN
¢ c

en conséquence. Quand p,=0, c’est-a-dire 7§ =0, on peut voir facilement que
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Uy+s=0 (s=1, 2, --+), ce qui garantit I'existence de solution de (I). Pour le cas
ol p,x0, on peut démontrer la proposition suivante par la méthode d’induction
mathématique.

Proposition 5.1. Soit a«=0. Supposons que (5.7) et (5.13) se réalisent, alors
Uy(z) (p=1, 2, --+) est successivement déterminée par (5.2).

Remarque: posons Uy s="(u}*s, -, u¥1s), alors on voit que ui+’=-...=
ui*=0 et que uf}% est un polynéme de degré p,—75/c O<p<N—k—s).

Ensuite on étudie la convergence de la solution formelle obtenue en haut.
Comme un modéle, il suffirait de considérer le cas ou a=b=c=C,=p,=—A=B

Remaque: nous avons supposé que A=g, mais nous serions permi de sup-
poser que A=g, car le probléme de la convergence concerne seulement I’estima-
tion de la solution formelle.

En posant Uy.s=%40, -+, 0, uf*s, -, uftd) (s=1, 2, ---), on considére 'équa-
tion suivante:

(5.14) 2d_“5+;ts_“+{(s+1)_(s 22 upin=a( dﬁt* , dulityy
(B+t=N+s+1)

avec Uy=(0, -+, 0, 2,0, -+, 0) (z étant le (k+1)-iéme composant). En mettant

(5.15) u,mm:;é: Py ",

on obtient

(5.16) Psrﬂ-ééopsj.c"‘ji:of’s’lc-l (r<s+1),

ou Pl ,=0, si r>s+1 ou {+k>N+s+1.

Lemma 5.3. Il se réalise

(5.17) Pl oS p(s+1)

(5.18) Pl S e pra () peca(r+Dperio(s+1) - (t21).
Démonstration. Vu (4.25), I'inégalité (5.17) est facilement démontrée par la

méthode d’induction mathématique. L’inégalité (5.18) est aussi démontrée par
la méthode d’induction. Soit ¢=1, alors I'inégalité suivante doit étre démontrée:

(5.19) P, 1§{11(r)#r+1(3)+#0(”+1)[11»+1(5+1) .

En notant (4.24), (5.17) et P2,=1, on peut vérifier (5.19) pour »=0. Puis, sup-
posons que (5.19) se réalise pour »=0, 1, ---, p et 'inégalité suivante se réalies:



240 Akira Nakaoka

(5.20 TPLSpOMS)  =0,1 -, p),
alors on a

(5.21) ]_ZZ)OPS{é;tl(p-l-l)ppH(s),

car

3 PIE (D) p(S) i D) ptpa(5— D 1 01(5)

j=0

_—'/11(.1)),!1;0“(3)+[1p+1(5)=[11(17+1)#p+1(3) .
Donc on a

5.22) PEHSPEI+ 35 Phat ttpn(s+1)

éPs’,’TX‘F#l(p'i‘l)#pu(s)+,llp+1(5+1) ,
ce qui démontre

(5.23) Pszri,llé,uﬂp+1),up+2(3)+/lp+2(3 +2).
Ici on suppose que
(5.24) jz::ops]:t—1§#t—1(7+1)#t+r—1(3) ,

pour tout reN et pour t=1, 2, -, 7, et que

(5.25) S PLSplrtDpeds) =01, -, p)

et

(5.26) Fen, S ) peas($) Fpes P+ Dptrac(s+1). (r=0, 1, -+, p)
Alors, on a

.27 PRSP 3 Pl 3 Pl

SPIIHp(p+Dptesp(8) - a(p+2) prea p(8) -
Donc, en faisant la sommation de deux c6tés de (5.27) en s, on obtient
(5.28) PED S pe(p+ D) ptes pra () + -1 (P +2) pres pa(8)
P D e pia(O e i(p+2) pteipaa(s+1).
Ainsi, on obtient
(5.29) ié:st,réllr(p_i-l)ﬂr-}p(s)+/l:(p+1))a:+p+l(s)+ﬁr—1(p+2)[f!r+p+l(s)
Sp(p+Dptespra(8)Fpteaa(p+2) s paa(s)
=p(p+2) et paa(S),
ce qui démontre (5.18). c.q.f.d.

Maintenant, on est prét a démontrer la proposition suivante;
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Proposition 5.2. La solution formelle obtenue en haut converge dans un
voisinage de I'origine de C3.

Démonstration. D’apres (4.32) et (5.18), on a
(5‘30) sT+1‘ t§22r+2t+8 ,

ce qui garantit la convergence de la solution formelle. c.q.f.d.

Ensuite, on va aborder I’étude du cas ou ax0. Dans ce cas, il s’entend
facilement que (5.13) est aussi nécessaire pour I’existence de solution formelle.
Au fait, (5.13) est suffisant pour avoir une solution formelle. Donc, il ne reste
qu’a étudier se convergence. 1l suffirait de considérer le mo éle suivant:

, dufiy*?

(5,31) 1z

+ {(s+1)—(@2s5+3)z} upits+!

s+1 d pis
=k D e LB ) w0,

2
(s,1=0,1, 2, -+, t-+e=N-+s+1)

avec Upyse=;(0---0, uf*s, -, u¥td) et UN,=2z(1+2z+---+2%) (¢t=0,1, -, N—a).
Sous les hypothéses (5.9) et (5.13), on peut avoir au fait une solution formelle,
et par le raisonnement presque méme que celui dans le cas ou a=0, peut
démontrer la convergence de la solution formelle. Résumons les résultats ob-
tenus en haut comme un théoréme :

Théoréme 5.1. Soit Axp (donc €=0). La condition nécessaire et suffisante
pour que ’équation (I) admette au moins une solution est

(1) il existe un (N, H)eNXN (E<N) tel que (N—R)A+kEp=1

2 (5.9) se réalise, si (N—k)A+kB=0

(3) (5.13) se réalise, si (N—k)A+kB+0.

Considérons le cas (/.2). Dans ce cas, on peut supposer que 3=0 sans perdre
la généralité. 11 faut qu’il existe un (N, k)eNXN (E<N) tel que dét Ay=0 et
o=—{(N—Rk)A+ kB}/ceN pour que I’équation (/) admette au moins une solution.

On se limite d’abord au cas suivant:

(I,2,A) A=B.

Alors, 1’équation suivante est a résoudre:

dU x
dz

cette équation admet une solution comme suit :

(5.32) cz

+ANUN=0.

(5.33) Ux=*%0, -+, 0, z°).
Remarque: quand p=0, I’équation (/) admet toujours une solution.

Quand p=0, on voit qu’il est nécessaire que
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(5.34) - % eN,
pour que Uyy; existe pour a, b quelconques. Au fait, cette condition (5.34) as-
sure lexistence de Upyyy. Il est de méme que U, (s=2, 3, -+-) sont déterminés
successivement par (5.2) sous la condition (5.34). La convergence de la solution
formelle est aussi démontrée de la maniére complétement pareille que pour la
démonstration du Théoréme 5.1.

Puis, on va étudier le cas suivant:

(1,2,B) AxB.

Dans ce cas, on note que I'on peut supposer que a=0. Il faut aussi qu’il existe
un (N, ©)eNxN tel que dét Ay=0 et —{(N—k)A+kB}/ceN. Dabord, on
prend le premier % tel que pz—{(N—k)A—I—kB}/ceN. On a alors Uy, une
solution de (5.3), de la forme de

(5.35) Uy=(0, -+, 0, 2¢, ufyy, -+, ulf).

Quand ul,,=0, compte tenu de 'existence de Uy, on obtient immédiatement

(5.36) A B R
C C

comme une condition nécessaire. Quand uf:,;%0, on voit d’abord qu’il est néces-
saire que —A/cEN pour l'existence de uf*!. Notons ici que uf,=z" (p'=
—{(N—k—1A+(E+1)B} /c=p+(A—B)/c=p—B/c), quand uf,;=0. Ensuite
ulyt doit satisfaire a

, dupiy!

dz

Or, on voit qu'il faut qu'on ait —B/ceN pour I'existence de uf%'. Prenons le
dernier % tel que p:—{(N—/e)A-I—kB}/ceN. Alors, pour ce k, on peut avoir

(6.37) cz

1 ) .
+{W —(cp—B)z}uﬁﬁ‘:bsz+ap’zP .

(5.38) Uy=40, -, 0, z¢, 0---0).

Sous la condition (5.36), on peut démontrer Uy4s(s=1, 2, ---) successivement, et
aussi démontrer la convergence de la solution formelle, c’est-a-dire on a le

Théoréme 5.2. Dans le cas (I,2), la condition nécessaire et suffisante pour que
Uéquation (I) admette au moins une solution est donnée par

(1) il existe un NEN tel que A(=p)=1/N

Q) il existe un kN (E<N) tel que —{(N—k)A+EB} /ceN

3) il se réalise (5.36), si (N—k)A+kB=0.

On étudie le cas (I.3). Par le Lemme 5.1, il faut qu'il existe un NEN tel
quon ait A=N-! pour l’existence de solution de (). D’aprés (5.3), on voit que
n¥(0)= - =uf_,(0)=0, oo Uy=(u¥, ---, u¥), donc on a

(5.39) u¥=z%;, (=0,1, -, N) (p;€N (i(#N) et pyeN),

ol on suppose que v;(0)=0, quand u¥==0. En substituant z°7v; a u% (j=0,1,---, N)
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dans (5.3), on obtient

cz Cfi’:’ +(cpo+NA),=0
(5.40) d
cz"i+? d’;‘ +{je+(N—j+Daztz’i-1w;_ + {co;+(N—7) A+ 7B} 2%i*1v;=0.

Il est facile de voir qu’il faut qu’il existe un jeN (=EN) tel que —{N—/)A+
7B} /ceN pour Iexistence de solution de (5.40). Soit j, le premier nombre dans
N tel que p,,=—{(N—jo)A+joB}/ceN. Alors, on voit que vo= - =v,,_,=0 et
v;,=Cj, (constante).

Lemme 5.4. Soient a=0 et j,>N, alors la condition nécessaire et suffisante
pour que (5.40) admette une solution avec u;>0 set

(5.41) (B—A)/c*x1 et p;;=N—j,.
Démonstration. Nécessité : de (5.40), on a pour vj4,
6.42) et L L (G )2 C b {psgra— sy (B A)/€) 2508100010,

Supposons que (B—A)/c=1. En tenant compte de C; >0 et v;4,(0)=0, on voit
que p;,= 054112, si pje1—ps,+1=0, et que pj+1—p0;,+1=0, si pj +1—p;,+10,
ce qui est une contradiction. Ensuite, de (5.40), on voit facilement que

(5.43) {PJ’ZPJ‘+1+1’ st co;+(N—7)A+jB=0

' 0;Zpsi+2, is cp;A(IN—DA+B=0.  (7=jo)

Donc, on obtient

(5.44) i =N—Jo.
Suffisance: en prenant pj4s-1=pj+s+1 (s=1, 2, -, N—j,), on peut avoir une
solution constante: tous les v; +s=constante. c.q.f.d.

Lemma 5.5. Supposons que a=0 et j,>N, alors la condition nécessaire et
suffisante pour que (5.40) admette une solution avec u; >0 est

(5.45) (A—=B)/c+1xq/p (p=1,2, -, N, ¢=0,1, -, p) et p;;=N—J,.

Démonstration. Nécessité : on obtient pour v; 4

(5.46) 2ot QU (Gt e H(N— e} 24,
+e{pjpri—pi,H(B—A)/ct 2%+, =0,
et
(5'47) {Aofo:pjo+1+lr S.i Pjo+1-Pjo+(B—A)/C¢O
05, Z P12, si Pigt1— P4, (B—A)/c=0.

On voit aussi que (5.40) n’admet pas de solution, si (A—B)/c+1=0. Supposons
que (A—B)/c+1=q/p pour un certain p (1Sp=<N) et un ¢ (1=¢=p), alors il se
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fait ;41— pj,+(B—A)/cx0. Donc, on a Pi,=psn+1 et

(5.48) Pigtr-1=Pjeretl  (R=1,2, -, p—1),

en général. Alors, chaque v, (B=1,2, -, p—1) est déterminé comme un
polynéme de degré k et v,,, doit satisfaire a

d . .
(5.49) czpfo“P”—l;L“;—” H{Got+ple+(N—jo—p+1)az} 2050+ 10, 45,

+c(pio+P_Pjo+p_q)zpj°+p+lvfu+11:0 .
Si pj+p—pj+p—g=0, alors c’est en contradiction avec I'inégalité p;,= 0.4+ p-
Si pjptp—Ps+Pp—q=0, on a alors, pjoip-1=pj+p+1. Alors, (5.49) se raméne a

d . .
(5.50) cz—-’j;;i+ {(Got p)e+(N—Fo— p+1) @2} V)04 p-1 = CqU;50p-

Il faut que la condition de compatibilité soit satisfaite :
. d\e. ., . .
.51 (52) TGt D+ (N=jo—p+1)az} vjp15-10)=0,

pour que (5.50) admette une solution, mais la condition (5.51) nous apporte C;,=0,
ce qui est une contradiction. c.q.f.d.

Remarque: si —NB/ceN I'équation (5.40) admet une [solution telle que
vo= - =vy_,=0, vy=constante.

On étudie encore le cas ou a=0. D’apres le Lemme 5.4, on peut avoir une
solution constante de (5.40), si (5.41) est satisfait. Ici, on suppose que j,=0 et

po=N pour fixer les idées. De plus, on suppose que Uy=(z", 2V, .-, 1).
Comme on le voit, la condition suivante
B = B
(5.52) S L S
c c c c

est necessaire et suffisante pour que Uyys (s=1, 2, ---) existent.

Remarque: on voit que —NB/ceN en conséquence. Donc, on peut voir
que Uxy=(0, ---, 0, 1) est aussi une solution de (5.40). Cependent, si Bx0, la
condition (5.52) ne se simplifie pas pour cette solution apparement si simple.
Quand B=0, on peut avoir facilement une solution de (/).

Pour le cas ou a#0 et B#0, on a la condition nécessaire et suffisante qui
garantit I’existence de Uy4s(s=1, 2, ---) comme suit:

(5.53) —i, B —%3—%+1.

Remarque: si B=0, on peut avoir aussi une solution de (J).

En répétant presque le méme raisonnement que celui pour la démonstration
des Théoréme 5.1 et Théoréme 5.2, on peut démontrer le
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Théoréme 5.3. Dans le cas (I.3) avec B=0, la condition nécessaire et suffisante
pour que léquation (I) admette au moins une solution est donnée par

(1) #l existe un NEN tel que 1(={J)=%

p B —%z——é (a=0)
@ -2 PN a

c c B A

—Z 2241 (ax0).
4 c

6. Cas de trois variables II. Dans ce paragraphe, on se propose d’étudier
le probléme suivant pour I’équation (II) donnée au paragraphe 5:

Probléme: chercher la condition pour que équation (II) admette au moins
une solution pour p, q, ¥, s, a et b quelsconques.

Il est facile de voir que la condition A-'(=k)EN et nécessaire pour |'existence
de solution, donc on considére

6.1) {Alx, »)—(px+gy)ztu+{Bx, y)—(rx+sy)ztu,+{z—(ax+by)ztu,=ku

au lieu de (/I). Em prenant la solution formelle suivante:

6.2) u~Ju™(x, y)z",
on obtient
(6.3) Alx, ui+B(x, yuj+n{l—(ax+by)u"

=(px+gy)ul+rx+syuj ' +ku  (n=0, 1,2, )

avec u-'=0. On peut supposer que a=1 et b=0 sans perdre la généralité, par
un changement de variables s’il est nécessaire. On voit facilement que u’=---
=u**=0. Pour u* on a

(6.4) A(x, y)ut+B(x, y)ut=kxu*.

Il est nécessaire que I’éqation (6.4) admette une solution pour 'existence de
solution de (6.1). Ici, la situation se divise aux deux cas suivants:

Cas I. Ax, v)=0 (x) et B(x, y)=0 (x), cest-a-dire Alx, y)=x(ax+BY)
et B(x, y)=x(x+0y).
Cas II. A(x, y)£0 (x) ou B(x, y)=0 (x).

D’abord, on étudie le cas /. On commence par le

Lemme 6.1. Supposons que B0 ou a0, alors on peut suposer que y=0 par
un changement de variables.

Démonstration. Prenons le changement de variables suivant:
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B=x

n=cx+dy (d+0)

{=z,
alors, quand on représente (6.2) en nouvaux variables (¢, 7, {), le coefficient de u,,
se fait {—pBc?*/a+(a—0)c+dy}&*+ . Donc, si 80, on peut choisir ¢ tel que

—Bc/a+(a—d)c+dy=0, et si f=0 et axd, on peut choisir ¢ tel que (@—d)c
+dy=0, ce qui démontre le lemme. c.q.f.d

Puis, considérons le cas ou =0 et a=d. Pour ce cas, on obtient le

Lemme 6.2. Soit 8=0 et a=0d, alors il est nécessaire que y=0 pour que
l'équation (6.4) admette une solution.

Démonstration. On note que 1’équation (6.4) se fait
axub+(yx+ay)ut="ku*
dans ce cas. On voit facilement qu’il faut a=*%// avec un certain /€N pour
I’existence de u*. Donc, il suffit d’étudier "équation suivante:
xub+Urx+y)ut=lut.
On suppose ici que 70, alors on a u*=C,x" (C,=0). Supposons que C,=1, ce
qui ne fait perdre aucunement généralité, alors on obtient de (6.3)

k+1
kxz_dﬂ_

HUH{L— (D x}ubt Hy xtubtt=lpxt
dukt

2
kx dx

+ {{—(k+I—F)x}ut 42y xPubt =lgxt?

x2 du‘l;+1

dx
ot u**'=3uk*(x)y’. Donc on a r(uf)=2+r7(uft) (=2, 3, ---) par le Lemme
4.6, ce qui nous montre que ui*'=0 (j=2, 3, ---). Ensuite, on voit que uk+! existe
comme un polynéme de degré [—1+//k si et seulement si //k=N. Donc, on
obtient pour uf*!

k =R+ — R X}t G4+ Diyxtubti=0  (G=2, 3, --)

dutt!
kx® dx +{l=(e+Dx} ub*'=Piirris,
Pii1s1/x étant un polyndme de degré /+1-4!/k. Mais, cette équation n’a aucune
solution holomorphe. c.q.f.d.

Théoréme 6.1. Soit f=0 et a=4, alors la condition nécessaire et suffisante
pour que ['équation (6.4) admette au moins une solution est que:

(1) 7l existe un €N tel que a=d0=Fk/| et de plus k/l(=m)EN
@ r=0.

Démonstration. La nécessité est déja démontrée. On va démontrer la



Equations du premier ordre 247

suffisance. On suppose que u*=y'. En prenant u*+'=3 u%*(x)y*, on obtient
ubtl= ... =ykt1=0 et

, dubt!
T L= e 1= (= Da) 2Juft=rix
(6.5) v
axt Z 1= (k+1—la)x]utto=sl.

De plus, on voit que uffi=0 (=1, 2, ---). Donc, u**! existe comme un polynéme
en (x, y):

(6.6) utl=qn+Dytt-dmdyt,

ol <> (JEN) représente un polyndéme de degré j. On voit que u*+ (=2, 3, ---)
sont déterminés successivement et que u**/ (=2, 3, ---) sont de la forme suivante :

) J- o
©6.7) utti—= ig:on J— iyt

Pour vérifier la convergence de la solution formelle obtenue en haut, il suffit de
prendre, comme un modéle, I'équation suivante:

6.8)  x(x—eyuitxyul+{j—G+Dxtw=x+ywi +ui™ (G=1,2, ),
avec u°=y a la place de (6.3). D’aprés (6.8), u’ se fait comme sut:

j )
(6.9 ui= EOPj,m-i(x)y‘,
P; j+1-:(x) étant un polyndme de degré j4+1—i. En posant

Jj+1-1 1
(6.10) Pj jii-i(x)= hz=:0 Plyax®,
avec P ,=1, P, (x)=1+4x et P, ,(x)=1+x+x% D’aprés (6.10), on obtient
h

(6.11) Pllisi-i= 2 (Pl joia PPl it Pl goin)
ot P{;=0 (i<0 ou ¢t>;+1 ou ¢>i). Alors, on obtient

(6.12) Pjt,iézﬂi(t)#i-u(j_l) +2/1i—1(t+1)/1i+t(].) ,

par le raisonnement presque pareil que celui pour démontrer le Lemme 5.3, ce
qui garantit la convergence de la solution formelle. c.q.f.d.

On revient au cas ot B30 ou a3d. On suppose naturellement que 7=0,
donc I’équation (6.4) se fait

(6.13) (ax+By)ut+oyut=rku*.
Il est facile de voir qu’il faut exiter un LeN et un /(EL)=N tels que
(6.14) a(L—N+ol=k,

pour que I’équation (6.13) admette une solution. Ici on se limite au cas ou a=0.
Supposons que B0, alors la solution de (6.13) est donnée par
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(6.15) ut=3 art
ou a4 (1=1,2, L—10), si lxL. On peut supposer que a,=1 sans perdre la
généralité. En posant wk=3uk*(x)y?, on obtient ukt'=-.- =uki=0 et
ax® du, L [1—{k+1—(—1)0} xJubtl=rixt"t*  ([30)
(6.16) du{;*
ax? ix +{1—(k+Dx}ubt*=(pL+a,r)xE. (=0)

Donc, on voit qu’il est nécessaire que

{(1+5)/aEN (I=0)
1/aeN (I=0)

6.17)

pour l’existence de u**!. Ensuite, on a

k+
X d;‘; 1= (k1= x} ub =L —I1+1+8)/a>  (Ix0)
(6.18)
dullz+1
ax* ER— {1 (k1= 0)x} ut=( L+ /a0, (=0)

ce qui nous montre qu’il faut —d/aN pour I'existence de u**'. De plus, on
voit que chaque u%*' est successivement déterminé de (6.3), si —d/acN. En
particulier, on a

2 du,it-]f X k1 duLH 1 :
ou ufti=<(L—I+(1—jo)/a> (j=-1,0, 1,2, ---). Onremarque qu'on peut supposer
que B soit positif et aussi petit qu’on voudra, par un changement de variables.

Lemma 6.3. Soit I3 L, alors on peut supposer dans (6.15) que a4y, ==+, az>0
sous la condition:

1/aeN, —d/acN ea §>0.
Démonstration. Evident. c.q.f.d

Par le Lemme 6.3, en prenant p, g, 7, s positifs et assez grands et B assez
petit, on peut supposer que tous les coefficients de uf*', ---, uf' sont positifs.
De plus, on voit que la signature de tous les coefficients de uft; (=1, 2, --)
est positive, si j est pair, et négative, si j est impair.

Posons ici

ptmi

(6.20) uith="3 P;xt,

=0
ott p=L—[+(1—0)/a et m=—0d/a. Il suffit de considérer le cas ot B=1. D’aprés
(6.21) |Pist pemien | Z{o+mG+D}HPj .

D’autre part, on obtient, d’aprés (6.19) également
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(6.22) |Pj1lZ(o+m)| Pyl
donc on a
]
(6.23) [Pji1, prmien | 2 {p+m(G+D} !il;[l(p‘l'mi) ,

ce qui nous montre la divergence de > uf*'yt,

Proposition 6.1. Considérons le cas I avec y=0. II est nécessaire que B=0
pour que 'équation (6.1) admette une solution pour p, q, v, s arbitraires.

Il ne reste a considérer que le cas ou f=y=0 et a>d. Dans ce cas, la solu-
tion de (6.13) est donnée par xZ~'y!. On divise son étude en deux cas suivants:
(1) le cas ou =0
(2) le cas ou [=0.
On considére le cas (1) d’abord. En prenant u**'=3uf*'y? on voit que
ub*1=0 (=2, 3, ---) et on obtient
du§+l
-2
axt =
. duk+!
dx

od a=Fk/L. Donc on a la condition nécessaire pour l'existence de solution de
u**! comme suit:

+{l—(k+Dx}ubt=pLx*
(6.24)

ax +[1—{(k+1)—08} x ubtt=qgLxL™*,

(6.25) 1/acN et (1—0)/asZ avec (1—d)/a=—1.

On voit que la solution formelle existe sous la condition (6.25) et, de plus, on
peut démontrer la convergence.

Ensuite, on considére le cas (2). Dans ce cas, on obtient la condition néces-
saire suivante:

(6.26) 1/aeN, (1+40)/acsN et (1—0d)/acsZ avec (1—0)/a<—1,

pour lexistence de solution formelle dont on peut démontrer la convergence
également.

Théoréme 6.2. Considérons le cas I avec B=y=0 et a=d (a=0). La condi-
tion nécessaive et suffisante pour que 'équation (6.1) admette une solution quels que
sotent p, q, ¥, S est que

(1) 4l existe uu LeN et un [eN (L) tels que a(L—0)+dl=F
2) 1/aesN et 1—0)/acsZ avec (1—0)/a=—1
3) (1+d)/aecN, si a=k/L.

La démonstration du Théoréme 6.2 est accomplie par la maniére complétement
pareille que celle du Théoréme 6.1.

Remarque: le cas ol @=0 est un problém prochain.
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On va étudier maintenant le cas IJ. Dens ce cas, I’équation (6.4) doit étre
“triangularizable” (voir [5]) pour qu’elle admette une solution. Donc on suppose
que

Alx, y)=Ax*+A;xy+ A, p°
(6.30)

B(x, y)=Bixy+B,y*.

Soit v¥ la partie homogéne de degré N de la solution de (6.4), alors chaque
vV doit satisfaire a

(6.31) (Agx?+ Aixy+ Asy¥ +(Bixy+ B.yHvl = kxoV . (N=1, 2, --)

Remarque: on obtient »°=0.

N o
En posant v¥= iZ_Jﬂv?’xN”y*, on a

63 B AN-DAcHB—Hol+ S (NF1-DA+G— DB vl

=0
N+2
+ igé (N+2—10) A =0,

avec v¥,=v¥,=0. En introduisant les notations suivantes:

a¥=(N—i)Ay+iB,—k (0<i=N)
BY=(N+1-)A,+G—1)B, (1<i<N+1)
rY=(N+2—10)A, (2=i=N-+1),
on obtient
(6.33) QyV =0,
Vy étant (¥, -, v¥) et 25 une (N+2)X(N-+1) matrice definie par
af 0
oY
Qy Tglv.‘ _...‘..ax
0 e

Proposition 6.2. La condition nécessaire et suffisante pour que I'équation (6.4)
admette une solution est qu’il existe un NEN tel que rank Qy=N.

Démonstration. Evident. c.q.f.d.
Comme on le voit immédiatement, il faut que
(6.34) al=0

pour certain /eN (/<N) pour que rankQy=<N. A son grand regret, on se
limite son étude seulement aux cas suivants:
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(I1,1) le cas ou Ay=B,
(I1,2) le cas ou A,=0 et A,>=0.

D’abord, on prend le cas (/I,1). Dans ce cas, on a A,=B,=Fk/N de (6.34).
De plus, on voit qu’il faut 3¥=0 pour certain ; (1={=<N-1) pour que rank 2y=N.
S’il y existe au moins deux i et j (i¥j) tels que BY¥Y=pBY=0, il se fait B5=0
(m=1, 2, -+, N+1), c’est-a-dire A,=B,=0. Donc, on divise la situation aux deux
cas suivants:

(II,1,A) A,=B,=0
(IL1,B) A;=0 ou B,x0.

Considérons le cas (I1,1,A4). Dans ce cas, on suppose que A,>0, parce que
I’on considére le cas ou A=0 (x) ou B=0 (x). On obtient u*=7y¥ et en posant
ulz+1:EuItg+1yi’ on a

{on dZ” L [1— (k41— (N—1)Bi} x]ult =1

duky.

639 3 AT 0 et NBY =0
L‘lo N+J +[1—{k+1—(N+1)B,} xJubfi;+ A,

du’fsﬂj-z
dx
(]:1’ 2» )

Donc il faut 1/4,€N pour l'existence de u**!, car A,=B;+k/N. Quand
1/A,=N, on obtient u4!;=<1/A,+1> et u%*=<1/A,>. Ensuite, on voit qu’il
faut 1/A,—1€N et 1/A,—1=1/A, pour 'existence de u%.,, mais ¢’est impossible.
Donc la solution n’existe pas dans le cas (I1,1,A) avec A,=0.

Prenons le cas (I1,1,B). Dans ce cas, on obtient

=0.

e

At L L (e 1 (VDB =D
A duN 1 1—NB KA dufl, Bkl —
(6.36) ox? d +[1—{k+ NB} xJuff'+Ax dx +(N—1)B.uf2,=<0>
du¥. . dulfi,. dulfi;_
onz—dl;i’——}—[l—{k-i—l—(N—i-])Bl} xJuki A+ A g;’ LA, 5;' 2
+(N+j—1)Bult;o1=0.  (=1,2, )
Si I'on” choisit p, g, » et s proprement, on peut supposer que
k1
Ald—zt;vi]“l‘+(N+]_l)BzuN+] 1+Azdu5—;]_2$0
pour assez grand j tel que 1/A4,—;5<0. Alors, u%; ne peut pas étre holomorphe,
méme si ukl,_, (=0, 1, -, 7) sont holomorphes. Donc on voit que !’équation

(6.1) n’admet aucune solution dans le cas (II,1).

On va étudier le cas (I1,2). Dans ce cas, on peut supposer que a) seule
s’annule sans perdre la généralité. Pour que u**! existe, 87 doit s’annuler pour
un certain j (il n’y a qu'un 7 comm tel). Soit ¥ =0, alors on a
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(6.37) uF=(NYHN—=1>y+ - HN—F+ 1yt
On divise ici la situation aux deux cas suivants:

(I1,2,A) le cas ou j=1
(I1,2,B) le cas ou j#1.

Prenons, d’abord, le cas (I[,2,A). Dans ce cas, on voit que A,=0 et en
posant u**'=3 u%*'y% on obtient

2du§+1 k+1 —
Aox® =+ {l—(k+Dxbuf=<N>
k+1
(6.38) Aox* d;‘; +{l—=(k+1—B)xlui''==(N—-1)
2du§+l ] k+1 ; k1
Agx i +{1—(k+1—7B)x} ut* '+ —1)Bukti=0.

Donc, pour l'existence de u**!, on voit qu’il faut
(6.39) 1/A,eN et —B,/A,eN.

On peut voir que la condition (6.39) est aussi nécessaire dans le cas (/1,2, B) pour
l'existence de u**'. De plus, on peut démontrer que chaque u%* (=0, I, --)
est successivement déterminé comme un polynéme de degré N-+(1—jB.)/A,
sous la condition (6.39), que 1'on prenne le cas (I],2,A) ou (I1,2,B).

La convergence de solution formelle est maintenant & considérer. On prend
le cas (II,2,4). On remarque que I’on peut supposer que tous les coefficients de
— B,u!** sont positifs par un choix convenable p et g. Alors, ceux de —B,u%*!
(j=2, 3, --) le sont aussi. Ensuite on obtient d’aprés (6.38),

(640) u?ii»C]‘le/Allj (C>O),

ce qui nous montre que u**' ne peut pas étre holomorphe.

Dans le cas (I1,2,B), on peut également démontrer que u**! ne peut pas étre
holomorphe par la maniére complétement pareille que dans le cas (I1,2,A).

En conclusion, je conjecture qu’il est nécessaire que A=0 (x) et B=0 (x)
pour que I'équation (6.1) avec b=0 admette au moins une solution quels que
soient p, q, 7, s.
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