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1. Introduction. D ans cet article, on considére l'existence de la  solution
holomorphe pour l'équation suivante :

(1.1) a,(x i, ••-, x n )au lax ,=u (n_>_2)
;=1

où tous les coefficients sont holom orphes et s'annullent à. l'origine de C n . Le
terme "solution holomorphe" ou simplement "solution" signifie partout dans cet
article "la solution holomorphe non-triviale".

Tout d'abord, on note que la condition nécessaire pour l'existence de solution
est facilem ent obtenue. A  l'ennoncer, on introduit une matrice

(1.2) ,A =a(ai, ••• , an)/a(xi, ••• x.)1 (0, ••• , 0)

Soient A , ••, 2 7, les valeurs propres de a lo rs  o n  v o it fac ilem en t q u 'il e s t
nécessaire pour l'existence de solution que la relation suivante est satisfait par
certain multi-indice (a 1,  • • ,  a.) e Sin, où N=NU {0} ,

(1.3)

M ais, co m m e o n  le  v o it fac ilem en t, (1.3) n'est pas suffisante en général. U n
contre-exemple est donné dans [4].

Par ailleurs, dans un certain cas, (1.3) donne la suffisance. Soit A  l'enveloppe
convexe de {A I ,  ••• , A1j. Introduissons une condition sur A :

(P) A130 (la condition de Poincaré).

Le théorème suivant est bien connu.

Théorème A. Sous la condition (P ) , (1.3) donne la suffisance pour l'équation
(1.1) à admettre au moins une solution.

La condition (P )  nous apporte

(1.4) —
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pour une certaine constante c> 0 , quand la est assez grand, ce qui perm et de
démontrer le théorème de la méthode de séries majorantes. Sans la condition
(P ), on rencontrera le problème du petit diviseur, ou encore les autres difficultés.
Cependant, de toute façon, le cas sans la condition (P )  sera A considérer. Ici on
se limite au cas où quelques-uns de {21, •-• , 2,,} sont nuls et les autres se situent
d'un côté d'une droite passant par l'origine, c'est-à-dire, par exemple, A i =  ••• =
4 = 0  et Â sO , i é tant l'enveloppe convexe de {2,+1, ••• A,.  au tres cas
seront fondamentalement lié au problème qu'on appelle l'approximation de Dio-
phantine.

Quand on étudie l'équation (1.1), la méthode de caractéristiques serait efficace ;
soient 0,(x 1, •••, x n , u )= c , (i= 1 , 2, •••, n ) les in tegra les de

d x ,  _  _  d x n  _  du
a ,  — an —1'

e t a lo rs  une  fonc tion  u(x j , ••• , x n ) satisfaisant A (1 .1 ) serait déterminée par
0(951, ••• 950=0, 0  étant une fonction arbitraire. M ais, je crois q t ' i l  est très
difficile de trouver une condition sur a„ •••, an  e t  0  pour que u(x i , ••• , x n )  se
trouve holomorphe. Donc, on prend la méthode du développement de Taylor.
A mon regret, je n'ai pu obtenir que des résultats pour les cas où n = 2  et n = 3 ,
et ce, pour ceux du type spéciale.

On donne ici le plan de cet article. Dans le paragraphe 2 ,  on transforme
l'équation (1.1) A la forme la plus convenable possible par un changement de varia-
bles. Dans le paragraphe 3, on étudie une certaine équation différentielle ordinaire,
ce qui est fondam entale dans cet article. On étudie le cas de deux variables
dans le pargraphe 4, et puis celui de trois variables dans les paragraphes 5  e t 6.

On remarque que le contenu, sauf celui des p a rg ra p h e  2 , 5  e t  6 ,  est déjà
énoncé dans [ 7 ] ,  mais sans démonstration. Ici on va donner la démonstration
complète. Et l'étude du cas de trois variables, je l'espère, ouvre une voie au
cas général.

2 .  Préliminaire I-Transformation d'équation. Il est bien connu que l'on
peut toujours supposer, sans perdre la généralité, que les fonctions ah  an
sont de la forme suivante :

{ai =2 ; x i -Fe j xp. i +A ; ( j = 1 ,  2 ,  • • • ,  n -1 )

a n = 2 .xn + A .,

o ù  A ; (j=1 , ••• , n ) s'annulent A l'origine avec un ordre _ 2 , e t  s i = 1  ou O . En
effet, il suffit de prendre la transformation linéaire

(2.2) t(xi, xn )=Pt(e i, •.., en)

telle que P - 1 A P  se réalise de la forme canonique de Jordan.
On suppose donc que Re 2., >0 (1=1, 2, ••• , p )  Re2 i < 0 • • • ,  q ) e t 2, + ,

=  • •• = 2„= 0. On considère le cas où les valeurs propres de i sont généralement
distribués dans ce paragraphe. On a alors le théorème suivant.

(1.5)

(2.1)
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Théorème 2 . 1 .  On peut supposer que

(2.3) A i(x i, ••• , x p ,  0 ,  • • • ,  0)=0 (i= p + 1 , n),

en prennant quelque changement de variables, s'il est nécessaire.

On prend le changement de variables suivant :

(2.4)
(i =1, 2 , • •. , p )

)2k=xk — f k (x J, ••• x 9 ) ( k =p +1 ,  •••, n),

où f k ( k =p +1 ,  • • ,  n )  étant holomorphe et s'annulant  à  l'origine, qui sont  à  être
déterminées. A v e c  c e s  n o u v e lle s  v a r ia b le s  (e, 7)) -= - (e„ •••, 721)+1, /2n),

l'opérateur a i a/ax ;  se transform e en

(2,5) aia/ae i+ (a k
—aiafk/aei)a/a22 h •

i=1 le=p+1 i=1

Donc, il suffit de déterminer f = ( f p , , , • • • ,  f n )  comme la solution de

(2.6) f( ). f  / f f 4 -  A f(— ))„ ,  a, k -  k +1 , k +i )),  . . „
i=1

(k — p + 1 , • • • , n , Ep+1
=

6 . + ,
= 0

) .

On va vérifie son existence de la méthode de séries majorantes. Pour le réaliser,
il nous faudra quelques lemmes.

Lemme 2 . 1 .  Dans l'expression (2.6), on peut ram placer s i , si e i t O ,  par e, un
nombre arbitraire.

Dém onstration. Par exemple, supposons que A i =  • • •  = 2 ,= 2  et que la cellule
associée de Jordan est donné par

2 . 1 . 0  - -

0 •. 2 _

alors il suffit d 'introduire les nouvelles variables  x , • • ,  x ;  par x 'i =s 8 - ix i  ( i =
1 ,  2 ,  « ,  s). c. q. f. d.

S o it  (x 1 , •••, x n)=(x i, •••,  x i , ,  Y i, ••• , y r) — (x , y). Soit A ,  l'enveloppe con-
vexe  de  {2„ ••-, 2} e t  c= d is  { 0 , A + }. On prend les séries majorantes de A ,(x , y)
comme suit :

m'ax1+1y1)2/11—(1x1+1y1)/p}

M( Ix1+1y1) 2/{1—(1x1+ 1y1)/p}

ou M , M ' p  et p  sont des nom bres positifs et x l - = E  x i ,  13
1 =  y i .i=1
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On considère ici l'équation auxilliaire suivante :

(2.7)
.{ M'(z+r0)2  t  dO cz =C O + M (z±r0 )2  

1—(z-Er0)1 p I dz 1—(z-FrO)1 p

avec M=/14//r. Q uant a l'existence de la solution de (2.7), on a

Lemme 2.2 . Quel que soit a dans C, l'équation (2.7) admet une solution 0(z)
holomorphe à l'origine satisfaisant à 0(0)=0 e t 0 1 (0) = a .  En plus, tout les co-
efficients, sauf 0(0), du développement de 0(z) sont positifs pour a convenablement
choisi.

Dém onstration. Posons 0(z)=z-FrO(z) e t  r=c/r, alors on a

(2.8) ( r z  M O ' 
1-01p ) dz

et l'équation (2.8) se transforme  à  l'équation pour 0 definie p a r 0=z0,

(2.9) Mz02 d0 M 0 8  
1— z/p) dz 1—zOlp

Comme on le voit facilement, l'équation (2.9)- admet une solution holomorphe 0(z)
telle que 0(0)=a' pour un nombre complexe a ' arbitraire . D e plus, tous les co-
efficients du développement de 0(z) sont positifs, si 0 (0 )> 0 . Vu que 0(0)=1+
r0'(0), on voit que la fonction 0(z) avec a '>1  est l'une  dem andée . c . q. f. d.

Mettons T(z)=r0 (z ) et soit
CC

(2.10) T(z)=- iz

son développem ent de Taylor. En posant

(2.11)

on a

(2.12)

v u  (2.7).

Lemme 2.3.
(a 1, ••• , an )  on a alors

M(z+T)2 dqf 
d

1+ )= Ico ,z ' ,1—(z+T)I p z .7=2

(i - 1 )14 . ;=a); ( j= 2, 3, ---),

Soit I a l !/a1! a„ !, o ù  a  é tan t  u n  multi-induce a =

P - 1
(2.13) E I al( p 2 ) ,

où /3,= (a 1, ••• , aH-1, a 1+ 2 ,  • •  •  ,  an).

Dém onstration. En effet, on a

P=1 P=1E a 0 ,0 C .= ,„ I Ca a i+ la i / ( a i+ 1 ) 5 _  I  a I 1,1 c. q. f. d.



(2.24) I /.-i(a)f.-i,a1 E(

Pour a= a(1 ) on a

(2.25)

± I f n , a 1 ) + I A n - i ( f ) .  I (1a1=2).

(1± E 12e)2C ,, ( 1) T 2 ,— 2
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Soit f(x i , ••• , x„) une fonction holomorphe et Efa,...a„xil ••• x ,̀1 n , ou simple-
m ent E f a x a son développement de Taylor. On introduit les notations suivantes ;

(2.14) f ( x  ;  i )=  E  f ax ",
I  a l= i

(2.15) A i(x i ,  • • •  ,  x p , • • - , f . ) = E A i ( f ) a i o (i=1, ••• , p)

OÙ f p , i ,  • • - ,  f i ,  étant fonctions holomorphes à l'origine, et

(2.16) i k ( a ) = (k=p+i, •••, n ) ,
1=1

o ù  a = ( a i ,  • • •  , a n ) est un m ulti-indice dans Sin. On a im m édiatem ent

(2.17) ,

vu que Re >0 (i=1, 2, ••• , p) e t  R e  < O .  E t ,  d e  (2.6), on obtient

(2.18) lin(a)f.,, I
P -
E aifm,Ai +1/1.(f).1 (Ice1 2),

p-i
où E a 1 f = 0 ,  s i j8i n'a pas de sens comme un multi-indice.

Tout d 'abord, on va étudier f „ ( x  ; 2 ) .  Rangeons les multi-indices de hauteur
2 lexicographiquem ent : a(1)= (2, 0 , «, 0), a(2)= (1, 1 , 0 , •, 0) etc. V u (2.17) et
(2.18), on obtient

(2.19) Ifn,a(i) I -5 I Am(f)a(l) I /c I a(1)I •

D 'au tre  part, il se  fa it, en  general, que

(2.20) I A h (f)n4 . 2C,,(/)2 (I al =2) ,

donc on a
b ,

(2.21) Ifn a (1) I
r ,  

M Y" 2 r
—  2

en  vertue d e  (2.12), o ù  b = - L .  De même, on a

(2.22) Ifn,a1_ -
2

2C,,V2 (I a I =2),

ce qui donne

(2.23) f  n ( x  ; 2 )< -
2

W2(x 1 + ••• +x,) 2 ,

Ensuite on va étudier fn - i (x  ; 2). D e (2.6), on a

p -1
c a r  E A 1(,)=0. Donc, de la méthode d'induction mathémotiques, on ob-i=i
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tient

(2.26) If n i . a 1 -
2  

(1_ 12C 2( p = s 1 2 c ) ,

o ù  6  étant pris assez petit te l que p < 1 .  Ce raisonnement nous ramène

Lemma 2.4. Il se réalise que

(2.27) f k (x ;2)<an - k  bT.
 2 1 x 12/2 (k = p + i, • • •  ,  n),

où a =-(1— 14 - 1 .

Dém onstration. Soit k=n —2. D e (2.6), on obtient

(2.28) 14 - 2(a)f. - 2..1 —6CE- 1 a i f . - 2, Pi + al)+  I A. - 2(f)al

et, en particulier pour a=a(1),

(2.29) 1/.-2(a(1))f.-2,,, Ifn-1,.(1) + I  A n-2(f )a 111 I •

D onc, vu que (2.12), (2.20) e t  (2.26), il se  fait

(2.30) fn -2 . a (1) ab 2 C .0 ) T 2 /2 .

Ici, supposons que

(2.31) f n -2 , a ( i )  
= a b ( l+ p + 0)q- 212 , (j=1 , 2, •••, m)

alors de (2.13), (2.20), (2.26) e t  (2.31), il se  fait

(2.32) f n - 2 ,  (rn+1) I a2b2C a (m+i)W2/
2

.

Pour k général, en considérant

(2.33) (a)fk, a I E ( Pg  a . ,  k, p,I +If k+i,a1) - Fa n - '1 A k (f ).1

au lieu  de (2.28), on peut avoir (2.27) par le m êm e raissonnement. c. q. f. d.

an - P - 1

Si l'on prend e > 0  assez petit, on peut supposer que 
2
< 1 .  A l o r s ,  o n

obtient

(2.34) f  k ( x  ;2 ) < M F 2 ( x 1 +  • • •  +x ) 2 ( k  =  p + i ,  • • ,  n) .

Compte tenu du

(2.35) (A k (f) —  A A i( f ) aaf
x

1: ) ( X  3) < 1_M (
(
1
1: 1

1
±
±

T.T.
(
(
1
1: 1

1
)
)
)
)2
/p  (1±W '( x  ))(x

on obtient

(2.36) fk(x ; 3) <an - P- 1 li1T3(x1+••• +x 9 )2/3

<b W 3 ( x i+- • • +x 9 )1( k = P + 1 ,  • • • ,  n ) ,

par le  m êm e raisonnem ent que celui pour f k (x ; 2). En répétant ce processus,
on obtient



Equations du premier ordre 227

(2.37) fk (x ;/ )< b ri(x i+ .-•  +xp) 5( k = p + 1 ,  • • • ,  n, jEN) ,

ce qui démontre Théorème 2.1.

Remarque : soient 2 ±  deux domaines divisées par une droite passant par
l'origine. Supposons que /LEZ', (i =1, ,  p), ( i = p + 1 ,  • • • ,  q) e t 2q -Ei= •••
= 2 „ = 0 . Alors on peut avoir le même résultat que celui du Théorème 2.1.

Ensuite on va faire A i  (i= 1, ••• , p )  s'annuler modulo xp+1, ••• , x ,, par le
changement de variables conservant l'origine défini par

(2.38) f
ei =0,(x i , ••• , xp) (i =1, 2, ••• , p)

(k = p + 1 , •-• , n).

Les fonctions 0 1 , ••• , Op holomorphes satisfaisant à a ( 0 1 , ••• , o p )/a(x i , •••,
l'origine doivent être déterminé par le système d'équations suivant.

(2.39) E (2 i x t +s i x i + i +71. i (x i , •••, xp))a0i /ax i •=2; sbi +6,4,; + ,i=i
(j= 1 , 2 , •••, p  et Op ,= -0 ) ,

OÙ 71i (Xi• , x p ) = A i (x,, •••, x i,, O•  0) (i=1, 2, ••• , p).
Quant à l'existence de 0=(0„ ••• , Op ), on a

Théorème 2 .2 .  Le système d'equations (2.39) admet toujours une solution 0 de
la forme de 0•=x ; +0 ;  ( j= 1 , 2, •••, p), où chaque 0 ;  est une fonction holomorphe

l'origine dont le développement de Taylor commence par les termes d'ordre

La démonstration du Théorème 2 .2 . est accomplié de la presque même, plutôt
facile, manière que celle de Théoème 2.1.

3 .  Preliminaire II—De quelque équation différentielle ordinaire à  singu-
la rité . Dans ce paragraphe, on considère l'équation suivante ;

(3.1) en÷1du/dz-i-(7+azm)u=f (z)'

où m E N , r (# 0 ), a E C , e t f (z ) est une fonction holomorphe à l'origine.
Tout d'abord, on remarque que l'équation générale

(3.2) zm'+'dul dz-Fa(z)u= f(z),

où a (z ) est holomorphe à l'origine avec a(0)#O , se ramène à (3.1) par un change-
ment de variables. En effet, on introduit une fonction gb(z) par

zm."0'(z) _  0 ( z ) m ÷ '
a(z) a0-Fa„,0(z)71'

00

où a(z)=E  a t zi. On voit facilement que 0(z) est déterminée comme une fonc-

tion holomorphe telle que 0 # 0 .  En introduissant la nouvelle variable $=0(z),
(3 .2 ) s 'ecrit comme (3.1).

(3.3)
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Ici, on se propose le

P roblèm e: chercher la condtion nécessaire et suff isante s u r  f ( z )  pour que
(3.1) admette une solution u(z) étant holomorphe à l'origine.

R em arque: la solution holomorphe de (3.1) est unique.

Supposons que r >0 p o ur la  s im p lic ité . A lo rs , o n  v o it qu e  la  so lu tio n  d e
(3.1) est donnée par

z
(3.4) u(z)=z-aer' ' . ç  t a - m- 'e - r im 'f (t )d t (z>0 ).

0

E n prennant le nouveau variable y(>0) :

(3.5) y =r(t -  m—z - nt)/m ,

on a

(3.6) e-(11-mzmyl7)-""nf(z(1-1-metyl7)-111n)dy.
Jo

-

Soit f (z )=  f n e  e t  c  le rayon de convergence, alors on a
rt = 0

Lemme 3 . 1 .  Il se réalise

(3.7) u(z) — ï' E Y f7 0 e ( 1  +711Zm  y I r) n  + a ) Indy (0 _ z < c ),

où la série est convergente absoluement et uniformément dans [0, c'] (O c '< c ).

Dém onstration. Il suffit de noter que z(1-kmzmy17) - 1 z. C .  q. f. d.

Etudions le problème en cas suivants :

I .  L e cas où a=0.
//. L e  c as  o ù  a 0  et, k i-a +  jm k 0  pour tout k  {0, 1, ••• , m-1} et tout

III. L e cas où ak0 et ko + a +  j o m=0 pour ko {0, 1, ••, m -1} et pour certain
.10 EST.

Tout d'abord, plaçons-nous dans le cas I. E n défin issant 0 k (Z) (k=1, 2,•, m )
par

(3.8) Ok(z)----zkY0 e - u(l+m ety/r) - k""dy,

Lemme 3.2. Il se réalise

(3.9) O k(z)=zk— kr'ek+.(z).

Dém onstration. D e l'integration par partie.

Le lemme suivant est aussi facile  à  démontrer.

c. q. f. d.

C O  Ç 00

77, = 0 0
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Lemme 3 .3 .  Il se  rélise

(3.10) k+ (z)=(—r)s(11[10a(k  ;0, .i)) 1 0 k(z)

_z
± r z k i sH  a(k  ; 0 , 1 ))  z u - 1 )

i=j-1

(k =1 , 2, • -• , ni , s = 2 ,  3, 4 -•),

où a(k  ;a, j ) =k - l - a +jm .

Dém onstration. C'est immédiat de (3.9).

Posons ici

229

c. q. f. d.

s-1
(3.11) u k (z )=Y E  f +8 ( - 7 P - 1 (  II0 - ( k  ; 0, 1 ) )  z '+ '" )ni (k =1, ••• ,

5=1 j=1 i= j-1

alors on a

Lemme 3 .4 .  Chaque u k (z ) est holomorphe à l'origine.

Dém onstration. Notons que

(3.12)
8 - 1

uk (z )— rE a(k  ' 0„  1)) - 1

s=1
fk+snii

J=1

j-2 —1
où c •= H  a(k  ; 0, i )  avec H a(k  ; 0 , i )= 1 . On voit facilement que

i=0 i-o

(3.13)
/8

(3 .13 ) ;  0, 1)) - 1 1 ( s  — 1 ) ! 1 .
j=0

D'autre part, on a pour

(3.14) H  (k ; 0, i) = (1-2) ! mi - 2 k f f  (1+k  /nu)i=0 i=1

k (

2

E  p- 1 )/m
( i - 2) ! m ' - 2 k e  P= 1 . 1  —2) ! V - 2 k (j-2)k lm ek on.

Donc, on a

(3.15) ±  ( _ r)s - 0 . ( k  ; 0 ;  i .) , k + ( i _ i ) .
i= 0

z !  7 1 1 3 -2 (i_ V e z I m/r ) j— i }

J=3

! m ' ( s  — 2)
kon.e kim, il +  121 . /7,8_1

ce qui nous montre, en vertue de (3.13), que le rayon de convergence de u k (z)
est plus grand que m,‘ /T c . c. q. f. d.

Or, de (3.7) il se réalise

(3.16) u(z)=1:±1-1;iof k +8 .( -7 . )' 41: 49. (k  ; 0, j ) )  1 1 0  ( z )+ u k (z ).
k=1



230 A k ira N ak aok a

On énonce, ici, la réponse au problème pour le cas I.

Théorème 3.1. Supposons que a = 0 .  La condition nécessaire et suffisante pour
que l'équations (3 .1 )  admette une solution holomorphe b  l'origine est

8-1 -1
(3.17) E  f k + .(— r) 3 ( l l  a(k  : 0, j ) )  = 0 (k = 1 , • • • , m ) .

8=0 i=0

Dém onstration. Suffisance : il est évident de (3.16). N écessité: soit u(z )=
CO

u n z n  une solution holomorphe de (3 .1 ) , alors on a
n=0

(3.18)
{

r u k = fk

a(k  ; 0, u )u k + .0 , --Fruk+(n+l)m=fk+(n+1)7n (k = 1, 2, ••• ,

Donc on a immédiatement

(3.19) rn+lu 11 i6(k  ;0 , B  f  k +.( - 7 1 1 - 1 a(k  ;0, 1))
i=0 i=0

D'autre part, on a, vu que (3.13)

-1
(3.20) li m  (ff cr(k : 0, j) )  riH 'u k +7 , 7,,=0 ,

j= 0

car u(z ) est holomorphe, ce qui démontre (3.17). c. q. f. d.

Ensuite, dans le cas I I ,  si l'on prend a(k  ; a , j )  a u  lie u  d e  a ( k  ;0 ,  j )  avec
k E {0, 1, •-•, M -1 } ,  le raisonnement complètement même que celui pour le cas I
est applicable. Dans le cas I I I ,  on voit que les fonctions 00 0 (z), •••, O k 0 + , 0 ,,,(z)
deviennent holomorphes pour (k o ,  j o )  tel que u(k o ; a, .7.0) = 0 .  Donc, il suffit de
prendre Ok o + 0 0 + 1 ,,,(z ) à  la place de  0 0 0 (z). O n  ré su m e  d es  ré su lta ts  d an s  le
théorème suivant:

Théorème 3.2. Plaçon-nous dans le cas II. La condition nécessaire et suffisante
pour que l'équation (3 .1 )  admette une solution holomorphe b  l'origine est

0 0  i 8 1 \ -1
(3.21) o- ( k ; a, j ) )  ( - 7 ) 5 f  k k ••• , m -1).

5 = 0  • =0

l'équation

(3.22) { -

Théorème 3.2. Dans le cas III, la condition nécessaire et suffisante pour que
(3 .1 ) admette une solution holomorphe b  l'origine est

r3-1-55i  -1
.)s. k o +,s+Jo +i) = 0  pour k o E  { 0 , 1 , • • - , m -1 }e tE I I  a(k o: a, M ( r  f

S=0
3

- -10+1.

lo E N  tels que a(k o ; a, j 0)=0 ,  pour les autres km {0, 1, ••• ,  m - 1 }, (3 .21).

4. Cas de deux variables. Dans ce paragraphe, on considère le cas où
n = 2 ,  c'est-à-dire l'équation suivante:

(4.1) (2x +a(x , y ))u  x ± b(x , y )u ,-=u  ,
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où a(x, y ) e t b(x, y ) s'annulent à  l'origine avec un ordre  2 .  C om pte tenu de
(1.3), il est nécessaire que

(4.2) 2-1EN,

pour l'existence de solution. Alors, il nous suffit de considérer

(4.3) (x ± a (x , Y))ux±b(x, y)u u =ku

la place de (4.1), où  k = 2 '.
Premièrement, on prend le cas très particulier suivant,

(4.4) (x±a(x, Y ))ux=ku.

Dans ce cas, par le changement de variables défini par

fe = x + a (x , y)

62=Y ,
l'équation (4.4) se ramène

(4.5) (x+xA (x, Y ))us=ku.

T h io rè m e  4 .1 . La condition nécessaire et suffisante pourjque l'équation (4.5)
admette au moins une solution est A(0, y)=0.

Dém onstration. Suffisance :  soit A (x, y )=xB (x, y ), alors

u ( x ,  y ) = 0 ( y ) x k e -
Lec, Y ) (1E 11(, y ) )  - 1  de

est une solution, 95(y) étant une fonction holomorphe.
Nécessité :  dans un voisinage assez petit de l'origine, on a

u s k ( 1)nA(0, y)n+H(x, y),
u x n=o

où H(x, y ) est holomorphe, ce qui nous donne

u(x, y)=G(x, y)xku+A ( '  2 1 ) ) - 1
 , (G(x, y ) : holomorphe).

D 'où, u(x, y ) ne saurait être holomorphe.

Ensuite on considère le cas où b(x, y) 0. Posons

c. q. f . d.

(4.6)
{a (x, y )= E ai (x, y)

b(x, y)= bi (x, y),
i= 2

i= 2

DO

CO

où a i  e t  bi  expriment les parties homogènes de degré i. En vertue de Théorème
2.1, on peut supposer que ai (x, 0)=b i (x, 0)=0 pour tout i. Dans cet article, je
n'ai étudié que les très particuliers—le cas où a = a , e t 6=6 2. On pose ici

(4.7)
fa,(x, y)=A1xy+A2Y 2

y)=B1xyi-B2y 2 .
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On obtient la condition nécessaire et suffisante pour l'existence de solution,
s i  A2 = 0 .  Autrement, il nous reste encore  à  é tud ier. O n y  rev iendra  à la fin de
paragraphe. On étudie le problèm e en cas suivants :

I. L e cas ou A 1 =0.
II. Le cas ou A1 40,B 2 =0.

///. Le cas ou A 1 B 2 4 0 , B 1 =-0.
IV . L e cas ou A i .13,132 0.

L e cas IV  est le plus important dans ce paragraphe.
D ans le cas I ,  on voit facilement que u(x, y)=.1c k  est une solution.
D ans le cas //, la solution u(x , y ), s i e lle  e x is te , p e u t ê tre  d iv isé e  p a r  x.

Posons ici

(4.8) u(x , y )=x 7n-v(x, y) (m E N  e t  v(0, y) 0),

alors, v(x , y ) doit satisfaire

(4.9) (x +A 1 x y (v x +B 1x y v ,=1(k -n i)-n iA 1 y }

Donc v (x , y ) peut être divisée par x ,  ce qui nous conduit à  une contradiction.
E nsu ite  on  va  aborder le  cas H L  C onsidérons la  so lu tion  fo rm elle  de  la

forme suivante :

(4.10) u(x , y )— Eu„(y )x n.

Les coefficients un(Y) (n ES) doivent être déterm iné par

(4.11) 132y2clunIdy±n(1+A 1y)u„-=kui, (ncN, u_ 1 =0).

Comme on le voit facilement, u k = 0  (n#  k ), e t pour n = k , on a

(4.12) /32yduk/dy+kAluk=-0.

Il e s t fa c ile  d e  v o ir  q u e  l'éq u a tio n  (4.12) admet une solution si et seulement si

Enfin, on se place dans le dernier cas. D ans ce cas, en prenant la solution
formelle donnée par (4.10), on a

(4.13) 130 2 clu n Id y =n ( l+A l Y)u n +B iy d u n _ ild y =k u . (n N, u_ 1 =0).

On voit facilement que u,-=0 (i=0, ••-, k - 1 )  et qu'il n'existe aucune solution, si
u k = 0 .  Pour u k ,  on obtient aussi l'équation (4.12), d o n c  i l  f a u t  —kA 1 /13'2 E N
pour l'existence de solution. En m ettant  o n  a

(4.14) (C k *0 ).

Lemme 4.1. Pour l'ex istence de la solution form elle, il est nécessaire et
suffisante que

(4.15) —242/B2EN.

Dém onstration. Necessité : d'après (4.13), on voit que u k + ,  doit satisfaire
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(4.16) B2y2duk+ildy±{11-(k+1)1101uk+1=—/BiCkyt.

D onc, vu Théorèm e 3 .2  et Théorèm e 3 .3 , i l  f a u t  q u e  —(k +1)AI/3 2 E N  et
— (k+1)A 1 lB 2 l  pour que u k + ,  existe, car /B i C k 0, ce qui montre (4.15).

Suffisance: soit m =— A 1 /132 e N ,  alors u k + i  existe com m e un polynôm e de
degré /1-m, plus concrètement on a

(4.17) uk+i(Y)=— /BiCky': e - t (1 1-B2yt)mdt.

Alors, on voit que u k -(3 )) (s e N ) sont déterminées successivement par (4.13) et
données par

(4.18) u k+s(Y)= i • - e - t gk +8-1(Y (1+ B 2 ytls) - 1 )(1 B 2 y t ls ) '" "d t
s 0

où gk+5-1(Y)=Yduk+,1(y)Idy. c. q. f. d.

Ensuite étudions la convergence de la solution formelle. Pour cela, il suffirait
de considérer le cas où B 2 =-1 e t  —B,C k /B 2 = 1 .  Par le Lemme 4.1 , on voit que
chaque u k + s (y ) est de la forme suivante ;

(4.19) uk+s(Y)=Y`InoPd+sY) (PZ+,

Lemme 4 . 2 .  Posons Qi+8=-P,45InP, alors il se réalise

{V k48+11 i Q14 ( ( ) _ _ _ r s 7 7 2 )
i=0

Dém onstration. De (4.18) e t (4 .1 9 ) ,  on obtient

(3.21) u k+ s+ I(Y )= Y IT  (1+1)Pk'+, E  P ! ( s + 1 ) - ( P+ 1 ) m (s+1,_,Cpy ."j=0 79=0

V u que / 4 - j _ / ( s - F 1 )  et 77,(8+1)-,Cp•p! fm (s + 1 )1 P , on a
ssn rn(s+1) - 1

(4.22) uk+ 8+ 1(y)< /E E  P i+ 0 '(7 1 y )P .
.1=0 p=0

Donc, par la substitution ,= m y ,  o n  obtirnt

m(9+1) m s  sn(s+1) - 7
(4.23) E  Qk'+s+172) </E E  Q i+ s )2 " - " ,

•,=0 ,=01 9 =0

ce qui démontre (4.20). c. q. f. d.

Ici, on introduit p 0 (s ) (q , s e -ST) défini par

(4.24) tt0(s)= 1 , p q (s )= (p,(0)=0, si q 0).

Le lemme suivant est facile  à  voir

Lemme 4 . 3 .  Il se réalise

(4.20)
Q lkni-V+il 1T Q

J -0
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(4.25) p i ( s - 1 ) = ( s ) ( j ,  s e N ) .

On a ensuite le

Lemme 4 .4 .  Il se réalise

(4.26) i i i (S  + 1 ) (10 - j - nt. )

(4.27) Q4s+i_ispni3(s+1) (m s _ jm ( s - F 1 ) ) •

Dém onstration. Premièrement, on va démontrer (4.26) par la méthode d'induc-
tion mathématique en s. Notons que

(4.28) (i=0, 1, •••, m )

(4.29) Q7k7+8++11 Qr+ss+i (i =1, 2, ••• , ni)

(4.30) Q2+3+1_/Q2+8 (s E N) .

Pour s= 1 , on voit facilement que (4.26) se réalise de (4.20) et (4 .2 9 ). Supposons
que (4.26) soit vérifié pour s _ t ,  alors on a

3
(4.31) Qi+t+1._/E pt(t) = lep l (t +1)

1= 0 i = 0

d e  (4 .2 5 ) . La démonstration de (4.27) est accomplie de la même façon.

Lemme 4 .5 .  Il se réalise

(4.32) ttp(s)=s+p-,Cp (p E N  s E  N) .

Dém onstration. Pour p= 0, il est évident. D 'a u tr e  p a r t ,  c o m p te  te n u  d e

tep+I(s)= p p(r), il suffit de vérifierr=i

(4.33) s + p C p + i—  
1

r+ p - iC p
r=

pour chaque  p. On peut le vérifier par la méthode d'induction mathématique
e n  s. c. q. f. d.

On est prêt à  démontrer le théorème suivant.

Théorème 4 .2 .  Dans le cas IV , la condition nécessaire et suffisante pour que
la solution existe est donnée par (4.15).

Dém onstration. Nécessité :  ce n 'est rien d 'autre que le Lem m e 4.1.
Suffisance :  il suffit de  dém ontrer la  convergence de la  solution form elle .

En vertue de Lemme 4 .3  et Lemme 4 .4 , on a

(4.34)

puis d'après Lemme 4 .5  on obtient



Equations du premier ordre 235

(4.35)

Donc on a

(4.36)

P li+ s+ i i s M i (n2.+1) sC m s •

uk+s+i(Y)<l s ( m y ) i  < ( 2 m + i l ) ' y z ni 9 (m y)'
J=0 J=0

et

(4.37)
u k + , 1 _ 1 ( y ) x k + s + 1 <(2m+qx)3(1—my)-

1 x l e d - l y l ,

ce qui nous montre que la solution formelle converge absoluement quand I xl+ ly1
assez petit. c. q. f. d.

Pour terminer ce paragraphe, on donne un résultat concernant le cas où
.24, O.

Théoèrme 4.3. Soit A 2 E 2 # 0 , alors l'équation

(4.38) (x + A 1 x y l-A 2 y 2 )u x + B 2 y 2 u ,= k u

n'admet aucune solution.

R em arque: quand B 2 = 0 , l'équation (4.38) admet une solution si et seule-
ment si A 1 = 0, vu que Théorème 4.1.

Or, soit f (y )  une fonction holomorphe à  l'origine. O n note r(f)= --p , si f (y )
=3 , Pf0 (y ) avec f 0 (0 )# 0 . Quand f =0, on note  7 (f )= -0 0 .

Lemme 4 .6 .  Soit 7 (f )= p , alors pour la solution u de (3.1) on a r(u).-=p.

Dém onstration. C'est évident.C .  q .  f .  d.

Pour l'équation (4.38), on prend aussi la solution form elle de la form e de
(4.10). Alors on obtient

(4.39) 132y2du1 d y+ {(n —  k)H-nAlyl un+(n+1)A2y 2 uf1 =O.

Donc on a

(4.40) r(uk+r+i)-2+7(uk+,+2)

ce qui nous donne

(4.41) r(uk-Fi) 2r ,

d'où u k  + 1 = 0 .  Ensuite on a u k  + 2 = 0 (s E N ). D onc  u k satisfait a

(4.42) B2y2dukIdy+kAiuk=0.

L'équation (4.42) admet une solution si et seulement si —kA 1 lB 2 ( = l ) E N ,  alors
u k =C k y l . Donc, u k -1 doit satisfaire

(4.43) y2duk_1ldy+{-1/13 2—(14-A1B2).Y} u,,_1= — kA 2CW /B2,

mais, compte tenu du résulttat du paragraphe 3 , l'équation (4.43) n'admet aucune
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solution, ce qui complète la démonstration du Théorème 4.3. c. q. f. d.

Si l'on se limite  à  l'équation

(4.44) (x+A1xyl-A2y2)us±(B1xy+B2y2)u,=ku, (A 2 #0)

la  solution n 'existe  pas, je  pense. M ais il n 'est pas forcém ent nécessaire pour
l'existence de solution que a(0, y )= 0  dans (4.3). En effet, l'équation suivante ;

(4.45) {x—xy +a (y 2 --3y 3 )} u.r + y 2 u y = u

admet la solution u=ay 3 --Iœxy.

5. Cas de trois variables I. D ans ce paragraphe et dans le prochain, on
considére le  cas de tro is variabes, parce qu'il se pourrait sem bler que le cas de
deux variables est trop particulier.

Soient 2, p  e t  t )  les valeur propres de  A .  O n  d iv is e  s o n  é tu d e  a u x  c a s
suivants :

C as  I. le cas où 2, p# 0 et
C as II. le  cas où 2#0 et p=u=0.

Suivant à  chaque cas, on considère réspectivement

( I )  {(2x4-63))+(Ax±ay)z} a.+ {tlY - F(13x+By)z}u,± Icz 2 —(ax±by)z} u z =u ,

et

{A (x , y) — (Px+437)z} u x -1-{B(x, y) — (rx i-sY )4 u ,+ {2 z— (a x±b Y )z }u „ --u .

Remarques: 1. on peut supposer que s= 0, s i 2 # p  dans (/).
2. A (x , y ) e t  B (x , y ) sont des formes quadratiques en (x , y).
3. on peut supposer que a=1, b=0 dans (//).

Dans ce paragraphe, on étudie seulement le cas  I .  L e  c a s  I I  est étudié
dans le  paragraphe suivant. Soit  l 'e n v e lo p p e  c o n v e x e  d e  12, p l. O n  im po se
l'hypothèse suivant à. À tout dans ce paragraphe :

et, de plus, on suppose que
Considérons la solution formelle u  d e  (I) à  la forme suivante :

(5.1) ek (z )x iyk  ,

alors, pour chaque NE N , on obtient

2   dU N d U N ,  (5.2) cz  + A N U N ± z A N U N = z B N  
d

-
zdz

o ù  UN = t (uô, •-• , 14§ )  av ec  U0 = 0, A N  e t  A N  é tan t les (N+1)x(N+1) matrices
données par
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-(71
0v 0

AN= N s  (Io

L
6 01 -

- 11
.
O -

N a  z-PiT

- 0a  z- N
N  -

, A N =

où 6 .1r=  N — j)2 d -jp -1  e t -c9r = (N — D A i-jE , e t  B N  la N x (N +1) matrice donnée
par

 

B N
=

 

On commence par le

Lemme 5 .1 .  Si l'équation suivante:

2   dU N  A  r A  ,(5.3) cz N -1 -Z tiN t.1  N -0dz

admet une solution U N S°, a lors il se  fa it dét AN =0.

D ém onstration . Il se réalise que M r(0 )=0 (k=0, 1, 2, •••), si dét A N =0.
c. q. f. d.

On divise ici son étude de la façon suivante:

(1.1) le  ca s où  ,1 ,a (6=0)
(I.2) le  ca s où  2 =p  e t  6=0
(I.3) le  ca s où  1 = p  e t  640,

e t on  se  lim ite  son  é tude  au  cas où  15= 0 .  Tout d'abord, on considère le cas
(1.1 ) .  Soit N N  un nombre tel que dét AN = 0 .  A lors il existe  un kEST (k N )
tel que l'on ait c d = 0 .  En mettant UN ='(uo, •••, UN), on obtient

cz2
d u i

 -1-efu .± (N +1— j)azu f _i +z-1,Yzui =0  (j=0 ,1 , ••• N , j#k )

cz +(N+1—k)auk_i+z-Pruk=0,du k  

dz

dz "

où u_ 1 = 0 .  Comme 6 .1' 4 0  ( j k), on a immédiatement u •(0)=0 ( jk  k ) .  Donc il
existent p i E J  ( j4 k )  telsque u i (z)=zPiv i (z ), où z ; (0)40  si u O. Q uand
on pose pi = 1 -0 0 . On voit facilement que p i= 0  ( j= 0 , 1 , ••• , k -1 )  et

f l - o o  (a=0)
(5.5)

1 P J-1 + 1 , (ak0) (j=k+1 ,•••, N ),

avec u k =e k v k (p k EN ). D onc on a pour vk

czPk+l
d v k

(5.6) +(cpk-Hr)zPkvk=0.dz

Si vk - 0 , on  a  UN =0 , ce qui nous montre que it E.-- 0  dans (I). Donc il faut

(5.4)

Pi=
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(5.7) c p k + e = 0

pour que l'équation (I) admette au moins une solution.
En moyennant de v,, ••• , vN , on peut représenter (5.4) comme suit:

v, (j=0, 1, • • • , k -1 )

dvk 
(5.8) d z  = 1 3

dv •

cz2
 lo a ;  + (c v,±(N-1-1— j)av,_,=0 (j= k + 1 , , N ).

\

Quant à  l'existence de solution de (5.8), on obtient le

Lemma 5.2. La condition nécessaire et suffisante pour que (5.8) admette au
moins une solution est donnée par

{

cp 0 + z r -- -0, quand a=0

cp k +z- r  -= 0  e t  m -= -1+ (A — B )IcE iti , quand a#0

Dém onstration. Quand a=0, on a im m édiatem ent v ,= 0  ( j # k )  e t  vk=Ck

(constante). Quand a#0 , en notant que

(5.10) cp0...8±7r+8=s(c+B—A) (s=0, 1, •••, N— k),

on voit qu'il faut mESI, vu le Théorème 3.2 . La suffisance est aussi assurée par
le Théorème 3.2. c. q. f. d.

Rem arque: quand a=0, on  a  u ,= C ,e k  e t  u,=0 ( j = k ) .  Quand a4 0 , on
obtient uo = •-• =u 0 _1 =0 , uk=C hek e t  uk+B=CkOsz P k-"Pms(z) (08#0), P 1 (z ) étant
un polynôme de degrè j.

Ensuite on considère l'existence de solution formelle. On étudie premièrement
le cas où a = 0 . On pose UN+i= t (uo, •••, UN ), voit u,=0 ( j# k ,  k + 1 ) et on obtient

du k  
ICZ 2+ ( o r1 + v e T + 1 z ) u k = a C k p k z P k

dz

cz2 
d u  k +

1 +(01++11 - Eviiv+÷i l z)u k + 1 =bC k  p k zP k .
dz

Donc, si p k 40, on voit qu'il faut, vu le Théorème 3.2,

,N + 1 N +1
, k Tk E S  et - pkc c

N +1 ,N +1,

k+1 ,k + 1   >et —pk,

pour que u ,  e t  uk+i
on voit qu'il faut

existent pour a, b arbitraires. En joignant (5.7) e t  (5.12),

(5.9)

(5.11)

(5.12)

(5.13)
A B
c  '

en conséquence. Quand p k = 0 , c'est-à-dire ri, ' =0, on peut voir facilement que
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UN-F8=0 (s=1, 2, •••), ce qui garantit l'existence de solution de (/). Pour le cas
OÛ p k O, on peut démontrer la proposition suivante par la méthode d'induction
mathématique.

Proposition 5 .1 .  Soit a = 0 .  Supposons que (5 .7 ) e t (5 .13) se réalisent, alors
Up (z) (p=1, 2, •••) est successivement déterminée par (5.2).

R em arque: posons UN +8=`(ui;', -•- , u n :) ,  a lo rs  o n  v o it  q u e  u lov±s= ••-• =
u 8 = 0  et que /te ,' est un  polynôm e de  degré  p k —rsp lc

Ensuite on étudie la convergence de la solution form elle obtenue en haut.
Comme un modèle, il suffirait de considérer le cas où a=b =c=C k =p k =— A =B
=2=p=1.

Remaque: nous avons supposé que 2 =p , mais nous serions p e rm i de sup-
poser que 2 =p , car le problème de la convergence concerne seulement l'estima-
tion de la solution formelle.

En posant UN ,=` ( 0 , •-• , 0, u r 8 , •-• , un )  ( s =1 ,  2, •••), o n  considére l'équa-
tion suivante:

d itiv++t ' duV tli)(5.14) z
,   d  

i t i v
e++18+1

{(s +1) (s +2)z} ukv+V+ 1 ,-±-  z(dz dz dz

(k -Ft_N -Fs+1)

avec U N = (0, •••, 0 , z, O, •••, (z  é tan t le  (k + 1 )-ièm e  com posant). En m ettant

(5.15) itiUs+1=z3i1 P,'+ 1 , z",
r=0

on obtient

(5.16) 1)1+1,t iPsi,t± oPs.),t-i (r5.s+1),

où Ps'± 1 , 1 =0 , s i r>s +1  ou t+k >N +s+1 .

Lemma 5 .3 . Il se réalise

(5.17) P8ri-1,0- 11,-(s + 1 )

(5.18) Pr+i, P t(r)P,-+ t(s)+/-it- (r +1)pr+t(s +1) (t a i.) .

Dém onstration. V u (4 .25 ), l'inégalité (5 .17) est facilem ent dém ontrée par la
m éthode d 'induction m athém atique. L 'inégalité  (5 .18 ) est aussi démontrée par
la méthode d'induction. Soit t= 1 ,  alors l'inégalité suivante doit être démontrée :

(5.19) P8T+1,i p i(r)ttr+ i(s)+ po(r+ 1)pr+ i(s+ 1).

E n  n o ta n t (4 .24), (5 .17) e t  P i°, 1 = 1 , on peut vérifier (5 .19) pour r = 0 .  Puis, sup-
posons que (5 .19) se réalise pour r= 0 , 1, ••• , p et l'inégalité suivante se ré a lie s :
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,--1 .
(5.20) E  P1,1-tti(r)pr(s) (r=0, 1, •••, p),

alors on a

(5.21) ± . /1 1(P +1),tip+I(s)

car

P j <  ( P )  ( s ) +  ( P ) (s - 1 )+p0 s , i = t t i  tip tti P p + i

= t t i( P ) P p + I ( S ) + P p + i( S ) =- P i ( P + 1)P p+I(S ).

Donc on a

(5.22) P8P+Vl<P81;i1+ E  P 1 +p p + 1 (s+1)
i=0

PsP,Ï 1 - 1- pi(P+1)tep+i(s)+rep+i(s+1),
ce qui démontre

(5.23) PsP++i 1 — pi(1)+1>p1,+2(s)+tep+2(s+2).

Ici on suppose que

(5.24) Psj t-i<Pe-10+1)pt+,--1(s),'

pour tout r ST e t pour t=1, 2, •••, r, et que

(5.25) (r=0, 1, ••• , p)
J=0

et

(5.26) Psr+1, (7 -)p r+s(s)+/-1 ,- ,(r+1)p ,+,(s+1)• (r=0, 1, •••, p)

Alors, on a

(5.27) Psi,,-1
.1=0 j=0

" Ps7:,4: 1 +p8(P+1),a,-+p(s)+,ttr_i(p+2)p8+p(s).

D onc, en faisant la som m ation de deux côtés de (5.27) e n  s ,  on obtient

(5.28) PsP+V8-1e,.•(P+1)p:+p+I(s)-Fp8-1(P+2)p..-•+p+1(s)

P + 1 )+ 7)+3.(s) - h1r_1(P+2)pr+p,i(s+1).

Ainsi, on obtient
21+1

(5.29) E Ps',, i1,(P+1)ttr+,(s)+ter(P+1)11,-+p+I(s)+pr-i(P+2u,"+,(s)
i=0

(p+1)ttr,-,-,i(s)+p,_i(p+2)te,+ , ( s )

=pr(p+2)p,+ 9 +1(s),

ce qui démontre (5.18). c. q. f. d.

M aintenant, on est prêt  à  démontrer la proposition suivante;
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Proposition 5.2. L a solution form elle obtenue en haut conv erge dans un
voisinage de l'origine de C2 .

Dém onstration. D 'ap res (4 .32 ) e t (5 .18), on a

(5.30) p sr+ i , t 22r-1-2t+s

ce qui garantit la convergence de la solution formelle. c. q. f. d.

Ensuite, on va aborder l'étude du cas où  a '0 .  D a n s  c e  c a s , il  s 'e n te n d
facilement que (5 .1 3 ) est aussi nécessaire pour l'existence de solution formelle.
Au fait, (5 .13) est suffisant pour avoir une solution formelle. Donc, il ne reste
qu'A étudier se convergence. Il suffirait de considérer le m o  è le  suivant :

(5,31)z 2  
d u n + 1  

 +{ (s+1)— (2s+3)z}unz-Hdz

= - K
i(s± 1 )  ,  d  ( u n ' l i  _,_„N+3)}  (K>0),
A 2 Uk+t-1 dz 2

( s ,  1 = 0 ,  1 , 2 , • • ,

avec UN+3=7(0 ••• 0, ••• , u§ -41 )  e t U r± t =z (1± z + ••• (t-=0,1, ••• , N— a).
Sous les hypothèses (5 .9 ) e t (5 .13 ), on peut avoir au fait une solution formelle,
e t par le  ra isonnem ent p resque  m êm e que  ce lu i dans le  cas où  a = 0 ,  peut
démontrer la convergence de la solution formelle. Résumons les résultats ob-
tenus en haut comme un théorème :

Théorème 5.1. Soit 2#/.2 (donc s=0). L a condition nécessaire et suf f isante
pour que l'équation (1) admette au moins une solution est

(1) il ex iste un (N , k )EN x -ST (k__ N) tel que (N— k)24-kp=1
(2) (5 .9 ) se réalise, si (N — k)A ±kB =0
(3) ( 5 .1 3 )  se réalise, si (N— k)A -FkB*0.

Considérons le cas (1.2). Dans ce cas, on peut supposer que [3= 0  sans perdre
la généralité. Il faut qu'il existe un (N , k )eN x 51  (k _N ) tel que d& A N =0  et
p = —  {(N— k)A+ k BI I c ES pour que l'équation (/) admette au moins une solution.

On se limite d'abord au cas suivant :

(/,2, A )  A =B .

Alors, l'équation suivante est a résoudre :

dU  N  cz +A NUN=0.dz
cette équation admet une solution comme suit :

(5.33) U N -= '(0 , ••, 0 , zP).

Rem arque: quand p =0 , l'équation (/ ) admet toujours une solution.

Quand p k 0 , on voit qu'il est nécessaire que

(5.32)
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(5.34)
A  —
C

G N
'

pour que U N+1 existe pour a, b quelconques. Au fait, cette condition (5 .34) as-
sure l'existence de U  Il est de même que U ,(s = 2 , 3, ••-) sont déterminés
successivement par (5.2) sous la condition (5.34). La convergence de la solution
formelle est aussi démontrée de la manière complètement pareille que pour la
démonstration du Théorème 5.1.

Puis, on va étudier le cas suivant :

(1,2,B) A B .

Dans ce cas, on note que l'on peut supposer que a = 0 .  Il faut aussi qu'il existe
un (N , k )E N x N  te l q u e  dét A N = 0  e t  — {(N—k)A1-kB} / c E N .  D'abord, on
prend  le  p rem ier k  te l q u e  p=— {(N — k )A ±kB } IcE N . On a alors U N , une
solution de (5.3), de la forme de

(5.35) UN=(0, ••• , 0, zP, u 1 , •-.,

Quand u r+ 1 = 0 ,  compte tenu de l'existence de U N+1, on obtient immédiatement
—

(5.36)
AB c N

Or, on voit qu'il faut qu'on ait — B/cEST pour l'existence de ur++,1. Prenons le
dernier k tel que p=— I (N — k)A-FkBI IcEN . Alors, pour ce k, on peut avoir

(5.38) UN=t(0, •••, 0, z9 , 0•••0).

Sous la condition (5.36), on peut démontrer U  N + ,(S=1 , 2, •••) successivement, et
aussi démontrer la convergence de la solution formelle, c'est-à-dire on a le

Théorème 5 . 2 .  Dans le cas (1,2), la condition nécessaire et suffisante pour que
l'équation (I) admette au moins une solution est donnée par

(1) il ex iste un N E N  tel que 2(=p)=11 N
(2) il ex iste un kEN (1? -. N ) tel que — {(N—k)A+kB1 /cEN
(3) il se réalise (5.36), s i (N— k)A4-kBO.

On étudie le cas (1.3). Par le Lemme 5 .1 , il faut qu'il existe un N E N  tel
qu 'on  a it 2=N - 1  pour l'existence de solution de (I). D'après (5.3), on voit que
n f(0 )= •••= /d r ' 1 (0)=0, où U N = (u 'ov , •••, u§), donc on a

(5.39) 7.07=z9iv1 (i =0, 1 , •••, N ) (i .7\r) e t  p N E S ),

C '

comme une condition nécessaire. Quand uf,v+ 1 # 0 ,  on voit d'abord qu'il est néces-
saire que —A/cEN pour l'existence de u p ' .  N otons ic i que  ur+ i =z P' (p'=
— -{(N— k —1)A+(k +1)B} I c= B ) I  p —  B  I  c ) ,  q u a n d  itA_1 =0. Ensuite
uni doit satisfaire à.

(5. 37) cz2 dur-E-P  + f  1(cp_B )z } uiv ++11=1)Pz e±aP/z P.•dz I N

où on suppose que z;,(0) 0, quand u O. En substituant .eiv i à u s"  (j=0,1,•-• ,N)



E quations du premier ordre 243

dans (5.3), on obtient

{

dvcz  d ;  +(c p 0 +N A )v 0 =0

czPi+2 _d _d v

; 1-{ j6+(N — j+1)az } z Pi-lv i _1 1-{cp ; +(N — j)A -FjB } z =O.

Il est facile de voir qu'il faut qu'il existe un j S ,1 (j_N ) te l que — {N— j)A+
jB lIcES T  pour l'existence de solution de (5 .4 0 ). Soit Jo  le premier nombre dans
N tel que pp 0 =— I(N— ./0)A -K t0B I/cEN. Alors, on voit que v o=  •-• =v,0 _1 =0 et
v• 0 = C 0 (constante).

Lemme 5 .4 .  Soient a = 0  et J O N, alors la condition nécessaire et suff isante
pour que (5.40) admette une solution avec it i 0 0  set

(5.41)( B — A ) / c 1  e t  p i o _N— J 0 .

Dém onstration. Nécessité: de (5.40), on a pour v10-1-1

(5.42) czP.10±1+2
dv10

d z  
+(j0+1)sz P 4C, 0 +c {,0 5

0 +1—  P l o +(B  —  A V  z P .70+1 +1v2 0 + 1 =0.

Supposons que (B — A )/c=1 . En tenant compte de C20 4 0  e t v2 0 + ,(0 )4 0 . on voit
que p fo _ .70 +1+2, s i p Jo +i —  p J o +1 =0 , et que p , o +i—p, o + i— o, si p, o +i —  P .70 + 1  0 ,
ce qui est une contradiction. Ensuite, de (5.40), on voit facilement que

si cp ; +(N — j)A -k jB 0

is cp,1-(N — PA -FjB =0. ( j _ j o )

Donc, on obtient

(5.44) P)0>=N—Jo.

Suffisance: en prenant p, 0+s-i=p, 0+s+1 (s=1, 2, ••-, N — ./. 0), on peut avoir une
solution constante: tous les  v 0 + 3 -=constante. c. q. f. d.

Lemma 5 .5 .  Supposons que a40  et J O N, alors la condition nécessaire et
suffisante pour que (5.40) admette une solution avec u . i0 0 est

(5.45) (A — B )Ic +1 # q lp  (p=1, 2, ••• , N , q =0 ,1 , •-•, p )  et

Dém onstration. Nécessité: on obtient pour vh ,

(5.46) czPi0+1+2dv0+1 +{(j0+1)6+(N - 10)azI eioC i odz

+c f p i o +i— ph-E(B— A )Iclz P io+i + i vi o , = 0 ,
et

(5.40)

(5.43) {Pi= Pi+1+1 ,

(5.47)
{

Ph
=

 Pio+I + 1 ,

P.i0 Pi 0 +1+2 ,

si p i 0 + 1 —p i 0 +(E— A )Ic#0

si p i 0 + 1 —p i 0 +(E— A )Ic=0.

On voit aussi que (5.40) n'admet pas de solution, si (A — B )Ic +1 =0 . Supposons
que (A — B)1c-1-1=q1p pour un certain p et un  q (1_<q_p), alors il se
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fa it  p o + 1 —p i 0 H-(B—A)Ic40. D onc, on a pi 0 =p i 0 + ,1 -1  et

(5.48) Pi0+k-1— Piek+1 (k = 1 , 2 , • , p -1 ) ,

e n  g é n é ra l. A lo rs , c h a q u e  vi e k  (k= 1 , 2 , •• , p -1) e s t dé te rm in é  com m e u n
polynôme de degré k  e t  vi o + p  doit satisfaire

(5.49) czPi0-FP+2  {(1.0± P ) 6 + ( N —  j  P + 1 ) a 2 }  Z P j0+ P -1 Vdz

c(p, o + p— p, o +p —q)e./0 - EP+'v j a + p  =0 .

S i p, 0 + p— p, 0 +p -- -q =0 , alors c'est en contradiction avec l'inégalité pi o p, o+p-FP.
S i p, 0 + p— p 1 0 +p — q * 0 , on  a  a lo rs, p, 0+p_i=p, 0+ p + 1 . A lors, (5.49) se ramène

(5.50) cz 
 d v

h
"

i ( j0 +1 ) ) 6 ± ( N — Jo —p+1)azI V j o +p - 1 = C
e i o + P  •dz

Il faut que la condition de compatibilité soit satisfaite :

(5.51) (wd  ) 0 C {(io +1)az} vj a +p- I] (0) =0,

pour que (5.50) admette une solution, mais la condition (5.51) nous apporte C, 0=0,
ce qui est une contradiction. c. q. f. d.

Remarque: s i  — N B /c E N  l'équation (5.40) adm et une :solution telle que
Vo

=
 — V  N - 1 - 0, V N —constante.

On étudie encore le cas où a= 0 . D 'ap re s  le Lemme 5.4 , on peut avoir une
solution constante de (5.40), s i  (5.41) est sa tisfa it. Ic i, on  suppose  que  10 = 0  et
p 0 = N  p o u r  f ix e r  le s  id é e s . D e  p lu s , o n  su p p o se  q u e  UN =(z N , z N-i , . . . ,  1 ) .

Comme on le voit, la condition suivante

(5.52)
A

- - -  - - E N  et A 
c  ' c  '

est necessaire et suffisante pour que U N +3 (s = 1 ,  2, •••) existent.

Remarque :  on voit que — N B /cE N  en conséquence. D onc, on  peut voir
q u e  U N =(0 , ••-, 0, 1) est au ssi un e  so lu tion  d e  (5.40). C ep en den t, s i  B # 0 , la
condition (5.52) ne  se  sim plifie  pas pour ce tte  so lu tion  apparement si simple.
Quand B = 0 , on peut avoir facilement une solution de (I).

Pour le  cas où a 0  e t  B # 0, on a la condition nécessaire et suffisante qui
garantit l'existence de U N+s(s =----1 ,  2, •••) comme suit :

A
(5.53) — 7A

' 
—7  e t   +1.c c

Remarque :  s i  B = 0 , on peut avoir aussi une solution de (I).

En répétant presque le même raisonnement que celui pour la démonstration
des Théorème 5.1 et Théorèm e 5.2, on peut démontrer le
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Théorème 5 .3 .  Dans le cas (1.3) avec B#0, la condition nécessaire et suffisante
pour que l'équation (I) admette au moins une solution est donnée par

1 
(1) il ex iste un N E N  tel que 2(=p)-=  N

_ ,  _ -
c  

E N  etB  —
B_ — >
c c

c c
>  +1 (oz 0).

A 

A

(a=0)

6 .  C as de trois variables II. D ans ce paragraphe, on se propose d 'étudier
le problème suivant pour l'équation (//) donnée au paragraphe  5 :

P ro b lè m e :  chercher la condition pour que l'équation (II) admette au moins
une solution pour p, q, r, s, a e t b quelsconques.

Il est facile de voir que la condition 2- 1 (= k)EN  et nécessaire pour l'existence
de solution, donc on considère

(6.1) 1A(x, y)—(p x +g y)z}u x + IB(x, y)—(rx+sy)z} u y + {z —(a x +by)z} u,-= ku

au  lieu  de  (//). Em prenant la solution formelle suivante :

(6.2) ues,Eun(x, y)zn ,

on obtient

(6.3) A(x, y)4+n{1— (ax+by)} un

=-(px+qy)u 7,1 - 1 + (rx + s y )u ri+ k u n (n=0, 1, 2, •-•)

avec u - 1 = -0 . On peut supposer que a = 1  e t  b= 0  sans perdre la généralité, par
un changem ent de variables s'il est nécessaire. O n voit facilem ent que u°= -•-
=u k - 1 = 0 .  Pour u k  o n  a

(6.4) A(x, y )u 'l+B (x, y )0 ,=kxu k

I l e s t  n é c e ssa ire  q u e  l'éqation (6.4) adm ette une solution pour l'existence de
solution de (6.1). Ici, la situation se divise aux deux cas suivants :

C as  I. A(x, (x )  e t  B(x, (x ) ,  c'est-à-dire A (x , y )=x (ax+py )
e t B(x, y )=x(rx+5y).

C as  I I .  A(x, y) 0  (x ) ou B(x, y)SO (x).

D'abord, on étudie le cas  I .  O n com m ence par le

Lemme 6 .1 .  Supposons que 19#0 ou a#3, alors on peut suposer que 7=0 par
un changement de variables.

Dém onstration. Prenons le changement de variables suivant :

(2)
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{p=x

72=cx +dy (d#0)

C=z,

alors, quand on représente (6.2) en nouvaux variables (e, C), le coefficient de u,
s e  fa it  {—pc 2 1a+ (a-6)c-Fdr}e 2 + •••. D onc, si 134 0 , on peut choisir c  te l que
— ,3 0 /a ± (a -3 )c ± d r= 0 , e t  s i  13 = 0  e t  a # 3 , on peut choisir c  te l que (a-6)c
± d 1 = 0 , ce qui démontre le lemme. c .  q. f. d.

Puis, considérons le cas oit p=o e t  a = 6 .  Pour ce cas, on obtient le

Lemme 6.2. S oit p=- 0 et a=6, alors il est nécessaire  que r=o pour que
l'équation (6.4) admette une solution.

Dém onstration. On note que l'équation (6.4) se fait

ax u +(rx +ay )u t=k u k

dans ce cas. O n voit facilem ent qu 'il faut a=k 1 1  a v e c  u n  c e r ta in  /E N  p o u r
l'existence de u k . Donc, il suffit d'étudier l'équation suivante :

xukx +(lrx +y )u t=lu k

On suppose ici que r # 0 ,  a lo rs on  a  u k =C k .xl  (C k  4 0 ) .  Supposons q u e  C = l,  ce
qui ne fait perdre aucunem ent généralité, alors on obtient de (6.3)

du'el k x 2+1 { 1 — ( k  +1 ) x }  0 + 1 +11 = 1 p xt
dx

du'f+1

k x 2+  Il —(1k +1— k)x} u'l+1 +21r fu'2'+'=1q
dx

d e -1

k x 2' + { l — (1k +1—  j k)x}  1.1 1;+'+(j +1)1r =0 (j=2, 3, -..)dx
o ù  uk+1 -=E 4 4 -1 (x)3, 2 . D onc on a z(u r)= 2-F r(u1) (i= 2 , 3 , ••.)  par le  L em m e
4.6, ce qui nous m ontre que ul;-"= 0 (j=2 , 3 , ••.). Ensuite, on voit que u r  existe
comme un polynôme de degré l -1+11k  s i e t  se u le m e n t s i //k E N . D o n c , o n
obtient pour u r

dur k x 2+1 { 1 — ( k  +1 ) x } P- -  1+1+1/ k  7d x

P 1 + 1 + 1 1 k  étant un polynôme de degré 1+1 +1 1 k . Mais, cette équation n'a aucune
solution holomorphe. c. q. f. d.

Théorème 6.1. Soit p=-0 et a=6, alors la condition nécessaire et suf f isante
pour que l'équation (6.4) admette au moins une solution est que:

(1) il ex iste un lEN  tel que a=6=k 11 et de plus k l1(=m )EN
(2)

Dém onstration. L a  n é c e ss ité  e s t  d é jà  d é m o n tré e . O n  v a  d é m o n tre r  la
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suffisance. O n  s u p p o s e  q u e  u k = y i. E n  p re n a n t  uk+1 = E 4 + 1 (x)yk , on obtient
4+ 1= •-• =u 2i-1= 0  et

d u , i f  a x ,  +

[1 k+1—(l-1)a} x 1 u rl=r1 x
{

d x
d u r  2 ±11— (1e+1— la)x10+°=s1.d x

D e plus, on voit que u = 0  (j= 1 , 2 , •••). D onc , u k +' existe comme un polynôme
en (x, y) :

(6.6) u2+1=on+1>yt-1+oloy1,

où <j> (jEN ) représente un polynôm e de degré j .  On voit que li k + J  (j=2, 3, ••-)
sont déterminés successivement et que 0 "  (j=2, 3, •••) sont de la forme suivante :

2J-1
(6.7) uk + 1 =  E  < M i  j - i>.3) 1 - ' + '  •i=0

Pour vérifier la convergence de la solution formelle obtenue en haut, il suffit de
prendre, comme un modèle, l'équation suivante :

(6.8) x(x — sy)u x y u { j — (j +1)x}  ui=(x+ y)(u.; - 1 -F u r i ) (j=1, 2, ••-) ,

avec u°=y  à la  place de (6.3). D 'après (6.8), I» se fait comme sut :

(6.9) u5= E .(x)Y i
i =0 '

P5 5 + 1 (x) étant un polynôm e de degré 1 +1 — i. En posant

(6.10)
5+1-i

—  E
h=0

avec P 1 ,0 =1, P 1 , 1 (x )=-1± x  e t  P1 ,2 (x )=1+ x + x 2 . D'après (6.10), on obtient
h

(6.11) PP.J-ki-i E
L=0

o ù  P f,,= 0  ( i< 0  o u  t > 1 + 1  o u  t > i ) .  Alors, on obtient

(6.12) Pf,a_21,1.,(t)tii+t(1 — 1)+2[1,-1(t+l)pi+,(i),

par le raisonnem ent presque pareil que celui pour dém ontrer le Lem m e 5.3, ce
qui garantit la convergence de la solution formelle. c. q. f. d.

O n  rev ien t au  cas où  13k0  ou  akd . O n  suppose  na tu re llem en t que  T=0,
donc l'équation (6.4) se fait

(6.13) ( ax + y ) u k
s +33)4= k  u k

Il est facile  de voir qu 'il faut exiter un  L N  e t u n  1(_ L) N  tels que

(6.14) a(L —1)+61= k ,

pour que l'équation (6.13) adm ette une solution. Ici on se lim ite au cas où a#0.
Supposons que j3 O, alors la solution de (6.13) est donnée par

(6.5)
ax
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(6.15) uk= i=1

où (i =-1, 2, ••, L - 1 ) ,  si 14 L .  On peut supposer que a 1 =1  sans perdre la
généralité. En posant u + 1=E 0+ 1(x )y i, on obtient 0+ 1 = ••• = u N = 0  et

d  1H-1

ax 2 +El— { k+1— (1-1)5 } .x1uttl=r1x L - '+' (/40)
dx

d u r  
ax 2 +  { 1 — ( k  + 1 ) x }  u 'o'+1 =(p a i r)xL (1=0)

dx

Donc, on voit qu'il est nécessaire que

l (1d-3)/a EN (/4 0)

11/aEN ( 1 = 0 )

pour l'existence de uk+1. Ensuite, on a
{

ax
2   d u j i + 1

 + — (k  +1-31)x }  ur=<L  — 1+(1+3)/ a >  (/4 0)

ax
2   d u l l + '   

±  11—(k +1---3)xl ull+'=<L+11a> ,

dx

(1=0)
dx

ce qui nous montre qu'il faut —d/a EN pour l'existence de uk+1. De plus, on
voit que chaque est successivem ent déterm iné de (6 .3 ), s i  — 3 /a E N . En
particulier, on a

,-j k + 1d ur+
1
;  ( j=1 , 2, • --)(6.19) ax 2+ 1 1 —  I k + 1 5 ( L + l ) }  x l u M = d xdx

ou uM =<L — l1-(1— j5)1a> (j=-1, 0, 1, 2, • • •). On remarque qu'on peut supposer
que p  soit positif et aussi petit qu'on voudra, par un changement de variables.

Lemma 6 .3 . Soit 14 L ,  alors on peut supposer dans (6.15) que o1+1, •-• , aL>0
sous la condition:

1/aE N , — 3/aE ST  et 13>0.

Démonstration. Evident. c. q. f. d.

Par le Lemme 6.3 , en prenant p ,  q , r, s  positifs et assez grands et p  assez
petit, on peut supposer que tous les coefficients de u r ,  • • ,  Oi t' sont positifs.
De plus, on voit que la signature de tous les coefficients de u r+i, (j=1, 2, ••-)
est positive, si j  est pair, et négative, si j  est impair.

Posons ici
p + m

I kj ,++1 j E P i , x i ,i =0

où p=L — l1-(1-6)1a et m = - 5 1 a .  Il suffit de considérer le cas où D'après

(6.21) I Pi-Fi p+ u+o _?•— {p+m(j+1)1

D'autre part, on obtient, d'après (6.19) également

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.20)
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(6.22) Ti , i 1 2._( p +mj)11;- 1, 11 ,

donc on a

(6.23) PJ+1, p+m(j+1) {p+m(i+1)} ! H (p+mi),

ce qui nous montre la divergence de E  uryi.

Proposition 6.1 . Considérons le cas I  avec 7 = 0 . Il est nécessaire que p=0
pour que l'équation (6.1) admette une solution pour p, q, r, s arbitraires.

Il ne reste à  considérer que le cas où 13=T=0 et a 4 6 . Dans ce cas, la solu-
tion de (6.13) est donnée par x " y ` .  On divise son étude en deux cas suivants :

(1) le cas où 1=0
(2) le cas ou

On considère le cas (1) d 'ab o rd . E n  p ren an t u k +1 = E u y 2 , on voit que
u 1 =0 (j=2, 3, •••) et on obtient

a x , d u r -1

il (k+1)x} e 1 =pLxLd x
(6.24)

a x  
d u r

d x  + [1 — {(k+1) - 6} x]u1+1 = q L x ' ' ,

où a = k IL .  Donc on a la condition nécessaire pour l'existence de solution de
uk +1 comme suit :

(6.25) 1 /aE N  e t  (1-3)/a EZ avec (1-6)/a — 1.

On voit que la solution formelle existe sous la condition (6.25) et, de plus, on
peut démontrer la convergence.

Ensuite, on considère le cas (2). Dans ce cas, on obtient la condition néces-
saire suivante :

(6.26) 1/a EN , (1+3)/a E N  e t  (1-5)/a ŒZ avec (1 -5 )/ a  —1,

pour l'existence de solution formelle dont on peut démontrer la convergence
également.

Théorème 6.2 . Considérons le cas I  avec p = r= 0  e t a 4 6  (a # 0 ). La condi-
tion nécessaire et suffisante pour que l'équation (6.1) admette une solution quels que
soient p, q, r, s est que

(1) il ex iste uu L N  et un lGS (1 - L ) tels que a(L—l).-1-5l=k
(2) 1/aEN et (1—ô)/a z  avec (1-6)/a. —1
(3) (1+5)/a E S , si a=k/L.

La démonstration du Théorème 6.2 est accomplie par la manière complètement
pareille que celle du Théorème 6.1.

R em arque: le  cas où a=0  est un problém prochain.
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O n va étudier m aintenant le cas H . D uns ce cas, l'équation (6.4) doit être
"triangularizable" (voir [51) pour qu'elle admette une solution. Donc on suppose
que

A (x , y )=- A0x 2 -1-A1xy-FA2Y 2

B (x , y )=B 1x y +B 2y 2 .

Soit v N  la  partie hom ogène de degré N  de la solution de (6.4), alors chaque
vN doit satisfaire

(6.31) (A 0x2+A ixy l-A 2y9v;1+(B ixy l-B ,y2)v t,'=kxvN  . (N=1, 2, •••)

Remarque : on obtient v°=0.

En posant vN-=- E v fx N y , o n  a
i-o

N+1
(6.32) E i(N +1 — i) , 41+(i-1)B214Lii=0 1=0

avec " N  " N  0.

N+2
+ E (N-F2—i)A 2 v 2 = 0 ,

1=0

En introduisant les notations suivantes :

dt=-(N— i)A 0 H-iB,— k

137 -=(N+1— i)A ,-1-(i-1)B 2

11=(N+2— i)A 0
on obtient

(6.33) QNVN -=- 0,

V  N  étant t(vir, •, v) et D z•T une (N +2)x (N +1) m atrice definie par

Proposition 6 .2 .  La condition nécessaire et suff isante pour que l'équation (6.4)
adm ette une solution est qu'il ex iste un N N  tel que rank

Dém onstration. Evident. c. q. f. d.

Comme on le voit immédiatement, il faut que

(6.34) N  n

(6.30)

pour certa in  / (1 : N )  p o u r  q u e  rank Q N .  N .  A  so n  g ran d  reg re t, o n  se
limite son étude seulement aux cas suivants :
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(H M  le cas où A 0 =B 1

( I I ,2 ) le cas où A2 = 0 e t A0 #0.

D'abord, on prend le cas (II,1). Dans ce cas, on a A 0 = B 1 -=kIN  d e  (6.34).
De plus, on voit qu'il faut 1Sil=0 pour certain i (1.- i N-1-1) pour que rank Q . N . Ar
S'il y  existe au moins deux i  e t j  ( i# j )  tels que n = 9' = 0 , i l  s e  f a i t  le =-0
(m=1, 2 , •• , N+1), c'est-à-dire A 1 = B 2 = 0 .  Donc, on divise la situation aux deux
cas suivants :

(II,1, A ) A i = B,=0
(II,1 ,B ) A i 4 0  ou B 2 #0.

Considérons le cas (II,1 ,A ). Dans ce cas, on suppose que 112 # 0 , parce que
l'on considére le cas où ASO  (x ) ou B $ O (x). On obtient uk = yN et en posant
u k +1 = E  u ir ly i, on a

duV 1 

A o x 2+ E l —  { k+1—(N-1)B 1 } x1ukb ):11 =<1>
dx

(6.35) Ao.x2 d u  k i e l +El —(k+l—NB,),c]ulP=<0>dx

A 0 x2 + [ 1  {kg-1 (N+1)B,} x102\-,I J - FA2 d k i ‘7 4 1 - j -  2  =0 .dx dx

(j=1, 2,

D o n c  il fau t 1/A0 E N  pour l'existence de c a r  A 0 =B 1 + k I N .  Quand
1/A0 E N , on obtient uVl 1 =<1/A 0 +1> e t  ukP=<1/A 0 >. Ensuite, on voit qu 'il
faut 1/A 0 - 1 N  e t  1/A 0 -1 1 / A 0 pour l'existence de ukN , ,  mais c'est impossible.
Donc la solution n'existe pas dans le cas (II,1,A) avec A2 0.

Prenons le cas (H ,1 ,B ). Dans ce cas, on obtient

2 durli A o x +[1— { k+1—(N-1)13 1 } ukN+21 =<1>d x
d  V duVli 

(6.36)
u 'A 0 x2+  [  1  {k+1 x]u x + (N -1 )kir+Ai 13,ukre

d2u1 v = : :

 2>dx dx

A,,x 2  
 d  + E l  Ik+1 (N+ j)13 1 } xi On,-FA i x d U I  + A

2dx dx d x

-E (N + j-1 )B 2 ukef _1 =0. (j=1, 2, •••)

Si l'on - choisit p, q, r e t  s proprement, on peut supposer que

duk+1
N d - ,  1  +( N 1+  soA 11 ) B 4 O N 4 1 . , _d x d x

pour assez grand j  tel que 1/A 0 — j< 0 . Alors, ukN+,!, ne peut pas être holomorphe,
même si u n -i (1= 0 , 1 , ••• , j )  sont holomorphes. Donc on voit que l'équation
(6.1) n'admet aucune solution dans le cas (II,1).

On va étudier le cas (II,2). D ans ce cas, on peut supposer que a f  seule
s'annule sans perdre la généralité. Pour que u k +1 ex iste , py doit s'annuler pour
un certain j  (il n 'y a qu'un j  comm te l) . S o it n = 0 ,  alors on a
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(6.37) uk=<N>+<N-1>y+ •••

On divise ici la situation aux deux cas suivants :

(11,2,A ) le cas où j=1
(11,2,B ) le cas où

Prenons, d'abord, le cas (H ,2 ,A ). D ans ce  cas, on  vo it que  A 1 =-0 e t en
posant uk +1 = E on obtient

A 0 x 2
d x { 1— (k +1)x } utr+i-=<N >

du t ÷1

(6.38) A0x2 d x 1 1 — (k + 1 — B i)x }  u t÷ '=  =<N -1>

duk+'A 0 x 2 +1 1 — ( b l- 1 — j/3 0 4  u l+i+( j- 1 ) B 2 4 -..t1=0.dx

Donc, pour l'existence de u 5 +1 ,  on voit qu'il faut

(6.39) 1/A0 N  e t  —B i /Ao GST.

On peut voir que la condition (6.39) est aussi nécessaire dans le cas (II,2,B) pour
l'existence de 0+ 1 . D e plus, on peut dém ontrer que chaque 4+ 1- (j=0, 1,
est successivement déterminé comme un polynôme de degré N±(1—/B 1)1A,
sous la condition (6.39), que l'on prenne le cas (II,2,A ) ou (II,2,B).

La convergence de solution formelle est maintenant à. considérer. On prend
le cas (II,2 ,A ). On remarque que l'on peut supposer que tous les coefficients de
—/32 0+' sont positifs par un choix convenable p  e t q. Alors, ceux de —132 ut.;+'
(j=2, 3, •••) le sont aussi. Ensuite on obtient d'après (6.38),

(6.40) W711> Cj ! B2/A1 I ' (C>0),

ce qui nous montre que uk+' ne peut pas être holomorphe.
Dans le cas (II,2,B ), on peut également démontrer que  u peut pas être

holomorphe par la manière complètement pareille que dans le cas (II,2,A).
En conclusion, je conjecture qu'il est nécessaire que  A 0 ( x )  e t  B ---0 (x)

pour que l'équation (6.1) avec b=0 admette au moins une solution quels que
soient p, q, r, s.

UNIVERSITÉ DES SCIENCES
TECHNIQUES DE KYOTO

R é fé re n c e s

[ H. D u la c , S o lu tio n  d 'u n  sy s tè m e  d 'é q u a tio n s  diff erentielles d a n s  le  v o is in a g e  d e
valeurs singulières, B ull. soc . m ath . F rance , 40 (1912), 324-383.

[ 2 ] G. H. Hardy, D ivergence series, O xford  E xpress (1956).
[ 3 1 P. H artm an, Ordinary differential equations, John  W iley a n d  S o n s  (1964).
[ 4 ] A . Nakaoka, O n uniqueness o f analytic solution for first order partial differential

equations with degenerate principal symbols, J .  M ath. K yoto  Univ., 15 (1975), 401-
421.



Equations du premier ordre 253

A. Nakaoka, On uniqueness of analytic solution for first order partial differential
equations with degenerate principal symbols II, ibid., 17 (1977), 69-90.
A. Nakaoka, Exposé au Séminaire Vaillant, Univ. de Paris VI (1979).
A. Nakaoka, Solutions analytiques et non-analytiques pour des équations du premier
ordre A. symboles principaux dégénérés, Proc. Japan Acad., 57 (1981), 201-204.


