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0. Dans un article récent [2], L. Pitt a publié une démonstration simple de
I'existence et de la bornitude de la densité de la distribution du maximum d’un
processus gaussien a trajectoires presque s(irement majorées. En suivant son
idée, nous sommes parvenus 4 majorer efficacement cette méme densité. C’est
la raison de cet article.

I. Résultats—démonstrations.

Théoréme 1. Soit X: Q—RT un vecteur gaussien centré défini sur un ensemble
arbitraive T ; notons R sa covariance et d, [”écart induit sur T par la norme dans
L¥2) de X. On suppose

1 (T, d.) est quasi-compact et X est d-separable, presque sfirement
borné sur T.

Dans ces conditions

i) (L. Pitt, [2]), st y*=inf{R(t, 1), t€T} >0, la densité de la distribution de
maximum de X sur T existe et est uniformément bornée.

il) Soit S une partie de T vérifiant

(2) il existe t, dans S tel que pzps(t,)=sup{|1}§;gitt’—))—l‘, tES}é-‘,l)T.
1, ‘1
Notons pour tout élément t de T, Y (t)=X(t)—EX®)| X)), et g.(.)

la densité de X,. Alors la densité gs(.) de la distribution du
maximum de X sur S vérifie

© VXER, g,(0)S T B@,((rsgp VI+p))

Corollaire 2. Soit X: Q—RT un vecteur gaussien centré vérifiant (1). Soient
ty un élément de T, 0<e<1, et 0<p*=R=R(t,, t;). Notons
S=Bq4,(t, p),

) p=sup{\1—%

p=Esup| X(s)— X)) .
sES

,teS}, et
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Dans ces conditions pour tout x =0,

®) gs(x)=

20 +\/—5" )

D’autre part, p<e et si R(t, )=R alors p=e?/2. Enﬁn p=Neo si cp=
{sup d(s, t1), s€S}.

—i—s)ge,(x)exp{; ( B Bp

Au cours de la démonstration du corollaire 2, nous utiliserons le lemme suivant
da a C. Borell ([1]).

Lemme 3. Soit Y : Q—RT, T quelconque, un vecteur gaussien centré, notons
o(Y)=sup(|Y@®)|s, t€T). On suppose a(Y)<oo et

(6)

1 oa
< g, du=F ).
Dans ces conditions, pour tout nombre t=a

t—a
) PisupY >t} éF(’«?(W +b).

Démonstration du théoreme 1. 1l suffit d’établir ii). En effet, dans ce cas,
puisque (T, d;) est quasi-compact, on peut le recouvrir par un nombre fini de
boules de rayon 7/2. Dans chacune de ces boules, la condition (2) est vérifiée ~
de sorte que (3) est réalisé. La densité de la distribution du maximum derX
sur chacune de ces boules est donc bornée. Le résultat s’en déduit par sous-
additivité de P. Montrons donc ii). Posons pour tout réel x

R(, t)

(8) Fy(x)=sup {xm

+Y,, tES}.

Puisque X (et donc Y) est presque sfirement majoré, il existe un ensemble négli-
geable N tel que pour tout w n'appartenant pas a N, la fonction x—Fy, (x) est
a valeur dans R, convexe croissante ; elle est aussi bijective. Il suffit de montrer
qu’elle est injective: soit Fy (x)=x+¢y (x); alors pour tout @ en dehors de N,

1
©) |6y ()= r, (NSl x—x"[pst)= 5 |x—27],
ce qui permet de conclure. Notons alors Jy, son inverse et
1
]ifw(x)=7(]éw(x—0)+fira,(x+0))-

Alors on déduit de (9) pour tous réels z,, z, distincts et w& N,
1 < Jro(20)—Jr,(22) < 1

(10) 1+p = 2,2, “1-p’
d’ol en particulier, quel que soit z réel,
1 1
> —
an [ Jr, (2= i—p et |[Jr@|= i+p |z §L€ngw(t)l-

Soient alors x,€R, h>0 et V=]x,—h, xo+h[;
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%P spp X<V} =%P{X<t yeJr ()},
:E{%SM(V)gu(x)dx}: {Zh S gtl(fy(v))jy(v)dv}

Pour tout @ n’appartenant pas a N, Jy, est continue; de plus sa dérivée a droite
(respectivement a gauche) est continue a droite (respectivement a gauche), donc

limo | g0 U, 0V, 0)dv=g0,Ur Z) Ji (50

D’autre part,

o o] S

le théoréme de convergence dominée montre donc pour tout x,,

(12 lim - Plsup X€ V} =gs(x)=E (g0, (Jr(x)i (o}

et en utilisant (11),
1
(13 Vie R, gs(0= 15 E{gn(T5- s 1)},

d’ol le théoréme 1.

Démonstration du corollaire 2. Ici S=DBg,(t,, ¢p) satisfait la condition 2,
donc (3) est vrai. De (13) on tire, en développant (xo-sgp Y)?,

(14) VxeR, gs(x)= - p g“(l-ip )E(expﬁ,(l—x_‘_m—z—sng)
ot R=R(@,t,).

Le lemme 3 permet d’évaluer pour tout &>0, E(expasgp Y). Soit a=2E s%pl Y.l
et cy=sup(EYH¥% Alors,
tes

@ sgp Y[} 3

(15) Efe <3 geaniaon,
Mais
. Rt
or=sup R O | L= e R, 1
R, 1)
<sup2R(, O)(1— o )
= sup2R(, (1= re i)
RED
< < 2,2
=SUPN 2y, 7 03U OS2
d’ oy,

(16) 0y =2e%p?, et aussi p=<e.
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D’autre part,

< — Hh<< -
EsgplYl_y—i- p=p+ g,

d’'ot, a=<2(up++2R/x¢), mais, pz;sggEIXS—X,II=\/2/nsggd,(s, t). Donc p
38

>+2/zep, si Fr(S)#@. Par conséquent,

2.2

17) E (exp sup Y) = §—exp {Lpi——

(1+xp)'=R +%(’J +‘/f_ep>}'

Comme en outre

2

x 3px
su(135) a5
on obtient finalement,

gs(n)= Z—(IPLT)gu(x)eXP (-;—2 (L +e)+ 2:2 (4] ,;—Z'ep)).

Remarques. Soit 7’=lim 1 T,, T, finis, une suite dense dans 7T, soit g,
N —co

(respectivement p) la loi image de sTupX (respectivement s;le ) et soit gr,
n

(resp. gr) la densité de p,(respectivement de p). Pour tout ouvert O on a
I’inclusion suivante {sTu/pXe O} Climinf {S}JpXEO} qui conduit a
n—co n

(18) )= timsup gr, (x)dx=5(0)

Le théoréme 1 montre quesupgr,€LL.(R), donc v est une mesure positive
n

localement bornée. Soit I=[a, b] un intervalle compact non vide de R; la
relation (18) montre que les restrictions de g et v a I vérifient en fait pu=v et
donc #<v. En vertu du théoréme de Radon-Nicodym, il existe une fonction ¢,
mesurable positive v-intégrable sur I, telle que

w(B)={ g(x)limsup gr,(x)dx <co.
En fait, on vérifie que la classe d’ensembles
W= {Be 8NI: SBlimsup gr, (X)(1—g(x))dx =0},

coincide avec la tribu trace @8N, si bien que par recollement, il existe une
application mesurable ¢: R— R, localement y-intégrable vérifiant

19 gr(x)=1i§3§°up gr,(x)p(x) et 0=¢=1

presque partout ce qui établit le lien entre la suite (gr,, n=1) et gr.

Le théoréme 1 montre que gr(x) se majore sur R~ a partir Eexp(—|x|sup X),
d’aprés le théoréme 1, c’est immédiat. En effet YxeR
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1 1 1
3) gs(x)é(l—l))EeXP(—g(x'S‘;p Yy (1+p)R )\/Zn—R—

1—p x B lesng
< (- 21+ )R )Eexp(— g

2

d’oll gr(x) se majore & partir de Ee™'*s"?¥ gur R-.

Corollaire 3. Soit T un ensemble arbitraire et soit X: Q—RT un vecteur
gaussien centré. On suppose que X et T vérifient (1) et de plus

(20) r*=inf{R(t, 1), tT} >0.
Notons ¢(x)=(2x) "2e~**2, et pour tout ¢>0,

(21) p(e)=sup {ESESB?PJX(I)—X(S”’ teT}.

Dans ces conditions, pour tout x>0, tout 0<9<1,

3 x
Xinf{Ndx(T, s)’)e(s’”zsz”z’““”z)(”“7”‘”, 0<5§,7}’

ol Na (T, a) est le cardinal minimal d’'un recouvrement de (T, d;) par des boules
ouvertes de rayon a.

Corollaire 4. Sous les mémes hypotheses, si de plus EX;=R*>0, alors, pour
tout x=0, tout 0<9<1,

3 X
<% A=) (82262/R2)+ (22 /R2) (u(eR)+:R)
(23) gr(x)< 20=7) ¢( R) nf {Ny (T, eR)e ' )

0<e<n}.

b) Si de plus, il existe un nombre 0<M< oo tel que pour tout p=0, u(p)=Mop,
alors pour tout a>0, tout 0<n<1 et tout x=a/y,

x Ra
@4) gr(0=Cg(%)Na, (T, =),
avec
3 3a? | 2a

Démonstration des corollaires 3 et 4. Ceux-ci résultent immédiatement du
corollaire 2 qu’on applique au maximum de X sur des d.-boules de rayon ey,
e<7, dont la réunion recouvre 7. Comme la fonction Na, (T, .) ne prend au
plus qu'une infinité dénombrable de valeurs, la densité gr(x) se majore par
I'infimum de la famille dénombrable des bornes obtenues en faisant varier e.

Le corollaire 4 n’est autre que le corollaire 3 traduit dans un cas particulier.

Remarques. Les énoncés précédents sont surtout intéressants lorsque



520 Michel Weber

lil‘l;l p#(e)=0. C'est le cas si et seulement si X est a trajectoires continues.
post

Cependant, dans le cas borné, ces énoncés restent significatifs.

La situation p(e)=0(e) est plutét rare. En général, le contraire se produit;
en effet, si (T, d.) est tel que toute boule non vide a une frontiére non vide, on
a ple)=en2/x-

Cependant, la situation p(e)=0(e) n’est pas inintéressante. Les processus
gaussiens ayant cette propriété ont été intensément étudiés les quinze derniéres
années. Dans cette situation, la majoration (24) est la meilleure possible comme
le montre I’exemple suivant: soit T=[0, 1], R=1, d.(s, {)=|s—t|* avec 0<a<]1,
alors (24) signifie pour tout x=0,

gr(0)SKe = xte,

ol K est un nombre positif dépendant des paramétres utilisés. D’ott donc
P{sup X> x} SK’e~=*2x'=-!  Mais on sait bien (voir [4] p. 130 par exemple)
que P{sup X>x} <K”e **2xta-1 pour tout x=1.

1 1/2 -8 . N
Dans le cas d.(s, t)= (logls ) (ogZ |> , 0>1 qui correspond a

une situation limite pour la continuité des processus gaussiens, la majoration
(22) reste précise et se contrdle de la méme fagon.

II. Extension.

Le probléme étudié se généralise de la fagon suivante: étant donnés (E, p)
un espace de Gauss, Q une semi-norme sur E, la loi de @ est-elle absolument
continue? Si oui, évaluer sa densité. Dans ce qui va suivre E est un espace
de Banach séparable, sa norme est notée |.|. De méme, on note U la boule
unité de E’, U muni de la topologie induite par la topologie faible o(E’, E) est
un espace métrique compact. Mais puisque p est gaussienne, la topologie induite
sur U par la topologie de L%(y) est équivalente a la précédente. Par conséquent,

si d(f, @=If—gl} .= S(f g, x>*dp(x), (U, d) est un espace métrique compact.
On dira que p a la propriété M(e) (M pour maillage) si (M(e)) il existe 0<e<1,
une partie finie S=S(¢) de U tels que

inf{gfzdp, fes} 12(2)>0,

et

VU, Balf, ere)=

On dira que g a la propriété M si M(e) a lieu pour tout 0<e<l. On a alors
’énoncé suivant qui découle directement du théoréme 1 ainsi que du corollaire 2.

Théoréme 2. Soit (E, p) un espace de Gauss tel que E soit un espace de
Banach séparable de norme | .|. On note

={feE: |flI=l}.
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Si p a la propriété M(e), alors la densité g de la norme de E existe et est
uniformément bornée par 1/(1—e) Card (S(e)) 2ny*(e))~Y®. Elle vérifie de plus
pour tout x=0,

1
1—¢

g(x)§ Card (S(e))¢( )essxzm)-2+zzr(e)-2Suzu2dp<x) .

x

7(e)

Remarque. L’étude de la vitesse de convergence dans le théoréme de la

limite centrale pour des variables aléatoires X;, i.i.d. a valeurs dans un espace

de Banach fait intervenir la densité de la norme gaussienne || .| de B, on vérifie

en effet facilement que si S,=X,+ -+ +X,, et G une variable aléatoire gaus-
sienne a valeur dans B de méme covariance que X,

S
an=|P{| 7
(%) n

=it P{||5

>x}—P{IGI>x} |

—]|Gll‘>h}+P{x—h<|lG|I<x+h}].
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