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Einleitung

Es sei & die Klasse derjenigen im Einheitskreis E = {|z| <1} reguldr analytischen
Funktionen f, die durch f(0)=0 und f'(0)=1 normiert sind. In einer friitheren
Note [4], und mehr ausfiihrlich in [5], haben wir den linearen Operator & eingeleitet,
der auf der Klasse & durch die Gleichung

£f(z)= S,’f(f_t) do(t)

mit einem gegebenen WahrscheinlichkeitsmaB ¢ auf dem Intervall I=[0, 1] definiert
wird. Es 14Bt sich dabei zeigen, daf3 dieser Operator immer in eine in bezug auf
einen reellen Parameter A=>0 additive Familie {#*} mit ¥!'=.% und #°=id ein-
gebettet wird und sogar, daB es unter gewisser zugefiigter Einschrdnkung an ¢ ein
bestimmtes WahrscheinlichkeitsmalB3 o, fiir jedes A4 gibt, das die Integraldarstellung

2= | 72D do (o)

zulaB. Im folgenden soll es sich um diese Familie {#*} handeln und der Kiirze
halber wird f, = %*f geschrieben.

Fiir das besondere MaB o(f)=t tritt ein ausgezeichneter Fall auf. In der Tat,
148t sich zeigen, daB das MaB o, dann die Dichte besitzt und sogar der Operator
Z* explizit durch

401 by (.1 o 1) e

bestimmt wird. Dieser Operator fiihrt sich demgeméa0 auf die fraktionale Integration
der Ordnung A in bezug auf log z zuriick; ndmlich 148t er sich in die Gestalt

Lf(z) = ﬁ [ fe) (tog - wy1da

oo
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umformen, wobei das Integral lings der zur reellen Achse parallelen Halbgerade
anzunehmen ist, die in der Halbebene {Re w <0} verlauft.

Wir haben in [6] die Langenverzerrung von f; fiir einige bestimmte Unterklassen
von & hergeleitet. Andrerseits haben wir die Carathéodorysche Klasse 2(a)
der Ordnung a<1 betrachtet, die aus den in E reguldren, p(0)=1 und Re p(z)>a
geniigenden Funktionen p besteht. Die Klasse &#(a) derjenigen Funktionen f, die
die Gestalt f(z)=2zp(z) mit p e £(a) besitzen, ist eine Unterklasse von &#. Da aus
f(2)/z € 2(a) ersichtlich f,(z)/z € 2(a) fiir jedes A folgt, so zieht fe % (&) nach sich
fre F(x). Fiir diese Klasse #(a) haben wir in [7] den Wertevorrat von f, erortet.
Nebenbei bemerkt, daB die iibliche Klasse der konvexen Abbildungen eine echte
Unterklasse von &#(1/2) ist, wie schon von Strohhécker [9] gezeigt wurde.

In der vorliegenden Note werden wir die Léngen- und Flachenverzerrungen
iiber fi(z)/z fiir fe F(a) mit a<1 und A=0 betrachten. Die hier gebrauchten
Beweismittel sind zwar denjenigen in den fritheren Noten #hnlich, aber wir werden
sie im folgenden wegen der Selbstabgeschlossenheit umsténdlich wiederholen.

Hilfssitze

Wir beginnen mit den Hilfssédtzen fiir 1=0.

Hilssatz 1. Es seife & (a) und L(r)=L(r; f) bezeichne die Ldnge der Bildkurve
von {|z|=r<1} bei der Abbildung w=f(z)/z. Dann gilt

L)s(-a) 0

Die Schranke wird fiir jedes r>0 dann und nur dann erreicht, wenn f(z)/z den
Einheitskreis E auf die Halbebene {Re w>a} abbildet, ndmlich, wenn f die Gestalt

_ 14+ —-2a)ez
J@=z

mit |e|=1

besitzt.

Beweis. Aus fe F(a) ergibt sich
1 <_f(i)_ — oc)e 2(0)

l1—a z

und folglich gibt es mittels der Darstellung von Herglotz [1] ein auf (— =, ] gestiitztes
Wahrscheinlichkeitsmal3 T derart, daB die Darstellung
etz di(@)+a

T
-n €'¢—2z

9= 12 —(1-a) |

e—?i—i? dt(p)—(1-2a)

ip

=2(1—a)g

T
-n

gilt. So ergibt sich durch direkte Rechnung
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L(r)=r Y lg'(rei®)|do

<2(t-ay (" a0 ol dr(e)

Ieup e:0|2
—2(1—a)r S d1(9) S W d9

=21 —a)rg';l—_”rT di(p)

—(1-a) 47zr

Nun, um die Schranke in dieser Abschétzung fiir ein r>0 erreicht zu werden, ist es
notwendig und hinreichend, daB die GroBe e'?/(e'¢ —re!®)? fiir jedes 6 dasselbe
Argument fiir @ € (—n, n] mit dt(¢)>0 besitzt. So kommt es darauf hinaus, daf3
das assozierte MaB t sich an einer einzigen Stelle ¢, konzentriert. Mithin nimmt
die Extremalfunktion die Gestalt
f(z)—z<(1 —o) ——— 1+£Z +cx> _ 1+ =20)ez +(11:822a)82 , e=eTivo,

Dieser Hilfssatz erwihnt eine Erweiterung des von Rogosinski [8] hergeleiteten

Resultats fiir die Klasse #(0); vgl. auch [2], [3].

Hilfssatz 2. Es sei fe #(a) und A(r)=A(r; f) bezeichne den nach der Viel-
fachheit berechneten Flicheninhalt des Bildes von der Kreisscheibe {|z| <r<1} bei
der Abbildung w=f(z)/z. Dann gilt

47r?
<(l—0o)2—-"""
A(r)S(1—0a) =2y

Die Schranke wird wieder durch die im Hilfssatz 1 angegebene Extremalfunktion
erreicht.

Beweis. Den Bezeichnungen im Beweis des Hilfssatzes 1 folgend, erhalten wir
durch direkte Rechnung nacheinander

a0 = pdp (" 1g'(pe)12ds

i ‘ 1
sa01 -0 pdp ! a0 o de(o)

—4(1 —a)? dr(qo)g 2 £LEP) 4y

(I-p2)?

¥
=4(l—oc)lg dr((p)g pdpg NW__le—,.aFde
.
—4(1 -2y’ " =

2)2 dt(o)

=(1—(1)2 (147[:2)2 .
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Die Extremalaussage 148t sich ebenso wie im vorigen Hilfssatz bestétigen.

Wihrend der eben angegebene Beweisgang sich auf direkte Rechnung stiitzt,
koénnten wir auch den Hilfssatz 1 zusammen mit der isoperimetrischen Ungleichung
brauchen, die bei der nicht schlichten Abbildung giiltig bleibt. In der Tat, erhalten
wir damit einfach

A() S 4 L)

1 4nr N2 _ 1\, 4mr?
< 4 (-5 ) =02

Das Gleichheitszeichen in der ersten Ungleichung tritt dann und nur dann auf, wenn
g € Z(a) eine lineare Funktion ist, die den Kreis {|z| <r} auf eine Kreisscheibe und
sogar E auf die Halbebene {Re w>u«} abbildet.

Lingenverzerrung

Nun leiten wir die dem Hilfssatz 1 entsprechende Langenverzerrung fiir A>0.

Satz 1. Es sei A>0 und Ly(r) bezeichne die Linge der Bildkurve von {|z|
=r<1} bei der Abbildung w=f ,(z)/z mit einem aus fe F(a) erzeugten f,. Dann
gilt

Lz | Lovdayo,

worin L=L, der im Hilfssatz 1 angegebenen Abschdtzung geniigt.

Beweis. Es seien g(z)=f(z)/z und g,(z)=f,(z)/z. Dann erhalten wir

gx)= L3 | LD 4o, )= { gzndoyn

1zt

und folglich

L) =r (" 1g; (e)ldo

P(- a0 |( tgrreydoy)

I\

rS" dog t1g'(rtei®)do (1)
T 1

S do,(t)rt Su lg'(rtet®)|do
1 -n
I

L(rt)do,(t).
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Flichenverzerrung

Das dem Satz 1 dhnliche Resultat iiber die Flachenverzerrung nimmt die folgende
Gestalt.

Satz 2. Es sei A>0und A,(r) bezeichne den nach der Vielfachheit berechneten
Flicheninhalt des Bildes von der Kreisscheibe {|z|<r<1} bei der Abbildung w
=f(2)/z mit einem aus fe F(a) erzeugten f,. Dann gilt

A0S (| AGroday(o),

worin A=A, der im Hilfssatz 2 angegebenen Abschdtzung geniigt.

Beweis. Die direkte Rechnung wie im Satz 1 zeigt
A;(r)—g pdpg |g1(pe'®)|2do

= (" pap (" o] tgpreyaan)|’
-n 1
und mittles der Schwarzschen Ungleichung

4= ( pap (" a0 do,) | rlg (preizdoy)

doy(1) | pradp " Ig'(pret®)|2do

)
=S’dal(t)g édzg |g'(£€i9)|2d0
|

A(rt)da ,(t).

I

Andrerseits fithrt uns die am SchluB im Beweis des Hilfssatzes 2 erwidhnte
Bemerkung zur gleichartigen Abschatzung. Das lautet wie folgt.

Satz 3. Mit Bezeichnungen in den Sdtzen 2 und 1 gilt
1
A,(r)s vy L;(r)%.
Der Satz 2 liefert zusammen mit dem Hilfssatz 2 die Ungleichung

AN S —02nr | < day(o),

wihrend der Satz 3 zusammen mit dem Satz 1 und dem Hilfssatz 1 die Ungleichung

Al(r)§(l—'oz)24nr2<gl‘—T—7t2 doy(@))
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liefert. Da die Schwarzsche Ungleichung im allgemeinen die Beziehung angibt,
daB die letztere Schranke stets nicht groBer als die vordere ist, so siecht man ein, da3
die letztere Abschédtzung schérfer als die vordere ist.

Nebenbei bemerkt, dal eine Ungleichung umgekehrter Natur immer gilt. In
der Tat, bekommen wir mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung

oA gy L0 o (17 lgicoeyide ) dp

< (L pdn (" 1g30e)2d0 = ,(0).

Ausgezeichneter Fall

Zum Schluf3 betrachten wir den ausgezeichnetn Fall, der aus dem besonderen
MaB o(t)=t erzeugt wird. Dann wird das MaB ¢, durch

o,(t)= F(A)S <]og LY ldt

gegeben und demgemiB werden die oben erwahnten Abschétzungen in die mehr
konkrete Form gebracht.

Satz 4. Im ausgezeichneten Fall geniigt die GroBe L,(r) der Ungleichung

LN S(-0) f5 {1ty (g ) ae

Beweis. Inder Abschédtzung im Satz 1 haben wir nur das obengenannte MalB o,
und die Schranke im Hilfssatz 1 zu ersetzen. Die Reihenform folgt mit Hilfe der

bekannten Formel
by 1N _T(A)
Sot l(log t> dt= at

Insbesondere gilt fiir A=1
1
Ll(r)g(l—a)4nrgol——2t7dt—(l—a) log L

Wihrend diese Schranke in bezug auf re(0, 1) unbeschriankt ist, bleibt L,(r)
beschrinkt fiir jedes A>1. In der Tat, erhalten wir

L(Ns(1-0)F T - =(1-2) 3L,

worin { die Riemannsche Zetafunktion bedeutet.

Indem wir den Satz 3 mit dem Satz 1 verbinden, bekommen wir die folgende
Abschitzung.
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Satz 5. Im ausgezeichneten Fall geniigt die GroBe A(r) der Ungleichung

507§ ([ (s ) )

0 v v 1
=(l-o )2 4" = 1r2 ,<2="‘1 (k(v—x+1))?"

In bezug auf die Beschrinktheit von der Schranke fiir 4, ist der Umstand gleich
wie fiir L,, Wenn wir uns auf den Satz 2 und Hilfssatz 2 gestiitzt hatten, so
gewonnen wir bloB eine schwichere Abschidtzung

2 2 A-1
AN =1 —a)? ‘;7&) S; (l—tr2t2)2 <log %) dt

yr2y

=(1-a)? 4"2 @+DF’

deren Schranke nur fiir A>2 beschriankt ist.

MATHEMATISCHES SEMINAR,
INSTITUT FUR TECHNOLOGIE ZU KANAZAWA
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