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Von

Yüsaku KOMATU

(Communicated by Prof. Kusunoki June 1,1984)

Einleitung

Es sei .F die Klasse derjenigen im Einheitskreis E=  {1z1 < 1} regulär analytischen
Funktionen f ,  die durch f(0) = 0 und f '(0) =1 normiert sind. In einer früheren
Note [4], und mehr ausführlich in [5], haben wir den linearen Operator  e ingele itet,
der auf der Klasse .F durch die Gleichung

2f (z ) _— 11 f ( z
t

t )  do-(t)

mit einem gegebenen Wahrscheinlichkeitsmaß a auf dem Intervall I= [0, 1] definiert
wird. Es läßt sich dabei zeigen, daß dieser Operator immer in eine in bezug auf
einen reellen Parameter 0  add itive F am ilie  {  m i t  ...T 1 = 2 ' und ..T° =id ein-
gebettet wird und sogar, daß es unter gewisser zugefügter Einschränkung an a ein
bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaß a,  für jedes gibt, das die Integraldarstellung

..?'-f(z)= f ( z
t

t )  do-  ,(t)

zu läß . Im folgenden soll es sich um diese Familie {2'•1} handeln und der Kürze
halber wird f f geschrieben.

Für das besondere Maß a(t)= t tritt ein ausgezeichneter Fall auf. In 'der Tat,
läßt sich zeigen, daß das Maß a , dann die Dichte besitzt und sogar der Operator
YA explizit durch

-9 9 Af ( z )  z  t )  
t ( l o g  I

t Y  dt

bestimmt wird. Dieser Operator führt sich demgemäß auf die fraktionale Integration
der Ordnung .1 in bezug auf log z zurück; nämlich läßt er sich in die Gestalt

= 1 11 . g .
F ( ,1 ) f ( e )  (log z— w )-ldw
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umformen, wobei das Integral längs der zur reellen Achse parallelen Halbgerade
anzunehmen ist, die in der Halbebene {Re co <0} verläuft.

Wir haben in [6] die Längenverzerrung von f t für einige bestimmte Unterklassen
v o n  "  hergeleitet. Andrerseits h ab en  w ir  d ie  Carath6odorysche K lasse g(a)
der Ordnung a <1 betrachtet, die aus den in E regulären, p(0)= 1 und Re p(z)>a
genügenden Funktionen p besteht. Die Klasse "(a) derjenigen Funktionen f , die
die Gestalt f(z)= z p(z) mit p e "(a) besitzen, ist eine Unterklasse von " .  Da aus
f(z)/z E g ( a )  ersichtlich f 2 (z)1 z E .9(a) für jedes A folgt, so zieht f e "(a) nach sich
h e "(a). Für diese K lasse "(a) haben w ir in [7] den Wertevorrat von f ,  erörtet.
Nebenbei bemerkt, daß die übliche Klasse der konvexen Abbildungen eine echte
Unterklasse von "(1/2) ist, wie schon von Strohhäcker [9] gezeigt wurde.

In der vorliegenden Note werden wir die Längen- und  Flächenverzerrungen
über .fA(z)/z für fe  " (a )  m it a  < 1 u n d  2  0  betrachten. D ie hier gebrauchten
Beweismittel sind zwar denjenigen in den früheren Noten ähnlich, aber wir werden
sie im folgenden wegen der Selbstabgeschlossenheit umständlich wiederholen.

Hilfssätze

Wir beginnen mit den Hilfssätzen für A=0.

Hilssatz 1. Es seif e .F(a) und L(r)= L(r; f) bezeichne die Länge der Bildkurve
von {lzl=r <1} bei der A bbildung w = f(z )lz . Dann gilt

L(r) (1 —  a)  1 41r
 r
r_. .

Die Schranke w ird für jedes r> 0  dann und nur dann erreicht, w enn  f(z)/z den
Einheitskreis E auf  die Halbebene {Re w >a} abbildet, nämlich, wenn f  die Gestalt

besitzt.

f (z )= z   1 + (1 —2a)sz
1— sz m it jel =1

Beweis. A us fE ,F(a) ergibt sich

1  (  f ( z ) 0 1 ) E ( 0 )

1 — z

und folglich gibt es mittels der Darstellung von Herglotz [1] ein auf (— 7r, gestütztes
Wahrscheinlichkeitsmaß 'V derart, daß die Darstellung

g(z) f (; )   —  (1  a) 4  z  d t(cp )+

=2(1 —a) S r'   dt(cp) — (1 —2a)_„ — z

gilt. So ergibt sich durch direkte Rechnung
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L (r)=r5 Ig'(rei 9 )1d0

— a)r
17E

1-re,012 dz (p)

= 2(1 — a)r 5n
7 , dt(tp)5't 7 , 1 e R p

 1
 r e 1 0 i 2  d0

=2(1 —  a)r Cr 2 7 r1—  r2 dt(9)

4nr= ( 1  a) .1— r 2

Nun, um die Schranke in dieser Abschätzung für ein r>0 erreicht zu werden, ist es
notwendig und hinreichend, daß die Größe eig'/(eiv—  rei9 2  für jedes 0  dasselbe
Argument für p e (— t, in  m it dr(9)>0 besitzt. So kommt es darauf hinaus, daß
das assozierte Maß t sich an einer einzigen Stelle 9 0  konzentriert. Mithin nimmt
die Extremalfunktion die Gestalt

f ( z )= z  ( (1  a)  1 +  8 Z  + a) — z  1 +  ( 1  — 2 c 1 ) 8 z  , e—
1— eZ 1 — SZ

Dieser Hilfssatz erwähnt eine Erweiterung des von Rogosinski [8] hergeleiteten
Resultats für die Klasse ,F(0); vgl. auch [2], [3].

Hilfssatz 2. Es sei fe,F(oc) und A (r)=A (r; f ) bezeichne den nach der V iel-
fachheit berechneten Flächeninhalt des B ildes von der Kreisscheibe { iz i<r <1}  bei
der A bbildung w =f (z )lz . Dann gilt

(1—r2)2 •

Die Schranke wird w ieder durch die im  Hilfssatz  1 angegebene Extremalfunktion
erreicht.

B ew eis. Den Bezeichnungen im Beweis des Hilfssatzes 1 folgend, erhalten wir
durch direkte Rechnung nacheinander

A (r) = 1r pdp1 n Ig '(p e ")I 2 d0
o ,

  15_ 4 ( 1 — a) 2  p d p d0 . dt(yo)
O n —7c— — Pe i ° 14

= 4 (1 _ )2 • d-c(yo)11.pdp 1  
, c•

d0
,  le' —  Pe"I 4

= 4 (1 _ )2  . 7 t  d r ( 9 )  r
o 2ir P (

(1 .
1 4

 - pP2 2
) ! d p

,
2

=4(1 — a) 2 in r d • r ( c , o )
- „ (1 —  r 2 )2

47cr2  

(1—r 2 )2  •

47cr2A (r)... (1 —a) 2
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Die Extremalaussage läßt sich ebenso wie im vorigen Hilfssatz bestätigen.

Während der eben angegebene Beweisgang sich auf direkte Rechnung stützt,
könnten wir auch den Hilfssatz 1 zusammen mit der isoperimetrischen Ungleichung
brauchen, die bei der nicht schlichten Abbildung gültig bleibt. In der Tat, erhalten
wir damit einfach

A (r) 5 4
1
7c L (r) 2

1  ( ( 1  _ co  47rr — (1 oc)2  4 n r 2  
— 4n 1 — r2( 1 — r 2 ) 2

Das Gleichheitszeichen in der ersten Ungleichung tritt dann und nur dann auf, wenn
g e .9(a) eine lineare Funktion ist, die den Kreis {Izi< r}  auf eine Kreisscheibe und
sogar E auf die Halbebene {Re w> al abbildet.

Längenverzerrung

Nun leiten wir die dem Hilfssatz 1 entsprechende Längenverzerrung für A> O.

Satz 1. Es sei ) >0  und LA O bezeichne die  Länge der B ildkurve von { iz i
=r<1}  bei der A bbildung w=f A(z)lz mit einem aus f e .F(cx) erzeugten f A. Dann
gilt

LÄ(r)5 L(rOdo- ( t) ,

worin L=L o  der im Hilfssatz 1 angegebenen Abschätzung genügt.

B ew eis. Es seien g(z)=f(z )lz  und g A(z )=f 2(z)lz. Dann erhalten wir

g ,(0 =  f Az z) f(zztt)  d ( 0 =  g(zt)daA (t)

und folglich

L 2 ( r ) = r 1  I g  (rei°)IdO

=tT  d O  5 i tg '(rte")do -
A(t)1

r d 0 1  tigV tenclo- ( t)
-rz 1

=1 dcr,t (t)rt Ig'(rte 1 0 )1d6

= L(rt)dcr,(t).
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Flächenverzerrung

Das dem Satz 1 ähnliche Resultat über die Flächenverzerrung nimmt die folgende
Gestalt.

S atz  2 . Es sei ).> 0 und A,(r)bezeichne den nach der Vielfachheit berechneten
Flächeninhalt des Bildes v on der Kreisscheibe {lz1<r <1} bei der A bbildung w
= f 2 (z)/z mit einem aus fe .F(cx) erzeugten f. Dann gilt

A A (r) 5:  1 1 A (r t )d  ( t),

worin A = A , der im  Hilfssatz 2 angegebenen A bschätzung genügt.

B ew eis. Die direkte Rechnung wie im Satz 1 zeigt

AA (r )= pdp i c Ig (p e " )1 2 d0
o -7E

=1 pdp dB 1 1  tg '(p  e  do-  A (t)1 2

JO- r e 1

und mittles der Schwarzschen Ungleichung

A,t (r )5 r  p d f4 t dO1 do 2 ( 0 1  t 2 ig'(pte")1 2 do- , (t )
o 1 1

= d a ( t ) Pt2dP 19'(Pte")12d0• o

= 1 1 do-
 A (t)1 0 . I g ( e i ° ) 1 2 d 0

=1  A (rt)do -
 A (t).

Andrerseits führt uns die am Schluß im Beweis des Hilfssatzes 2 erwähnte
Bemerkung zur gleichartigen Abschätzung. Das lautet wie folgt.

S atz  3 . Mit Bezeichnungen in den Sätzen 2 und 1 gilt

A,t ( r ) _  4
1
7c L 2 (0 2 .

Der Satz 2 liefert zusammen mit dem Hilfssatz 2 die Ungleichung

t2 
AA ( r )  (1  —  oc)24•nr2S 

( 1  —  r 2 t 2 ) 2  
do - 1 (t),

während der Satz 3 zusammen mit dem Satz 1 und dem Hilfssatz 1 die Ungleichung

itA(r)_5(1---ct)24rcr2(1
1  1 —

t
r 2 t 2  

da A t)
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liefert. D a  d i e  Schwarzsche Ungleichung im allgemeinen die Beziehung angibt,
daß die letztere Schranke stets nicht größer als die vordere ist, so sieht man ein, daß
die letztere Abschätzung schärfer als die vordere ist.

Nebenbei bemerkt, daß eine Ungleichung umgekehrter Natur immer gilt. In
der Tat, bekommen wir mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung

1 
2ir

L (p) 2
 d p _  217rp .c, 2

rI g p e i ° ) I d O )  d pp

pdp I gi(Pe")1 2 c10 = A2 (r).o

Ausgezeichneter Fall

Zum Schluß betrachten wir den ausgezeichnetn Fall, der aus dem besonderen
Maß a(t)=t erzeugt wird. Dann wird das Maß a), durch

a AO —  1
1
( 1 )  ( 1 0 g  + ) A d t

gegeben und demgemäß werden die oben erwähnten Abschätzungen in die mehr
konkrete Form gebracht.

Satz 4 .  Im ausgezeichneten Fall genügt die Größe LÄ(r) der Ungleichung

LAO .6 ( 1 -  )  
 4 1 7 .t r  ( 1  t  

( log 1  )  1 dtF(.1) Jo 1 —r2 t2

4n  c o  r 2v-1
=  ( 1 c 4)  E  21 v = 1  0

Beweis. In der Abschätzung im Satz 1 haben wir nur das obengenannte Maß
und die Schranke im Hilfssatz 1 zu ersetzen. D ie Reihenform folgt mit Hilfe der
bekannten Formel

P l
tv- 1  (log + ) A - 1  d t=  F (

A
1 )  

JO V

Insbesondere gilt für A =1

L 1(r).(1—a)47cr

W ährend diese Schranke in bezug auf r e (0, 1) unbeschränkt ist, bleibt LAO
beschränkt für jedes A > 1 . In der Tat, erhalten wir

LAO a)  4
27 = (1 —  a)  427  c(A).

worin C die Riemannsche Zetafunktion bedeutet.

Indem wir den Satz 3 mit dem Satz 1 verbinden, bekommen wir die folgende
Abschätzung.

51
dt = (1 a) log2n1  

0 1 _r2 t2 r 1—  r2
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Satz 5 .  Im ausgezeichneten Fall genügt die Größe A A(r) der Ungleichung

1 -1-1 )24nr2 t
(A y

0   1 _ 1 .2 1 .2   (log — dtA A ( r )  (1 — 00 -  

47r G°= (1_ 02 v  r2v 1

'  4 A K=1 WV - 1C + 1)) 2

In bezug auf die Beschränktheit von der Schranke für AA ist der Umstand gleich
wie für L .  W enn wir uns auf den Satz 2  und H ilfssa tz  2  gestü tz t hätten , so
gewönnen wir bloß eine schwächere Abschätzung

4nr 2t 2  (log —1 ) A - 1  dtA,(r) _< (1 o t ) 2  
 F ( A )  (1 r 2t2)2

V r2 v  

= (1 - oc)247c
v=1 (2v +1)A

deren Schranke nur für A.> 2 beschränkt ist.
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