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Une théorie trois-dimensionnelle des ondes
de surface de l'eau et le développement
de Friedrichs

Par

Tadayoshi KANO

SECONDE PARTIE
LE DEVELOPPEMENT DE FRIEDRICHS ET LES EQUATIONS APPRCCHEES

Notice préliminaire.

Nous étudions dans cet article I’évolution temporaire des ondes de surface
de I’eau en écoulement trois-dimensionnel irrotationnel.

Il s’agissait, en fait, d’étudier le probléme non-dimensionnel suivant dépen-
dant d’un paramétre non-dimensionnel d<[0, 1]:

0D +D,,)+0,.,=0 dans 20@),
9,=0, z=0, (x,y)eR,

50t (D03 4+2) 4+ 02=0 i
Z: i x’ }Y ’

LA+ 0. +I,0,)—0,=0
avec des données de Cauchy
Q(O) xr y! Z)=¢0(x’ yy Z), F(Oy xr y):PO(x’ y)>0~

Dans la premiére partie de cet article (numéro précédent), nous avons
démontré, localement par rapport au temps, l’existence de solution de ce
probléme dans une échelle d’espaces de Banach de fonctions analytiques (§§ 3-4).

Nous y avons également démontré que cette solution était en fait, sur la
surface, indéfiniment différentiable par rapport a ce parameétre & dans cette
échelle d’espaces de Banach, §5. Ce qui donne une justification mathématique
du développement de Friedrichs sur la surface comme développement asympto-
tique.

Dans la présente seconde partie, tout d’abord, on procéde effectivement ce
développement de Friedrichs sur la surface de I’eau, pour donner airsi une
justification mathématique pour les équations des ondes de surface en eau peu
profonde en cas de !’écoulement trois-dimensionnel, § 6.
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Ensuite, dans le paragraphe 7, on montrera que notre solution est indéfini-
ment différentiable par rapport a 6€[0, 1] aussi pour tout z, 0<z<I(t, x, y).
On en déduit ainsi une justification mathématique pour le développement de
Friedrichs en cas de ’écoulement trois-dimensionnel.

Enfin, dans le dérnier paragraphe, une appréciation sur la portée et les
défauts de nos études dans cet article.

§6. Développement sur la surface: équations deux-dimensionnelles des ondes
de surface en eau peu profonde.

6.1. D’aprés le résultat du paragraphe 5 on peut développer par rapport a
d<[0, 1] dans B, l'opération

(6.1) &, > {dzl,_,, dy1,_.},
ce qui correspond dans les variables originales a
6.1y (pz|,=p L — {¢x|,=py (Dy|2=11}-

Avant de donner le développement de Friedrichs, on obtiendra un développement
pour les équations (2.18)-(2.19) par rapport a 6= [0, 1] d’aprés ce développement
de (6.1). D’ol, on déduit, comme le premier terme, les équations deux-dimen-
sionnelles des ondes de surface en eau peu profonde, ce qui est une générali-
sation du résultat de [14].

Dans le dérnier numéro 6.4. de ce paragraphe, on donnera également le
développement de solution {¢, y} par rapport a §<[0, 1] sur z=1. Et ainsi on
obtiendra, pour ainsi dire, le développement de Friedrichs sur la surface.

Pour ce faire, il nous faut savoir le développement pour

#.()=0¢.(t, x, ¥, 1;0)
par rapport a 6<[0, 11. On a la

Proposition 6.1. On a le développement suivant pour le potentiel-solution ¢
dans S=\J B, pour [t|<a(p,—p):¥
p>0

6 BD= P Ag D2 B s, G+ By A+

+677, 46, (D47 46D} +0),

ou 4 est laplacien dans R* et O(8%) signifie que le reste est majoré dans B,,
Yo<p, par Cte-0d".

Preuve. Compte tenu de (3.5) avec g, (3.12), et ¢,(1)=—¢.(—1), on a

(6.3) 5:(1)=5lélth(5|§|)¢(1)+%S‘ ch(@&ls)

_lmézg"(s)ds .

® Données initiales sont dans Bp,, voir §4.
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D’ot, un assez long mais simple calcul nous donne (6.2).
Remarque 6.2. 1l est claire que l'on peut continuer ce développement
jusqu’a tout ordre qu’on voudra.
6.2. Développent des équations par rapport a 3<[0, 1].

On s’arréte pour l'instant aux termes d’ordre O(d%).
En rapportant le développement (6.2) dans les équations (2.18)-(2.19), on
obtient dans B,, Yp<p,:

8D+ 5 8,0+ 6,19) +7— 0 (A1) =0
(6.4) ,
ot (8 D) (1,0, -2 A4 4g(1) =0(3".

Or, dans les variables originales, on avait
O, x, v, I't, x, y;0); )=, x’, ¥, 1;0)

“o”»

en restaurant le signe prime “,” pour les variables de {¢, r} et

D, _p=¢ul,_— Tr" Bol,_

Do, r=@s 1,,=1—~7;—'¢z'|z,=1

(6.5)

¢U|3=F:¢U' |z1=1— Ty ¢Z' Izl=1

7
1
¢2|z=1’:?¢l' lz'=1’
Soit maintenant
_ dé

(6.6) Q=0 x,y;0) = O, x, 9, I't, x, y;0);0),
alors on a
6.7) D=¢.(1), P,=¢.1) et @,=¢, ().
En effet

—_ )» . 1 .
D=0l ot Ol p L= (B L= G ) £ oy T =g )

par (6.2). De méme pour le reste.
D’ot,

Proposition 6.3. Notre solution {®@, I'} du probleme (2.3)-(2.8) a le dévelop-
pement suivant sur z=I'(t, x, y;0) dans B,, Yo<p, pour |t|<a(p,—p):
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Bt @t B+ I~ 2 (T 4By =000
(6.8)

AT (TB,), 5 AT *48)=0"),
ot 4=0%/0x%+0%/0y>.

Remarque 6.4. Dans le cas de I’écoulement deux-dimensionnel, on I'avait
énoncé dans le théoréme 3.3, (3.8), dans [14].

6.3. Equations deux-dimensionnelles des ondes de surface en eau peu
profonde.

En passant a la limite §—0 dans (6.4), on a

gi+ —(¢ D31 +7°=0
(6.9)

i+ o)+ (r°¢3(1)), =0,
dans B,, Yp<p, pour |{|<a(p,—p) avec

o, x, y)=lime¢(t, x, y, 1;0)
-0 dans
7, x, y)=13i£517(t, x,¥;0)

(6.10)

Ce qui correspond dans les variables originales:

6.11) g (O 054+ °=0
6.

(0% +(7°0%), =0,
pour

¢, x, y)=lim®({, x, y;0)
(6.12) -0 dans B,.
ree, x, N=imrI'e, x, y;9)

Nous avons ainsi obtenu les équations deux-dimensionnelles des ondes de surface
en eau peu profonde, compte tenu du théoréme suivant qui donne une justifi-
cation mathématique pour ces équations:

Théoréme 6.5. Quel que soit p<p, (O), T'()} est approchée par
{@°1), I'°(t)}, la solution de (6.11), au sens suivant, pour |t|<a(p,—p):
1B%(t)— @ ()] ,=0(3%)
(6.13) @) —D y(t)”p 0(®
1) —T'®)l ,=0(5% .

Preuve. Différentier (6.4) et (6.9) par rapport a (x, y). On a dans B,.
Yo<p,:
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Ut uus+ovs+r.=0(5%)

(6.14) vetuu,+ov,+r,=0(0%

7o+ (v)y,=0(8%),

{¢=(1), $y(1), 7} et

uttu'uz+ove+yre=0

(6.15) v+ uul oy +rf =0

7 u)a ('), =0,

pour {u’, v°, r°}={g%(1), #3(1), r°}.

En appliquant le théoréme abstrait non-linéaire de Cauchy-Kowalevski [13]
a ces deux systémes quasi-linéaires, la continuité par rapport au second membre
montre

(6.16) lw@—u®ll,, [°O—v®Ol,, I O—r"l,=0(8%,

pour Yp<p, I|t|<a(p,—p). L’existence de solution {u° v° 7°} dans S est
assurée bien entendu, par ce théoréme de Cauchy-Kowalevski. D’ou le théoréme.

Il

pour {u, v, r}

Q.E.D.
Remarque 6.6. Notons:
(6.17) Qt, x, y)=l§n2 D@, x, v,0;0).
En effet,

O, x, v, 2;0)=0(, x, y, 0;5)-!—%@“(1‘, x, 9, 0;0)z+ - =

=0, x, 3, 0;0)— 5 (2400, x, 3, 0;0)+ -,

d’ou
O°=lim 0@, x, y, I't, x, ;0);O)=Im P, x, y, 0;9).

6.4. Développement sur la surface.

Outre le développement d’équations (2.18)-(2.19), on va développer maintenant
la solution {¢, y} elle-méme par rapport a 6<[0, 1] dans S= k>J B,:
>)

B=9(t, x, 9, 1;9)= 3 dalt, x, 20" +0E+)
(6.18)

N
=10 %, ¥;0= 2 1.0, x, IO H-0(9* N +?)

dans B,, Yp<p, |t|<a(p,—0), {$n Vn}ln=o1,... étant indépendantes de d<[0, 1].

En rapportant (6.18) dans (2.18)-(2.19), on obtiendra, pour les coefficients de
o*", n=0, 1, 2, 3, ---, une hiérarchie de systémes d’équations hyperboliques, quasi-
lindaire par rapport a {¢ z P04 7o} pour n=0, lindaires par rapport a
{$n.2» Pn.y, 7o} pour n=1:
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610, ot (@598 ) H70=0
Yo.0FT0P0, 2)z+7oo, 1)y =0,
puisque
Polt, x, Y)=¢°1, x, ¥, 1), 7rolt, x, =0, x, ¥),
et aussi
(6.19), { Pn it Po.2Pn ot G0 yPnyHTa=any
Yo et {(T0@n Dot (ToPa. o)y} 2P0, 2) 2+ 2P0, o)y} =Ba-1,

Ol a,-; et SBr-; sont des polynémes de {¢;, 7;, 0=7<n—1} et leurs dérivées par
rapport a (x, y).
Pour n=1, par exemple, on a le systéme suivant:

1
¢1, L+¢o, a,-¢1, x+¢0. y¢1, ytri= '2—(7'04?50)2
(6.19),

71 t+(T0¢l. z)z+(T1¢o. z)x+(r0¢1. Wy +(Tl¢o, y)y: - ';—A(ngﬁso) .

Pour calculer tous ces systémes, on se servit de proposition 6.1, (6.2). Si
on continue le développement (6.2) en ordre supérieur, il n’est pas difficile
d’écrire explicitement les seconds membres a,-, et B8,-, dans (6.19),. Mais ils
deviennent de plus en plus compliqués. En effet, on a par exemple:

Be 1t Do, 2Po, 2t Po, Py +72=
= (BTG )+
1
7oy 3G — 5 73T 7% )G,
7, t+(To¢2, )z +(T2¢0, z)z+(70¢2, y)y +(7’2¢0, y)y =

1
=— {(Tl¢1. x)z+(7'1¢1, y)y} - 34(73A¢1+37371A¢0)'—

1
— 7878, M F AT 118 a1, ) 4}

D’ol, comme dans le numéro 6.3., on obtient le développement pour @, x, y ; )
et I'(t, x, y;0) comme suit:

n=0

[ @= £0:0 5 p0+06
(6.20) .
l I'= 3 Ity x, 9)0"+0(@**)

dans B,, Vo<p, |tI<a(o,—p), {(57;, '), x, ¥)}nes 1o étant indépendantes
de 6=[0, 17. Notons en particulier
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D=0, x, v), I=I"C, x, y).

On a donc
, 0yt (Q)Z I“HD D+1=0
(6.21),
Lo A+ (T'o@y, )2 +H(Ts@y )y =0,
et
6.21) { Do i@ @, ot P,y Doy +T=Ay
| ' Fn't+(['oan'z)z+(r1150, z)z+(roan.y)y‘l‘(rnao,y)y:Bn—lr

An-, et B,., étant fonctions de {®@;, I';}, 0S7<n—1, et leurs dérivées par
rapport a (x, y).
Pour n=1, par exemple, on a

5!,t+50.151,1"_50,1;61.y+rl:%(rodao)2
(6.21), _ _ )
rl,t+(ro¢1.x>z+(rl@o, z)x+(ro¢1.y)y+(rl¢0,y)y:_§—d(1—'gd®0).

§7. Développement de Friedrichs.

7.1. Avant de donner une justification mathématique du développement de
Friedrichs, on étudie plus profondément notre solution {@, y} de (2.16)-(2.21).

S’appuyant sur le théoréme d’existence du paragraphe 4 qui détermine les
données de Dirichlet sur z==+1, nous obtenons une solution unique analytique
dans 2, du probléeme aux limites:

(7.1) L;¢=0, ¢|.-..=¢(1): obtenue dans le paragraphe 4,

I'opérateur L; étant défini dans (2.16).

Or, on a vu, (4.22), que ¢.(1)=¢,(t, x, y,1;0) et ¢,()=¢,¢, x, v, 1;8)
appartiennent a B,, quel que soit p<p, pour |t|<a(p,—p), et en plus nous
avons (4.22). Ainsi, on voit A¢(z)=A¢(, x, y, z; ) appartenir a H"¥Q,).

D’autre part, dans les paragraphes 5-6, on a vu que notre solution {¢, 7}
était indéfiniment différentiable par rapport a é€[0, 1] dans S=\J B, sur z=1.

p>0

On va voir maintenant que ¢,(2), ¢,(z) et ¢,(z) sont également indefiniment
différentiables par rapport a 6 [0, 1] dans S, quel que soit z, |z|<1. On peut
le démontrer de la méme maniére que dans les paragraphes 5-6 en s’appuyant
sur les estimations suivantes dans les lemmes 7.1-7.9, en outre que les estima-
tions dans les paragraphes 3 et b.

Lemme 7.1. Pour R,, une constante positive, suffisamment petite (comme dans
les paragraphes 3 et 5), il existe une constante positive C(R,) indépendante de
0€[0, 1] telle que lon ait, si E, ,(y—1)<R,, quel que soit p<p, les inégalités
suivantes :
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[@=(2ll o, 16,2, SC(R)E,, ()
¢.(2)| ,=C(Ro)-0- E,, o()
622, 9.4 (2N, =C(R)IIGA*SDI,
I6..(2) ,<C(Ry)-3-dA¢1)]l,

(7.2)

quel que soit z, |z|=<1.

Preuve. Vu (3.37), par exemple, on a
(7.3) | Ag.(2)]| = N6 A*¢(Dl ,+Cll dglll, = (1+C(R )6 A%GD)]

compte tenu de (3.10)’. De méme pour le reste en tenant compte des estima-
tions dans le paragraphe 3. Q.E.D.

D’ot, comme dans le paragraphe 5, on a la

Proposition 7.2. Pour R, dans le lemme 7.1 et Q, positive (dans le para-
graphe 3), si E, ,(y—1)< R, et E, J(@)<Qo, quel que soit p<p, ¢(2), ¢,(2) et
@.(z) sont indéfiniment différentiables par rapport a S<[0, 1] dans [échelle
d’espaces de Banach S= L>j B,, quel que soit z, |z|=1.

p>0

En particulier, on retrouve (6.2) comme un corollaire.

On va démontrer maintenant que ¢,(z) est aussi indéfiniment différentiable
par rapport a 0[0, 1] dans S. Pour cela, on montre la proposition 7.3 ci-
dessous et tout le reste de ce numéro 7.1. est consacré pour la démonstration
d’elle:

Proposition 7.3. Pour R, positive précédemment choisie, il exiete une con-
stante positive C(R,) indépendante de [0, 1] telle que I'on ait

(7.4) 82, =C(Ro)E2, o() ,

quel que soit z, |z| =1, et quel que soit p<p,, pour |t|<a(p,—p), st E, ,(y—1)<
<R,, Yp<p,.

On voit tout d’abord :

o ch@lElD) | (v shBlEle—1)sh@IEIsHD) |,
s $u@)=-Cpsrer -+ STESRI €D 8¢ us)ds+
' : Sh(3181(z4+1)Sh@ €1 (s—1) ,
B 1P 7 5 LS
ou
0'842)={0p@ L (24000 B (@ bbr, (oD F 74 () +
(7.6)

+{D(@)6eDH4(D)Pe 07D 22+ 07D uy ()} =
={1}-+{m},
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Ceci dit, on voit que ¢,(2), (7.5), s’écrit comme suit :
(7.5) 0.(2)=G(2)p(1)+ R+ Ry.

Compte tenu de I'équation (2.18) et du théoréme 4.3, (4.22), avec (3.21), il
est évident qu’on a

7.7) 1G(2)g. (Dl , =C(Ro)E:, o(4)

I’estimation pour la premiére partie du second membre dans (7.5) en haut.
Pour ’estimation de la seconde et la troisiéme partie du second membre de
(7.5), commengons par le

Lemme 7.4. Si E, ,(7—1)<R,, 0<R,<1, quel que soit p<p,, on a
=y < —
(7.8) |(F7) ], scRane—Di, .

quel que soit p<p, C(R,) étant une constante positive indépendante de 5[0, 1].

Preuve. On voit d’abord:

(B),==D==1(5), ~ (L)1
D’oy, on a
—1
1+
o I—lr—1i,

(=),

B I =Dl
I o |

d’aprés (3.17).
On a d’autre part:
Lemme 7.5. Si E, ,(y—1)<R,, quel que soit p<p, on a

(7.9) 106G —Dello, 1007)ello, 10007 )ell ,SC(ROES, ,(8),

quel que soit p<p, pour |t|<a(p,—p), C(R,) étant une constante positive indé-
pendante de 6 [0, 1].

Preuve. Compte tenu de la proposition 3.17, (3.21), et de la proposition 3.19,
(3.29), les équations (4.5), (4.13) et (4.14) montrent le lemme. Q.E.D.

En conséquence de ces deux lemmes 7.4-7.5, on a le

Corollaire 7.6. Suzvant les notations (3.12), on a pour tout z, |z|<1,
(7.10) lopull,, Nor; d2ll,, j=1,2 =C(R)E; (),

quel que soit p<p,, si E; ,(y—1)<R,.
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Les estimations pour R; correspondant a { I } dans (7.6) au sens de || o, pour
z, 1z| <1, sauf Bqt(z)%(z), sont des conséquences de la proposition 3.10, (3.10)’
et du corollaire 7.6, (7.10).

Pour ce qui est de ZBqt(z)%’—(z), on voit d’abord

o2 (Y
+aa{@ra— (L)@~ () -
+aa{@r,0,— ()0~ @ (5 )

Ainsi, la partie la plus délicate dans dg.(z)- 2% ¢ (2) est

(20022007, B2 (2).

Or, on voit que:

SZ sh(61§1(z—1))sh(d[£[(s+1))
-1 01&sh(201€1)

+S‘ sh(d]§|(z+1))sh(d|£1(s—1))
: d1&Ish(201€1)

Z{Sz sh(d]£(z—1))sh(@d|§|(s+1))
“Ua sh(2d &)

(7.12) +Sl sh(d|&1(z+1))sh(@ 1€ (s
: sh(261€1)

_{Sz sh(d|§1(z—1))sh(d|£1(s+1))
-1 d1&Ish(2d1£1)

1 sh(3|€](z+1))sh(3|€](s—1)) ——— _
SZ 01&Ish(201¢1) (so Trl)¢zz(s)d5} =

={@}+{B}, soit,

par l'intégration par partie par rapport a x.
On a d’abord :

— T —
by 5 () +

— T
5(552ru)x%(3)d s

—_— T
002 (s +

- . &
002 (s} —

— T
($0*720)0.2(s)d s+

7.13) H@H = Rulotyad, | S5 <

oA ¢,

d’aprés le lemme 7.5, (7.9), et (3.10)".
Compte tenu du fait

Zazrztsz.z(z) 2(252T1L¢z(2)>z _52r1t¢ =(2),

on voit ensuite, par 'intégration par partie de @ par rapport a s, que



Une théorie des ondes de surface de !'eau 167

~ z —_ h 1 e
@Z{S_‘ Sh(alfl(ZShzé);le(la)lel(s+ )) (852Tx¢¢x(3))d5+
+S: Sh(5|$|(2;ll']3)aclhs(l5)|5|(5—1)) (m,(s))ds}-i—
z sh(01&](z—1))sh(81€|(s+1)) <5~
+{S—1 51&(sh(261€]) 0 7’xt¢:(5)d3+
1 sh(d161(z+1))sh(d1€1(s—1)) 5~ _
Ry TP T o
=B+®, soit.
Et on a
(7.13) 1B, < Noll 827 2.l llg 2, < Noll 6% 2l o {1 A , +Cll gl } <

SC(ROE:, (@),

d’aprés le lemme 7.5. De méme pour @.
En résume, on obtient I’estimation suivante:

h(51€](e—1)sh(@1£](s+1) &,

£ z—1))s s .

H(Sl 312]-sh(23 &) 8q =5 (s)ds+

(7.14) 4 SHOLEI I hB181 s 1) de NP
: 51€]-sh(26]€]) W)=

SC(R)E:, o(9),

ou (---)V signifie la transformée inverse de Fourier de (---).
Ensuite, on va estimer la seconde et la troisiéme partie du second membre
de ¢,2), (7.5), avec {Il} dans 4%g,, (7.11). On a premiérement :

Lemme 7.7. Si E, (y—1)<R,, quel que soit p<p, pour R, précédemment
choisie, il existe une constante positive C(R,) indépendante de 6<[0, 1] telle que
l'on ait

(7.15) 1046, (Dl , SC(R)E,, o(#) .

Preuve. En appliquant 64, A=(—4)"?, a I'équation (2.18), on obtient le
lemme, vu (3.29), la proposition 3.19. Q.E.D.

Ensuite, on montre le

Lemme 7.8. Sous les mémes hypotheéses que dans le lemme précédent, on a

(7.16) 1 @:elllp 1l 0@ zelll o 1166 4 clll, = C(RO) Es, o()

pour |t|<a(p,—p), quel que soit p<p, C(R,) étant unz constante positive indé-
pendante de 0<[0, 1].

Preuve. Voyons tout d’abord :
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sh(d]§]z2) P

B.(2)= hG €D o1&+
: ch(d|€|(z—1))sh(d|&|(s+1)) ,.
(7.17) +S_1 SO 8g.(s)ds+
t ch(@1£1(z+1))sh(61&1(s—1)) , .
+SZ Sh(Zo|£]) 028.,(s)ds .
Vu, ensuite, que
p¢zzt:(p¢zt)z_pz¢zt »
(7.18) 5rl¢zzt:(5rl¢zt)z_5rl,z¢1t )
5r2¢zyt:(57,2¢yt)z_57’2,z¢yt )
on a, par l'intégration par partie par rapport a s:
z ch(d 1))sh(d1&[(s+1)) < T <~
RH t— S < |£I(Zsh(258|€(l)|5| > {p¢zn(3)+(]¢n 3)+571¢zu(5)+5?’2¢zyt(s)}d$+
1 ch(d|€1(z+1))sh(0]&1(s—1)) -
+, Sh(202]) {-}ds=
ch(61&|(z—1))ch(d|&1(s+1))
——{[" a1¢1 OE |Pes) 67829+ Frigs) | ds+
1o . ch(@|&1(z4+1))ch(@1£(s—1))
+,0181 Sh(2a1£]) ["']ds}_
z ch(d|€1(z—1))sh(01&1(s+1) [— 53— < T~ o~
-{J’, IR | P 0eils) 8712+ 572 uu(s) | s+

1 ch(d1&](z+1))sh(d|&1(s—1))
+S, Sh(Z31E]) ["']ds}'

D’ou, on a

IR, .Ml éNo{llﬁ(l)ll ollg:cllo+1r (D oG 2 el o+ llrz(l)llpllléqﬁyz\llp} +
(7.19)

+1\70{(”p2(1)”p+"q(1)”p)|”¢zt“|p+“rl,z(l)”p”|6¢ztl”p'{—||r2,z(1)”p”|5¢ytl"p}y
et par la suite, on obtient, en résumé, le

Lemme 7.9. Si E, ,(y—1)<R,, quel que soit p<p, on a

6.1, SC(ROEs, 5(é)+
7.20) AN+ ol A1+ gLl Mgl +
ANl o+ Rl (D1 Il

FAN P DO+ Nolls, DI, HI8S ,l, -
Puisque I'on a
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Bﬁu(Z)}N ch(91€12)
0¢yi(2) ch(d1&1)

: sh(61£](z—1))sh(@1€](s+1)) , .
+5-1 Sh(Z3[2]) 0*&ds)ds+

a1&1d.(1)+

_I_Sl sh(91§1(z+1))sh(@1§1(s—1))

N Sh(25|5|) azgt(s)ds ’

on a de méme le

Lemme 7.9’. Sous les hypotheses du lemme 7.9, on a
(7.21) 106 z:lll o +l0@y ll, < (e second membre de (7.20)).
En conséquence, on obtient le lemme 7.8, d’aprés ces deux lemmes.

Q.E.D.

Revenons maintenant a (7.5)-(7.6) pour calculer [@,(2)],.
Comme dans la démonstration du lemme 7.8, on a, vu (7.18), par ’intégra-
tion par partie par rapport a s:

Ry=(" SO Lt D (g )+ 1)+ 0 Gnd )+ ST ds+

_1 31€1sh(231€)
A )
. sh(BIEI(Z;hl()z);lhs(f)lfl(s+1)) [Pputstomgats) +oragis)|ds+
o MO )
] e =)o)+ 37 i)+ 7 i) | s+
[ )

D’ou, on a

IR all SNl p.cllp 671D 20l -+ 11872l )+

+CUlp.0.cll o +lg@.elll o+, .00 el o 4N, .00 4 Ml o)
c’est-a-dire:

(7.22) [ Rull , =C(Ro)(lg:ell 160G 2l o 166 4l o)

avec une constante dépendante de R, et indépendante de d<[0, 1].
Par la suite, on a, enfin:

62l , < M16:(Vll , +C(Ro) Ez, o($)+
(7.23) +C (R0 A1) [, {116l o+ é 675, (DIl o} +
FC(R){ll.cll o H-110@ zelll o -0 elll o}
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en tenant compte de (7.7), (7.13)-(7.14), la proposition 3.10, (3.10)’ et de (7.22)
ci-dessus.

Par conséquent, on obtient I’estimation (7.4) d’aprés le lemme 7.8, (7.16), le
corollaire 7.6, (7.10) et de (7.23). Ce qui termine la démonstration de la propo-
sition 7.3.

7.2. Développement de Friedrichs pour {®, I'}.

Retournons maintenant a la solution {@(t, x, », z;0), I'(t, x, y;0)} de (2.3)-
(2.10). Elle est indéfiniment différentiable par rapport a d<[0, 1] dans S= B,.

. >0
On voit, en effet, que

I'e, x, y;0=rt, x’, y';0)

est indéfiniment différentiable par rapport a d€[0, 1], puisque 7 I’est. D’autre
part, ¢(t’, x’, y’, 2’;0) I'est aussi, comme on I’a vu en haut, quel que soit z’,

|2/|<1. Doy,

(7'24) ¢(t’ X, yy 2;5)=¢(t/y x,) y,, —IT;B)

avec (t/, x/, y', )=, x, v, -IZT), est aussi indéfiniment différentiable par rap-
port a 6<[0, 1] dans S=\J B, pour |t|<a(p,—p), Yo<p,
>0

De méme pour @, @, et @, compte tenu de
r
D =0u(2")—2' 5§ (2')
’ ’ I-'-'C ’
(7.25) ®3:¢x'(z )_Z T¢z’(z )
r
(Dy=¢yr(z’)—z’T”¢,r(z’).

D’aprés le théoréme de Taylor, on a d’abord le développement suivant au
sens |-]l,, Yo<p, quel que soit z, |z]<1:

& 1 azn 2n
A@(t, X, y’Z;a)ZEoWFz—ZTA(D(t’ X, yr 0;5)2 +
1 2 §EN+D Ao .
+ @2N+1)! So 522N+ ¢ x, 9, §;0=—0) di=
yo(=n* nr An )
z’nam)—!@z)? 4r AP, x, v, 0;0)+
(_1)N+152(N+1) 2 .
$ D[ 4y 400, x, 3, € a0 dE,
N 62 62
ou A:W—}—a—y{, vu (2.3)-(2.4), 49 pour D, ou D,.

En désignant le reste de développement ci-dessus par Ry..[@], on note,
d’aprés les estimations dans le paragraphe 3, que
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(7‘26) |IRN+1[¢:”|[)'écN+152(N+l); N=0’ 1’ 2; tty

Cy+: étant une constante indépendante de d<[0, 1].
Rapportons dans le développement en haut le développement de

déf
(7.27) D1, x,y;0) = O, x,y,0;0)
suivant :
(7.28) 4D, %, 33 9= T ADult, 1, PP+ Ry 0],

ou {D.(t, x, ¥)}no,12.. sont indépendantes de d[0, 1], avec
(7.29) ”RAV+1|:Q:|||,,§C§v+152‘”“),
Clv+: étant indépendante de d<[0, 1]. On a alors:

130 A0, x, 3, 230= 3 (50040, x, ) 0G

dans B,, Vo<p, pour |t|<a(p,—p).
D'ot, on a les développements suivants sur z=1I" dans B,, Yp<p, pour
It <alp,—p):

re
(7.31) Dt x, 9, Z;5)|,=p:?_o,t+52[gx,z——Ago,t]'i‘

+04 2,1~ A(Dl T - L4, | +00),

0

o 0 0
de méme pour (7.32): @.|,_, et (7.33): @,| _,en remplagant 3 par B et @,

respectivement, dans le second membre; et enfin
Pa
(7.34) di,|z=,=—52F-AQO—5‘[F~AQ,——3—‘—AZQO]-J—O(&G).
En substituant le développement de I'(¢, x, y;0) suivant:
(7.35) ¢, x,y;0)~ i‘af,,(t, x, y)6%", I', : indépendantes de [0, 1],
n=

dans les développements (7.31)-(7.34)”, et compte tenu d’équations (2.5)-(2.6)
sur z=I(t, x, y;d), nous avons ainsi obtenu une série de systémes d’équations
aux dérivées partielles, hyperbolique quasi-linéaire par rapport a {9z, Do.,, I}
pour n=0, hyperbolique lindaire par rapport & {D, z, Pn.,, I'»} pour n=1 sous
la condition I7,>0:

[ Qo = ((D I+Q%. y)+F0=O

(7.36),

‘[ Fo,t+(rogo,x)w+(rogo, y)yzoy

9 (7.32) pour le développement du type (7.31) pour @:l,_p, (7.33) pour @y|,_p.
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{ Qn,t"“?_o.zgn,z’l'go.y_@n,y+rn= Fooy
['n,t"“(rogn,z)z"l_(ro_@n, y)y+(['ngo..r)x+(['ngo.y)y: Gn—ly

ou F,-, et G,, sont des fonctions de {@;, I';}, 0<7<n—1, et leurs dérivées
par rapport a (x, ).

Il est a noter que (7.36), n’est autre que les équation des ondes en eau peu
profonde déja obtenues dans le paragraphe 6, puisque, pour n=0, on a

(7.36)n

Dot, x, =04, x, »)=0, x, ¥),

voir (6.21).
Pour n=1, par exemple, on a'®

1
91,t+g)_0,z¢1.z"‘go'y?_l,y‘*‘Fl:TZ‘(Fo)Z{AQo,L+Q0.1AQO,z+g)_0,yAQo,y‘(AQO)2}.
1
Fl,L+([‘OQI.z)z_l_(rogl,y)y+(1—,lgo.x)z+(rl_@0,y)yzg(rgdgo,z)xni—_é_(FgAgo,y)y-

En résumé, grice aux études dans les paragraphes 5-6, on a pu donner une
justification mathématique du développement de Friedrichs trois-dimensionnel
(7.30) et (7.35) comme développement asymptotique par rapport a d<[0, 1], dans
Sng)B,, pour |t|<a(p,—p), Yp<p, si les données initiales sont dans B,,o.

En plus, on a obtenu toute une série d’équations pour les coefficients de 9%*
de développement de (2.3)-(2.6) dont le premier systéme n’est autre que les
équations des ondes en eau peu profonde. Ainsi on a retrouvé encore une fois une
justification de ces équations pour I’écoulement trois-dimensionnel.

§8. Conclusions.

1. On a étudié dans cet article le probléme de Dirichlet pour une famille
d’équations uniformément elliptiques dépendant d’un parameétre non-dimensionnel
os[0, 17:

(81) 62(¢1‘I+¢yy)+¢12: 0.

Les conditions de Dirichlet sont données par un systéme d’équations aux déri-
vées partielles non-linéaires sur les frontiéres. Notre tiche était donc de
montrer le théoréme d’existence du probléme de Cauchy pour ce systéme d’abord,
pour déterminer les conditions de Dirichlet.

Tout dépendait du fait que 'on obtient des estimations aux bords pour ¢
uniformes par rapport a 6<[0,1] y compris d=0 ou (8.1) perd [lellipticité
uniforme. D’ou notre solution indéfiniment différentiable par rapport a 6[0, 1].

2. On en conclut une justification mathématique pour le développement de
Friedrichs qui a été proposé par K.-O. Friedrichs comme une méthode systéma-
tique pour déduire d’équations d’Euler les équations des ondes de surface en
eau peu profonde.

10 Pour le cas 2-dimensionnel, voir (4.11) dans [14].
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Ce qui montre en premier lieu que notre probléme aux limites pour une
équation elliptique était approché par un probléme hyperbolique quasi-linéaire
asymptotiquement par rapport a un paramétre autour d’une valeur ou, justement,
I’équation elliptique est dégénérée.

Outre cela, le développement asymptotique de Friedrichs nous fournit une
série de systémes d’équations aux dérivées partielles pour obtenir une solution
approchée de notre probléme aux limites pour (8.1) 4 une erreur d’ordre O(5%*")
prés pour tout NEN. :

C’est un exemple concret et précis de soi-disant “reductive perturbation
methode "' qui est, en fait, dans notre cas, un développement asymptotique.
C’est une superposition asymptotique non-linéaire.

3. Le défaut le plus grand de nos études dans cet article est que toute
théorie n’est que locale par rapport au temps. Rigoureuse, certes, de point de
vue mathématique, mais il serait fatale de point de vue de 1’hydrodynamique.

La “petitesse ” de donnée initiale I"y(x, y) pour la forme de surface de I’eau
serait aussi vulnérable a la critique. Si nous y avons été contraint, c’est parce
que nous avons approché I'opérateur elliptique Ls, (2.16), par

2 2 2
52(;—2+%)+i;
x y 0z
pour obtenir estimations a priori pour ¢. Cette faiblesse serait surmontée si on
peut calculer toutes les estimations aux bords uniformes par rapport a 6<[0, 1]
en partant de ’expression de ¢ sur z=1 moyennant la fonction de Green pour
L;, dont les coefficients se composent de 7 et ses dérivées, sur £, avec les
conditions de Dirichlet sur z=+1. Ce qu’on avait fait dans le cas de I’écoule-
ment deux-dimensionnel [13].

Troisiémement, notons que la classe de solutions analytiques est encore plus
réstrainte par rapport au probléme deux-dimensionnel de [13], [14] et [15].
Contrairement a ce qui était dans [13], dans le cas présent, y—1, u=d¢.(1),
v=¢,(1) s’annulent a l'infini (voir la définition de E, ,(y—1) et de E, ,(¢) dans
le paragraphe 3). Dans le cas du probléme deux-dimensionnel, en passant de
;@) a Q, par la représentation conforme, nous avons une expression explicite
de -valeur de dérivée normale de potentiel sur la surface par de valeurs de
dérivées tangentes sur la surface d’aprés la formule de Cauchy [31], [13]. Dans

cet article, on a obtenu les estimations aux bords pour %’« et %; par une

théorie ordinaire et générale du probléme elliptique aux limites aux conditions
de Dirichlet. Ce qui ne nous a pas permis de faire les calculs délicats que ’on
avait fait dans [13] pour les estimation de partie non-linéaire d’équations (2.18)-
(2.19).

Enfin, il faudrait aussi sortir de cadre de fonctions analytiques. Voir le
travail de H. Yoshihara [32] et celui de Nalimov cité dans [32].

D Voir par exemple: T. Taniuti-C.C. Wei, J. Phys. Soc. Japan, 24(1968), p. 941.



174

(1]

(2]
[3]

[4]

(5]
(6]
[7]
(8]

[9]
(10]
(1]
[12]

[13]

[14]

[15]
[16]
[17]
(18]
[19]
[20]

f21]

Tadayoshi Kano

DEPARTMENT DE MATHEMATIQUES
UNIVERSITE D’OSAKA

Bibliographies

S. Agmon, A. Douglis, L. Nirenberg, Estimates near the boundary for solutions
of elliptic partial differential equations satisfying general boundary conditions, I,
Comm. Pure Appl. Math., 12 (1959), 623-727.

G.B. Airy, Tides and Waves, B. Fellows, London, 1845, 241-396.

J. Boussinesq, Théorie des ondes et des remous qui se propagent le long d’un
canal réctangulaire horizontal, en communiquant au liquide contenu dans ce canal
des vitesses sensiblement pareilles de la surface au fond, J. Math. Pure. Appl., 2¢
série, 17 (1872), 55-108.

J. Boussinesq, Essai sur la théorie des eaux courantes, Mémoires présentés par
divers savants a ’Académie des Sciences de I'Institut National de France, tome
XXII (1877).

L.J.F. Broer, On the interaction of nonlinearity and dispersion in wave propaga-
tion, Appl. Sci. Res., Section B, 11 (1964), 273-285.

P.J. Bryant, Two-dimensional periodic permanent waves in shallow water, J. Fluid
Mech., 115 (1982), 525-532.

T. Carleman, Sur la propagation d’un mouvement a la surface libre d’un liquide,
Arkiv fér mat., astr. och fysik, 32 (1945), 1-2.

K.-O. Friedrichs, On the derivation of the shallow water theory, Appendix to:
The formation of breakers and bores by J.J. Stoker, Comm. Pure Appl. Math., 1
(1948), 1-87.

K.-O. Friedrichs, Asymptotic phenomena in mathematical physics, Bull. of A.M.S.,
61 (1955), 485-504.

R.S. Johnson, Water waves and Korteweg-de Vries equations, J. Fluid Mech., 97
(1980), 701-719.

B.B. Kapomues, B.H. INerBuawsuny, OG6 yCTOHYHBOCTH YeAHHEHHBIX BOJH B C€1a60
aucneprupyomux cpexax, JAH CCCP, 192 (1970), 753-756.

T. Kano, T. Nishida, Sur les ondes de surface de ’eau. Une justification mathé-
matique des équations des ondes en eau peu profonde, C.R. Acad. Sci. Paris, 287
(17 juillet 1978), Sér. A, 137-140.

T. Kano, T. Nishida, Sur les ondes de surface de l’eau avec une justification
mathématique des équations des ondes en eau peu profonde, J. Math. Kyoto Univ.,
19 (1979), 335-370.

T. Kano, T. Nishida, Water waves and Friedrichs expansion, in Lecture Note
in Numerical and Applied Analysis, Vol. 6, “Recent topics in nonlinear PDE, Hiro-
shima 1983”, ed. M. Mimura-T. Nishida, Kinokuniya-North Holland, 1984, 39-57.

T. Kano, T. Nishida, A mathematical justification for Korteweg-de Vries equa-
tion and Boussinesq equation of water surface waves, Osaka J. Math., 23 (1986).
D.]. Korteweg, G. de Vries, On the change of form of long waves advancing
in a rectangular canal and a new type of long stationary waves, Phil. Magaz., 39
(1895), 422-443.

L. Lagrange, Mécanique analytique, tome II, M™¢ V¢ Courcier, Paris, 1815.

H. Lamb, Hydrodynamics, 6¢* edition, Cambridge, 1932.

A.W. Jleonos, O nBymepHbix ypaBHeHHsix KopreBera-ze Bpu3sa B HeaMHEHHOH Teo-
pHH TIOBEPXHOCTHBHIX M BHYTpeHHuX GouH, JJAH CCCP, 229 (1976), 820-823.

V.L Nalimov, A priori estimates of solutions of elliptic equations in the class of
analytic functions and their applications to the Cauchy-Poisson problem, Soviet
Math. Dokl., 10 (1969), 1350-1354.

L. Nirenberg, An abstract form of the nonlinear Cauchy-Kowalevski theorem, J.



[22]
(23]

[24]

(25]
[26]

[27]
(28]
[29]
£30]

(31]
(32]

Une théorie des ondes de surface de I'eau 175

Diff. Geom., 6 (1972), 561-576.

T. Nishida, A note on a theorem of Nirenberg, J. Diff. Geom., 12 (1977), 629-633.
L.V. Ovsjannikov, A nonlinear Cauchy problem in a scale of Banach spaces, Soviet
Math. Dokl., 12 (1971), 1497-1502.

D.H. Peregrine, Equations for water waves and the approximation behind them,
in “Waves on beaches and the resulting sediment transport” ed. R.E. Meyer, Acad.
Press, 1972, 95-121.

J.C.W. Rogers, Water waves: analytic solutions, uniqueness and continuous de-
pendence on the data, Naval Ordnance Laboratory NSWC/WOL/TR. 75-43, (1975).
J.S. Russell, Report on waves, in “Report of the fourteenth meeting of the British
Association for the Advancement of Science held at York in September 1844”, John
Murray, London, 1845, 311-390.

M. Shinbrot, J. Reeder, The initial value problem for surface waves under gravity,
II. The simplest 3-dimensional case, Indiana Univ. Math. J., 25 (1976), 1049-1071.
J.J. Stoker, Water waves, the mathematical theory with applications, Interscience,
New York, 1957.

G.G. Stokes, On the theory of oscillatory waves, Trans. Camb. Phil. Soc., 8 (1847),
441-473 (“Scientific Papers”, vol. 1, 197-229).

F. Ursell, The long-wave paradox in the theory of gravity waves, Proc. Phil. Soc.
Cambridge, 49 (1953), 685-694.

L.C. Woods, The theory of subsonic plane flow, Cambridge Univ. Press, 1961.

H. Yoshihara, Gravity waves on the free surface of an incompressible perfect fluid
of finite depth, Publ. RIMS, Kyoto Univ., 18 (1982), 49-96.

Bibliographie ajoutée:

(33]

Corrigendum: Dans 106 p. 1 3¢ ligne, lisez W’=%W comme W’'=

T. Kano, L’équation de Kadomtsev-Petviashvili approchant les ondes longues de
surface de ’eau en écoulement trois-dimensionnel, dans “Pattern and Wave-Qualitative
analysis of nonlinear differential equations”, ed. T. Nishida-M. Mimura-H. Fujii,
Kinokuniya-North Holland, 1986.

w

oo



