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Une théorie trois-dimensionnelle des ondes
de surface de l'eau et le développement

de Friedrichs

Par

Tadayoshi KANO

SECONDE PARTIE

LE DÉVELOPPEMENT DE FRIEDRICHS ET LES ÉQUATIONS APPRCCHÉES

Notice préliminaire.

N ous étudions dans cet article l'évolution tem poraire des ondes de surface
de l'eau en écoulement trois-dimensionnel irrotationnel.

Il s'agissait, en fait, d'étudier le problème non-dimensionnel suivant dépen-
dant d'un paramètre non-dimensionnel 3E [0, 1 ]:

32 (0 x x + ) + = - 0 dans Q (t ) ,

= 0 , z = 0 , (x ,  y )E R 2,

52(0 t+ 1 -(01+01)+  z))+  -. 0 l= 0 }
z=F(t, x, y ),

62(r t - FrsOz+Ty 0 0 - 0z=0

avec des données de Cauchy

0(0, x, y , z )=0 0 (x, y, z ) ,  1(0, x, y)=1"0(x, y)>0

D an s la  p rem iè re  p a rtie  d e  ce t a rtic le  (n u m éro  p récéd en t) , n o u s av on s
d é m o n tré , lo c a le m e n t p a r  ra p p o rt a u  te m p s, l 'e x is te n c e  d e  so lu tio n  d e  c e
problème dans une échelle d'espaces de Banach de fonctions analytiques (§§ 3-4).

N ous y  avons égalem ent dém ontré  que  ce tte  so lu tion  é ta it en  fa it, sur la
surface, indéfinim ent différentiable par rapport  à  c e  p a ra m è tre  ô  dans ce tte
échelle d'espaces de Banach, § 5. Ce qui donne une justification mathématique
du développem ent de Friedrichs sur la surface comme développement asympto-
tique.

D ans la présente seconde partie, tout d'abord, on procède effectivem ent ce
développem ent de Friedrichs su r  la  su rfa c e  d e  l'e a u , p o u r  d o n n e r  a ir  s i u n e
justification m athém atique pour les équations des ondes de surface en eau peu
profonde en cas de l'écoulement trois-dimensionnel, § 6.

C om m uniqué par Prof. Mizohata, le  :3 O ctobre , 1984.
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Ensuite, dans le paragraphe 7, on montrera que notre solution est indéfini-
ment différentiable par rapport à 3E [0, 1] aussi pour tout z , 0 <z <r(t, x , y ) .
On en déduit ainsi une justification mathématique pour le développement de
Friedrichs en cas de l'écoulement trois-dimensionnel.

Enfin, dans le dérnier paragraphe, une appréciation sur la portée et les
défauts de nos études dans cet article.

§  6 .  Développement sur la surface :  équations deux-dimensionnelles des ondes
de surface en eau peu profonde.

6 . 1 .  D'après le résultat du paragraphe 5, on peut développer par rapport a
3E [0, 1] dans 13, l'opération

(6.1) 0z1 1 H > {0x1,=„ 95 y 1,=1 },

ce qui correspond dans les variables originales à

(6.1)' Oz I , r  '- > {Oxlz-r• ° I t iz =r}  •

Avant de donner le développement de Friedrichs, on obtiendra un développement
pour les équations (2.18)-(2.19) par rapport à 3E [0, 1] d'après ce développement
de (6.1). D'où, on déduit, comme le premier terme, les équations deux-dimen-
sionnelles des ondes de surface en eau peu profonde, ce qui est une générali-
sation du résultat de [14].

Dans le dérnier numéro 6 .4 . de ce paragraphe, on donnera égalem ent le
développement de solution {95, r} par rapport à 3E [0, 1] sur z = 1 .  Et ainsi on
obtiendra, pour ainsi dire, le développement de Friedrichs sur la surface.

Pour ce faire, il nous faut savoir le développement pour

O2(1)=0.(t, x, y , 1;5)

par rapport à 3E [0, 1]. On a la

Proposition 6 . 1 .  On a le développement suivant pour le potentiel-solution 0
dans S = U B  Pour Itl<a(p 0 — p): 8 )

p > 0

Oz(1)=-52r2 40(1)— . 3 4  r 2 {3(r2x+r2
u -Errxx+n y y )40(1)+6rrxhisbx(1)+

(6.2)
+677y 4 1/m 1 1 ,420m} + 0 ( ô6) ,

o ù  d  est laplacien dans R 2 e t  0 ( 5 6 ) signif ie que le reste est m ajoré dans B ,
V p<p o ,  par Cte•3 6 .

Preuv e . Compte tenu de (3.5) avec g ,  (3.12), e t 0 ,(1 )= -0 ,(-1 ), on a

ch(31e1s) (6.3) 9L(1)=3Ielth(3Ieps-b(1)+ 1
 .ç1

2 -,1 ch(31e1) o"k(s)ds.

8 ) Données initiales sont dans B p 0 ,  voir § 4.
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D'où, un assez long mais simple calcul nous donne (6.2).

Remarque 6 .2 .  Il est c la ire  q u e  l'o n  p eu t co n tin u e r ce  d év e lo p p em en t
jusqu'a tout ordre qu'on voudra.

6 .2 .  Développent des équations par rapport à d E [0, 1].

O n s'arrête  pour l'instant aux term es d 'ordre 0(3 1 )•

En rapportant le  développem ent (6.2) dans les équa tions (2.18)-(2.19), on
obtient dans B p , V p < p o :

1 32
{g5,(1)+ y  (y5 ,(1)2 +0 y (1)2 ) +r—( î 4 ( 1 ) ) 2 0(ô 4 )2 = o(aA)

ît+  (I (1)) + (7 (1)), + 5
3

2 4 (r 340(1)) = 0(54 ) .

Or, dans les variables originales, on avait

0(t, x, y ,  n t ,  x, y ; 3); 3)=95(r, x ', y ',  1; 6)

en restaurant le signe prim e " ," pour les variables de {0, TI et

Otl z=r=fbc1,,, Oz,

0 x l z ' = i _ z L 1

7

1
zl r — I 2' =1 •- 7

Soit maintenant
déf

(6.6) -&•=4 (t, x, y ; 6) 0(t, x, y , F(t, x, y ; 5); 6),

alors on a

(6.7) -C=0,,(1), -C=0., , (1) e t  . .,-=0,,(1)

En effet

1
- t= (P t lz = r+ C I,r r t '= (Or Tt' 0: , 1,—,)± 1,,=1.rt,=0,,(1)

p a r (6.2). De même pour le reste.
D'où,

(6.4)

(6.5)

Proposition 6 .3 .  N otre solution {0, du problèm e (2.3)-(2.8) a le dévelop-
pem ent suivant sur z=r(t, x , y ; 5) dans B p ,  Vp<p o,  Po u r Itl<a(po—p):
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Ç.(r4o)2=o(64)
(6.8)

rt+(rC )x +croy ),± 4(r34Fp)=.0(64),

où 4 =a 2 /ax 2 -1-52 /ay 2 .

Remarque 6 .4 .  Dans le cas de l'écoulement deux-dimensionnel, on l'avait
énoncé dans le théorème 3.3, (3.8), dans [14].

6 .3 .  Equations deux-dimensionnelles des ondes de surface en eau peu
profonde.

(6.9)

En passant à la limite .5—>0 dans (6.4), on a

{

55 2+  ( 0 °.v(1 )2+01(1) 2) -1-r°=0

72+ (r°0°x(1))x+ (r'sb?,(1)) =0 ,

dans 14  V p <p o ,  pour 1/1 <a(po— p) avec

0°(t, x , y)=1im g5(t, x, y , 1; 0)1
5-o

7°(t, x, Y)=1imr(t, x , y  ;3) f
3-o

Ce qui correspond dans les variables originales :

02+ (0°:+0°;)+1 - ' 0 =-0
(6.11)

r2+(rovx)x+(r°00,),=0,
pour

(6.10) dans B .

(6.12)
x , y)=1im T(t, x , y  ;3)1

8-o

1-"(t, x , y)=1im T(t, x , y ; 5) f
3-o

dans B .

Nous avons ainsi obtenu les équations deux-dimensionnelles des ondes de surface
en eau peu profonde, compte tenu du théorème suivant qui donne une justifi-
cation mathématique pour ces équations :

Théorème 6.5. Q u e l  q u e  s o i t  p<p o , T (t)}  est ap p ro c h é e  p ar
lev), ro(t)}, la solution de (6.11), au sens suiv ant, Pour Itl <a(P o

— p):

1101(t)—  x (t)11 p =- 0(02 )
(6.13) 110((t)—C(/)11,=0(02)

Itr o (t)—r(t)11,=0(3 2).

Pre u v e . Différentier (6.4) et (6.9) par rapport à  (x , y ) .  O n  a  d a n s  B„.
Vp<po:
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(6.14)

{

u t -Euu.,±vv x + r x =0(5 2 )

vt ±uu ,±vv y + r ,= 0 (5 2 )

7t - H711)s - KrO y =0(3 2 ),

pour lu, y, r}={0 x (1), 0,(1), r} et

u2--Fu'u°,-Fy°y°,+7°x =0

(6.15) ift'±u'u°„-Fy°y°,±7°,=0

72-Kr °0).,+(r
°v°) y =0,

pour lu°, y°, 7°1= Ig5°x (1), q59(1), 70 1.
En appliquant le théorème abstrait non-linéaire de Cauchy-Kowalevski [13]

ces deux systèmes quasi-linéaires, la continuité par rapport au second membre
montre

(6.16) Il u°(t)— u(t)I1 p 110(0 — u(t)II p 111°(t)-1(011 p=  0(6 2 )

pour Vp< p o , Itl <a(po— p). L'existence de solution {u°, y°, 7°} d a n s  S  est
assurée bien entendu, par ce théorème de Cauchy-Kowalevski. D'où le théorème.

Q. E. D.
Remarque 6.6. Notons :

(6.17) 0°(t, x, y)=1im 0(t, x, y, O; ô).ô-o
En effet,

1
x, y , z ;5 )= 0 (t, x , y ,0 ;6 )+ (t, x, y, 0;3)z 2 + •-• =

1
= 0 (t, x , y , 0; 3)— —

2
(3z) 2 40(t, x, y, 0 ; 5)± •-• ,

d'où
0°=lim O(t , x, y, R t, x , y; 3); 3)=1im 0(t, x, y, O; ô).

6.4. Développement sur la surface.

Outre le développement d'équations (2.18)-(2.19), on va développer maintenant
la solution {0, 7 } elle-même par rapport à 3E [0, 1] dans S=U 13,0 :

g5(1)=0(t, x, y, 1; 3)= g5(t, x, y)527,4_0(52N+2)
n=0

(6.18)
7 = 2, (t, x, y ; 3)= 7.(t, x , y)(32.+0(52N+2),

7Z 0

dans B,, V p< p o ,  ItI <a(p o —p), r n i n = 0 , 1 , 2 , .  étant indépendantes de ô [ 0 ,  1].
En rapportant (6.18) dans (2.18)-(2.19), on obtiendra, pour les coefficients de

62 00 , n=0 , 1, 2, 3, «•, une hiérarchie de systèmes d'équations hyperboliques, quasi-
linéaire par rapport  à {0 0 ,s ,  00, y , rol pour n=-0, linéaires par rapport A

On, y, ro  pour n?___1 :
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(6.19)o

puisque

et aussi

(6.19).

Tadayoshi Kano

{

00, i + -2
-1 (0g, x +Ø, 0+2'0=0

To, t+ (r 00o, x)x+(7000, y)y =0 ,

00(t, x, Y )=0°(t, x , y, 1 ) ,  ro(t, x, Y)=r°(1., x, y) ,

I On, t + 0 0 ,  n ,  x +0 0 ,  y0 n, 21+T n
=

an-1

In, t +  {(r os n, x)x+(7.0..,)„} + {(r .0 0, ).+(r ny50, y) y = ,
où  a 1 - 1 e t  13.- 1 sont des polynômes de {O h  r i , O j n-1}  et leurs dérivées par
rapport à  (x , y).

Pour n=1, par exem ple, on a le systèm e suivant :

1
951, t +00, x951, ..+00, 0 01, y  +ri= —

2  
(re400)2

1
i + (ro sb i, x).x+(n00, .x)x+(r — —

3
4(714950

Pour calculer tous ces systèm es, on se servit de proposition 6.1, (6.2). Si
on continue le  développem ent (6.2) en  o rd re  su p érieu r, il n 'e s t p as  d iffic ile
d'écrire explicitement les seconds membres ce.- i e t  [i.- 1 d a n s  (6.19)..
deviennent de plus en plus com pliqués. En effet, on a par exem ple :

02 t +00. .x02, X +0 , 2/02, 412 —

1
=  — ( 0 7  z

--
E
-
g
5 ,)+ro(7 1(4560) 2 +r 04 .4  0+2

M ais ils

1
+ -

3
ro40.• 4(71,40

1

0)— —11(r (2) sd–;1 „)(40) 2

2 "

r,,+(rosh, x). +(r 20o, z+(1 oØ, y), +(r200, y ),

— (r x).x + (7 y) — 4(rg* b +3?171400)—

—(71. x +Tg. y){--1- 4(î140 0) — r o(rt, z+71, y )*54.

D'où, comme dans le numéro 6.3., on obtient le développement pour T (t, x , y ;5)
e t  nt, x ,  y ; 3) comme suit :

{ d-5= C ( t ,  X, y )(32n + 0 (ô 2 N  +2)
n=o

(6.20)
T = r„( t ,  x ,  y )5 2. + 0 ( 5 2N+2)

n=0

(6.19),

d a n s  13,, V  p<p,,, Itl<a(p o — p), rn x t ,  X ,  Y)I n=3.1, 2,... étant indépendantes
de ôŒ[0, 1 ] .  Notons en particulier



On a donc

(6.21)0
{

et
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x , y ), ro=rv, x, y).

- 0,t-Hy
l  (-15z,x+-6- ,,)+Po=o

ro,,+(roC,x)x+croC,„),=o ,

-..- n, t+ " -  C, x-C, .r+ &, y0 n, y + r =  A 7 1 - 1

(6.21) 7,
{  

r,,--Kro -in,x)x+(r.00,x)x+(roon,y),+(rnoo,„) 5 =Bn_,,

A n -, et B 1é ta n t fonctions de 1 T5i , /" ./1, —1, et leurs dérivées par
rapport à (x , y).

Pour n = 1 , par exemple, on a

r,,+(roo, x)x-F- (r, 0 ,x)x+(r001,„),+(rio),=- 1 4(r 4C).

§ 7. Développement de Friedrichs.

7 .1 .  Avant de donner une justification mathématique du développement de
Friedrichs, on étudie plus profondément notre solution {0, TI de (2.16)-(2.21).

S'appuyant sur le théorème d'existence du paragraphe 4  qui détermine les
données de Dirichlet sur z=±-1, nous obtenons une solution unique analytique
dans D i  du problème aux limites :

(7.1) L a0= 0  , 01 ,,1= -0 (1 ): obtenue dans le paragraphe 4,

l'opérateur 1,6 étant défini dans (2.16).
O r, o n  a  v u , (4.22), que 0 x (1)=0,0(t, x, y ,  1 ; a)  e t  0 0 (1)-=0,(t, x , y ,1 ; 3)

appartiennent à 13,, quel que soit p<p o ,  pour I t <a(p o — p), et en plus nous
avons (4.22). Ainsi, on voit A0(z)-=A0(t, x , y , z ; 5) appartenir à 1 -17 ' 2 (S21).

D'autre part, dans les paragraphes 5-6, on a vu que notre solution {0, T
était indéfiniment différentiable par rapport à 3E [0, 1] dans S-= J  13, sur z=1.

p >0
On va voir maintenant que g(z ), y i y (z) et 0 0(z) sont également indefiniment

différentiables par rapport à ô [ O ,  1 ]  dans S , quel que soit z, On peut
le démontrer de la même manière que dans les paragraphes 5 -6  en s'appuyant
sur les estimations suivantes dans les lemmes 7.1-7.9, en outre que les estima-
tions dans les paragraphes 3 et 5.

Lemme 7 .1 .  Pour R 0, une constante positive, suffisamment petite (comme dans
les paragraphes 3 et 5 ) , il ex iste une constante positive C(Ro ) indépendante de
de [0, 111 telle que l'on ait, si E 1, p (7-1)< R 0,  quel que soit p<p o , les inégalités
suivantes:

(6.21)1



164 Tadayoshi Kano

1195.(411 pl MO y(Z)II p 7 C(R0)E2,p(0)

110 z(z)I1 p 0). a. E2, p(0)
(7.2)

110zx(z)11p, 110 zy(Z)il p _ C( 1? 0)113  Ag  OMM p
110 zz(Z)1! p5C ( 1? O. 1 3  A2 0(1 )11 p

quel que soit z, z

Preuv e . V u (3.37), par exemple, on a

(7.3) As(%(z)II p 11.3 A2 0(1 )11 p+ 011 ô g p  _ (1+C(R o))116 A20(1 )11 p
compte tenu de (3.10)'. D e m êm e pour le  reste  en  tenant com pte des estim a-
tions dans le paragraphe 3. Q. E. D.

D'où, comme dans le paragraphe 5, on a  la

Proposition 7 .2 .  Pour R o dans le  lem m e 7.1 e t  Qo positive (dans le para-
graphe 3), si E L  p ( r -1 )< R 0 e t  E2,p(95)<Q0, quel que soit p< p o ,  O (z ), ¢ ,(z ) et
95,(z) sont indéf inim ent différentiables p ar rap p o rt  à  3 E [0 , 1 ] dans l'échelle
d'espaces de Banach S= U B p ,  quel que soit z, IzI

p>0

En particulier, on retrouve (6.2) comme un corollaire.
On va dém ontrer m aintenant que 0,(z) est aussi indéfinim ent différentiable

par rapport à  ô  [0, 1] d a n s  S .  P o u r ce la , o n  m o n tre  la  p ro p o sitio n  7.3 ci-
d esso u s e t to u t le  re ste  de  ce  n u m éro  7.1. est consacré pour la démonstration
d'elle :

Proposition 7 .3 .  Pour R o positive précédemment choisie, il exiete une con-
stante positive C(R o )  indépendante de 3E[0, 1 ] telle que l'on ait

(7.4) 110t(z)11p -5.C(RO)E2, p(0)

quel que soit z, IzI _5_1, et quel que soit p<p o , Pour Itl <a(Po —  p), si E L  p(7 —1) <
<R o , Vp < p o .

On voit tout d'abord :

(7.5)

où

(7.6)

sch(3 I e I z)l e  (z - 1)) sh(3 e I (s +1)) 
t (z )  = ,(1)+ 62g,(s)ds+

ch(6 I ) _1 I e I sh(26 I )
sh(3I I (z+1)) sh(3 Ie I (s -1))  

6
2

g

„

1 ( s ) d s  ,aleIsh(261e1)

32,g1(z)-={3Pt(z) 0 ç  (z ) - 1-- h1(4 (z)+6r1,1(z)95zs(z)±3r2,t0z 0 (z )}±

-1-{p(z)0„,(z)H-q(z)933t(z)-Fari(z)Ozxt(z)+Or 2 (z)95,,(z)1

L-- =1 I 1+011.
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C eci dit, on voit que Ot (z), (7.5), s'écrit comme suit :

(7.5)' Slit(z)--=G(z)V5t(1)-FRI+Ril.

Compte tenu de l'équation (2.18) et du théorèm e 4.3, (4.22), a v e c  (3.21), il
est évident qu'on a

(7.7) G(z)Sb2(1)II C(R0)E2, p(0),

l'estim ation pour la prem ière partie du second m em bre dans (7.5) en haut.
Pour l'estim ation de la seconde et la troisièm e partie du second m em bre de

(7.5), commençons par le

Lemme 7 .4 .  S i .E1 (1 -1 )<R0, 0<R 0 <1, quel que soit p<p o ,  on a

(7.8)

quel que soit

Preuve.

(7 ) 1 1 pt p

p<po, C(Ro) étant une constante positive indépendante de 3G[0,

On voit d'abord :
1),

 (7. 1) ( 7 ; 1

) (

7 ; 1 )

(r

p .-1 )
\  r t

D 'où, on a

(1 - 1 )
r I t

7_1 
11(r-l)t11, 

1+
r P -1)211,-5 _117-111pY1 Î 1 p

(1

d'après (3.17).

O n a d 'autre  part :

Lemme 7 .5 .  S i .E2 ( r -1 )< R 0 ,  quel que soit p<p o ,  on a

(7.9) 113(7 -1),Il p 113(6r.v)2ll p 113 (b r y )  tl p 0) E 2, p(0)

quel que soit p<p o , pour Itl <a(p o —p), C(Ro) étant une constante positive indé-
pendante de [0, 1] .

Preuv e. Compte tenu de la proposition 3.17, (3.21), et de la proposition 3.19,
(3.29), les équations (4.5), (4.13) e t  (4.14) montrent le lemme. Q. E. D.

En conséquence de ces deux lemmes 7.4-7.5, on a le

Corollaire 7 .6 .  Suivant les notations (3.12), on a pour tout z,

(7.10) 1 1 5 P 2 (z )I lp ,  l ia r t (z )1 1 p  ,  j= 1 ,  2  < C (R o)E 2 ,p (0 )

quel que soit p<p o ,  si E1,p(r-1)<R0.
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Les estimations pour R / correspondant à { II dans (7.6) au sens de IN( p ,  pour

z, 1z1 <1, sau f 3q1(z) ( b (z ) ,  sont des conséquences de la proposition 3.10, (3.10)'—
3

et du corollaire 7.6, (7.10).

Pour ce qui est de !3q,(z )-Lz  (z ) , on voit d'aborda

t (z )= -4 z 3  5 77x ) ( 31 -3 7r x( 7 Y ) ( 4 11 t }

±z3{(3 27 st)x ( 7
r

 1  )(32r .,)x  (a2r.)( r

- Eza{(62r u t) y ( 7
r

i  )(3 2r y t), (a2r„)( 1 )
•

Ainsi, la partie la plus délicate dans  5q 1(z) ---(z )(z ) est
3

(za(32 Tx1)x+z3(32 r 1 1)1 ) - (T(z)•

Or, on voit que :
cz sh(ale (z-1))sh(6 lel(s+1))  3(s32rxt)x (s)ds+

alelsh(261e1) 3

s h ( I I 3(1+e ils)h)(s2ha(lbel I ( s — 1))  5 ( s x t , x) Çi5
az (s)ds - '

s h (3 1 e 1 (z  — 1 )) s h (3 1 e 1 (s  + 1 )) 
 s(52r x t )— (s )d s+sh(2.51e1) a

r1  sh(31e1(z+1))sh(31e I (s —1))o z
d-) s(62Txt) 3  (s)ds}- -, sh(261e1)

i
z sholelcz-1))sh(31e1(s+1)) 

- -  aieiswalei) (s5zrx t)oz .r(s)ds+

sh(3ie (z+1)) sh(.51 I (s-1)) 
 (s 5 ,T x t )O z x (s )d s } --F)z alelsh(231e1)

- { .-a} +{ a}, soit,

par l'intégration par partie par rapport A x.
On a d'abord :

(7.13) Ili3} sidia2rxa, R o aA 2 g5 (1)1Ip ,

d'après le lemme 7.5, (7.9), e t (3.10)'.
Compte tenu du fait

z3 2 rxt9Sz.(z) -- - (za2 r.tg5s(z))z - 62 rxtOx(z),

on voit ensuite, par l'intégration par partie de 0, par rapport à  s ,  que

(7.12)
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a=1▪ sh(61$1(z - 1))ch(blel(s+1)) 
-1 sh(2(311)

sh(a I (z+1))ch(6 I e (s —1))

▪ sh(31e1(z - 1))sh(alel(s+1)) 
31e!sh(2611)

f sh(5 te I (z+1))sh(3 I (s  
3Ielsh(2311)

d- sh(26 I e I)

soit.

(42r (s))ds+

(s32r, t 95.,(s))d4+

Pr x ,95,(s)ds+

1 )) 2 Îç (s )d 4

Et on a

(7.13)'
11 g0lla'1x,11,1110.111, k1152 rx,11p A0(1)11 p +QI ôg

= C(1? 0)E 2, p(0)

d'après le lemme 7.5. De même pour g.
En résume, on obtient l'estimation suivante:

sh(311(z--1))sh(alel(s-1-1))4 5 ,aqt (s)ds+
51e1-sh(2611)

(7.14) sh(31e1(z+1)) s h ( a l l ( s -1 ) )   3q, °
(5' (s)) v

31$1.sh(251e1)

C(Ro)E,,p(95)

où (...)v signifie la transformée inverse de Fourier de (•••).
Ensuite, on va estimer la seconde et la troisième partie du second membre

d e  ",(z), (7.5), avec { II} dans 52g,, (7.11). On a premièrement:

Lemme 7.7. S i E i ,p (r-1 )<R 0 , quel que soit p<p o ,  pour R o précédemment
choisie, il existe une constante positive C(R0 ) indépendante de bE [0, 1] telle que
l'on ait

(7.15) 113110t(1)11p-C(R0)E2,p(95) •

Preuv e . En appliquant 6.4, A=(- 4)" 2, à  l'équa tion  (2.18), on obtient le
lemme, vu (3.29), la proposition 3.19. Q. E. D.

Ensuite, on montre le

Lemme 7.8. Sous les mémes hypothèses que dans le lemme précédent, on a

(7.16) 0,tIllp + Ill 3Ø,)l C(Ro)E2, p(0)

p o u r  I t  <a(p o —p), quel que soit p<p o , C(R o ) étant une constante positive indé-
pendante de aE[o, 1].

Preuv e . Voyons tout d'abord:
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sh(ölelz)  a ie l o,(1)+
ch(61e1)

(7.17) ch(6 el(z—sh1(2));11 ,60 1e1(s+1)) 
- F 62 kt (s)ds+1-1

fi  ch(311 (z+1)) sh(31e1(s — 1)) 
2 g- t (s)ds.

sh(261e1)

Vu, ensuite, que

POzz3=(/)95z3)z— Pzsbz3,

(7.18) SriOzst=(31-195xtL—ari,20xt,

37- 2,0„0=(51- 205 0)3-37'2,0 y t

on a, par l'in tégration par partie  par rapport à s:

R _
ch(61e1(z-1))sh(61e1(s+1))  

* I ( S ) ±  q . jb  z t ( S ) +  r  y  x t(S )+3r 2 9 „ t(S)t—
MSh(2 1)-1 ds+

ch( 3I el (z+1)) sh(61e (s —1))
} ( s ) d s =d-)z sh(2611)

fp ch(61e1(z-1))ch(6 1 e (s+1)) POzi(s)+6 7-195.3t(s)+6r29i y t(s)ids+sh(261CI)
ch(31$ (z+1)) ch(6 el( s —1))  [ P s }—± 161e1 sh(261e0

fp  ch(61$1(z- 1))sh(51e1(s+1))  [(Pz - 4)0(s) - - Eari.z0xt(s)+3r2,5b y t(s)ids+13-1 sh(231e1)

ch(61e 1 (z+1)) sh(61e1(s — 1)) 
sh(261e1)

[3

D 'où, on a

MI R 1 1IIp N0{11P(1)11 p11155zillIp+11r1(1)11p111395xtIllp+11r2(1)11p111695,t111p1+
(7.19)

+go{(11Pz(1)41-119(1)11p)111953,111,9+11 r3, 3(1)411160 x r2,(1)11p1116çbytIllp},

et par la suite, on obtient, en résum é, le

Lemme 7 . 9 .  S i E,, p (r —1)< R o , qu e l q ue  so it p <p o ,  on a

0111,9 0)E 2, p(0)

(7.20) {Nap(1)11p+A(11pz(1)11p+119(1)11p )H110 z p

+ {Nollr1(1)11p+1ollr1, (1)11p1111695x0111,+
+{ivollrz(1)11,,+gollr2,3(1)11 pl MO y tli! p •

Puisque l'on a
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46xt(z) ch(6 I e I z) 
31e1 s-be(1)±4 1,t(z) ch(61e1)

rz shOlel(z-1))sh(31$1(s+1)) 
 5 2 g , t ( s ) d s ++ )

- 1 sh(261e1)
ri  sh(3 i e I (z+1)) sh(31e1(s —1)) +) 521(s)dsz sh(261e1)

on a de m êm e le

Lemme 7 .9 ' .  Sous les hypothèses du lemme 7.9, on a

(7.21) 11150s,111p+11130,t111p5(le second membre de (7.20)).

En conséquence, on obtient le lemme 7.8, d'après ces deux lemmes.
Q. E. D.

Revenons maintenant à (7.5)-(7.6) pour calculer 1101(z)119 .
Comme dans la démonstration du lemme 7.8, o n  a , v u  (7.18), par l'intégra-

tion par partie par rapport  à s :

R n = sh(611(z - 1))sh(31e1(s+1)) POt(s)H- q0,,t(s) - Fari0.,xt(s)+57- 20zy t(s)Ids+alelsh(261e1)
sh(3 e (z+1)) sh(3Ie (s —1))  {dl ds=

alelsh(25161)

j ç z  sh(5 (z-1))ch(3 ICI (s+1))x
0 9  t(s ) - 1-31- 2 t(s)ids+sh(26(e1)

çN  sh(5 I $1(z+1)) chol ei (s-1» + sh(231e0 [  ps}z

i f , silo IC1(z-1) )  shol CI (s+1 ) )   [
(pz —oozt(s)+e-,, zo— L(s)+a)-2, zoo(s)]ds +

-11_1a l e I s h ( 2 3 1 e 1 )
r1  shol ei (z+1)) shoi el (s-1)) + [  ]cisyz a lelsh(231e1)

D 'où, on a

Il 20(111P0tIllp +1116r1Ox0111,+11167-20,t1( p)+
+C(111P45,111,+11190ztIllp+111r1,,50,111,+111r,0açb 0 1Illp)

c'est-à-dire :

(7.22) Il Rn II p 5C(R0)(11195ztIllp+11160stIllp+11160y tIllp)

avec une constante dépendante de R o et indépendante de ôm [0, 11
Par la  suite , on a, enfin  :

110t(z)11p 45t(1)11p+C(R0)E2, p(0)+

(7.23) +c(R0)0A20(1)11 p fllaPt(1)11p+ l5r,/(1)11p1+

+C"(R0){1110ztIllp+11130xtIllp+11130,t111,01 ,

-
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en tenant compte de (7.7), (7.13)-(7.14), la proposition 3.10, (3.10)' e t  d e  (7.22)
ci-dessus.

Par conséquent, on obtient l'estimation (7.4) d'après le lemme 7.8, (7.16), le
corollaire 7.6, (7.10) e t de  (7 .23). Ce qui termine la démonstration de la propo-
sition 7.3.

7.2. Développement de Friedrichs pour 1 ,

Retournons maintenant  à  la  solution 0(t, x , y , z ;(3), F(t, x , y ; 3)1 de (2.3)-
(2.10). Elle est indéfiniment différentiable par rapport à  3E [0, 1] dans S = U  B .

p>0
On voit, en effet, que

F(t, x , y ; 5 )=( t ',  x ',  y' ; 3)

est indéfiniment différentiable par rapport à  3E [0, 1], puisque r l'est. D 'a u tre
part, 95(t', x ', y ', z '; 5) l'est aussi, com m e on l'a  vu en haut, quel que soit z',
z'i < l .  D'où,

(7.24) 0(t, x , y, z ; 3)=0 (t', x ', y ', ; a)

avec (t', x ', y ', z ')= (t, x , y ,
r

) ,  est aussi indéfiniment différentiable p a r  rap-

port à  ô e [0 , 1] dans S = (J p o u r  ti < a(p o — p), V p<p o .
p > 0

De même pour Ot ,  (Px  e t O u, compte tenu de

r,
- T,

(7.25) rx ,

oy=0,,(4-zi 7 ,11 Oz ,  (Z / )

D'après le théorème de Taylor, on a d'abord le développement suivant
sens p, Vp< p o ,  quel que soit z, z I <1:

1 52z
x , y, z ; 3)= n=o (2n) ! az2n A O(t, x , y, 0 ;  a ) 2 2 n +

1 cz 52 (N+1)
( 2 N +1 ) !  a z 2 A O(t, x , y, C;3)(z— C ) 2 N + 1 d C _

.) 
0 ( N + 1 )

au

= l i  (  
1 )4  (3z) 2 n(Zin AO(t, x, y, 0 ; 3)-E

n = 0  (2n)!
(_—N+152(N+1)

1)(2N+1)!
4N+1,40(t, x ,  y ,  ;  (3)(z C)2N +IdC

où 4 =

En
d'après

5 2 5 2
+ ,  vu  (2.3)-ox 2a y z

désignant le reste
les estimations dans

(2.4), A O pour Ox ou O r

de développement ci-dessus par R N + 1 [ 0 ] , on note,
le paragraphe 3, que
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(7.26) IIRN-HiOillp,
< c N + 1 6 2 ( N + 1 ) , N=0, 1, 2, ••• ,

C N +1  étant une constante indépendante de 3E [0, 1].
Rapportons dans le développement en haut le développement de

déf
(7.27) 0(t, x, y ; 3) ==_ 0(t, x, y, 0; 5)

suivant :

(7.28) L10(t, r ,  y ; 3)= i o A0.(t, x, y)6"1-R N , [ 0 ] ,

où {0 n (t, x, Y)}.=0,J,2,... sont indépendantes de 3E [0, 1 ], avec

(7.29) to- C/N+1

Cisr+1 étant indépendante de 3E  [0 , 1 ]. On a alors :

N n  ( - 1 ) k

77 o (  /70 (2k) 1 Z 2 k  4 k

A O(7.30) AO(t, x, y , z;3)-= (t, x, y))32.+0(62N+2)

dans B p ,  Vp<p o , pour Itl <a(p o —p).
D'où, on a les développements suivants sur z = r  dans B p ,  Vp<p o ,

Itl <a(p o —p):

(7.31) 06(t, x, y , z ;  iz_r =00,,+62[oi,,---2-r 2 40o,d+

-Faio2,,---T -r 2  40, 6+ T F
T 4 42o2,,]+0(ô6),

a a ade même pour (7.32): 0,1 et (7.33): 0 v 1z = r  en remplaçant w  par et

respectivement, dans le second membre ; et enfin

F 3

(7.34) 0,1z_r=-32r•Joo— air y•ZIC— 420c1+ 0 (66 ).

En substituant le développement de r(t, x , y ; 3) suivant :
CO

(7.35) x, y ; 3) E F r,(t, x, y)6 2n , r i ,: indépendantes de 3E [0, 1] ,

n=0

dans les développements (7.31)-(7.34)", et compte tenu d'équations (2.5)-(2.6)
sur z=r(t, x , y ;3), nous avons ainsi obtenu une série de systèmes d'équations
aux dérivées partielles, hyperbolique quasi-linéaire par rapport  à  {0 0, , ,  0 o ,,,
pour n= 0, hyperbolique linéaire par rapport { x, O n ,  y ,  rn }  pour sous
la condition r o >0

t h , j _ f h 2
0 0  trn (y ) ci= v

To,t+(r000,  )x+croo0,0,—o,

9 ) (7.32) pou r le  déve loppem en t du  type  (7.31) pour Ox  I z_r, (7.33) pour

171

pour

(7.36)0
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On,t+00,x0.,..±00,„0n,„+r,i= F,
(7.36) 7,

I r„,,+(roon,x)x+croon,y),+(rnoo..x)x+(rnoo,y),=

où F i ,  e t  G _ 1 sont des fonctions de {0 J , F i l, —1, et leurs dérivées
par rapport à  (x, y).

Il est à  noter que (7.36) 0 n'est autre que les équation des ondes en eau peu
profonde déjà obtenues dans le paragraphe 6, puisque, pour n= 0, on a

0 0(t, x , y )= 0(t, x, y)=0°(t, x, y ),

voir (6.21).
Pour n=1, par exemple, on a")

01,t+00, s o i ,  x+o0,,o,, 5 +r1=-2-1 (r0)2{400 c-Foo x4 0 0.x - 1- 00, 4 0 0 , y
— (400)0},{

ri,t+(r001,x).x+crooi,,),+(r, 0 0, )s+cr,o0 o y ,
6I (T8400, x)s± --Id (r8 4 0 0, y)y.

En résumé, grâce aux études dans les paragraphes 5-6, on a pu donner une
justification mathématique du développement de Friedrichs trois-dimensionnel
(7.30) e t (7.35) comme développement asymptotique par rapport à 3e [0 , 1], dans
S = U13, pour Itl <a(p o —p), Vp<p o , si les données initiales sont dans  B .

p>0

En plus, on a obtenu toute une série d'équations pour les coefficients de 3"
de développement de (2.3)-(2.6) dont le  prem ier systèm e n 'est autre  que les
équations des ondes en eau peu profonde. Ainsi on a retrouvé encore une fois une
justification de ces équations pour l'écoulement trois-dimensionnel.

§ 8. Conclusions.

1. On a étudié dans cet article le problème de Dirichlet pour une famille
d'équations uniformément elliptiques dépendant d'un paramètre non-dimensionnel

e [0, 1]

(8.1) 32(0sx+ )+0„= 0 .

Les conditions de Dirichlet sont données par un système d'équations aux déri-
vées partie lles non-linéaires sur les frontières. N otre  tâche était donc de
montrer le théorème d'existence du problème de Cauchy pour ce système d'abord,
pour déterminer les conditions de Dirichlet.

Tout dépendait du fait que l'on obtient des estimations aux bords pour fb
uniformes par rapport à  3 E  [0 , 1 ]  y com pris 5 = 0  o ù  (8.1) p e rd  l'ellipticité
uniforme. D'où notre solution indéfiniment différentiable par rapport à  Je  [0, 1].

2. On en conclut une justification mathématique pour le développement de
Friedrichs qui a été proposé par K.-0. Friedrichs comme une méthode systéma-
tique pour déduire d'équations d'Euler les équations des ondes de surface en
eau peu profonde.
1

0
)  Pour le cas 2-dim ensionnel, voir (4.11) dans [14].
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C e qu i m ontre  en  p rem ier lieu  que  no tre  p rob lèm e aux  lim ites pour une
équation elliptique était approché par un problèm e hyperbolique quasi-linéaire
asymptotiquement par rapport à  un paramètre autour d'une valeur où, justement,
l'équation elliptique est dégénérée.

Outre cela, le développement asymptotique de Friedrichs nous fourn it une
série de systèm es d'équations aux dérivées partielles pour obtenir une solution
approchée de notre problème aux limites pour (8.1) à  une  e rreu r d 'o rd re  0(6 2 N)
près pour tout N N .

C 'est un  exem ple  concre t e t p réc is  de  so i-d isan t " reductive perturbation
methode " 1 1 ) qu i est, en  fa it, dans notre  cas, un  développem ent asym pto tique.
C'est une superposition asymptotique non-linéaire.

3. L e  dé fau t le  p lu s  g rand  d e  n os é tu d es d an s ce t a rtic le  e st q u e  to u te
th é o r ie  n 'e s t  q u e  locale par rapport au tem ps. R igoureuse, certes, de point de
vue mathématique, mais il serait fatale de point de vue de l'hydrodynamique.

L a  " petitesse "  de donnée initiale T o (x, y) pour la forme de surface de l'eau
serait aussi vulnérable  à  la  critique. S i nous y  avons été  contrain t, c 'est parce
que nous avons approché l'opérateur elliptique L B , (2.16), par

A 2  )  A 2
62(  " "  

aX2 8 y2 a Z 2

pour obtenir estim ations a priori pour 0 .  Cette faiblesse serait surmontée si on
peut calculer toutes les estim ations aux bords uniformes par rapport à  5e [0, 1 1
en partant de l'expression de 0  su r z= 1 m oyennant la fonction de Green pour
L B , dont les coefficients se composent de r e t  s e s  d é r iv é e s ,  s u r  Q , avec les
conditions de Dirichlet sur z= + 1 .  C e qu 'on avait fait dans le  cas de l'écoule-
ment deux-dimensionnel [13].

Troisièmement, notons que la classe de solutions analytiques est encore plus
réstrainte par rapport au  problèm e deux-d im ensionnel de  [1 3 ], [1 4 ] e t  [15].
Contrairement à  c e  q u i é ta it  d a n s  [1 3 ] , d an s le  ca s  p ré sen t, r -

1' u= 0s(1 ),
v=0,(1) s'annulent à  l'infini (voir la définition de E i , ,(7 -1 ) e t  d e  E2 , ,(0) dans
le paragraphe 3). D ans le cas du problèm e deux-dim ensionnel, en passant de
QB(t) à Q, par la représentation conforme, nous avons une expression explicite
d e  v a leu r d e  d é riv ée  n o rm a le  d e  p o ten tie l su r  la  su rface  p a r  d e  v a leu rs  d e
dérivées tangentes sur la surface d'après la formule de Cauchy [3 1 ], [1 3 ]. Dans

c e t a r tic le , o n  a  o b te n u  le s  e s tim a tio n s  a u x  b o rd s  p o u r  - -  p a r  u n e
52

théorie ordinaire et générale du problèm e elliptique aux lim ites aux conditions
de D irichlet. C e qui ne nous a pas perm is de faire les calculs délicats que l'on
ava it fa it dans [13] pour les estimation de partie non-linéaire d'équations (2.18)-
(2.19).

E nfin , il faudra it aussi so rtir  de  cad re  de  fonc tions ana ly tiques. V o ir le
travail de  H. Yoshihara [32] et celu i de Nalimov c ité  dans [32].

1"  V o ir p a r  ex em p le : T . Taniuti-C. C. W ei, J .  Phys. Soc. Japan, 24(1968), p . 941.
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Corrigendum : Dans 106 p. 3e  ligne, lisez  W '-= -
6
w comme W'


