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Par

Keiichiro KITAGAWA

§1 . Introduction

C ette  note  a  double  buts com m e un m ém oire ] d e  S.M izohata. Dont le
premier est principale et annoncé au titre et le deuxiéme est la conséquence du
premier. Nous commençons par expliquer le premier but.

Il s'agit du problème de Cauchy homogène

(PC)

pour une équation linéaire aux dérivées partielles

(1-1) L (t, z ;0„ z )u(t, z) (a;" — E ait, z ;0 z )071 - i)u(t, z )= 0
j=  1

où ai (t, z; C) sont des polynômes en à  coefficients holomorphes dans un voisinage
de l'origine de C H - 1  =  C, x

Nous disons que le problème de Cauchy (PC) est bien posé a un point (t o , z o ),
si pour toutes les données q (z ) holomorphes à  z o , il existe une et une seule solution
u(t, z) holomorphe i l  (to , zo )  satisfaisant au (PC) au voisinage de (t o , z 0 ).

Soit po le  poids d e  L

1
PoS u p  - 7  ordre ai (t, z, C)

.0,z) J 4

L 'opérateur L(t, z;0„ 0_,) d o n t p o1  e s t  d i t  k ow alev sk ien et l 'é q u a tio n
L(t, z;0„ e z )u(t, z )= 0  est dite kowalevskienne si L(t, z; Of , Oz ) est kowalevskien.

Par cette terminologie, le théorème bien connu de Cauchy-Kowalevski est le
suivant.

Théorème de Cauchy-Kowalevski. Si L (t, z ;0„ 0,) est kow alevsk ien, alors le
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{L(t, z;0„ 0 z )u(t, z) = 0
lu(to, z )  =  i (z) j = 1, ..., m.
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(PC) est bien posé b (t o , z o ), pour tout (t o , z o ) au voisinage de l'origine, donc b fortiori
bien posé b l'origine.

E n 1981, S .M izohatam  a m ontré  l'inverse  de ce  théorèm e de C auchy-
Kowalevski:

Théorème 1 (M izohata). Si le (PC) est bien posé b l'origine, alors L(t, z, 0„ O z )
est kowalevskien.

Le prem ier but de cette note est de m odifier sa dém onstration. C ela ne
signifie  pas que sa  dém onstration a  un défaut : D ans le  m ém oire  de 1981,
S.M izohata se place au cas crucial m ais particulier où la condition [K -S] est
réalisée. La nécessité de cette condition [K -S] étant dém ontrée par une autre
méthode, sa démonstration est bien légitime. (Nous expliquerons ceci en détail à
la section suivante.) Mais il semble que cette restriction est indispensable  à  s a
démonstration. C'est ainsi dommage pour ce théorème si fin qu'il n'est démontré
que par deux méthodes toutes différentes l'une de l'autre. C'est d'ailleurs bizarre
que sa méthode si élaborée qui démontre le théorème au cas crucial le plus difficile
n'arrive pas à  le démontrer aux autres cas plus faciles. Nous avons examiné
quel point cette condition [K-S] est utilisée. Et nous avons trouvé que, bien que
cette condition soit indispensable à  son mémoire, si on change un peu le point de
vue, et qu 'on y  ajoute quelques considérations soignées, on peut démontrer le
théorème généralement, sans telle restriction, et ceci sans modifier essentiellement
sa dém onstration. C 'est ce que nous voulons m ontrer dans cette note. N ous
redémontrons ainsi le théorème tout en suivant l'idée de S.Mizohata. On dirait
qu'il suffirait de faire quelques remarques sur le mémoire de S.Mizohata, mais nous
préférons refaire la démonstration. C'est parce que d'une part nous voudrions que
cette note soit compréhensible et qu'elle serve a la compréhension de ce mémoire
tris intéressant de S.Mizohata, et d'autre part qu'elle est nécéssaire  à  aboutir
notre deuxième but.

Comme on voit dans le mémoire ]  de S.Mizohata, il y  a un autre problème de
même nature : caractérisation de l'équation b la v itesse f inie de propagation. C'est
notre deuxième but.

En 1972, S.Mizohata [51 a  m o n t r é  q u e  si l'équation linéaire aux  dériv ées
partielles, pour laquelle le problème de Cauchy homogène est uniformément bien posé
dans un certain espace de fonctions indèfiniment-dierentiables, a la v itesse f inie de
p ro p ag atio n , e lle  e s t kowalevskienne. S ur ce  su je t, no tre  dém onstra tion  du
théorème de Mizohata (théorème 1) montre parallèlement les suivants.

Nous considérons le problème de Cauchy homogène

fL (t, x;0„ a,c)u(t, x) = 0
(PC) R

t t u(O, x) = cpi (x) j =1 ,...,m .

pour une équation linéaire aux dérivées partielles
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L(t, x ; x )u(t, x) — x; a x )a7— )u(t, x) = 0

o ù  ai (t, .x; )  sont des polynômes en à  coefficients analy tiques réels dans un
domaine (— T0 ,  To ) x  Q , de R d + 1  =  R , x  R .

Nous disons par abus de terminologie que le problème de Cauchy (PC) R  est
bien posé avec le domaine commun d'existence s'il existe un domaine Q(52 OE .‘2 0 ) et
un T(0 <  T<  To ) tels que pour toutes les données cp ; (x)e Db(R d)( j  = 1,...,m), il
existe une et une seule solution u(t, x)e Cm - 1 ([0, T ], C (S 2))n  Cm ( (0, T ], C(S 2))
du (PC) R .

Nous disons aussi par abus de terminologie que le (PC) R a  la propriété de
l'unicité d'ordre  t  (0 G  r ) ,  si pour tou t Q - ( Q ) re la tivem ent com pact e t tou t
n e [ 0 ,  T ]) ,  il e x is te  u n  n o m b r e  f in i  Ao A ( T -  , S r )  t e l  q u e ,  p o u r  to u s
t E [0, T - ])  et XEQ , la  v a le u r  u(t, x) de la  solution du (PC ) R s 'annule si les
données initiales s'annulent dans l'ensemble Iy;ly —  x  <  A o tt].

T h ém e 2 . [c f . [2]] S upposons que le (PC)R soit bien posé av ec le dom aine
commun d'existence. S i le (PC) R a la propriété de l'unicité d'ordre r (0 r), alors
L(t, x;0„ 0 .x)  est kowalevskien.

Remarque. Si l'équation a la vitesse finie de propagation et que le problème
de Cauchy est uniformément bien posé, alors le (PC) R  a la propriété de l'unicité
d'ordre 1. Ce théorème est donc un raffinement du travil ci-haut de S.Mizohatat 51

au cas de coefficients analytiques.

Nous soulignons que le (PC)R n'est pas supposé uniformément bien posé.
Nous remercions Professeur S.Mizohata de nous avoir invité  à  publier cette

note-ci, aussi bien de nous avoir donné de précieux conseils.

§ 2 .  L'historique et l'esquisse de la méthode de S.Mizohata

N ous com m ençons par esquisser l'historique de cette recherche pour le
convenient de la compréhension. A 1974, S.Mizohatai'l a proposé la recherche
sur le problème inverse du théorème de Cauchy-Kowalevski:

"Chercher des conditions nécessaires pour que le problème de Cauchy (PC) soit
bien posé dans le cadre des fonctions holomorphes."

E t il y  a  donné  une  cond ition  nécessa ire . C elle -c i m ontre  l'inverse  du
théorème de Cauchy-Kowalevski sous la forme moins fine: "Si le (PC) est bien posé
a tout point (t o , 2- 0 )  du v o isinage de  l'origine, alo rs  o n  a p o 1 "

Convoqué par ce mémoire, c'est M.Miyaket 41 qui a démontré le premier, en
1 9 7 4 , c e  th é o rè m e  f in  d e  S .M iz o h a ta  p o u r  u n e  é q u a tio n  d 'o rd re  1  e n
0,. S.Mizohata, [7 ] stimulé cette fois par ce mémoire de M.Miyake, a donné, en
1975, une condition nécessaire plus fine que celle de 1974, condition qui se rend
compte de la dégénérescence représentée en la puissance de t. La voici:

Soit
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(2-1) ai(t, z; C) = E t6 tbk ) ai ,k (t, z; )

OÙz ; sont des polynôm es hom ogènes d 'ordre k  en coefficients
holomorphes au voisinage de l'origine, tels que a i ,k (0, z; ) 0 O. Q u a n t  à  o - (j, k),
nous convenons o- (j, k ) = + oo si la partie hom ogène d'ordre k  d e  ai (t, z; C) est
identiquement nulle. Soit p„, le poids modifié de L:

(2-2) pm = Max .
j , k  j o- (j, k)

"Pour que le (PC) soit bien posé à l'origine, il f aut que to n  a it  p„, < 1."
Cette condition est encore am éliorée par K .K itagawa-T.Sadam atsum  en

1976. La voici:
Soit

(2-3)P k  =  Max . ( 1 ) , p, = Max
•J + a(J ,k >  j  j o- (j, k)

"Pour que le (PC) soit bien posé à l'origine, il faut que to n  a it  pi, < p k ."
Jusqu'ici la méthode employée est celle de la solution form elle. En 1978,

S.Mizohatar 8 I a montré le théorème, cette fois par la méthode de [énergie, au cas on
les coefficients ne dépendent que d'une variable t. Et il l'a montré au cas général,
en 1981, par la méthode de micro-localisation dite la Œ„ — /3 méthode. C'est cette
dém onstration que nous voudrions m odifier. Nous esquissons par la suite sa
démonstration.

La démonstration est faite par l'absurde: Par nier le résultat on suppose d'une
part que le problème de Cauchy (PC) soit bien posé  à  l'origine et d'autre part que
l'on ait po  >  1.

D e  la  p re m iè re  h y p o th è se  o n  d é d u it  u n e  e s t im a tio n  m a jo ra n te
priori. D 'au tre  part on  m ontre , g râce  à  ces deux hypothèses, l'existence d'une
solution ayant une estimation minorante contradictoire  à  la précédente. Or celle-
ci est obtenue par la micro-localisation:

Par l'introduction de quelques poids la m icro-localisation m et en relief
quelques quantités cruciales provenant de la deuxième hypothèse, mais celles-ci ne
jouent pas leur rôle  à  tout près de t = 0, ni non plus pour t  bien à  part de t = 0,
cause de la dégénérescence éventuelle, représentée en la puissance de t ,  de ces
quantités cruciales. On est donc forcé  à micro-localiser même en t, c'est-à-dire
considérer pour t; t„ < t < t  t„ et t  de certains nombres positifs dépendant
du paramètre n de micro-localisation. On voit alors que si la solution satisfait
une certaine condition à  t = t„, elle a une estimation minorante désirable pour t
= t .  Il faut donc assurer l'existence de telle solution satisfaisant  à  cette condition

t = t„. Pour cela on compte sur la première hypothèse que le (PC) soit bien
posé. Il faut alors déterminer les données initiales du (PC). Pour cela on résoud
d'abord approximativement un problème de Cauchy pour L(t, z;(3,, Oz )u(t, 0
avec les données initiales satisfaisant  à  telle condition  à  t = t„. (Pour avoir cette



Théorème de Cauchy-Kowalevski 5

solution approxim ative, il est plus aisé de dem ander de l'aide à l'existence de
solu tion  du  problèm e de  C auchy pour l'equation  m icro-localisée  de  ce lle-
c i [t 1]. N ous le  faisons dans cette  note.) O n se repose ensuite  sur la  prem ière
hypothèse pour assurer l'existence d'une solution du (PC) pour les données initiales
définies par des quantités à t = 0 de cette solution approximative. Ainsi nous
avons une solution du (PC).

On fait ensuite un calcul d'évaluation de ces erreurs d'approximation ainsi que
celles de la micro-localisation pour affirmer que ces érreurs, mesurées par l'énérgie
micro-locale, sont négligibles et que la valeur à t = t  cette solution-ci satisfait la
condition imposée à t = t„ pour avoir l'estimation minorante désirable.

O r pour pratiquer cette recette, S.M izohata sa place au cas crucial m ais
particulier où p„ < Pk E v idem m en t ceci est permis par l'hypothèse que le (PC) est
bien posé, grâce au travail de Kitagawa-Sadamatsut i l, et sa démonstration est ainsi
clair et sans doute. Mais comme on a déjà dit a l'introduction, on est confus de
savoir que cette  restriction paraît essentielle  à  sa dém onstration et que son
raisonnement ne s'applique plus aux cas exclus qui seraient plus faciles. La cause
de ce trouble est le poids qu'il y introduit. Si l'on ne tient pas à ce poids et qu'on
chisit un nouveau poids, sa recette s'applique à tout le cas sans excéption. C'est ce
que nous faisons dans cette note.

Avant de terminer cette section, nous voudrions remarquer une chose: Pour
envisager génériquement le problème de Cauchy pour une équation différentielle,
il'y a deux attitudes; celle de considérer le deuxième membre arbitrairement donné
com m e les données initiales, et celle  de le  considérer fixé (com m e la force
extérieure). Ainsi à la considération des conditions nécessaires, on est amené à
deux formulations génériques du problème de Cauchy: Problème de Cauchy non
homogène et celui homogène. Parmi ces travaus cités ci-haut, M .M iyake 143 a
envisagé le (PC) homogène, mais S.Mizohatarn et K.Kitagawa-T.Sadamatsu [1 1 ont
considéré  le  (P C ) non  hom ogène . D onc  si on  tien t au  (P C ) hom ogène  au
théorèm e de S.M izohata, sa dém onstration a une lacune; il faudrait où bien
démontrer la nécéssité de p,, < P k  pour le (PC) hom ogène, où bien m odifier sa
démonstration. Ceci donnerait encore une raison d'être à cette note.

§3 . Préliminaire (Départ à  la démonstration du théorème 1)

Avant de commencer la démonstration nous remarquons deux choses sur
l'écriture de cette note:

Dans cette note chaque écriture est, en principe, fixée une fois définie. Pour
fa ire  sign ifier une  au tre  chose  on  a joute  un  suffixe . P ar exem ple  p ,  po ,  pm

etc. Mais il y a un abus par manque de l'écriture. Pour les multi-indices nous
employons même les écritures déjà définies. Par exemple p , q , a, fi, qui sont
définies comme P = (1 + q , p ) , a( ) ,  fi(x), sont fréquemment utilisées pour les
multi-indices, par exemple 7;f07,1 ) (x,

Quant à la constante, quand il n'y a pas d'importance  à  sa grandeur, elle sera
désignée génériquement par C .  par exem ple:
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E „ (U )(n - l'') — 3 C exp (— T e s ) ,  'P (n , N ) etc..

Quand la grandeur de la constante est comptée, nous y ajoutons un suffixe en
bas. Par exemple: C o , C 1 , etc.

Nous montrons le théorème par l'absurde. Donc nous faisons deux hypothèses.

[H-1] L e (PC) soit bien posé b  l'origine.
[H-2] L e poids po d e  L  soit P o >  1.

Nous rendons ce problème  à celui pour un systèm e d'ordre 1 en  0,.
Soient

(3-1) U(t, z) = 1 (141 4, z)): u i (t, z) =1  u(t, z): j =  1 , . , m

(3-2) (z) = (49  (z), (o. (z)).

Le problème de Cauchy (PC) est équivalent au suivant.

(PCS)
1[0,1 — A(t, z; O z )] U(t, z) = 0

U (0, z) =  (z)

où

(3-3) A(t, Oz ) = 0 .. 0

a n ,(t, ai(t, z; az)

Alors d'après l'hypothèse [H-1], nous avons

[H-1],, 15L e  p r o b l è m e  (PCS) soit bien posé b  l'origine.

Citons ici deux propositions suivantes sans démonstration: On trouvera ces
démonstrationas dans [6 ], [7 ].

Proposition!. S i  l e  (PCS) est bien posé b  l'origine, alors pour un voisinage 1.1 de
l'origine de C d , il existe un voisinage 93 de l'origine de C d + 1  tel que, pour toute la
donnée 0 (z ) holomorphe dans 1.1, il existe une et une seule solution U(t, z) du (PCS)
holomorphe dans 23.

Soit 1 (42 ) l'espace de toutes fonctions holomorphes dans un domaine Q .  Il
est un espace de Frechet avec la topologie de la convergeance uniforme sur tout
compact.

Proposition 2 . L'application: 0 y .Y1(11)1" U e .Y( ( O r  est continue.

Alors par l'application de la proposition 2, on a l'estimation suivante:
Il existe des nombres r >  0 , R > 0, R -  >  0  e t  Co > 0  tels que l'on ait

(3- 4) U 111 r R j(t, C0 111 MI R C0 Sup (P i(z )
j=1 iti
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o ù  1z1 = Max
j=1,.,d

L a  p r e m i è r e  a s t u c e  d e  S.Mizohata est l 'a m é l io r a t io n  d e  c e t t e
estimation. Nous allons la voir à. la section suivante.

§ 4 .  Poids modifié et l'amélioration de l'estimation à  priori

Nous montrons, dans cette section, l'amélioration suivante de l'estimation
précédente (3-4).

Proposition 3. Soit z
°
; z

°
 < R fixé. Pour la donnée 0(z ) telle que

(4-1) 0; çoi (z
°
)1 (j = 1,., m, a)

la solution U(t, z ) du (PC) satisfait

r(4-2)1 U < m Co
; (t, z

°
)1 exp[Bd(R- + lz ° 1)(Lt1) 11P1 < r, j = 1,..,m)

où C o, r, R et R -  sont des constantes b la proposition 2, que M est une constante ne
dépendant que de r, R , R -  e t B  e t que  p m est celu i b  (2-2).

Preuv e . Soient A(t, z; C)# (a i i (t, z; C))

ai i (t, z; ) = a  (z) (z) #  0)
Œ k >  a (ija ) KI

où o
-
(i j cx) = oo si ai i (t, z; ) ne contient pas la partie  4 ,  e t so ient ti  = p„,(m — j) (j

= 1,.,m).
Remarquons que l'on a la"—  p„,o

-
(ija) — t i + p„, (i, j = 1,.,m).

Soit U(t, z) = —tn, Un (Z ) (U n(Z ) =  i (U ni (2), , , (Z )) .
n> 0 n

Alors on a

— (z) =   àP.̀  (z) (z) (i = 1, , m)
n=on! = 1,.,m h!k! z

(i  ( ,  +p,,,(k  + 1)
h+ k= n,h> 0,k> 0

D'où on a la formule de récurrence

(z) = n!
diri  ̀(z) tel - k (z)

j= 1,.,m,k = 0,1,.,n k!(n — k)!
la! + Pndk+ 1 )

Par récurrence on a des b7f(z)(n 0, lad ti  — t i + pm n, i,j = 1,., m) telles que l'on
ait

u'i(z) = (z )0 c1 ,9 i(z ) (1z1 R, 1,., m).
j = 1,.,m

laiP m "
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Soit
9i(z)= E 9.̀1

( z  
—

o c!

z °)2  
. (j = 1, ...,m).

Alors nous avons

.147(z
0
) = E (z°)9 .̀1 (i = 1,., m, n > 0).

4= 1,.,m
lai

Fixons maintenant a, n, i et j  une fois pris tels que kid ti — t i +p m n.

Soit U`i(t, z ) = ucr(z) la solution du (PCS) pour la donnée
n > O n !

Vi(z) = t( ( c7!-(z — z ° )"),

Alors nous avons

u7 (z° ) = (z
°
) (i, j 1,., m, n 0, a I ti  — ti + pm n).

Or d'après l'inégalité de Cauchy on a

n! n!
1147 (Z)1 - Sup !te), (t, z)1 —  ( - P  r Rrn '

E

(1z1 < R).

Et par l'inégalité d'estimaion à  priori (3- 4) on a

n!
(z)1 Co -7 , Ill VI IR( 1zI < R).

Or pour la donnée actuelle celle-ci est estimée par

C0 —
n! 

—
1

(R -  + z ° 0111 .
rn ad

Ainsi nous avons eu

n! 1
1110)1 + z ° 1)111

r" a!

Maintenant prenons la donnée 0 (z ) telle que

C Cco.

Alors la solution U(t, z) d u  (PCS) pour cette donnée peut être estimée par

C0

!  

— (R -  +  z °

=1,.,m r" cc!
lai ^ t j — ti + P f l

=  C 0 C 1. [ B d ( R —  + I z °

k>0
1

n Max{0,(k — ti+ r

u i (t, z°)
n .
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Or on a, pour I ti < r,

—

"

n .M ax (0 ,(k — t + t i )p ,-,
-
, 1) r 

)

       

k < t i  — t i

k > t i  — t i.

r — iti
r (Itlyk-o+top„,'

r —r )
Donc on a

1Co C i r m
z° )1 „  E [ E + I z° In k

r — i ti j = 1 0 < k < k iiiC :

[Bd(R- rt1)(k-"N)P";'11

Co C i r[
r — j = 1  0 < k < k u

[ B d ( R -  +
k !

E 1 
[Bd(R- +1z01)(11P1 - k i i

k > k ij I k kii)!
(k — kii)!( t ' y u - 0 +  top ii

[Bd(R -  + lz ° 1)]kij k!

o ù  ku  est l'en tier non négatif le  p lus petit m ajorant ti  — t i. Celle-ci est donc
majoré par

Co C i r rii
1 "  —  ti 1  [

f 1 I k 1

[Bd(R -  +1z ° In k +  E c 20—„[Bd(R- + lz ° 11( 11 -1 1 }
I j= 0 <k .ç k i jk ! k > 0 IC: r

où k o = Max ki i ,  C 2  =  Max {1, [Bd(R -  + R )]} .

1
Soit M  2 m  S u p  { [B d(R- + R fl k,

0
< k < k ii t "

Alors on a

Co C l r
M exp[Bd(R- z ° D( 1- ) P-1r( I O  <  r, j = 1,., m).

C.Q.F.D.

§5. P olygeine  de Newton et des quantités clefs

Nous faisons correspondre à C (uk)aik(t, z;0 # 0  le  p o in t  1  + o-(jk ) k
' au

../ /
plan X Y . N ous y ajoutons un point (1, 0) ex près. Nous appelons le polygone de
Newton, noté  par (.4 ), le  p lus petit po lygône à  cô tés de  pente  non  négative
contenant tous ces points.

Soit Pi; le point de contact de la tangente au (d) tiré de l'origine; quand cette
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(cas considéré par )
S. M iz o h a ta  )
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tangente a  un côté com m un avec le  (A ), P o-  est convenu d 'être le som m et
l'extrém ité droite de ce côté. Soit Po  le premier sommet  à  la  droite  du Po , Po

inclus, tel que son ordonnée soit supérieure  à  1. Soit P ,  le point de contact de la
tangente au (A) tiré du point (0, 1); quand cette tangente a un côté commun avec le
(A), P , est convenu d'être le sommet  à l'extrémité gauche de ce côté. Soit [P o ,  P i
l'ensemble de tous les sommets du (A) entre ces deux sommets, P o , P ,  inclus.

L'hypothèse [H-2] assure que cet ensemble [P o ,  P i  n'est pas vide.
Prenons donc un point P  P ( 1  +  q.p) E [P o ,  P i .

Remarque. T o u s  l e s  p o i n t s  d e  [P o , P 1] n o u s  e m m è n e n t  à  la
contraduction. Et pour montrer le théorème 1, il suffit de considérer seulement le
point P o . M ais pour m on tre r le  théo rèm e 2, il nous faut considérer le point
P 1 . Nous raisonnons donc dans le cadre général.

Soient a ,  a ,  le s  p e n te s  d e s  c ô té s  d u  (A) à  la  g a u c h e  e t à . la  d ro ite
respectivement de P:

(5- 1) 0 a 2 <  a, + oo.

Fig.!F i g . 2 Fig.3

On remarquera que si l'on prend un y; (72 <y <o - 1 , alors la droite  Y = y (X  —  (q
+ 1)) + p, passant par P à pente y a le (A) à son bas avec le seul point commun P.
c'est-à-dire, quand on pose

k
(5-2) Fp  = { ( jk );(1  + 

( j k )

 .) = (1 + q, p)}  .
J J

on a

k — pj — y(o- (jk) — qj) < 0 ( jk)
(5-3)

k — pj —  y(o- (jk) —  gj) = 0 ( jk) e Fp.

Choisissons alors y
1
,y 2 en sorte que l'on ait

(5-4) (1 2 < Y 2  < <
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(5- 5) 0 < p — y i (q + 1),

(5 S)bisp  — + < 1,

(5- 6) 1  <  —  2 ( q  + 1 —
1

On peut en effet les choisir; p — y i (q + 1) étant la ordonnée Y  du point, à
l'abscisse X  = 0, sur la droite Y= y 1 (X — (q + 1)) + p, passant par P, à pente Ti  e t

p — y, ( q + 1 — —
1 

étant celle Y du point, à l'abscisse X  = —
1

,  sur la droite Y
P. P.

= y 2 (X  — (q + 1)) + p, passant par P, à pente y 2 , on peut les choisir grâce au choix
de P  et à la définition de p m . Soit encore

(5-7) P i P

Alors on a, grâce  à (5 5)

(5-8) P i — Yi <

Pour l'indice s (s > 1) de Gevrey pour la micro-localisation, compte tenu de (5-
8), on le choisit, en sorte que l'on ait

(5-9) Maxfp, — Yi' 1 — 2 1<  ! .
pmJ s

Remarque. Au cas P  P i , on peut choisir ces nombres Y i '  y2 e t  s  pour un
nombre T  donné positif d'ailleurs arbitraire qui remplace pn ,-

1 . Cette remarque sert
la démonstration du théorème 2.

Remarque. Expliquons ici la signification de ces nom bres clefs avec les
expressions à la section 2: On choisit t„ =  n - Y1 e t  t n - Y 2 . (5-4) montre que la
partie provenant du P est principale dans [ t „ ,  t ] .  (5-5) assure que l'irrégularité du
changement considéré à la section 7 n'est pas grave. (5-4) et (5-9) montrent que les
érreurs sont négligibles. (5-6) entraine la  contraduction à  t =  t .

Les racines de l'équation:

—  E  a i k (o, z; )Am3= 0
( j k ) e  p

ne sont pas triviales. Remarquons que ces racines sont homogènes d'ordre p  en
C. A lors, il existe un xo e Rd au voisinage de l'origine (que l'on peut choisir autant
proche de l'origine que l'on veut), un C o ; IC01 = 1, un 60 > 0 et un numérotage des
racines tels que l'on ait

R e 2(0, x o ; 46oJ  =  1 ,-m0
(5-10)

R e A; (0, x0 j  = m o + 1,.,m .

Soit
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(5-11) + ir/o. ( , hoc Rd)

L es nom bres clefs p, q, p i , y , y2 , s, 50 , m0 ,x0 e t  4  = o +  trie ,  étant ainsi
choisis, nous allons envisager la micro-localisation avant de revenir de nouveau au
(M.

§ 6 .  Estimation à priori et micro-localisation

A partir d'ici nous envisageons dans l'espace réel Rd . Nous envisageons, avec
un paramètre n de localisation,

[0,/
(PCS)

— A(t, x;n 0 + Ox ) ] U (t, x ) 0
U(0, x) = 0(x).

Le (PCS)n e s t lié  au  (PCS) p a r  Ù,;(t, x) = exp(— rg o x)U(t, x).
Et grâce à  la proposition 3 on a

Proposition 3-bis. Pour la donnée 0(x) telle que IO' çoi (x)I < C i Bl'i (j = 1,.,m,
Œ, jx1 < IC ), la solution U (t, x) du (PCS)„ satisfait

C i r =  1 ...m
10(t, x)1 M

Co exp[d(B  + nlo)(R  + R
- ) (Itl y 1 P - ] (

r — ) j < r

, ,
, lx! < R )

où C O3 r, R, R -  e t  M  sont des constants b la proposition 3.

Preuv e. Soit x'; x
°
1 < R, fixé une fois choisi arbitrairement. Soit U(t, z) la

solution du (PCS) pour la donnée exp(r1 0 (z — x° ))0(z), où  0(z) est le complexifié
de  0 ( x ) .  Soit

U (t, x) = exp(— ri o (x — x ° )) U(t, x).

Alors Un
() (t, x) est la solution du (PCS)„ pour la donnée 0 ( x ) .  Ayant 1,0;(exp(tg0 (z

— x° ))9;(z) Ci(R + 01)1' 1,  on a, grâce à  la proposition 3,
z=x.

x° )I M C
r exp[d(R + + lx ° 1)(1t

il l/P1

et par conséquent

" P l
x°)1, MCoCir exp[d(R + +r — r

Etant X
°

; x
°

 < R arbitraire, on a l'estimation voulue.

Nous micro-localisons l'opérateurI  -  A (t , x;n c , + ax).
dans la suite l'écriture usuelle de dérivation:

1
a(m) (x, = 0'14 (-

i
Ox )  a(x, h).

(  j  = 1, ,  m
1t <r, xH zR )

(I < x1I. . . ' <n i R)

C. Q. F. D.

Nous utiliserons
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Soit x(x) = (xi (x),..., xd (x)) un vecteur de fonctions de la classe de Gevrey d'indice
s satisfaisant

1(k(Œ)(x)i 'Cod s Pie( V Œ  e x)

(6- 1) Xk(x) = xk 1X —  x0 1 < r 0 ,h ( x )  =  x o k x  — x0 1 > 2r

1A(x) — x0,1
2 r0

( v  x) (k = 1, ,  d).

S o i t  (n) = (111 (n), ,  E  d (n)) un vecteur de fonctions de la classe de Gevrey d'indice

s satisfaisant

1FC col < 'ccdsfi lj i( v o ( '  V O

Ek(n) = th, In — nol ro, Ek(q) = '70k—  '1ol 2r 0

E k(q) — 170k1 2 r0n )  ( k  =  1 , , d).

Le micro-localisé de l'opérateur différentiel a (x ; x )  est l'opérateur pseudo-
différentiel de symbol

(6- 3) an Io, (x; 11) = a  z(x), in z7,.

Alors, pour a (x; x )  d'ordre k, on peut bien supposer

(6-4) 1 an (x, 11)1 < 'C ( I! y !)sPir  vI n k- 1141 (vil, vx ,

Remarquons que, compte tenu du théorème de Calderein-Vaillancourt, on peut
supposer la même estimation que (6-4) pour la norme d'opérateur de a„,„,g"? (x, D),

11 (x,(6- 5) D)11 < ' COI! yOsp104 +v1 (v,u, y)

o ù  11.11 est la norme d'operateur dans L(L 2 , L 2 ). Remarquons encore que l'on a,
pour a(x; ex ) homogène d'ordre k en  ex ,

(6-6) n  k an toc(X; 7/) a(X0, in/10)1 (ro

A  cette  analyse , ce  qui est fondam enta l, c 'est la  m icro-localisa tion  de
l'opérateur, mais pour la faire fonctionner il faut micro-localiser la solution. Le
problème étant local il faut d'abord le rendre global. On le fait par la localisaion
en  x .  Soit 0(x) une fonction de la classe de Gevrey d'indice s telle que

100 0(4 'C(ocOspiji (ea, ex)

(6-7) 0(x) = 1x  — x0 1 ro , 0(x) = 0 ix — x0 1 > 2r0

0 (x) 1 (ex).

Soit /3(x) une fonction de la classe de Gevrey d'indice si81 telle que

(6-2)
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1
0 fl(x) 1, )6(x) = 1 sur { x; 1 x — xo l < i r, , Supp fi c tx; 1 x — x0 1 ro},

(6-8) fl(z + v)(x) I 'C (v !)spho (v Nn,vv,vx)

où N n = 'C n
i ls sera précisément défini ultérieurement.

Remarque: Ici p o  e t ro  ne sont plus indépendants mais liés par p o  = 3 Cr,7 1 . Mais
dans cette note on est indifférent de cette dépendance.

Opérons f3(x) de gauche à (0,/ — A(t, x; t‘t o  + 0 ,) ) U ( t ,  x) = 0.
Alors ayant

fl(x)A (t, x; n 0  +  ax) = f l(x)A (t, X(x); n 0  + ax)
= A (t, X (x); fg° + é)/3(x) + V (x), A (t, X (x);110 + ax)]

f in i

et [/3(x), A (t, Z(x); 11 0 + ax)] = E A 0-0(t,x (x);110 + x)/3()(x),

/3(x)(31 —  A (t, x; ;go +  x ))I.1(t, x)

= Mx)Eati — A(t, x(x);no + ax )] 0(x) (t, x)

Soit a(n) une fonction de la classe de Gevrey d'indice s  telle que

1
0 cc(ri) 1, a (q) = 1 sur {17;117 — vtol SuPP {r1;111 ol ro}

(6-9)
la("̀ "(T1)1< 'CNInolv!spir" 1( v 111 1 N„v ,v).

Soit OEA )  = ot(11) .

Nous opérons Œn (D) de gauche

Mx)Cati — A (t, Z (x );110 + iD)]0(x )V (t, x ) = 0.

Alors on a

Catl — A,, ,,,(t, x ;D )] otn(D)fl(x) 0 (x )U (t, x )  = a(t, x;D)0(x)U(t, x)

R(t, x; D) = ( 0
W t,  x; D), •— fi(t, x; D))

ili(t; x; D) = In(D)13 (x)(cli(t, X (x);n0 + iD) —  a ; ,, ioc(t, x; D))
+ [a„(D)13(x), ai  .10,(t, x, D)].

Remarquons une chose à ces localiseurs. Soit

(6-10) V n(x, D) = an(D)fi(x).

O n a, pour son symbol V„(x,

on a
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v ) (x, =  Os — e - 1 Y c a;,") (11 + C)fl(v)(x + dY dC (C —  ( 2 7 0 d  4 ) .

Et l'opérateur pseudo-différentiel à  ce sym bole V (x, n) est

(6-11) n((',,i(x, D) = 0 e ) (D) A v ) (x).

On a d'ailleurs

(6-12) 1 V . ((q
P V:)) (x, < v ffsploP+ q+ "' +  vl n -1P+141 (vIp1,1q1

Et par remplacer an (D) e t  fi(x) par Œ (D )  e t  fl(v) (x), on a de même

[0,/ — 24 .10,(t,D ) ] V (x;D)0(x)U(t, x)

= x; D)0(x)U ,?(t, x)

(6-13) R""(t, x; D) = ( 0
x;D),...,f r(t, x ; D))

f i" (t, x; D) = a'n") (D)fi ( ,,) (x)(ai (t, x(x);(1 0  + iD) — ai  ntne(t, x; D))

+ e (x ; D), a i ,,
 1 0 , ( t , x; D)].

§ 7. Deux systèmes

Revenons au (4). D'après (5-3), (5-4) e t (5-7) on a

k —  atikh .l1;11 (vj, k).

D onc pour tout t e [0 ,  - Y1], tau k 'n k - iP 1 étant bornée (quand n oo), on a

t o c (t, x; = ni1' 1 a  (t, x, n; n)

où

(7-1)a i  (t, x, ri; n) Et6olonk - Pq a i k (t, x0; CO)

+ n - k [ai k  „ 1„(t, x; n) — ai k (t, x 0 ; nC0 )]]

satisfait

(7-2) 1 x; ri; n)1 < 'COI! y !)spIr  vi n - (vt e [0, n -  Y i], v x).

Nous posons

(7-3) U(t, x) = diag [1, n - P1 ,.,n - P1 ( m- 1 10(x )U (t, x)

Alors on a le premier système: t E [0, n - Y1

of '7,4";(x, D)U n
i  (t, x) = nP' [A ' (t, x; D; h) V n ,i (x, D)U ,1,(t, x)r

+ F 1 (' 7 ;(.1)(t, x)]
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(t, x; D ;n) = / 0 1 . . 0

0

\  a, (t, x; D; n),..., a Nt, x; D; n)

(A,Vt, x; D; n))

Cil

   

F l  (V ,,/,',)); I.14)(t, x) = 0 )U (t, x )
" x; D), PtfT (t, x; D)

D'après (5 - 3) nous avons, pour tout y e [y 2 , Yi]'
k — (o- (jk) — gj)y pi avec l'égalité aux (jk) E VP.

Donc nous savons que, pour tout t E n- y 2 ]  ,  t cr(jk)— qj nk— P i tend vers zéro
pour (jk)OFt , et ceci reste borné et tend vers 1  pour (jk)E F p  quand n  tend vers
oo. Et nous avons

n loc(t, X; D) = tqi a(t, x; D; n)

on

(7-4) a î(t , x; D; n) = E ta ( i k ) —  q i  nk{  a  ik (O, x 0 ;

+  En -  k  a  jk n loc( t ,  X ; D) — amk(0 , xo; Co)11

satisfait à.

14 (4 ) (t, .x; il; h)I 'C(Ii! O s /J'Ô + vi n - lAi (vt  e  En -  YI ,  n - y2], vx, vit, y)
t aî(t, x; ri; n) = E ai k o, x 0 ; 0 ) + 0 r n (1 )

(jk)e rp

on or 0  (1 )  est la quantité tendant vers zéro quand on fait tendre r o vers zéro et n
vers cc.

Soit T une matrice telle que l'on ait

\
T ' 0 . . 1 . . 0 T '

O

E amk(0 , xo; Co), E a 1
,  (0 , xo; Co)(mk)Erp (10Erp

avec 1201 < —62° •=  P i ( 0, x0 ; 0 )0 )

Ai i4 , ( 0 ,  x o ;

Posons

(7-5)
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{ (1,2 (t, x) =  T diag [1, (nP tq) - ', . . . , ( e  14) -  (-- i)]e(x)Lc(t, x)
= Tdiag[1, (nP -  P i  tq )  1  — ,(n P -  P i  tq )_ ( i n  - 1

) ] U 2 (t, x).

Alors bien qu'il y  ait la singularité d'ordre t - 1  causé par ce changement (7-6), tant
qu'on considère pour t e[n - '', n - " ] ,  l'influence de cette singularité est négligible
grâce à  (5-5). Et on a le deuxième système: t e [n -

7 ', n -
72]

at v (x, D)U n
2 (t, x) = nPtq [A 2 (t, x; D; n) 7 (x, D)U n2 (t, x)

+ F 2 (V ; U!)(t, x)]

/12 (t, x; D ; n ) =1(40 , x 0 ; W 0 (21i(t, x; D; n))}
0 ...1.,n(0, xo;C0))

,, 6 0avec 144, x; 11)1 Lç_ eno;v t e [ _  ,  n -
7 2 ], vx, 

v i
  v  n > no

AiA;"1(t, x;n;n)1 < vi n n-1121

F 2 (7,e.„)
) ;U,2)(t, x)

= 0
n - Pm (t, x;D),.,n - Pt - qfr(t, x ; D)

) T -  l u  n2 ( t ,  x )

§8. Remarques sur l'opérateur pseudo-differentiel

A  la  d é m o n stra tio n  d u  P ro f. S. M izohata, donc à. la nôtre, l'expension
asymptotique de l'opérateur pseudo-différentiel joue un rôle important. Nous
exposons ici quelques remarques dont nous nous servirons dans la suite, mais leur
démonstration n'étant pas courte, nous l'envoyons  à  l'appendice.

Proposition 4. Soient a(x; D), b(x; D) deux opérateurs pseudo-différentiels. Alors
on a

(1) a(x; D)b(x; D) = E —

1  

a(Œ)b (n) (x; D) + b)(x; D)
N Œ .

où a(") . bw (x; = a (") (x; )11(Œ) (x;

et b)(x; = E
= N+ 1 cx

f (  1 —  Ota l 1 dt os—  if e - 4 "a(a) (x; +
0

X  //at y ;  O d y d r )

(— 1 121

(2) a. b(x; D) =- y D ) b ( Œ ) ( x ;, ) D ) +  J ( a ,  b ) ( x ,  D )a N
a w ( x ;

, 7

où a. b(x; = a(x; )b(x;
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e t  J; (a, b)(x; = E
(_ 0 1.110,1

t'ad - 1dt os— fi e - ') '"a(") (x; + n)
lal N+1c d 0

x bcc(x + ty; )dydti

[a(x; D), b(x; D)] —= a(x; D)b(x; D) — b(x; D)a(x; D)

=

H Dol
b „ ( x ;  D ) 4 ( x ;  D) + (a, b)(x; D)

 c d P !

(— 1)1°111'
ad13 ! o

t i d t  os—  if e -  b (
( „?(x; +  n )

(3 )

où .17%; (a, b)(x; ) = E
Icc+PI=N+ 1

o s —  i f  i "Ex c4(x  + ty ; )dy dri +
1131 1 (1 — 0 11' 1 - 1  dt

ifii=N+1 fi! o

x  ao ) (x; + 1J)b (13) (x  + ty ; )dydn.

Soient 0 < p 1 ,  Po > 0 , po > 0  e t 1C >  1. Et soient

(8 - 1 ) N Nn(PoPoK) = [ 1 (  coopo
e i3oPoK

o =

(8-2) 114°,602v: K) = olp+vi 0 0 0vi( p o opi n  - +bigi

s 1

e  PoPoK 

f i s

(8-3) En(a; g; IC) = E minpv; a? ( ° ; D)9(°) II (g E H ')
1A+ vi

R N (a, b)(x; D) E  m0iv: J I V -
1A+1, 1•6N

(8-4) R ; (a, b)(x; D) = E 11/46 (pv: K)
1/1-1- vi N

R (a, b)(x ; D) =  E  mr,60: b)(x; D).

Proposition 5. Soient an (x; D), b(x; D) les opérateurs pseudo-dif férentiels tels que
l'on ait:

Supp an (x; c  lex  x  g; nr ( r  >0)

lan x; 01 Ca(cd13!)s 1P + p1X - pk+ Ai+ 6113+

10;,;(x; )1 cb(ii!v!)si3 1821 plj i < (Vti,

A lors on a, avec un certain polynôme absolu P(n) en n:

RNA- (an, b)(x; D)11, R;i (an, b)(x; D)11

C,,C1,3P(n)( K
 i ) d  exP( — C(doPoK.)n(" )/s).

K —

I o +  v i (agz,?, b)(x; D)

_ 1 + , 1(a?, b)(x ; D)
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Propositon 6. Soient an (x; D) et b„(x; D) les opérateurs pseudo-diffe'rentiels tels que
l'on ait:

ape - FEV )(X ; )1 ca(ad flOsN: 1P + vi vl nm — Pla + PI +61 fl "

et I b n g ',? (x ;  )1 Ch( /t! nm—PIAI-Filvi
(V

f t, y ) .

A lors on a, avec un certain polynôm e absolu P(n) en n:

R N  (an , b„)(x; Il R .  (a„, b„)(x; D)11, Il R Z„(a n , b„)(x; D)I1

K

< C a CI,JP(n)( K  exP (—  C(l)oPoK)n ( P - " s ).

Et on a

En (an ; g ;  1c) Canm 
e

- 11911.e — 1

§ 9 .  Estimation d'énergie

Soit

(9-1) Ill g pour g =
1

Estimons U,;(t, x) au système [I]:
On a:

ailll n )( ' ; D) U ( ( ,  °) aP1PC V n(i'vi i(° ; D) LI (( °)

+ IM F' ( V >• o)

et 111 F l n (i;i';', U,D(t, E n- P l i  11.11" (t, ° , D) (t, o) Il
j= 1

Or grâce à  la proposition 4, et compte tenu du choix de a n , x et de la définition
de ( t  x: D), on an /oc.- —;

f j l t ,  x; D) = I Ar„ _k i ,,,i(oc ` ) ,  Rr(v)(ai loc))(t, x; D)

( —

P!a: a j n l o c
(
(

q
p )

) ( x ;  D )  V ( x ; D )

+  J t - l iz+vi(V 'C), a) n loc)(t ,  - ) C; D).

D onc on  a  pour tou t K: K >  1

mn(kiv; IM F l , , ;  U „ ) ( t ,  ° )
jp+

,n -

M„(py;   Il ((qpi(°; Il II n(cisj, ++ ; D)Unl m-j+ 1 (t,
III + 1,.,m p!q!

1



+
, C1C -  1  E„(U,I)(t)

Donc on a

(9-3)

n
-p li

11/1„(mv; K)  p lq l i n pa .  1.49(0 ; D)\7' 4 +
+  ;:) (0) ; D)U,'„n _ i + 1 (t, °)il
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+ E mnolv m k t  vl(a (nP ) ,  16 ( ,) (ai  — ai nioc))(t, .; D) il M Unm p-1(t, °) il112+vi Nn ,j.,m

mnolv; m .; D) U - i+1(t, °)il
ip+v15,N„,;=1,.,n,

oùM n ( k t v ; Mr(pv; K) N;;' - 1 ) 1 P+ v1(p o K)IP± vin - lvi.

Soit

(9-2) (U N t) = E  mnutv; lm D)U„(t, °)
1p+ vi I  „

Alors on a, grâce aux propositions 5 e t 6, tant que l'on choisit N n =  N n (po po K),

0,E,I(U)(t) nPi (U,;)(t)

E 11/1„(pv; K)
p!g! aj n loc(: ))  ; D )il il n((i ( °  ;  D) U n

i  m — +  ( t  °)11

+ 313 (n) exp( — C(PoPolc) 11. s) °) ill]

O r on a, com pte tenu de (7-2):

a t E ( * ( t )  nP'(3C + BCK - 1 ) E (U ( t ) +  JP(n)exP( CIPoPoOn l i s ) 1M U,1 (t, °)

Nous estimons U n
2 (t, x) du système [II]:

On a:

at[ ( 1 2 ) ( . D ) °) il — E n'v1;(°; D) U!i(t,
= 1 i=mo +

m. „
> n y  [260 ( E nii,,;(°; D)U!it, °) il — E v „ (.;  D )U (t ,  o )  M)

j=1 :+1!;

+(boill7n(4',i(°;D)URt,°)ill—illF2(7 U (t ,  o) M)].
n=((,,,,m) 

Soit
mo

(9-4) ERUD(t) = 
ip-f

A/MW; K/CE m7 n';,i(°; D)U(t, °)11
T=1

ni

— E ii y n((■,) ; D )U  n2 j(t;
j= m0+1

Alors on a
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at E (U „)(t) nPtq[260 E(U p2)(t) + 6 0E M „(pv; K ) Te, )
) (.; D)U(t, .)111

IF I + vl .11r„

— E M n (pv; K ) ( 7  e>; U!)(t, °) Ill ].
1A+ vi N,,

Or grâce aux propositions 4,5 et 6, on a, comme au précédent, avec une constante
C3 ,

E M n (pv; 10111 F2 ( 7  n((;"))
•
 ?N t, ° )ig +vi N„

c3K-1 E mn (1iv; K)111 7n(('-:;(.; °))111

T(n)eXP( C(POPOK)n i l s )111 (t5 111 •
D onc on a, tant que l'on choisit N n = Nn(PoPox),

(9-5) atERU„)(t) nPtq [26 0 E! (U!)(t)

+ (6 0  — C 3 x - 1 ) E M n (p v ; ;0  7  (0  D )U (t ,  ° )1111 nry
)
) ; n2

1 slm+vlsN,,
11

+ T(n)exp(— C ( p o P o l O n l i s ) ( t ,  o) ] •

Nous choisissons ici fc e t N n en sorte  que l'on ait

(9-6) 60 — 1C -  1 C 3 >

(9 -7) [1 (

2 
e -  6 )1 1

N = N n(PoPoK) e  p o x

Alors on a:

0,E2(U2)(t) nP1 [ 1C E4(U)(t) + 1C exp(— 1 C  es)
 U  (t, °) Ill

t atERuNo> nPtqc26 0 E!(U„)(0— 1 C exp( — 1C ri
1

ls )111U,i(t,

Par les intégrer on a, com pte tenu de (5-9),

E,I(U4)(n -  Y') exp( 3 C nP1 - Y) [E,1,(U )(0 )

+ 1C exp( — 1 C  n ° ) S u p  III °)111]tc[o,n -71]
(9-8)

o ,,p-y2(q+ [En2(U„)(n-')E n2 ( u  n2)(n - Y2) > ex .PG + 1

— 'C exp(— 1 C n 'Il Sup III Un
2 (t,

te [n  - 71,n - 72]

Remarquons que pour la solution Wn (t, x) de l'équation localisée

(9-9) at Wn (t, x) = (t, x; D; n) W n (t, x)



(10-5)
Supp Mn) c  fir Ir/ —1101 2r0}, tfr(")(01 

0 tfr (ri) -- 1 , 0(0 =  1 sur ftr 1 11 — (to I iro },
, 3

{

(va)
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on a

(9- 10) Wn(n, t) °)

§10. Construciton de la solution

Soit ..(n) une fonction telle que l'on ait

0 < -. (n) __ 1, d.(n) = 1 sur {ri; In — g 0 1 ro }
(10-1)

{  

supp D {  n; I n — 1101 —21 ro} , I - (11)( ") (, 7)1 3C ods te (Va).

Soient

=- d3(-11-) et
(10-2)

10(x) =  ( 2 7 ) d  f  e - ox--scon ,i;n ( q ) dr i.

Soit W„(t, x) la

(10-3)

Soit

solution du problème de Cauchy

atwn(t, x) = n"'A l (t, x; D; n)VV„(t, x)

Wn (n - 7 1 , x) =

(10-4) Tt:), (x) = diag [1, nP1,..., nP' ( '" 1 1W„ (0, x)

Soit q/(n) une fonction de la classe Gevrey d'indice s, telle que

Soit 0,(i1)  = 4 ) .  O n rem arque alors que 0„(D) i4 (x) est analytique. Soit

U (t, x) la solution du problème de Cauchy (PCS):

10 6 j Ur/ — A (t, x; n 0o +  x n U  ( t, X ) =
- )( 

U(0, x) = ( D )  0 (x )

C'est cette solution-ci qui nous mène à  la contradiction.

§11. Estimation majorante de la solution

Souvenons-nous que l'on a défini U,; (t, x), x) par
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Un
i  (t, x) =  diag [1, n - P ',.,n - Pl (m- 1 ]0(X )LC(t, x)

U (t, x ) =  T d ia g[1 , (nP - P'tq) - 1 ,...,(n P - PIC) - ( m- ° ]U n
i (t, x)

o n  U,?(t, x) est la solution du (10-6).
Et 147„(t, x) étant la solution du (10-3), on a

wn(n- YI,
 o )  III ' cil 0 , 11 3cnd1 2 .

Et d'après l'inégalité d'énérgie pour W (t, x):(9-10), on a

Wn° (°) III n P l ( "1 - 1 )  H Wn(0 ,  o) n"rn-l)expCC nPl — 7 9  Wn(n )

< aC exp('C

Alors on a

1°1x U(;3:j (0 , 0 )1 1 actx n( ) 1 1 = f(i iirOn01)
o

Cn)lal + d I 2 1 4V (°) 111 (Tn) 1OEI exp( C nPl V I ) (j = 1 ,., m)

Et grâce à  la  p ro p o sitio n  3 , o n  a

BC
1U ( t , nP'(m- n +  d  exp(BC r e ' ' 1)exPCCnitl i/ P ir —

(11-2)
exp(3Cmax {nl nPl — Y 1 }) (V t, V  X, Vi)

et par suite

(11-3) Sup (t, ) 'Cexp nmax( P t (q+  ° ,1  Y I P "') ) (Vy).
te[0,n - ]

Donc, grâce à  la proposition 6, on a

En
2 (U )(n - Y2) E  mn(mv; K) vZ)( 0; D) U n

2 (n - " ,  ci III BC  U  n
2 01 -  Y ',  0111

< 3 Cn j c  H U,111 1 -  Y 2 , o < B C exp('C nmax{P - 'w 1"- Y2/P})

On a finalement eu l'estimation majorante

(11-4) (n - Y 2 )  <  
3

C  e x
p K  n max(p- y i(q + 1),1 _ Y 2 / P m )

§ 1 2 . Estimation minorante (Fin de la démonstration du théorème 1)

Nous voulons, au premier lieu, assurer la positivité de l'énérgie E n
2 (U„2 )(t) à t

= n - Y1 . C e lle - c i  é ta n t  a s s u ré e  p o u r  T W „ ( t ,  x ) ,  i l  f a u t  e s t im e r  Un
l (t, x)

— W (t, x). Com m ençons par ceci.
O n a d 'une part
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(

(0,I — nP 1A 1 (t, x; D; 07  n ((;̀,(x; D)U P'(t, x) = n F 1 ( 7 n ';̀,3) ; U4)(t, x)
U;, (0, x) = 0(x)On(D)W„(0, x)

et d'autre part

(atI —  el A l (t, x; D; n ) ) 7 i ( x ;  D)Wn (t, x) = nP'G(\7 ; 14' )(t, x)

où G(77 ; Wn)(t, x) = [V (x; D), A l (t, x; D; n)] Wn (t, x).

Donc

(at n"/1 1 (t, x; D; n)) 7 (x; D)(U4(t , x) Wn(t, x))
= nPl[F 1 ( 7 n ; U)(t, x) — G(7 Wn )(t, x)].

Grâce à  l'inégalité d'énérgie on a, pareillement à  (9-8),

E(U„ — Wn )(n - Y1) expeC — Wn )(0)

+ C  exp(— 3C  e s ) {  Sul) III [1(t,  o ) S u ri °)111
te[0,n - N tE[0,n-

Compte tenu de (5-9), (9-10) e t (11-3) on a

— W„)(n - v1) exp(— 5C nP 1 - —  W „ ) ( 0 )  +  3C exp(— 'C e s)] .

O r on a

E,I(U,1, — W.)( 0 ) = M 0n(Pv; K) III V  g (o ; D )( 8 ( ° )  n(D ) —  1 ) 14(0, °)1A .+. N n  III.

Soit c*x(n) une fonction de la classe de Gevrey d'indice s  telle que

3

{
o 400 1, c*x(/) =  1 su r {n; Ir, — nol ro}, SupP & {Ir lel — 'loi l',3,

1

L; ( '̀ ± v ) (11)1 < 5C1\11: 1 v!spir " I( 1 1 1 1 N , v v, v 11).

Soit c%(11)=

Alors on a

\7„;,L)
) (x; D)(0(x)O n (D) — 1) = cc„( '(D)ei n (D))3( 5 ) (x)(0(x)11/„(D) — 1)

et grâce à  la proposition 4 et le choix des 3c(rj), 41( ) , fl(x) e t 0(x)

&n(D)#(,)(x)(0(x)1Jn(D) — 1) = JN(&„, $ (,)(00„ — 1))(x; D ) (v N).

Et par conséquent, ayant

En
i (U4 — 14„)(0) <

X 1"1 III N„(g4n, )1( v) (0111„ — 1))(.; D) (0,



°O EXN X )1 = (2 7r
)

i
1 1(X -.0m(irirnmdri

on a, pour x; x  — Ca/n

'C h " ' =

avec un C 4 > 0 ,

°n(X)1 3C nd.
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on a, grâce à  la proposition 6  et le choix de N„,

E (U ,; —  W „)(0 ) exp(— ' C es).

Et on a alors

(If! — W„-  )(ri 1) 3CE„ (U,1, — W,,)(n 3Cexp( — 3 C  ni ls)

où 14/: (t, x) -= Tdiag[1, nP t q r  . . .  (nP P  ei )_ ( i n 1 4 / ( t ,  x ) .

D'autre part on a

ERW.- - )(1 7 - 7 ) D)On(°)11 an(D)R° ) 0 .(° )11

1119 (°)Œn(D) 0 „(°)I1 — N ,,(Œn , fl)(° ; D) 0 .(° )

fi0 .11 — C exp(— C  n i / s )110 .11.
Or ayant

  

On(xo)1 = (270d (bn(q)dri > ' Cr('

   

On a par conséquent

1/2

fl ( Pn ain(X)12dX) >  C // d /2 ,

Ix - xol Coin

Ainsi on a

E(Wn)(n -  Y 1 ) 3C  n 'i l  2

et donc

(12-1) E,i(U)(ri-71)> 3Cnd1 2 — J C exp(— 3C  e s ) > 'C  n  >  O.

Grâce aux (5-9), (9-8) et (11-3), on a

(12-2) En2(un2— Y') 3C exp (3C nP - 7 2 ( 4 " ) .

Cette estimation-ci est, grâce  à  (5-4) et (5-6), contradictoire à  (11-4) et le théorème 1
est démontré.

§13. Vitesse finie de propagation (bmonstration du théorème 2)

Nous montrons le théorème 2  aussi par l'absurde. Nous supposons d'une
part
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[H-2] Le poids p o  de L  soit p o  > 1.

Et nous supposons d'autre part

[H-3] Il existe un domaine 5.2(52 Q 0 ) et un T (0 < To) tels que pour toutes
les données go i (x )eDr2(1e)(j = 1 , . . . ,m ) ,  il e x is te  u n e  e t  u n e  se u le  so lu tio n
u(t, x)e Cm- 1 ([0, /1, CNS2))ncm((0, C(S2)) du (PC) R .

[H-4] Le problème de Cauchy  (P C )  ait la propriété de l'unicité d'ordre t(0 < r).

Nous choisissons alors les nombres clefs n a n s m  xPi '11 2, - 0, 0 , --0 (X 0  e Q) et
=  +  Mo  comme à  la section 5 mais cette fois pour p,„ 1 T .  Comme nous

avons déjà remarqué, ceci est possible par choisir P  (1 + q, p) P 1 .
Nous suivons le raisonnement de la démonstration du théorème 1 et nous

envisageons, comme à  la section 6, avec un paramètre n de localisation,

(PCS)n i [0,/ — A(t, x; n 0 +  x )] U (t, x ) =
U(0, x) = 0(x).

Alors la proposition suivante qui remplace la proposition 3-bis est due
S. Mizohatai 51 .

Proposition  7  (S . Mizohata). Pour tout dom aine relativ em ent com pact
Q - (x0 eQ -  Q )  e t  to u t  T - (0 < T -  T ) , il e x is te  u n  e n tie r p o s itif  M  e t d e s
nombres positifs A o  >  0, C > 0, tels que la solution U (t, x) du (PCS), satisfait, pour
tout I6[0 , T - ],

Sup U ( t , x)I Cnm  exp(C 0 nt')
j 1 x e f t —xl

j= 1 ,.,m  te[0,T],x€S2 -

Preuv e . Sous l'hypothèse (H-3), l'application {9 ; } u, qui donne la solution
u(t, x) du (PC)R aux données initiales i (x)( j = 1 ,...,m ), est, grâce au théorème du
g ra p h e  fe rm é , c o n tin u e  d u  Dr2(R d )m à  Cm - 1 ([0, T ], C '( Q ) ) .  D o n c  o n  a
l'estimation suivante:

Pour tout Q - ( = Q) relativement compact et T -  E[0, T ], il existe un entier M
et une constante positive C  tels que l'on ait

m -1

S up  Sup I 01'0(t, x)I C axœ(Pk
k 0 te[0,T1xe12 - k  =  1  I  aj

Grâce à l'hypothèse (H-4), le changement de la valeur de goi ((x )(j = 1,...,m ) au
dehors d'un certain compact K , dépendant de T -  e t  52- , ne change pas la valeur
de  Ol

t'u(t, x) dans [0, T - ]  x Q .  D o n c  o n  a

E  S up  S up  I e u(t, x)I 3C  E  E  Sup I axa 91 (x)1.
k 0  te [0 ,7 — ] x612 - k  = 1 xek

Fixons Q -  e t  T -  une fois pris de telle sorte et fixons encore j, k  et (t, x) tels
que l'on ait j, k  = 1,...,m , t T -  et x e Sr. Et nous envisageons l'application qui
donne à une fonction  q(x ) la valeur Ok, u(t, x) de la solution u(t, x) du (PC)R avec la

Sup I 0/ .(y)1Y J
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donnée 9 i(x) = 5i i 9(x) i = 1,..., m .  Celle-ci donne une distribution Trn(t, x):

<Tm(t, x), yo> = a l
t̀ tt(t, x); e D

telle que

1<Tik(t, x), 9>1 3c E sup la(p(y )h
M  y eK

D 'après l'hypothèse [H -4] cette distribution a son support dans {y; ly-xl
< A o tt, t > 01 où A , =  ) ( T ,  Q - ). Grâce alors au théorème de Whitney 151 , on a

1<Ti k (( , x) , 9> c  E sup ac; 9(3)1.,m 2 0 e

Ainsi on a l'estimation suivante pour la solution du (PC) R pour les données goi (x )( j
=

= 0, 1,., m — 1
(13-1) 101,114(t, x)1 E  E SLIP I 0 ;40

i4Y)I
iy-xl Aar te [0 ,1 — ],  x e fr

Appliquons cette inégalité (13-1) à  la solution un (t, x) du (PC) R Pour la donnée
exP ( r l o x)(p.i(x)(j = 1, ,  m ) . A lo r s  o n  a

exP(11 0x)1 u(t, x)1

< C E E s u p  exp(n 0 x)10;,(exp(— igoY) 9i(Y))1
j= 1 1.1 m iy - zotr

< 'cnm exp(n tr) E E s u p  109(y)1.j=1
La solution U (t ,  x) du (PCS)„ pour la donnée 0(x) = (9,(x),.,ço n ,(x )) étant

donnée par U n(t, x) = exp( — x )  a v e c  l a  s o l u t i o n  U„(t, x) du (PCS) pour
la donnée exp(—  ri 0 x)0(x) = (exP( — nZ0x)49 i(x), , exP( —  il 0 x )9 . (x ) ) ,  o n  a
l'estimation voulue. C .  Q .  F .  D .

C e tte  p ro p o sitio n  7  jo u a n t le  rô le  d e  la  p ro p o sitio n  3 -b is , o n  su it le
raisonnement à  partir de la section 6. O n arrive alors à  la contraduction par ce
même raisonnement qu'au théorème 1. Ce qui montre le théorème 2.

§14. Appendice (Preuves des propositions 4 ,5  et 6)

Preuv e de la proposition 4. L a prem ière  partie  é tant b ien  connue 133 , nous
montrons la deuxième partie : D'après (1) on a

1
a(") (x; D)1, (, ) (x; D) = E da+ fl) 0 1 („  f i ) (x; D)

Ifil N - 1.1 P

„

!

N

( X ) J, b(Œ))(x; D)
Donc
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( —  
1 la i

)   a(a) (x; D)1,0 0 (x; D)
sn oc!

 , , , + fi)  b ( c,  fi jx ; D)
lal P

1)lai
+ E , JN_Ial(a(a), b(Œ))(x; D).

IŒV N 061

(_ oial
a (Œ+13) . b („ f l ) (x;

I11 I^N — a l

= E ( 
4-13E

y
D

!
i (  —  D'a l) —

1

a( v) (x ; )b (y ) (x ; )
iyl<N a =y°11 P y!

=  a (x ;  )b (x ;  )  =  c (x ;  )

( —J;;," (a, b)(x; =  —  E J ,  k i (a("), b(Œ))(x;
lai <Ar oc:

= E —,1 1 d
Œ !fi!
. y y • ( 1)IŒI (1 — t)1P1)

iyI=N+17• 0 al-F7=-Y 

x  os— if  e - t " a ( Y) (x; +  t i )b (y ) (x + ty; )dytin

=  E
II =N+ 1

( _ 1)11,11y I
dt os— e- t " a ( Y) (x; +  r i )b (y ) (x + ty; )dydri

Y!

Troisième partie est alors claire. C.Q.F.D.

Preuve de la proposition 5. On a

J,(an, b) (x; =
p.! y! 121 r i

(1 — t)I'l - i dt(
("„1E

141+,12= P  IŒH N  + 1 Pi 1/12 ! v1 !v2 ! a! 0vi+v2=v

x  I(oc + vi, a + v 2 )(x, t)

on l(p, g, r, s)(x, t) = os — C i " a g ) (x; +  r i)b (a(x + ty; )dydri

= lirn i f  e - i " 0 ,(Y) 0 J(1)ag ( x ;  +  71)Ws1(x + ty; )dydn

o n  0,(y) 0 (e y )  e t que  0 (y ) est une fonction à  décroissance rapide telle que
15(0) = 1.

Nous fixons un e; 2 (  >  d. On a, par l'intégrale par partie par rapport à  i,

Or

et
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I (p, g, r, s)(x, ; t) = le i n fl f  e -  i ".1,(p, g, r, s; t, o)(x, ; y, n; t)dydn

J,(p. g, r, s; e, e - )(x, y, Ir t)

b
(
(g)
s)

(x + ty ;  ) ) (1  —  A „N O E M ae(x : +  el))= (A yY ' (06(Y) 
(1 + 1 y 2 ) ) ( — 1 I/ 12 ) 2 -

N o u s  envisageons I(p, g, r, s)(x, ; t) p o u r  ; I I 2nro . O n a

I(p, g, r, s)(x, ; t) = lim( if e -  Je(p, g, r, s; e,o)(x, ; y, n; t)dydne-o ni

29

e - i "  (p, g, r, s; e,o)(x, y, n; t)dydn2n )

où 0 1 = Rd x 1/11 11  Q2 = X In; In >  11. Par l'intégrale par partie par
rapport à  y, on a

l(p, g, r, s)(x, t) e-i"J,(p, g, r, s; e,o)(x, y, g; t)dycin

+ lirn Ci" J,(p, g, r, s; e, e - )(x, y, n; t)dydn
e•-■ 0

= g, r, s; e,o)(x, y, n; t)dydri
Q ,

+ 11 e J(p, g, r, s; e, e - )(x, y, n; t)dydn
172

où e -  est choisi en  sorte  que l'on  ait 2e -  > d et

(1 + IY12 )'
l« (x  +  ty; (1 — A  a n

(
( f.)) (x: + n) 

J(p, g, r, s; e - )(x, y, n; t) = (A y)e

(— 11/12 ) e -

Or par un calcul banal on a, pour oc; lai = N + 1, N <Nc, 112 , v 1 , v2 ; + 112 1,
11, 1 + v2 I L o2 [d /2  +  1 ] ,

J(c( + 11 2, y 1 ,+  1, 2 ; t, e - )(x, Pi; 01
1 1

Ca Cb T(n, N, P'o, Po; e, ads(POPO)N PN 
(

1
 +  I Y 12 ) e

avec un polynôme P(n, N, po, po ; e, e - ) en n, N, po e t  po  dépendant de e et t .
D onc on a pour ; < 2n r, v it, y; p ,  vl Lo,

I  u(d,,, b)gfi(x; < > ig iC a Cb T(n, N) N;, - s N  ( '1) oP PN

avec un polynôme P(n, N) en  n e t  N.
Envisageons ensuite pour > 2nr0 . Dans ce cas-ci, grâce à  la condition

sur le support de an(x; l'intégrale à  la définition de I (p, g, r, s)(x, t)) est prise
pour n; - nro.
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O r on a

+ 111 nrol { 11;1 111

1
Soit Q 3 = x  Yi; 1111 —

2
1 I  .  Alors on a, pareillement au cas précédent,

11 (1), q, s)(x, t)I 1J(p, g, r, s; e , )(x, y, n; t)Idydn
n3

où  r  est choisi en sorte que 1 on  a it 2e -  > d  e t 21 -  > m + d + L o .
D onc on a pour > 2nr0 ,

N(an, b) (('„' (x ; )< CaGP(n, N )N„- s N OoPor n- 
p N

Ca CbT(n, N)N„- s N ( oPo)N  P N (v ti, Lo)

avec un polynôme P(n, N ) en  n e t N.
Ainsi on a pour tout i111;11'1 Lo ,

JN(an; < C aCb
3P(n, N) N;; s N (POPO)N P N

et par conséquent, grâce au théorèmec a c bT

(n, N) N;s N (f)o po )N  - PN

èmede Calderôn-Vaillancourt, on a

n .N (an , b)(x; D)

l

On a la même estimation pour JN(a„, b)(x; D).
Estimons

RN (a„, b)(x; D) =  E0 0 , 0 1 v v o o p i  n + 6 1 # 1

x + vl(eln (aL,j (X ; D)

Remarquons:

IA+vi )510P1 n -piAl +61, 1a f',1(x; a n((;,  ̀-V14- i (x; < CaNa-

x  N,;- 1 "+#1(p! O s  1)161 + pl plofl ± q1 +61# ±q1 .nm

Donc on a

RN(an, b)(x; D)11 CaC„N„-
s N  (f )o p o K ) N  n - ( p - S ) N

x E  K - (N - 1" - Fv0P(n, N — y  + v1)
N

< C aChT (n , N )  
K — 1

K  

 y 
N s N  00POK)N  n H P  - 6 ) N

avec un certain polynôme P(n, N ) en  n  e t N.
On a la même estimation pour R N-  (a„, b)(x; D).

L a  f o n c t i o n  e n  x: x '0 0 p0 K)x n - ( P- 6 ) x p r e n d  s o n  m in im u m  exp
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s / 1 1/s
n (1 9  — d )/ s )

e
exp( opoic)n(")1s) x =

i)oPoK
e t  N„'"

[ 1 p — S  y ls

étant f i x é N  = N  „(
(  n ]

po po K) on a  N N (doPoK)N

e  th,Poic
 e - eN

Ainsi on a le résultat voulu. C.Q.F.D.

Preuv e de la proposition  6. On procède pareillem ent au preuve de la
proposition précédente.
On a

11! y! I al I . '  
( 1  —  t )

1
"I 

1
 d tJN (an, b„) (x; =

it2= 12I=N+1 #,!P2! V1 !V2 ! a! (r)
= V

X .1(a #2, V I, + v2) Oc,

où

l(p, q, r, s)(x, ; t) = os — C i "  a„(
(f.?(x; + n)bg(x + ty;1 f )dydil

Nous fixons e, e - ; 2/, 2e -  > d. On a

l(p, q, r, s)(x, ; t) =  i f e- i Y4 J(p, q, r, s; e, 0)(x, ; y, ri; t)dydri

+ e-iY4 J(p, q, r, s; e, e - )(x, y, q; t)dychi
02

où Q, = Rd x 1}, Q 2  = x Irr 1171 > 11, et

J(p, q, r, s; e, ()(x , y ,  ;  0 = ( A y ) ,,( b (x + t y ;  ) )(1 — A  an(%) (x.• +
- ri 

(1 + YI

Or par un calcul banal on a, pour a; la1 = N +  1, N N „ , #2, vl , v2 ;

+ #21, 1 y1 v2I

I J(a + #2, v1, +  2 ;  ,  - )(x, y, q;
1

(1 + 11/12'-

avec un polynôme P(n, N, 130 , p o ; e, e - ) en n, N, po e t  p o  dépendant de e  et /-.
Ainsi on a pour tout ft, y; 1/1 1, I v I Lo ,

I  N(an, b) (x; C „C P(n, N)N„- sN  ( oP0)" n - ( P - 6 ) N

et par conséquent, grâce au théorème de Calderón -Vaillancourt, on a

Il b)(x; D) 11 C„C„'P(n, N) N„- s" (Po po )N  n -( " ) "

CaCb Y(n, N, p o ; e, e - )N,;- N ods(i3oPo)N nm+m- -(p-(p
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avec un certain polynôm e P(n, N ) e n  n  e t  N.
Q uant au reste sauf l'énoncé sur Ea(aa; g; K), il est déjà  c la ir. Sur ce  dernier

o n  a , tan t q u e  l'o n  ch o isit Na-  = N a(fio p o K),

En(aa; g; K) < C a n ' E N;i- sim+vi (5opoK)1"v in - 6 9- " "v il lg (t ,
vi

< Ca

Ip+vists4;
E e - si--111 g 11 Ca nn" e —  1

e
110

C. Q. F. D.
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