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Sur le théoréeme de Cauchy-Kowalevski

— Une remarque sur le mémoire du méme titre de S.Mizohata —

— dédiée au professer Tosihusa Kimura a 'occasion de son
soixantiéme anniversaire —

Par

Keiichiro KiTAGAwA

§1. Introduction

Cette note a double buts comme un mémoirel® de S.Mizohata. Dont le
premier est principale et annoncé au titre et le deuxiéme est la conséquence du
premier. Nous commencons par expliquer le premier but.

Il s'agit du probléme de Cauchy homogéne

{L(t, z,0,, 0)u(t,z) =0

(PC) N .
0 ultg, 2)=@fz)  j=1,...m.

pour une équation linéaire aux dérivées partielles

(1-1) L(t, z;0,, 0,)u(t, 2) = (0 — Y. aft, z,0,)07 u(t,2) =0
ji=1
ou aft, z;{) sont des polynémes en { a coefficients holomorphes dans un voisinage
de l'origine de C*! = C, x C¢,
Nous disons que le probléme de Cauchy (PC) est bien pose a un point (ty, z),
si pour toutes les données ¢ (z) holomorphes a z,, il existe une et une seule solution
u(t, z) holomorphe a (t,, z,) satisfaisant au (PC) au voisinage de (t,, zo).

Soit p, le poids de L
1
po = Sup - ordre aft, z, {)
w2 ] ¢

L'opérateur L(t, z;0,, 0.) dont p, <1 est dit kowalevskien et 1'équation
L(t, z;0,, 0,)u(t, z) = 0 est dite kowalevskienne si L(t, z;0,, 0,) est kowalevskien.

Par cette terminologie, le théoréme bien connu de Cauchy-Kowalevski est le
suivant,

Théoréeme de Cauchy-Kowalevski. Si L(t, z;0,, 0,) est kowalevskien, alors le
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(PC) est bien posé a (ty, zo), pour tout (t,, z,) au voisinage de [ origine, donc & fortiori
bien posé a lorigine.

En 1981, S.Mizohata!® a montré linverse de ce théoréme de Cauchy-
Kowalevski:

Théoréme 1 (Mizohata). Si le (PC) est bien pose a l'origine, alors L(t, z, 0,, 0,)
est kowalevskien.

Le premier but de cette note est de modifier sa démonstration. Cela ne
signifie pas que sa démonstration a un défaut: Dans le mémoire de 1981,
S.Mizohata se place au cas crucial mais particulier ou la condition [K-S] est
réalisée. La nécessité de cette condition [K-S] étant démontrée par une autre
méthode, sa démonstration est bien légitime. (Nous expliquerons ceci en détail a
la section suivante.) Mais il semble que cette restriction est indispensable a sa
démonstration. C'est ainsi dommage pour ce théoréme si fin qu'il n'est démontré
que par deux méthodes toutes différentes 1'une de l'autre. C'est d'ailleurs bizarre
que sa méthode si élaborée qui démontre le théoréme au cas crucial le plus difficile
n‘arrive pas a le démontrer aux autres cas plus faciles. Nous avons examiné a
quel point cette condition [K-S] est utilisée. Et nous avons trouvé que, bien que
cette condition soit indispensable a son mémoire, si on change un peu le point de
vue, et quon y ajoute quelques considérations soignées, on peut démontrer le
théoréme généralement, sans telle restriction, et ceci sans modifier essentiellement
sa démonstration. C'est ce que nous voulons montrer dans cette note. Nous
redémontrons ainsi le théoréme tout en suivant l'idée de S.Mizohata. On dirait
qu'il suffirait de faire quelques remarques sur le mémoire de S.Mizohata, mais nous
préférons refaire la démonstration. C'’est parce que d’'une part nous voudrions que
cette note soit compréhensible et quelle serve 4 la compréhension de ce mémoire
trés intéressant de S.Mizohata, et d’autre part qu'elle est nécéssaire a aboutir a
notre deuxiéme but.

Comme on voit dans le mémoire!®! de S.Mizohata, il y a un autre probléme de
méme nature: caracterisation de l'équation a la vitesse finie de propagation. C'est
notre deuxieéme but.

En 1972, S.Mizohata!® a montré que si l'équation linéaire aux derivees
partielles, pour laquelle le probleme de Cauchy homogeéne est uniformement bien posé
dans un certain espace de fonctions indefiniment-differentiables, a la vitesse finie de
propagation, elle est kowalevskienne. Sur ce sujet, notre démonstration du
théoréme de Mizohata (théoréme 1) montre paralléelement les suivants.

Nous considérons le probléme de Cauchy homogene

(PC)r {L(t» X, a,, dJu(t, x) =0

07 u0, x)=g;(x) j=1,..m

pour une équation linéaire aux dérivées partielles
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L(t, x;0,, 0Ju(t, x) = (0 — Y, aft, x;0,) 0" )u(t, x) = 0
j=1
ou aft, x;{) sont des polynémes en { a coefficients analytiques réels dans un
domaine (— T, Ty) x 2, de R¥*! =R, x RY,

Nous disons par abus de terminologie que le probléme de Cauchy (PC)g est
bien pose avec le domaine commun dexistence s'il existe un domaine Q(2 < Q,) et
un T(0 < T< Ty) tels que pour toutes les données ¢ (x)e D% (RY(j = 1,...,m), il
existe une et une seule solution u(t, x)e C™~ ' ([0, T], C®(£2))n C™((0, T], C*())
du (PC)g.

Nous disons aussi par abus de terminologie que le (PC)x a la propriéte de
l'unicité dordre 7 (0 < 1), si pour tout Q7 (c Q) relativement compact et tout
T~(e[0, T]), il existe un nombre fini A= AT, 27) tel que, pour tous
te[0, T™]) et xeR™, la valeur u(t, x) de la solution du (PC)g s'annule si les
données initiales s'annulent dans l'ensemble {y;|y — x| < A,t7].

Théme 2. /121 Supposons que le (PC)y soit bien posé avec le domaine
commun dexistence. Si le (PC)r a la proprieté de I'unicité dordre © (0 < 1), alors
L(t, x;0,, 0,) est kowalevskien.

Remarque. Si I'équation a la vitesse finie de propagation et que le probléme
de Cauchy est uniformément bien posé, alors le (PC)g a la propriété de l'unicité
d’'ordre 1. Ce théoréme est donc un raffinement du travil ci-haut de S.Mizohata!®!
au cas de coefficients analytiques.

Nous soulignons que le (PC)y n'est pas suppose uniformement bien pose.
Nous remercions Professeur S.Mizohata de nous avoir invité a publier cette
note-ci, aussi bien de nous avoir donné de précieux conseils.

§2. L'historique et l'esquisse de la méthode de S.Mizohata

Nous commengons par esquisser l'historique de cette recherche pour le
convenient de la compréhension. A 1974, S.Mizohata!® a proposé la recherche
sur le probleme inverse du théoréme de Cauchy-Kowalevski:

“Chercher des conditions necessaires pour que le probleme de Cauchy (PC) soit
bien pose dans le cadre des fonctions holomorphes.”

Et il y a donné une condition nécessaire. Celle-ci montre l'inverse du
théoréme de Cauchy-Kowalevski sous la forme moins fine: “Si le (PC) est bien posé
a tout point (ty, zo) du voisinage de l'origine, alors on a py <17

Convoqué par ce mémoire, c'est M.Miyake!*! qui a démontré le premier, en
1974, ce théoréme fin de S.Mizohata pour une équation dordre 1 en
0, S.Mizohata,!”! stimulé cette fois par ce mémoire de M.Miyake, a donné, en
1975, une condition nécessaire plus fine que celle de 1974, condition qui se rend
compte de la dégénérescence représentée en la puissance de t. La voici:

Soit
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2-1) ajt, z;¢) = ; t°URa; (1, 2;0)

ol aj,(t, z2{) sont des polynomes homogenes d'ordre k en {, a coefficients
holomorphes au voisinage de l'origine, tels que a;,(0, z;{) #0. Quant a a(j, k),
nous convenons a(j, k) = + oo si la partic homogéne d'ordre k de aft, z;{) est
identiquement nulle. Soit p,, le poids modifie de L :

2-2 m = Maxf—.
@2 P ik J+ o k)
“Pour que le (PC) soit bien pose a lorigine, il faut que I'on ait p, < 1.”
Cette condition est encore améliorée par K.Kitagawa-T.Sadamatsu!’! en
1976. La voici:
Soit

(2'3) Px = 1)’ Py = M

Max— (< aX—————.
k<j J+0(j k)( k>j j+ a(j, k)

“Pour que le (PC) soit bien pose a lorigine, il faut que I'on ait p, < p,.”

Jusqu'ici la méthode employée est celle de la solution formelle. En 1978,
S.Mizohata!® a montré le théoréme, cette fois par la methode de I'énérgie, au cas ou
les coefficients ne dépendent que d'une variable t. Et il I'a montré au cas général,
en 1981, par la méthode de micro-localisation dite la o, — f méthode. Clest cette
démonstration que nous voudrions modifier. Nous esquissons par la suite sa
démonstration.

La démonstration est faite par I'absurde: Par nier le résultat on suppose d'une
part que le probléme de Cauchy (PC) soit bien pos¢ a l'origine et d’autre part que
l'on ait py > 1.

De la premiére hypothése on déduit une estimation majorante a
priori. D’autre part on montre, grice a ces deux hypothéses, l'existence d'une
solution ayant une estimation minorante contradictoire a la précédente. Or celle-
ci est obtenue par la micro-localisation:

Par lintroduction de quelques poids la micro-localisation met en relief
quelques quantités cruciales provenant de la deuxiéme hypothese, mais celles-ci ne
jouent pas leur role a tout prés de t = 0, ni non plus pour ¢ bien a part de t = 0, a
cause de la dégénérescence éventuelle, représentée en la puissance de t, de ces
quantités cruciales. On est donc forcé a micro-localiser méme en ¢, c'est-a-dire a
considérer pour t; t, <t < t, ou t, et t, sont de certains nombres positifs dépendant
du paramétre n de micro-localisation. On voit alors que si la solution satisfait a
une certaine condition a t =t,, elle a une estimation minorante désirable pour ¢
=t,. 1l faut donc assurer l'existence de telle solution satisfaisant a cette condition
at=t, Pour cela on compte sur la premi¢re hypothése que le (PC) soit bien
posé. Il faut alors déterminer les données initiales du (PC). Pour cela on résoud
d’abord approximativement un probléme de Cauchy pour L(t, z;0,, d,)u(t, z) =0
avec les données initiales satisfaisant a telle condition a t = ¢t,. (Pour avoir cette
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solution approximative, il est plus ais¢ de demander de l'aide a l'existence de
solution du probléme de Cauchy pour l'equation micro-localisée de celle-
ci™ 'l Nous le faisons dans cette note) On se repose ensuite sur la premiére
hypothése pour assurer I'existence d’'une solution du (PC) pour les données initiales
définies par des quantités a ¢t =0 de cette solution approximative. Ainsi nous
avons une solution du (PC).

On fait ensuite un calcul d'évaluation de ces erreurs d’approximation ainsi que
celles de la micro-localisation pour affirmer que ces érreurs, mesurées par 1'énérgie
micro-locale, sont négligibles et que la valeur a t = t, de cette solution-ci satisfait la
condition imposée & t =, pour avoir l'estimation minorante désirable.

Or pour pratiquer cette recette, S.Mizohata sa place au cas crucial mais
particulier ou p, < p,. Evidemment ceci est permis par 'hypothése que le (PC) est
bien posé, grace au travail de Kitagawa-Sadamatsu!!), et sa démonstration est ainsi
clair et sans doute. Mais comme on a déja dit a l'introduction, on est confus de
savoir que cette restriction parait essentielle & sa démonstration et que son
raisonnement ne s'applique plus aux cas exclus qui seraient plus faciles. La cause
de ce trouble est le poids qu'il y introduit. Si l'on ne tient pas a ce poids et qu'on
chisit un nouveau poids, sa recette s'applique a tout le cas sans excéption. C'est ce
que nous faisons dans cette note.

Avant de terminer cette section, nous voudrions remarquer une chose: Pour
envisager génériquement le probléme de Cauchy pour une équation différentielle,
il'y a deux attitudes; celle de considérer le deuxiéme membre arbitrairement donné
comme les données initiales, et celle de le considérer fixé (comme la force
extérieure). Ainsi a la considération des conditions nécessaires, on est amené a
deux formulations génériques du probléme de Cauchy: Probléme de Cauchy non
homogéne et celui homogéne. Parmi ces travaus cités ci-haut, M.Miyake!* a
envisagé le (PC) homogéne, mais S.Mizohata!”! et K.Kitagawa-T.Sadamatsu!’! ont
considéré le (PC) non homogéne. Donc si on tient au (PC) homogéne au
théoréme de S.Mizohata, sa démonstration a une lacune; il faudrait ou bien
démontrer la nécéssité de p, < p, pour le (PC) homogéne, ou bien modifier sa
démonstration. Ceci donnerait encore une raison d’étre a cette note.

§3. Preliminaire (Départ a la démonstration du théoréme 1)

Avant de commencer la démonstration nous remarquons deux choses sur
l'écriture de cette note:

Dans cette note chaque écriture est, en principe, fixée une fois définie. Pour
faire signifier une autre chose on ajoute un suffixe. Par exemple p, po, P
etc. Mais il y a un abus par manque de l'écriture. Pour les multi-indices nous
employons méme les écritures déja définies. Par exemple p, g, o, f, qui sont
définies comme P = (1 + q, p), a(£), B(x), sont fréquemment utilisées pour les
multi-indices, par exemple V& 2 (x, £).

Quant a la constante, quand il n'y a pas d'importance a sa grandeur, elle sera
désignée génériquement par *C. par exemple:



6 Keiichiro Kitagawa
E2(U%)(n™") > *Cn* —3C exp (— *Cn'F), *P(n, N) etc..

Quand la grandeur de la constante est comptée, nous y ajoutons un suffixe en
bas. Par exemple: C,, Cy, etc.
Nous montrons le theoréme par I'absurde. Donc nous faisons deux hypothéses.

[H-1] Le (PC) soit bien pose a l'origine.
[H-2] Le poids p, de L soit py > 1.

Nous rendons ce probléme a celui pour un systéme d’ordre 1 en 0,
Soient

(3-1) Ul(t, 2) = "(uy(t, 2),....u,(t, 2)): ujt, 2) = & tu(t,2):j=1,.,m
(3-2) D(2) = (¢1(2)s ... Pm(2).

Le probléme de Cauchy (PC) est équivalent au suivant.

(PCS) {W — A(t, 0)]1U(t. 2) = 0
U(0, z) = ®(2)

ou

(3-3) A(t, 2;0,) = 0. 1.. 0

Alors d’aprés I'hypothése [H-1], nous avons

[H-1]; Le probléme (PCS) soit bien pose a [origine.

Citons ici deux propositions suivantes sans démonstration: On trouvera ces
démonstrationas dans [6], [7].

Propositionl. Si le (PCS) est bien pose a I'origine, alors pour un voisinage W de
l'origine de C%, il existe un voisinage B de l'origine de C**' tel que, pour toute la
donnee ®(z) holomorphe dans U, il existe une et une seule solution U(t, z) du (PCS)
holomorphe dans B.

Soit #(2) l'espace de toutes fonctions holomorphes dans un domaine 2. 1l
est un espace de Frechet avec la topologie de la convergeance uniforme sur tout
compact.

Proposition 2. L'application: @€ # ()" - U e #(B)" est continue.

Alors par l'application de la proposition 2, on a l'estimation suivante:
Il existe des nombres r >0, R>0, R~ >0 et Cy >0 tels que l'on ait

m

(3-4) U ll,r= Y Supluit.2)| < Coll @ llx~=Co Y, Sup |

J=1||1|SP‘R j=1]z|<R~
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ou |z| = Max |zj].
j=1,.d

La premiére astuce de S.Mizohata est l'amélioration de cette
estimation. Nous allons la voir a la section suivante.

§4. Poids modifié et I'amélioration de l'estimation a priori

Nous montrons, dans cette section, I'amélioration suivante de l'estimation
précédente (3-4).

Proposition 3. Soit z%|z°| < R fixe. Pour la donnee ®(z) telle que
(4-1) |029;(z%) < CB"  (j=1,..m, a)
la solution U(t, z) du (PC) satisfait

o CoCyr 0 | s .
421U t, z )IsMr_ltlexp BdR™ + |2°))( — (Itl<rj=1..m

ou Cy, r, R et R™ sont des constantes a la proposition 2, que M est une constante ne
dependant que de r, R, R~ et B et que p,, est celui a (2-2).

Preuve. Soient A(t, z;{) = (a;(t, ;)

* -
a;t. z0) =3 Y Zai@* (a9 () £0)
a k>a(ija) k
ol a(jja) = oo si aylt, z;{) ne contient pas la partie {* et soient t; = p,(m — j) (j
=1,.,m).
Remarquons que l'on a |a| — p,o(ijo) <t; —t; + p, (i,j=1,.,m).

n

Soit Ut.2)= Y %u"(z) W) = W (2),.... " (2)).

n>0

Alors on a

" n

3 I
n (Z
= n20,5=1,. hlk!
la|Stj— t.+pm(k+ 1)
h+k=nh=>20,k=>0

aif (z) 03 ut (2) (i=1,...,m

D’ou on a la formule de récurrence

n+1 n—' @, n—k i= 1,.,m
“ (Z) =1,. m; 0,1,.,n k'(n ) (Z)a (Z) <I’!20 >

|a|<1,-—t.+pm(k+1)

Par récurrence on a des b{j(z)(n > 0, |a| <t; — t; + p,n, i,j = 1,.,m) telles que 'on
ait

ui(z) = Y b3} (2) 03 @;(2) (Jzl <R, i=1,,m).

j=1,.m
la| <tj—ti+ pmn
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Soit )
(z—z )
(PJ(Z) Z(pj -(]=1,...,m).
Alors nous avons
u'(z% = Y b3 (2°) ¢ (i=1,.,m n>0).

j=1,..m
laf <tj=titpmn

Fixons maintenant a, n, i et j une fois pris tels que |a| <t; —t; + p,n.

n

t
Soit Uj(t, z) = Y mujf” (z) la solution du (PCS) pour la donnée
>07t.
J

Pi(z) = ’<0, ,0, (1 (z— z°)°‘>, 0,.,0).

uil (z 0 = bif (z 9 (,j=1.mn>0,la| <t;—t; + pyh).

Alors nous avons

Or d’aprés l'inégalit¢ de Cauchy on a
n!
luii (2)] < SUPIM & 2l < Uik (Iz| <R).
! <r
Et par l'inégalité d'estimaion & priori (3-4) on a
[u5i (2)] < Coms - III Pille~  (lzI <R).

Or pour la donnée actuelle celle-ci est estimée par

'

Coo—(R™ +|2°]).

r ol

Ainsi nous avons eu

n n!l .
| b 29 < COFQ(R + 1201

Maintenant prenons la donnée ®(z) telle que
102 0;(z°) < C, B ("o).

Alors la solution U(t, z) du (PCS) pour cette donnée peut étre estimée par

t" n! 1
v <Y By LR 20, B
0 n! j=1,.,m r ol

la| <tj—ti+ pmn

1 try’
—cey 5, gy w1
om k! n>Max{0,(k—t;+ti)p; '}

k

NV

J
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Or on a, pour [t| <r,

Y <It|>" <t 7 k
—) < <t —t
n>Max{0,(k—tj+t;)p, 1} r r— |t| / '

r It| (k—tj+ty)p, 1
g\ k>t;—t.
CoCyr

1
> [ F[Bd(R~ +12°)1¥
O<k<kijK:

ltl_} 1

| | (k—tj+t)p,!
+ ) F[Bd(R +12°D71 ( ) ]

k>kij

Donc on a

U, 2% <

C,Cir 1
= ol r Z |: Z —[Bd(R~ + |ZO|)]k
r— 1t /51| o<kZi, k!

+ 3 ;[Bd(R +|z°|)<l ')p lj|k "
k>kij(k_kj)

—_ (klj_lj+'l)P !
(k= k! kk,,) [BA(R™ + |2 oi)],q,(l l) ]
r

ou k;; est l'entier non négatif le plus petit majorant t; — ;. Celle-ci est donc
majoré par

m Tk
CoCir z{ [Bd(R~ +12DF+ T ¥ [Bd(R 4z °|)<'”)p ]}
r—|t|,-=1 0< k!
ou ko = Maxk;;, C, = Max{l, [Bd(R™ + R)]}.
Soit M =2m Sup { y [Bd(R~ + R)T+, C4 }
i,j=1,.,m 0<k<k,,k
Alors on a
|US(t, z°)|gM(rC°_C|‘tT) [Bd(R +1 °|)<"|> ] (ltl<r,j=1.m).

C.Q.F.D.

§5. Polygéne de Newton et des quantités clefs

a(jk) k) au

Nous faisons correspondre & t"May(t, z;{) # 0 le point (l +—, -
J J

plan XY. Nous y ajoutons un point (1, 0) exprés. Nous appelons le polygone de
Newton, noté par (d4), le plus petit polygéne & cotés de pente non négative
contenant tous ces points.

Soit Py le point de contact de la tangente au (4) tiré de l'origine; quand cette
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tangente a un coté commun avec le (4), P; est convenu d'étre le sommet a

l'extrémité droite de ce coté. Soit P, le premier sommet a la droite du Py, P,

inclus, tel que son ordonnée soit supérieure a 1. Soit P, le point de contact de la

tangente au (4) tiré du point (0, 1); quand cette tangente a un co6té commun avec le

(4), P, est convenu d'étre le sommet a I'extrémité gauche de ce coté. Soit [Py, P,]

I'ensemble de tous les sommets du (4) entre ces deux sommets, P,, P, inclus.
L'hypothése [H-2] assure que cet ensemble [Py, P,] n'est pas vide.
Prenons donc un point P = P(1 + q.p)e[P,, P,].

Remarque. Tous les points de [Py P;] nous emménent a la
contraduction. Et pour montrer le théoréme 1, il suffit de considérer seulement le
point P,. Mais pour montrer le théoréme 2, il nous faut considérer le point
P,. Nous raisonnons donc dans le cadre général.

Soient ¢, 0, les pentes des cOtés du (4) a la gauche et a la droite
respectivement de P:

(5-1) 0<o0,<0, <+ 0.

Fig.2 Fig.3

Srn< e <p X

V",

cas considéré par
S. Mizohata

On remarquera que si l'on prend un y;0, {y (o, alors la droite Y= y(X — (g
+ 1)) + p, passant par P a pente y a le (4) a son bas avec le seul point commun P,
c'est-a-dire, quand on pose

ik) k
(5-2) 1}={um<1+°gli>=u+¢pﬁ.

(5-3) {k —pj—v(@(k) —q) <0 (K¢l

k —pj—y(a(jk) —q)=0  (jk)elp.
Choisissons alors y,,7, en sorte que l'on ait

(5-4) 0, <Yy, <Y <0y,
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(5-5) O0<p—yi(g+ 1),
(5-5)pis p—7lg+ <1,

1
(5-6) 1<p—y2<q+l—p—).

On peut en effet les choisir;p — y,(q + 1) étant la ordonnée Y du point, a
I'abscisse X = 0, sur la droite Y= y,(X — (g9 + 1)) + p, passant par P, a pente y, et

1), C . 1 .
p— y2<q +1-— —) étant celle Y du point, a l'abscisse X = —, sur la droite Y

m m

= y,(X —(q + 1)) + p, passant par P, a pente y,, on peut les choisir grace au choix
de P et a la définition de p.. Soit encore

(5-7) Py =P — 714
Alors on a, grace a (5-5)p;s
(5-8) pi— 7 <L

Pour T'indice s (s > 1) de Gevrey pour la micro-localisation, compte tenu de (5-
8), on le choisit, en sorte que l'on ait

Y2 1

(5-9) Max{pl - 71 ——}<—.

Vo) s

Remarque. Au cas P = P, on peut choisir ces nombres y,,y, et s pour un

nombre t donné positif d'ailleurs arbitraire qui remplace p,,*. Cette remarque sert
a la démonstration du théoréme 2.

Remarque. Expliquons ici la signification de ces nombres clefs avec les
expressions a la section 2:On choisit ¢, =n""" et t, =n" "2 (5-4) montre que la
partie provenant du P est principale dans [¢,, t,]. (5-5) assure que l'irrégularité du
changement considéré a la section 7 n'est pas grave. (5-4) et (5-9) montrent que les
érreurs sont négligibles. (5-6) entraine la contraduction a t =t,.

Les racines de l'équation:

A=Y a0, ;04" =0
ke rp
ne sont pas triviales. Remarquons que ces racines sont homogénes d'ordre p en
{. Alors, il existe un x,€R? au voisinage de I'origine (que 'on peut choisir autant

proche de I'origine que l'on veut), un {4;|{o| = 1, un 65 > 0 et un numérotage des
racines tels que l'on ait

Re 4;(0, xo;80) = 45, j=1,.,mg
(5-10)

Re 4;(0, x0:{o) <0 j=mg+1,.,m.

Soit
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(5-11) {o=&o + Mo (os no€RY

Les nombres clefs p, q, pis V1s V2. S 80, MouXo €t Lo = &y + iy étant ainsi
choisis, nous allons envisager la micro-localisation avant de revenir de nouveau au

(4).

§6. Estimation a priori et micro-localisation

A partir d'ici nous envisageons dans I'espace réel R%. Nous envisageons, avec
un paramétre n de localisation,

{[5.1 — A(t, x;n& + 391U, x) =0
U%(0, x) = &(x).

Le (PCS), est li¢ au (PCS) par UQ(t, x) = exp(— néox)U(t, x).
Et grace a la proposition 3 on a

(PCS),

Proposition 3-bis. Pour la donnée P(x) telle que 8" p;(x)| < C,B™ (j = 1,..m,
a, |x| < R™), la solution U2(t, x) du (PCS), satisfait

|US,~(t.x)|SMC°C1’exp[d(B+n|éo|)(R+R~)("'>”"”] < j= 1 >

r— It r lt]<r, |x| <R

oit Cy, 1, R, R~ et M sont des constants a la proposition 3.

Preuve. Soit x°;|x°| < R, fixé une fois choisi arbitrairement. Soit U(t, z) la
solution du (PCS) pour la donnée exp(né,(z — x%)®(z), ou P(z) est le complexifié
de &(x). Soit

U(t, x) = exp(— néy(x — x°))U(t, x).
Alors U?(t, x) est la solution du (PCS), pour la donnée @(x). Ayant |d;(exp(néo(z

—x%)g;(z) || < C{(B+n|&|)™, on a, grice & la proposition 3,
=x0

z

U, x°)|$M£exp[d(B+n|éol)(R~+|x°l)(|[|>1/pm:| (jzl"“"" >

1
r—|t| r [t|<r |x|<R

et par conséquent

ol
r—|tl

CoCyr . 2]\ /P j=1...m
Uo(t, x°) < M d(B R on(—= N
[Unj(t, x7) CXP[( +nl&l)(R™ +|x I)<r> | <r. x| <R

Etant x°;|x°| < R arbitraire, on a I'estimation voulue. C.Q.F.D.

Nous micro-localisons l'opérateur 9, — A(t, x;n€y + d,). Nous utiliserons
dans la suite I'écriture usuelle de dérivation:

N
al) (x, n) = 0, (7 6x> a(x, n).
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Soit y(x) = (x,(x),..., xs(x)) un vecteur de fonctions de la classe de Gevrey d'indice
s satisfaisant a

| i ()] < *Carl *pf! (o, ¥x)

(6-1) 0X)=x X=Xl <ro, X)) =x0r X —Xol =2rg
|2(x) = xo,| <21 ("x) (k=1,...d.

Soit Z() = (£,(n),..., Z4(n)) un vecteur de fonctions de la classe de Gevrey d'indice

s satisfaisant a

| ()] < 3Calspl! ("o, V)
(6-2) En) = n, In—nol <ro,  E() = Mok In —nol = 2rg
[ Z() — okl < 21 "n) (k=1,...,d).

Le micro-localisé de l'opérateur différentiel a(x;0,) est l'opérateur pseudo-
différentiel de symbol

6-3) By 0c (X1 1) = a(x(x), in :(g))

Alors, pour a(x;d,) d'ordre k, on peut bien supposer
(6-4) |G 1ol (6, )] < PC(utv o TR W (v, Y, V).

Remarquons que, compte tenu du théoréme de Calderon-Vaillancourt, on peut
supposer la méme estimation que (6-4) pour la norme d'opérateur de a, .4 (x, D),

(6-3) 1@y 10els) (X, D) < 3Clutvlypg a1 (Y, v)

ou ||| est la norme d’operateur dans L(L? L?). Remarquons encore que l'on a,
pour a(x;d,) homogéne d'ordre k en 0.,

(6-6) n”¥|a, 16c(x:1) — alxo,inne)l — 0 (ro — 0)

A cette analyse, ce qui est fondamental, c'est la micro-localisation de
I'opérateur, mais pour la faire fonctionner il faut micro-localiser la solution. Le
probléme étant local il faut d’abord le rendre global. On le fait par la localisaion
en x. Soit 6(x) une fonction de la classe de Gevrey d'indice s telle que

10 (x)| < 3C(al)yplf! (Yo, Yx)
(6-7) f(x) =1 |x — Xo| <1, 0(x)=0 |x — Xo| = 21
0<f(x)<1 ("x).

Soit B(x) une fonction de la classe de Gevrey d'indice s® telle que
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1
0<px)< 1, B(x)=1 sur {x;lx — Xo| < Ero}, Supp B <= {x;]x — xo| < 1o},

(6-8) |ﬁ(u+v)(x | < 3C N|l‘|(v|) et (V|I‘| S Nm Vv’ Vx)

ou N,=3C,' sera précisement défini ultérieurement.

Remarque:Ici p, et r, ne sont plus indépendants mais liés par p, = *Cry'. Mais
dans cette note on est indifférent de cette dépendance.

Opérons f(x) de gauche & (01 — A(t, x;néy + 0,)) Ug(t, x) =
Alors ayant

B(x)A(t, x;n&y + 0,) = B(X)A(t, x(x);n&, + 0,)
= A(t, x(x);néo + 0,)B(x) + [ﬁ(X), Alt, x(x);néo + 0,)]
Sini (__ u
ot DB, Al 2into + )] = ) I( D™ 400(e, 3(x):nEo + 0B )
on a B(x) (8,1 — A(t, x;n&y + 0,)) US(t, x)

= B[O — A(t, x(x):ngo + 0,)10(x) U (2, x)
Soit a(n) une fonction de la classe de Gevrey d'indice s telle que
O0<am<1 am=1 sur {n:ln ol < 2ro}, Suppa < {n:|n — ol <o}

(6-9)
|O((”+v)(11)| < 3CNL"| v!sp|0u+v| (Vl,u| < Nn ’v).

Soit o, () = a<E>.
n

Nous opérons a,(D) de gauche a

B(x)[01 — Alt, x(x):n&o + iD)]0(x) UR(t, x) = 0.
Alors on a

[0d — Ay ioe(t, x: D)1, (D)B(x)0(x) UR(t, x) = F(t, x; D)O(x) U2, x)

&t x;D) = 0

<fm(t’ x;D)w--afl(L X:D))
fj(t’ an) = an(D)ﬂ(x)(a‘(t’ X(x)'”CO + ID) - ajn Ioc([’ X;D))
+[an(D)ﬁ( Jnloct X, D)]

Remarquons une chose a ces localiseurs. Soit

(6-10) V.(x, D) = a,(D)B(x)

On a, pour son symbol V ,(x, n),
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. 1
Voo, m) = Os — ”e”"aﬁ“’(n + 0B (x + y)dydl <dC = Wﬂ)-

Et I'opérateur pseudo-différentiel a ce symbole V,,f(‘,’(x n) est
(6-11) V i (X, D) = (D) B (x)
On a dailleurs
(6-12) |v"(qpic))(x nl < SCNIHPMI('U!v!)splop+q+u+v|n—lp+ul (vIplilgl < Nw,Yp,v)
Et par remplacer o,(D) et f(x) par a*’(D) et B, (x), on a de méme
[all - Anloc(t» X3 D)] V”EC;(X,D)H(X) U'?(t’ X)

= F*(t, x; D)O(x) U°(t, x)

(6-13) &, x;D) = 0
(f"”(t x; D), ... fi*(t, x; D))
/17, x;D) = a‘n“’(D)B(v,(x)(a,-(t, x(x);n&o + D) — aj,4(t, x; D))

+ [vn}‘:))(x’ D)’ ajnloc(ta X3 D)]

§7. Deux systémes
Revenons au (4). D’aprés (5-3),(5-4) et (5-7) on a
k—a(jk)ye <jpy () k).
Donc pour tout te[0, n~?"], t°UWpk~Jr étant bornée (quand n— o), on a
A} 10et, x:m) = WP af (t, x, w5 n)

ou
(7-1 a; (t, x, m;n) = ;t"‘j"’n"""j[ajk(t, X0:Lo)

N g 10e(ts x37m) — aj(t, xo3nlo)1]
satisfait a
(7-2) laz 4o, x;m;n)| < 3C(u!v!ypl*In~ ("te[0, n" 7], Yx).
Nous posons
(7-3) Ul(t, x) = diag[1, n™7,. ,n~ 7" D]0(x) U2(t, x)

Alors on a le premier systéme:te[0, n™ "]

n(v)

( e Vot (x, DYUL(L, x) = n"' [AX(t, x: D;n) V,% (x, D)UL(t, x)
+ FY(V, 0 UD (@ x)]
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Al xDm =/ 0. 1. 0 = (4}(t. x: D))
[1] 0o o i

an (t, x;D;n),...,a7 (t, x;D;n)

FY(V,0: Ut x) = 0 UL, x)
n-Pmfa(t, x; D),....,n" PifY(t, x; D)
D’aprés (5-3) nous avons, pour tout ye[y,, y,],
k — (o (jk) — qj)y < pj avec l'égalité aux (jk)e T,
Donc nous savons que, pour tout te[n~ ", n~72], t°U0~4ipk~Pi tend vers zéro

pour (jk)¢I', et ceci reste borné et tend vers 1 pour (jk)e I, quand n tend vers
0. Et nous avons

@ n1oc(t, X D) = nPit¥aX(t, x; D;n)

ou

(7-4) a¥(t, x;Din) = Zk:t"”""‘”n"“’f{ajk(o, xo; (o)
+ [n_kajknloc(t’ x; D) — ajk(O, Xos Co)]}

satisfait a

(7-5) { a0z, x;m;n)| < 3C(u!vIypln W (te[n 7, n772], Y, Yy, v)

a?((l; x:n, n) = Z ajk(os X0, CO) + Oro.n(l)
(jk)eIp

ou or, ,(1) est la quantité tendant vers zéro quand on fait tendre r, vers zéro et n
Vers oo.

Soit T une matrice telle que l'on ait

T 0. 1., 0 T !
0 ‘‘‘‘‘ 0 ..... l
Z amk(o’ Xos CO)’---’ z alk(()’ X0, CO)
(mk)e I'p (1k)e I,
do
= </Il(0, X0 Co) 0 ) avec |4;] < 5 -
lij - A0, X3 o)

Posons
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{U:(t, x) = Tdiag[1, (n” 9" %,...,(n" 9=~ D]0(x) U, x)
= Tdiag[1, (""" 719 1,..., (0"~ P19)~ "= D UL (e, x).

(7-6)

Alors bien qu'il y ait la singularité d’'ordre ¢t ™! causé par ce changement (7-6), tant
qu'on considere pour te[n~", n~ 2], l'influence de cette singularité est négligible
grace a (5-5). Et on a le deuxiéme systéme:te[n~?', n~ 2]
0,V . (x, DYUR(t, x) = nPt/[ A%(t, x; D;n) V ) (x, D) UZ(t, x)

+ FA(V,8: Ut %)

A*(t, x; D;n) = {('11(0’ xo0i o) 0 >+ (Aft, x; D; n))}
0 ‘)‘m(o’ xo; CO)

(1 So
avee |yt )| < 2% Crg¥teln™™, n 7, Y Y, Y 2 g
|2, xsmym)| < 3C(utvlypIn M

FX(V,2:U2)(t, x)

= 0 1U2(1, x)
nTPmETameuv(y e D). n”PETIfE(E x; D)

§8. Remarques sur l'opérateur pseudo-differentiel

A la démonstration du Prof. S.Mizohata, donc a la nétre, l'expension
asymptotique de l'opérateur pseudo-différentiel joue un réle important. Nous
exposons ici quelques remarques dont nous nous servirons dans la suite, mais leur
démonstration n'étant pas courte, nous l'envoyons a l'appendice.

Proposition 4. Soient a(x; D), b(x; D) deux operateurs pseudo-différentiels. Alors
on a

(1) a(x; D)b(x; D)= Y. l,a‘“’ °be(x; D) + (@, b)(x: D)
la[sNO:
oil a® o by (x; &) = a®(x; &by (x; &)
. || .
et Jn(a, b)(x; &) = lal f (1 —p)lel=1qy os—ff Tg@(x; & + )

x ba(x + ty; §)dydn
. (=«
0 acb(x; D) = .ENT"( Y(x; D)byy(x; D) + J§ (a, b)(x, D)

ol acb(x; &) = a(x; &)b(x; &)
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— 1) 1 .
et Jy(a, b)(x; &) = Z (__l)'_W_‘J‘ flal =14y os_J‘je—wna(a)(x; &+ 1)
la| = N+1 o 0
X by(x + ty; &)dydn
(- 1)Al

= % g Y86 Diagx D) + (e, b D)
1<|la+p|<N P

_ 1)l8 1 )
ot Jia b= Y QLLB_‘J JBI-1 g OS—Ue“‘y"bif)’(X:Hn)

wrp=n+1 !Bl Jo

1
x a(x + ty; Edydn + ’ y @J (1—0f-1de Os_Ue—,y.,

1<7+1 B Jo
x a®)(x; & + )b (x + ty; E)dydn.

Soient 0 <d<p<1, po>0, pp>0 et x>1 Et soient

1 np—& 1/s ) S( 1 >1/s
-1 N7 = N,(popok) =| -\ = ) C(Popok) = —\ =
(8-1) n (PopoK) [e<p0p0x> ] (Popor) = - Bk

(8-2) Mﬁ‘s(uv: K) = N;(s— Diu+v| (ﬁox)lvl(pox)|”| p = PIvI+olul

(8-3) Efa gx)= Y  MPuv;i)lal)(e; Dyg(e)|  (geH®)

lu+Vv[<N;

Ry(@ b D)= 3 M2(uv: ) Jy s (@, )0 D)

lutv|SN

(8-4) Ry(a b)x; D)= Y M&(uv: k) Jy- (@, b)x; D)

lu+v|<N

Ri(a b)(x; D)= Y MZ(uv: k) J§- sy (aly, b)(x: D).
lutv[<N

Proposition 5. Soient a,(x; D), b(x; D) les opérateurs pseudo-différentiels tels que
l'on ait:

Supp a,(x; &) c RS x {&; [E[ S nre}  (rg>0)
|G E)] < Colat PPN+ gl plf * Pl r sl e alb e Coplucl <N
b (x; &) < Cylulv!)pl! pb' CE>™ M (T, ).
Alors on a, avec un certain polynome absolu P(n) en n:

I Ry, (@, b)(x; D)l | Ry, (ay, b)(x; D)l

d
< CaCme)( ) exp(— C(Popor)n® ).

Kk—1
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Propositon 6. Soient a,(x; D) et b,(x; D) les operateurs pseudo-differentiels tels que
l'on ait:
|an$;1;v4=(x; Hl < Ca(a!ﬂ!)‘N,f“‘”' ﬁlg+#lploﬁ+vl pm~ T platul+alB+y] (@ BilutvI<NY)
. A v *— d|v
et |b(x; &) < Cylu!v!ypl! pg!n™ ~PHIFIT (Y, v).
Alors on a, avec un certain polynome absolu P(n) en n:

I Ry (@ ba)0x; D5 || Ry; (ap, bo)(x; DY, 1| RY; (ay, by)(x; D)l

d
< CaCbSP(n)< ) exp(— C(popor)n®~2%).

K
Kk—1

Et on a

e d
E(a, g5 k) < Cn™ <‘e—_—l> gl

§9. Estimation d'énérgie

Soit
(9-1) gl = Zl llg;ll pour g =(gi,....gm)-
I=

Estimons Ul(t, x) au systéme [I]:
On a:
0,1l V., (s DYUL(L, o) Il < nP'LPC Il V ) (o3 DYUM(L, o)

+ [ FA(V 00 U ) 1]
et I FH(V080s UD@E ) Il < ‘Zln_”"' ILf}* (2, 2 DYUpp— 1 (8, °) |
=

Or grice a la proposition 4, et compte tenu du choix de «,, 8, x et de la définition
de a;j, (L, x; D), on a

fj“v(t’ X5 D) = JN,,—|u+v|(a$|m’ ﬂ(v)(aj - ajnloc))(ta X, D)

(_ l)lql (p+u)
+ Z TR jnloc(p)( D)vn(q+\-)(X; D)

1<Ip+ql SN = lu+vl P!q!
* (w) .
+ JNn"l‘l"’Vl(vﬂ(V)’ ajnloc)(t’ X; D)

Donc on a pour tout k: k > 1

Y My ) I FHV,E8: U@, o)l

lu+v[<Nn

—Pll

(Pt .
< Y M, (pv; I @nioc B D) IV a1y (5 D) Up— 11 (8, 9)
[p+v| <Nppj=1,. p'q!
1<|p+q|<Nn— u+\|
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+ Z n(uv K)“JN,, |u+v| n ’ﬁ(v) Jnloc))(t D)” ” Unm 1+1( 0)"

lu+v|<Np,j.,m

+ z n(iuv K)”JNn |u+v|(vn?v‘))’ }nloc)(t9 °; D)“ ||“:m—j+1(t’ O)”

lu+v|<Nnpj=1,.,m
ou M (uv; k) = MyO(uv; k) = N§™ DI (o)t =1V,

Soit
(9-2) E,(Up)(t) = Z, M, (wv; 1K) I V u)(e; DYUL(E, )
lu+v|<Nn

Alors on a, grdce aux propositions 5 et 6, tant que l'on choisit N, = N,(po00k),
0.E,(Up)(1) < n"1[°C E,(U,)(1)
n- Py . .
+ Z ,,(ﬂv; K)m"a‘inloc((g;(o; D)” ” vn}qp-*e))(o; D)Unm—j+l(t’ o)”

lu+v|<Nn,j=
1<|p+q|<Nn— Iu+VI

+ *P(n)exp(— Clpopor)n'™) [ U5 (¢, )]

Or on a, compte tenu de (7-2):

n —pPu
n(ﬂv K) " a;nloc(p)( D)vniquc‘))(o; D) Ur}m—j+l(ta 0)”
lu+v] < N7 j= p'q!
1<|p+q|<Nn— |u+v|

<3Ck™'Eq(U,p)(t)
Donc on a
(9-3)
8, EL(U)(1) < nP'(C + *Cx ™ HEL(U, (1) + *P(m)exp(— C(popo)n' ) I UL (2, o)l

Nous estimons U2(t, x) du systéme [II]:

On a:
oLy IV DUNE I — X 1||V..f’v‘)’( D)U(t, 2)I1]
j=1 j=mo+
> nPti[20o( Y. | V(s DYUR(E O — % || V(e DYUni(t, 911
ji=1 j=mo+1
+ (8o Il V(s DYUR(E, )l — 1 F2(V (35 Un (. ) I
Soit
(9-4) EX(UN@) = ; M, (puv; [Z IV (s DYUZ(E, o) |
|lu+v|<N,
- Y 1V.4E D)ULE, )]
j=mo+1

Alors on a
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OEXUR)() = Pt [200 EZ(UDN®) + 80 Y. My (uv; 1) [| V(0 (es DYUR(E, o)

lu+v|<Ny

— Y M, ) IIFA(V,080; U@, )]

[u+Vv[<Nn

Or grice aux propositions 4,5 et 6, on a, comme au précédent, avec une constante
C
3

Y M wv; k) I F2(V,%; U, o)l

lu+v|<N,

<SCk™' Y My o) IV, DYURE, )

L<|u+v|<Nn
+ 3P(n)exp(— C(popor)n* ™) | Uz (2, ).
Donc on a, tant que l'on choisit N, = N,(popok),

©-5) O, EZ(UN() = nPt1[20, EX(U)(1)

+(0—Csk™Y) Y My )] V,80( D)ULE o)l

1<|u+v|<N,
+ *P(n)exp(— Clpopok)n') I UR (2, ) Il 1.

Nous choisissons ici k et N, en sorte que l'on ait

(9-6) 0o — K 1C320

1 [nP=2\1s
©-7) N, = Nu(popok) = [;( p(z)x> ]
Alors on a:

{@Ei(Ui)(t) < n”PCE(U)(0) + *Cexp(—*Cn'M) | Us (e, ) III]
O, EXUN() = nPti[26, EZ(UR)(1) — *Cexp(—*Cn'®) | UZ (L, )| 1.

Par les intégrer on a, compte tenu de (5-9),

E;(Up)(n™") < exp(Cn” ~™)[E, (U,)(0)

+°C exp(=Cn'?) Sup |[|Us(z 9)l]
]

te[O,n — 71

B U = exp( 2 e g2 wd )

—*C exp(=Cn'®) Sup [|UX( )]
2)

te[n~"1,n=7
Remarquons que pour la solution W,(t, x) de I'équation localisée

9-9) 0, W,(t, x) = nP A (t, x; D; n)W,(t, x)
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on a

(9-10) I W,(n, ) Il £ exp(Z CnPie) | W, (0, o) |

§10. Construciton de la solution

Soit &(x) une fonction telle que l'on ait
. - 1
0<Pm=<1, &(n)=1 sur {n; [n—nel < Z"o}
(10-1)

" 1 "
supp @ < {n; [n — 1ol < Ero}» [ D) P (n)| <°C alplt!  (Ya).

Soient
®,(n) = <13<ﬂ> et
n

(10-2) |
D, (x) = 2nf Je‘“’"""”’ &, (n)dn.

Soit W,(t, x) la solution du probléme de Cauchy

(10-3) {O,W,,(t, x) = nP At x; D; )W, (t, x)
W,(n" ", x) = T~ '(®,(x),0,...,0)

Soit

(10-4) Wo(x) = diag[1, n*,...,n"" ™~ D]W,(0, x)

Soit (n) une fonction de la classe Gevrey d'indice s, telle que

3
0<y(m <1, ¢y =1 sur {n: 11 = 1ol SE“}’
(10-5) ' 3 o
Supp Y(n) < {n; In — nol < 2ro}, WP ()| <°C al*p} ("a)

Soit ¢,(n) = x/x(%) On remarque alors que (D) W2(x) est analytique. Soit

U%(t, x) la solution du probléme de Cauchy (PCS),:

{[5.1 — A(t, x; n&o + 0,)JUR(t, x) =0

(10-6) US(0, x) = ¥,(D) W (x)

C’est cette solution-ci qui nous méne a la contradiction.

§11. Estimation majorante de la solution

Souvenons-nous que l'on a défini Ul(t, x), U2(t, x) par
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Ul(t, x) = diag[1, n=7,.,n~ 7"~ D]9(x) U(t, x)
U2(t, x) = Tdiag[1, (0P~ Pt~ . (n? P9 """ DU, x)

ot U?l(t, x) est la solution du (10-6).
Et Wy, x) étant la solution du (10-3), on a

(11-1) Il Wan™, o) |l <*Cll @, || <*Cn?.
Et d’'aprés l'inégalité d'énérgie pour W,(t, x):(9-10), on a
I W2 Il < nP = D[ W(0, o) [l < nPr = DexpC n?* =) || W(n~7, <) ||
< Cexp(’C nPr ™).

Alors on a

105U (0, 0)] = (0% ¢, (D) W,5(x) lo | = ‘ J(in)“lﬁn(n) W2 (n)dn

< CCn) ™ 42 || W2 (o) [l < (Cn)™ exp((C nP'~71) (j=1.m

Et grace a la proposition 3, on a

3

|U%(t, x)| < nPrm=D+dexp(CCnPr ~"exp(’Cn|t|}/P™)

r—lt
(11-2)
<’Cexp(CCmax{n[t|'/Pm nPr=7}) ("1, Yx, Y))

et par suite

t

(11-3) [SOUP“] 1 Ua(t, o) Il <*Cexp(Cpmaxp=y@® Dl =vibml) o (Ty),
e[0O,n~"
Donc, griace a la proposition 6, on a

EXUDm™™) < 3 My ®) | ViR, (s D)UR(n ™, ) || < C I UZ(n™7, o) ||

[u+v[<Nn

<3CnC| Ul(n™7, o) || <*Cexp(C n™axP=ri@+1),1=y2/pm)
On a finalement eu l'estimation majorante

(1 1_4) E,%(Uf) (n‘“) < ic exp(BC pmaxtp=ri(qg+1),1 _}’Z/Pm))

§12. Estimation minorante (Fin de la démonstration du théoréeme 1)

Nous voulons, au premier lieu, assurer la positivité de I'énérgie EZ(U2)(t) a ¢
=n"". Celle-ci étant assurée pour TW,(t, x), il faut estimer U,(t, x)
— W,(t, x). Commengons par ceci.

On a d'une part
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<(3J — P ALt x; Dy m) V890 DYUL(L, x) = nP' F1(V 405 Up) (e, %)
U, (0, x) = 8(x)¥,(D)W,(0, x)
et d’autre part
@4 — n?* ANt x; D; n)) V) (x; DYWi(t, X) = n”'G(V ()5 Wo) (¢, x)

ou G(V,&; W(t, x) = [V (x: D), ANt x; D; n)]W(t, x).
Donc

(6, — n"*A,(t, x; D; n) V,(5)(x; D)(U,(t, x) — Wy(t, X))

= P [F (V00 Ut %) — G(V (03 W2, X)].

Grace a l'inégalité d’énérgie on a, pareillement a (9-8),

Ey(Uy — W)(n™") < exp(’C n" " "™)[E, (U, — W)(0)

+3C exp(—*C n'/*){ Sup I|| Un(t, o)l + Sup ||| W,(t, °) Il }1.

te[O,n~ te[O,n~
Compte tenu de (5-9), (9-10) et (11-3) on a
ELUL — W,)(n™") < exp(—°C n" "™ [Ey(Uy — W,)(0) +°C exp(—*Cn'¥)].

Or on a
E Uy — W)(0) = ; M, (1; K) I 7 ) (25 DYO(2) (D) — D) W0, ) I
lu+v|<Nn
Soit (n) une fonction de la classe de Gevrey d'indice s telle que

3
0<a(m) <1, a(m) =1 sur {n;|n—nol <ro}, Supp aC{n,In—noI<—ro}
|| < CN¥EpE T (lul < N, v, Y1),

Soit 8, () = &(ﬁ>
n

Alors on a

V,8(x; DYO()YD) — 1) = 2,(D)a (D)) (X)(O(x)¥(D) — 1)
et grice a la proposition 4 et le choix des a(n), ¥(n), B(x) et O(x)

%,(D) B () O(X)Y4(D) — 1) = In(@n B0, — D)(x; D) ('N).

Et par conséquent, ayant
E,(Uy — W,)(0) Sl +; y NG~ DI (o)t = It N gl
I3 <Nn

x N7Mp= M Ty (@ BB, — 1)) (5 DYW,(0, ) |l
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on a, grace a la proposition 6 et le choix de N,,

ENU! — W,)(0) < exp(— *Cn'").
Et on a alors

EX(UZ — W) (n™") < °CE,(Uy — W,)(n™"") < *Cexp(—°C n'")
ou W, (t, x) = Tdiag[1, nP P19~ ., (nP P9~ "~ DT W (¢, x).
D’autre part on a
EXW) (") 2 |V, (o, D)P,(°) ] = la(D)B()Po(°) |

> [ () (D) P,(2) | — | Iy, (@ B)(; DYD,(o)]]
2 ||f®,|| — Cexp(—°C n'")|®,|.

Or ayant
1 .
|Bux0)| == | | Palm)dn|=Cn’
(2n)
|05 Py(x)| = 2y Je“""m’"(in)“qsn(n)dni <Cn'tt o (lal =),

on a, pour x;|x — xo| < C,/n avec un ’C4 > 0,
|@,(x)| > *Cn’.

On a par conséquent

1/2
||ﬂ¢..||2< J |¢,.(X)|2dX) > *Cn"2.

|x = xo| <Ca/n

Ainsi on a
E}(W)(n™") 2°C n'?
et donc
(12-1) E2(U2)(n~7) > *Cn%?* — *Cexp(— ’C n'®) >°C n¥* > 0.

Grace aux (5-9), (9-8) et (11-3), on a
(12-2) E2(U2)(n""%) > *Cexp(C nP~ 7@+ b),

Cette estimation-ci est, grace a (5-4) et (5-6), contradictoire a (11-4) et le théoréme 1
est démontreé.

§13. Vitesse finie de propagation (Dmonstration du théoréme 2)

Nous montrons le théoréme 2 aussi par l'absurde. Nous supposons d'une
part
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[H-2] Le poids py de L soit p, > 1.

Et nous supposons d’autre part

[H-3] Il existe un domaine Q(Q < Q,) et un T(0 < T< T,) tels que pour toutes

les donnees cpj{x)esz(Rd)( j=1,...,m), il existe une et une seule solution
u(t, x)e C" ([0, T], C*(2))nC™((0, T, C*(Q)) du (PC),.

[H-4] Le probleme de Cauchy (PC),ait la propriéte de I'unicite dordre 1(0 < 7).

Nous choisissons alors les nombres clefs p, q, py, 71, V2, S, 09> Mg, Xo(XoE2) €t
lo = &y + in, comme a la section 5 mais cette fois pour p,, ' =rt. Comme nous
avons déja remarqué, ceci est possible par choisir P=(1 4+ ¢, p) = P;.

Nous suivons le raisonnement de la démonstration du théoréme 1 et nous
envisageons, comme a la section 6, avec un paramétre n de localisation,

(PCS),.{ (81 — A(t, x; néq + 0)] UL, x) =0
U%(0, x) = ®(x).

Alors la proposition suivante qui remplace la proposition 3-bis est due a
S. Mizohatal®!,

Proposition 7 (S.Mizohata). Pour tout domaine relativement compact
Q7 (xpeQ™ = Q) et tout T"0< T~ <T), il existe un entier positif M et des
nombres positifs A, > 0, C > 0, tels que la solution U2(t, x) du (PCS), satisfait, pour
tout te[0, T™],

-21 SuanUS,(t, x)lanMexp(Cléolnt‘)HEM Sup 350,y
J=1 xer al <
j=1,.,m

|
J te[0,T"],xe 20

Preuve. Sous I'hypothése (H-3), 'application {¢;} — u, qui donne la solution
u(t, x)du(PC), aux données initiales @{x)(j = 1,...,m), est, grace au théoréme du
graphe fermé, continue du DR(RY)™ a C™ ([0, T], C*(2)). Donc on a
lI'estimation suivante:

Pour tout Q7 (< Q) relativement compact et T~ €[0, T], il existe un entier M
et une constante positive C tels que l'on ait

m

m—1
Y Sup Sup|Fu(t, ) <CY ¥ &gl
k=0 te[0,T ] xe 2" k=1la|<M
Grace a I'hypothése (H-4), le changement de la valeur de ¢ ((x)(j = 1,...,m) au
dehors d'un certain compact K, dépendant de T~ et 27, ne change pas la valeur
de d*u(t, x) dans [0, T~] x Q~. Donc on a

m—1

Sup Sup|du(t, x)| <’C Y Y Sup|die(x)l.
k=0 te[0,T"] xe$2~ k=1 |a|<M xek
Fixons 2~ et T~ une fois pris de telle sorte et fixons encore j, k et (t, x) tels
que lonaitj, k=1,...,m t < T™ et xeQ~. Et nous envisageons l'application qui
donne & une fonction ¢(x) la valeur d¥u(t, x) de la solution u(z, x) du (PC), avec la
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donnée ¢(x) = d;;0(x) i = 1,...,m. Celle-ci donne une distribution Tz, x):
(T, x), 9> = dtu(t, x); peD

telle que

[KTMe, x), @31 <°C . Sup|d50()l.
laf <M yeK
D’aprés I'hypothése [H-4] cette distribution a son support dans {y; |y-x|
< Aoth t >0} ot 4o = A(T™, Q7). Gréce alors au théoréme de Whitney'®), on a

KTt x), @31 < C 3, Sup  [350()l.
la| <M |y—x|<Aot*
Ainsi on a l'estimation suivante pour la solution du (PC), pour les données ¢ (x)(j
=1,...,m);

(131)  |dtue W <CY. ¥ Sup |3 {)I<k=0’1,-,m—1 )
- u(t, )| < "
t i=lIaIsMIy—xIspAor' yPRY tG[O, T~],er~
Appliquons cette inégalité (13-1) a la solution u,(t, x) du (PC), Pour la donnée
exp(— né&ex)@(x)(j = 1,...,m). Alors on a

exp(nox)|0r u(t, x)|

<CS Y Sup exp(nox)iexp(— néoy) o)

j=1la[sM|y—x| <ot

m

<’Cn™exp(n|olt) 3. 3 Sup [&e,0)l.

j=1lal<M|y—x| <ot

La solution U%(t, x) du (PCS), pour la donnée &(x) = (¢,(x),., p,.(x)) étant
donnée par U,(t, x) = exp(— n&yx) US(t, x) avec la solution U,(t, x) du (PCS) pour
la donnée exp(— néyx)P(x) = (exp(— néox)(pl(x),..‘,e'xp(— néyx)e,(x)), on a
I'estimation voulue. C.Q.F.D.

Cette proposition 7 jouant le role de la proposition 3-bis, on suit le
raisonnement a partir de la section 6. On arrive alors & la contraduction par ce
méme raisonnement qu'au théoréme 1. Ce qui montre le théoréme 2.

§14. Appendice (Preuves des propositions 4,5 et 6)

Preuve de la proposition 4. La premiére partie étant bien connue!®), nous
montrons la deuxiéme partie: D’aprés (1) on a

1
a®(x; D)b 4 (x; D) = |p|<;_|a|ﬁa(u+m © b+ py(x; D)

+ JN—|a|(aw» b(a)) (x; D)

Donc



28 Keiichiro Kitagawa
(=

a(a)(XQ D)b(a)(x§ D)
ld| =N %:

— 1)lel
= L—)_a(a+ﬂ)°b(a+ﬂ)(x; D)
lal <N |fT<N—-lal ¢! P!

— 1)l
Z( )

JN = lai (a(a)s b(a)) (x; D)

ofZn !
Or
—1 lel 1
a2 %B_!amm"bmm(x; 3]
2R
! 1
= a(x; &)b(x; &) = c(x; &)
et

(— 1)

ufzn !

1! !
— (= el = A
ol dLE Ao )

x os—J'je_”"a‘”(x; &+ mbgy(x + ty; dydn

Jy(a, b)(x; &) = — In-1a(a®, by) (x; €)

(_ 1)|Y|IY| ! Iyl =1 —iyn ()
= Y —| ¢ dt os— || e”a"(x; & + n)b,(x + ty; E)dydn

M=N+1 Y 0

Troisiéme partie est alors claire. C.Q.F.D.

Preuve de la proposition 5. On a

Inan DB (O = ) ) p v '“'Jl (1 - dt
aps v (X5 = 0 -
N o w1 Hplvytvalal J

vitva=v

X I(a + His B2y Vi, & + VZ)(xw éa t)

ou I(p, g, 1, 5)(x, & 1) = 05 — ” e Ma,B(x; & + nb@(x + ty; &)dydn

e—0

= lim ‘” e~ DY) P(n)and (x; & + mbE(x + ty; E)dydn

ou &,(y) = P(ey) et que P(y) est une fonction a décroissance rapide telle que
&(0) = 1.
Nous fixons un ¢; 2¢ >d. On a, par l'intégrale par partie par rapport a 7,
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I(p, g, v, 8)(x, & 1) = lim U eI (p, g, 1, 5 £, 0)(x, & y, m; t)dydn

JdAp. g, r, 8. ¢,£7)(x, &y, mi t)

i b§(x + ty; £) )(1 — A) (P manp (e & + 1)
=(A) | D (s) n (r)
( y) ( e(.V) (1 i Iylz)g (_ MIZ)e-

Nous envisageons I(p, g, r, s)(x, & t) pour & || < 2nr,. On a

I(p, q, 1, 8)(x, & 1) = lirg ( H e~ "Jfp, q, 1, 8¢, 0)(x, & y, n; t)dydn
ad 2,

j J e "MIp, g, 1,54, 0)(x, & y, 5 t) dydn)
(3]

ot Q, =R¥x {n;|n| <1}, 2, =R x {n; |yl > 1}. Par l'intégrale par partie par
rapport 4 y, on a

I(p.q, r8)x &1t)= lipg) ” e"Jfp, q,r, 5 ¢, 0)(x, & y, ; t)dydn

o,

+ lirr(; ” e "MIp,qr st L7)(x &y, t)dydy
e 22
_ j f eI, 4, 751 £, 0) (%, &y, £)dydn
2,

+ ” eI, q, 1,84, £7)(x, & y, s t)dydn
02>
ou 7/~ est choisi en sorte que l'on ait 2/~ >d et

. (b8 (x + ty; é))(l - A)'aB(x:E+n)
J i) b b ;f’{ 9 ; Y ; = Ayl () " () -~ .
e R N S er (~ In)’

Or par un calcul banal on a, pour a; |a| = N + 1, N < N7, py, Uy, vy, Va5 |1y + Hal,
[vy + vyl S Lo = 2[d/2 + 1],

[J(ot + py, pa, vy, 0+ Vo5 £, £7)(x, &y, 13 1)
v L1
L+ 1yP* Ini*e

avec un polyndme P(n, N, po, po; £, £7) en n, N, p, et p, dépendant de £ et £~.
Donc on a pour & |&| < 2nro, "u, v; |ul, [v] < Lo,

< C,C'P(n, N, po, poi £, £ ™) NN al¥(popo)' n™*

| In(an b)) (x5 ©) &M < C,C)°P(n, NYN*N(popo)¥n~oN

avec un polynéme P(n, N) en n et N.

Envisageons ensuite pour &; |¢| > 2nr,. Dans ce cas-ci, grace a la condition
sur le support de a,(x; &), l'intégrale a la définition de I(p, g, r, 5)(x, & t)) est prise
pour 7; [§ + n| < nro.
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Or on a

1
{m; |€+nl <nrej < {n: 17l zzlél}

1
Soit 2, = R? x {;1; [n| = ilé | } Alors on a, pareillement au cas précédent,

I(p, q, 1, 8)(x, & 0| < U | J(p, g, r, 8 £, £7)(x, & y, m: O)|dydn

23

ou £~ est choisi en sorte que l'on ait 2~ >d et 2/~ > m +d + L,.
Donc on a pour ¢&; |E] > 2nr,,

|J @ b)) (s &)< EYM| < C.CPP(n, N)NTN(popo)¥n PN (g ymram2emrlu
< C,Cy’P(n, NYN;*M(popo)¥n™?N (" v [ul < Lo)

avec un polynéme P(n, N) en n et N.
Ainsi on a pour tout u, v; |ul, |v] < Lo,

|y, b)) (x: &) CEXM| < C,C'P(n, N) NN (popo)™ n™#"
et par conséquent, grace au théoréme de Calderon-Vaillancourt, on a
1 I 5@ b)(x; D) < C,C*P(n, N) Ny *N(popo)™ n™ ¥,
On a la méme estimation pour Jy(a,, b)(x; D).

Estimons

Rylay D) D)= T N0 (o) (pgr) ot

lu+v|<N

X JN—|u+v|(an:€))’ b)(x» D)
Remarquons:
+ . — +a+ . ~lu+vl A - 3
4,86 TR0 &)1 = 8151006 O < Co Ny W+ gt plln=olki o
X N;Ia+ﬂl(p!q!)s ﬁldﬁpl ploﬂ’rql p™ —platpl+dlp+al
Donc on a

I RM@p b)(x; D) < C,C, NN (popor)'n™ 0~ ON

x Y kWP N — |u+ v])

lu+v|<N

d
< C,C,P(n, N)(—" 1 ) NV (popor)n =N
K —_—
avec un certain polynéome P(n, N) en n et N.
On a la méme estimation pour Ry (a,, b)(x; D).
La fonction en x:x™(Popok)*n ¥ 9* prend son minimum exp
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s 1 s 1/ np=9 \ls
(——( ) n“’"’”‘)zexp(— C(popok)n® =25 4 x=—< ) et N

e\ Popok e\ PopPok
1 np—& 1/s N N
étant fixe a N = N,(popok) =| —| = on a N7V(popok
" (Popok) [e(poporc) ] (PopoK)
n~PTON < gmeN,
Ainsi on a le résultat voulu. C.Q.F.D.

Preuve de la proposition 6. On procéde pareillement au preuve de la
proposition précédente.
On a

I b= Y Y MJI“ 01y
N ™ u11u1=u la|=N+1 ﬂl!ﬂz!vl!\’z! a! 0
vy v2=v

X (o + pys py, vy, o+ vy)(x, € t)

ou
I(p, q,1,5)(x, & t) = 05 — Jje_iy" a8 (x; &+ n)b, & (x + ty; &)dydn
Nous fixons £, £7;2¢4,2¢(~ >d. On a

I(p,q. 7. 8)(x, & 1) = ” e ™J(p, g, r 5 ¢ 0)(x, &y, m t)dydn
2,

+ JI e ™ Jp, g, r 8l L7)(x, &y, m; t)dydn
(o2

ot Q, =R¥x {n;|n| <1}, 2, =R x {; [n| > 1}, et

b, (x + ty; 5))(1 - A) a,Px: &+ 1)
(1+1y» (—n1®*

Or par un calcul banal on a, pour o; || =N + 1, N <N, uy, up, vy, vy,

Jp, g 1,84, 7)(x, &y, m; 1) = (Ay)e\(

luy + pal, vy +va| < Lo,
[+ py, pay v, 0+ vy £, £7) (%, 85y, m3 1)
1 1

avec un polynéme P(n, N, pg, po: £, £7) en n, N, py et p, dépendant de £ et £~.
Ainsi on a pour tout u, v; |ul, |[v] < L,

< CCyP(n, N, poi £, L) N Mol (popo)" nmm =2 =N

| Inan b)) (x; &) < CoCyPP(n, NYN N (popo)™ n= =N
et par conséquent, grice au théoréme de Calderén-Vaillancourt, on a

I Jnay, b)(x; D) || < C,.Cp’P(n, N) NN (popo)™ n= =N
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avec un certain polynéme P(n, N) en n et N.

Quant au reste sauf 'énoncé sur E,(a,; ¢; ), il est déja clair. Sur ce dernier

on a, tant que l'on choisit N, = N,(popok),

[1]
(2]

[31
(4]

[s]

el
[7]

(8]
[91]
(10]
(11]
[12]

Ea; g k) <Con™ Y N7 (popor)tt¥in == g (r, o) |
lu+v[<N;

d
< Cen™ ; e g < Can'"'(—e—) lgll
|lu+V<N;, e—1
C.Q.F.D.
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