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Sur les sociétés de surfaces caractéristiques dans
l'espace de deux variables complexes

II. Singularité essentielle dégénérative

Par

SeiZO KONDO

Introduction

1. Dans le mémoire précédent [8], o n  a  in tro d u it la  so c ié té  d e  su rfa c e s  c a ra c -
téristiques dans l'é tude des fonctions analytiques de plusieurs variables com plexes.
A lors on s'est occupé de l'étudier indifférement aux fonctions analytiques. A insi on a
tro u v é  sa  s tru c tu re  la  p lu s  g é n é ra le  su r  la  c o n tin u ité  e t su r  la  n o rm a lité . E t o n  a
construit diverses sortes d 'exem ples qui réalisent sa singularité trouvée concernant la
continuité ou la normalité respectivement.

Dans le présent mémoire, j'étudierai sa structure sur l'analycité. Ainsi je recherche
la singularité essentielle d'une société de surfaces caractéristiques, un des problèmes les
plus im portants dans la théorie des fonctions analytiques de plusieurs variables com -
plexes. Je m e borne  à  la singularité essentielle dégénérative, un des cas les plus élé-
mentaires, pour obtenir promptement une perspective sur ce problème.

Com m e un cas particulier du problèm e, je traite aussi le problèm e d'analycité glo-
bale d'une société de surfaces caractéristiques : Est-ce-qu'une société localement analy-
tique est toujours globalement analytique?

Dans la note précédente [9], j'a i écrit un résum é des résultats principaux du pré-
sent mémoire.

2. D ans les §§ 1 e t  2,-1 on rappelle les propriétés générales d'une société de surfaces
caractéristiques données précédemment, en clarifiant quelques points restés obscures. On
d é fin it se s  analycités locale  e t g lobale  e t prépare  ce  qui seront nécessaires dans les
§§ 4-6. (§ 1) On étudie ses continuités locale et globale et prépare ce qui seront néces-
saires dans les §§ 4-6. En particulier, on caractérise les points (a ) e t  (g) à  l 'a id e  d e
la  continuite. (§ 2) D ans le § 3, on rappelle quelques résultats antérieurs sur les ensem-
bles pseudoconcaves, en unifiant leurs démonstrations sur quelques points.

A u  § 4, avec des préparations des paragraphes précédents, on étudie des propriétés
d'une société de surfaces caractéristiques  à singularité essentielle dégénérative : propriétés
sur sa  pro jec tion  analy tique  restre in te  aus 13 1 , C *  ou TI et sur l'accum ulation de
ses surfaces à  sa  singularité  essentielle . En m êm e tem ps, on répond affirm ativem ent

un cas très spécial du problèm e d'analycité globale.

Communiqué par Prof. Y. Kusunoki, le  18 Janvier, 1989.
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Aux §§ 5 e t 6, à  l'aide des fonctions entières ou méromorphes d'une variable, on
construit des sociétés de surfaces caractéristiques qui ont des singularités essentielles
dégénératives, mais qui ne contiennent aucunes surfaces s'accumulant  à leurs singularités
essentielles : sociétés dont les projections analytiques sont P' (§  5) o u  T I  (§ 6) et dont
les allures au voisinage de leurs singularités essentielles présentent des divers rangs
concernant l'analycité, la continuité ou la normalité respectivement. Particulièrement
on répond négativem ent, dans le cas plus général, au problèm e d'analycité globale.
Pour la démonstration, l'idée de l'arbre topologique joue un rôle très important, comme
elle le joue dans la théorie des distributions de valeurs des fonctions entières ou méro-
morphes d'une variable complexe. (Cf. H. Wittich [18] pp. 118-145.) Au § 7, on trouve
les formes nécessaires des fonctions entières ou méromorphes de rang 1 que l'on emploie
dans les §§ 5 e t 6 précédents.

3. On utilise ici les notations suivantes :
10 i  (l'unité imaginaire)= V - 1 ;
2 °  P'{ z }  (la sphère de Riemann de la variable z)= {z I Izi } ;
30 P * { z }  (la sphère de Riemann pointée  à  l'origine de la  variable 1z10<lz1

4 °  Cl {z } (le plan complexe de la variable z)= {z I izi< +00} ;
5 °  C*{z} (le plan complexe pointé à l'origine de la variable z)= {z I 0< I z I <  0 0  ;
6° T i { } (le tore complexe du module A  d e  la  v a riab le  C)=l'espace quotient de

C*IzI par un sous-groupe multiplicatif discret z I j= 0 , ± 1 , ± 2 , •  •  •1  où 2 est un
nombre complexe dont la partie réelle est >0, et d 2 =e 2 . P o u r  d e u x  moduli A e t p  tels
que 2i e t p i soient équivalents par rapport au groupe modulaire du demi-plan supérieur,
TIICI e t  T),{C} sont analytiquement équivalents ;

7 °  P 2 1x, y } (l'espace produit des deux variables x  e t  y ).{ P'{ x } , P'{ y } } ;
8° C 2 { x, y )  (l'espace entier des deux variables x e t  y)=--{ Ci{ x} ,C'{ y} } .
Dans les notations précédentes, des variables seront supprimées souvent.

§  1 .  Applications analytiques

On explique ici les analycités locale et globable des sociétés de surfaces caractéris-
tiques.

4. On définit la surface caractéristique de première espèce (en abrégé, surface de
première espèce) et la surface caractéristique de seconde espèce (en abrégé, surface de
seconde espace). On les appelle souvent surfaces caractéristiques ou plus simplement
surfaces, en supprimant d'indiquer leurs espèces, quand il n'y a pas de confusion.

10 S o i t  D  un domaine dans l'espace 13 2 { x ,  y l .  Soit X  un ensemble fermé de points
dans D .  Supposons que, pour tout point pEE, il y ait un voisinage v D  de p  tel
que la partie E n v ,  soit représentée par une équation F(x , y )=0 , F  ( 0 ) étant une
fonction holomorphe dans y,. Alors 2 ' est appelée surface caractéristique de première
espèce dans D .  Au voisinage de chaque point pGE, I  est représentée par des fonc-
tions analytiques uniformes ou multiformes de la forme y=99p (x) ou x =Op (y) en nombre
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fini. S o i t  p  un point de I .  p est appelé point simple de E (et E  e s t  d ite  sim p /e au
point p), s'il y a un voisinage vp g__D de p et un système de coordonnées locales e t  77
dans vp  t e l  q u e  la  p a r t ie  Env, soit représentée par l'équation n=0. Si non, p est
appelé point multiple de E (et E est dite multiple au point p).

2 ° S o it 1" un ensem ble ferm é ou non de points dans D .  Supposons que r soit
représentable par une réunion dénombrable des surfaces de première espèce, chacune
desquelles étant définie respectivement dans un domaine contenu dans D  de manière
que le prolongement analytique de chacune de ces surfaces au delà de son domaine
n'engendre aucun point à  nouveau en dehors de T .  Le prolongement analytique d'une
surface de prem ière espèce au delà de son dom aine est défini par cel des fonctions
analytiques uniformes ou multiformes y=w p (x) ou x=0,(y) représentant la surface. Si
r est une surface de première espèce dans D, r satisfait évidemment à  cette condition.
S i r n'est pas de surface de première espèce, r est alors appelé surface caractéristique
de seconde espèce dans D.

30 Une surface d'espèce quelconque r dans D est dite réductible dans D , s'il y  a
deux surfaces d'espèces quelconques r, e t  r2 dans D , non vides et différentes de F,
te lles q u e  r=riur,. S i n o n , r est dite irréductible dans D .  Une surface d'espèce
quelconque T dans D  peut être représentée par une réunion dénombrable de surfaces
d'espèces quelconques irréductibles dans D: composantes irréductibles de F  dans D.

Soit r une surface d'espèce quelconque irréductible dans D .  A lors r est repré-
sentée globalement par une fonction analytique uniforme ou multiforme de la forme
y =( x )  ou x =0 (y ) . r  peut être regardée comme une surface de Riemann qui est
équivalente analytiquement à  la surface de Riemann de la fonction y-=ço(x) o u  d e  la
fonction x.Ø (y) respectivement.

5. 1 °  Soit g  une famille de surfaces caractéristiques irréductibles d'espèces quel-
conques dans D .  Si toute surface de g  est de première espèce dans D , g  est dite de
première espèce dans D .  S i g  contient au moins une surface de seconde espèce dans
D , g  est dite de seconde espèce dans D .  S i  D ' est un dom aine contenu dans D , on
peut considérer la partie g ' dans D' de g , en décomposant la partie dans D' de chacune
des surfaces de g  en ses composantes irréductibles. Cette décomposition étant faite, on
appelle g '  la  restriction de g  à  D ' .  S i g  est de première espèce dans D , g '  est aussi
de prem ière espèce dans D ' .  S i  g  est de seconde espèce dans D , g '  ou bien peut
dégénérer à être de première espèce dans D' ou bien peut conserver d'être de seconde
espèce dans D ' .  On désigne par I g I  l'ensemble de tous les points appartenant aux
surfaces caractéristiques de g .  I g I est appelé support de F .

2 ° Un plan caractéristique L est dit indifférent à  g ,  si aucune de ses composantes
irréductibles dans D  n'est identique à  une des surfaces caractéristiques de g .  Une
famille ../* des plans caractéristiques est dite distribuée partout dense dans D , si étant
donnés un point pED et un plan caractéristique L passant par p , on peut trouver un
plan caractéristique E C  passant par un point E D arbitrairement voisin de p  et avec
une inclinaison arbitrairem ent voisine de celle de L .  Cela étant, on emploiera des
terminologies pour les ensembles de points sur un plan pour aussi la famille g  de sur-
faces caractéristiques irréductibles de la manière suivante :
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a) g  est d ite  de  première catégorie a u  se n s  d e  R. Baire, si pour tout plan carac-
téristique L  indifférent à  F, l'ensem ble  de  poin ts com m uns I 9. I n L  est de  p rem ière
c a té g o r ie  a u  se n s  d e  R. Baire s u r  L .  O n y suppose l'existence de tels L  distribués
partout dense dans D .  S i non , g  est d ite  de  seconde catégorie au sens de R. Baire.

b) g  est d ite  de  mesure linéaire finie ou infinie dénombrable au plus, si po u r to u t
plan  caractéristique L  indifférent à  F, l'ensem ble de points com m uns g I n L  est de
mesure linéaire respectivement finie ou infinie dénombrable au plus sur L .  On y sup-
pose l'existence de tels L  distribués partout dense dans D. (V . A. S. Besicovitch [2] p. 3.)

6 .  On définit la société de surfaces caractéristiques de première espèce (en abrégé,
société de première espèce) et la société de surfaces caractéristiques de seconde espèce
(en abrégé, société de seconde espèce). On les appelle souvent sociétés de surfaces carac-
téristiques ou plus simplement sociétés, en supprimant d'indiquer leurs espèces, quand
il n 'y  a  pas de confusion. O n défin it de  p lus le  point d 'indéterm ination de prem ière
espèce et le point d'indétermination de seconde espèce. De même on les appelle souvent
points d'indétermination.

10 S o i t  S  une famille de première espèce de surfaces caractéristiques irréductibles
dans D . Supposons que S  satisfasse aux deux conditions suivantes :

a1) Par tout point de D passe au m oins une surface de S;
a2) Sur une surface quelconque de S, l'ensemble de points, par lesquels passent plu-

sieurs surfaces de S ,  pouvant être en nom bre inf ini, n'a pas de points d'accum ulation
dans D.

Dans cette condition S  est appelée société de surfaces caractéristiques de première
espèce dans D .  Soit p un point de D .  p est appelé point simple de S, s 'il n 'y  a  qu 'une
seule surface de S qui passe par p e t  s i  p est un point simple de cette surface passant
p a r p . p  est appelé point multiple de  S, s'il n 'y a qu 'un nom bre fini de surfaces de S
qui passent par p e t  s i  p  est un  point m ultip le  de la  surface form ée de ces surfaces
passant par p .  Tout point de D par lequel passent une infinité de surfaces de S  s'appelle
Point d'indétermination de première espèce de  S.

2 °  Soit S une famille d'espèce quelconque de surfaces caractéristiques irréductibles
dans D .  S upposons qu 'il y  a it un  ensem ble  e de points dans D qui n 'a aucun point
d'accumulation dans D satisfaisant aux deux conditions suivantes :

1)0 Pour tout point p D—e, il y  a un v oisinage vpÇ__D—e de p de façon que la
restriction S p  de S à  y, soit une société de première espèce dans vp;

b2 ) Pour chaque point pEe, il n'existe aucun voisinage v D de p tel que la restric-
tion S p  de S à  y, soit une société de première espèce dans v7) .

Si s  est une société de première espèce dans D , S  satisfait évidemment à  ces con-
d itions avec  l'ensem ble  e  v id e .  S i  S  n'est pas de société de prem ière espèce, S est
alors appelée société de surfaces caractéristiques de seconde espèce d a n s  D. • Soit p  un.
point de D — e . p est appelé point simple de S, point multiple de S b u  point d'indéter-
mination de première espèce de S suivant qu'il l'est de S , respectivem ent. Tout point
de  e s'appelle point d'indétermination de seconde espèce de S.

7. Normalités des sociétés de surfaces caractéristiques. Soit S  une société  de pre-
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mière esp èce  d an s  D. P re n o n s  u n  p o in t p E D . Si, dans un  voisinage de  p, S est
normale comme famille simple de surfaces de première espèce au sens de K. Oka ([13]
p . 26), S est d ite  globalement normale au point p . Si, à tou t po in t de  D, S est globale-
ment normale, S est d ite  globalement normale dans D.

Soit S une société d'espèce quelconque dans D .  Prenons un point p E D . s'il y  a
un voisinage vp __Ç_D d e  p tel que la restriction 8, de  S à  y, soit de prem ière espèce et
globalement normale dans vp , S est d ite  localement normale en p. D ans ce cas, on dit
a u s s i q u e  p  e s t  u n  poin t (u) d e  S . P o u r  u n  p o in t p différent de point d'indétermina-
tion  de 8, on  a  une  ca rac té risa tion  pour que  p  s o it  u n  p o in t  (v ) d e  S  ([8 ] p . 62).
Comme cas particuliers d'un point (v) de  S, on définit des points (a) et ( )  de S, o ù  S
admet localement un paramètre complexe continu ([8 ] p . 62).

8. Analycités des sociétés de surfaces caractéristiques. 1 °  Soient D  un domaine
dans l'espace P 2 { x, y} e t  R  une  su rface  de  R iem ann . S o it F: D--+R une application
analytique' )  (no n  co n stan te ) d e  D  dans R .  A lors F définit une société S de première
espèce dans D formée de toutes les composantes irréductibles de surfaces caractéristi-
ques définies par les équations

F(x, y )=c, c e R

D ans cette  condition, S  est dite globalement analytique dans D .  Tout point d'indéter-
mination de F est un point d'indéterm ination de prem ière espèce de S.

S o it S  une société d 'espère quelconque dans D .  soit p  un  po in t de  D .  S 'il y  a
un voisinage vp ,_ç_D d e  p  te l que la  restriction 5„ de S à  y , so it d e  p rem iè re  e sp èce
et y globalement analytique, S est dite localement analytique en p. S i  s est localement
analytique en tout point de D, 5  e s t  d ite  localement analytique dans D.

2 °  Soit G(x, y ) une fonction méromorphe dans D .  Considérons l'équation différ-
entielle du premier ordre suivante :

(1)

E lle  dé fin it u ne  soc ié té  S  d'espèce quelconque dans D  formée de toutes les surfaces
caractéristiques irréductibles définies par ses solutions analytiques uniformes ou multi-
form es de la form es y=ço(x) o u  x----=0 (y ). soit p  un poin t de  D .  Prenons un système
de coordonnées locales  e t  d a n s  u n  v o i s i n a g e  v D d e  p  te l que  p=(e=0, n=0).
Soit dii/c1 =T(E, 77)  l'équation obtenue en récrivant l'équation (1) avec les coordonnées
locales e e t  77. e. (, 72) est une fonction  méromorphe dans V .  S i  (e=0, n=0) est un
point d'indétermination du coefficient ce, 77) ,  on  d it que  p est un point d'indétermina-
tion  de l'équation (1 ). (Cf . P. Boutroux . [3] pp. 8-15.) Soit e  l'ensem ble de tous les
points d'indétermination de l'équation (1 ). e comprend tous les points d'indétermination
du coefficient G(x, y) à  distance finie.. Quant aux points  à  distance. .infinie., ,e ne com-
prend pas nécessairem ent tous les poins d 'indéterm ination de G(x, y ), mais comprend
parfois des points qui ne sont pas de points d 'indéterm ination de G(x, y ) .  e ne corn-

1 )  A pplication m érom orphe d 'apr6s R. Remmert.



710 Seizo Kondo

prend qu'un nombre infini dénombrable au plus de points ne s'accumulant pas  à l'in-
térieur de D . soit p  un point de D—e. Alors p est un point simple de S et y S est
localement analytique. Soit q un point de e. Alors, ou bien il y a un voisinage y, de
q tel que la restriction de S à y, soit de première espèce, ou bien il n'en est pas ainsi.
Dans le premier cas q est un point multiple ou un point d'indétermination de première
espèce et dans le second point d'indétermination de seconde espèce.

3 °  Concernant l'analycité globale et l'analycité locale je dit comme suivant :
a) Si $ est de première espèce dans D  et si e est vide, S n'est pas nécessairement

globalement analytique dans D;
b) Si q est un point d'indétermination de première espèce de 8, 8 n'est pas néces-

sairement localement analytique en q.
Ce sont des phénomènes trouvés antérieurement') et considérés comme des cas faibles

des résultats actuels (N 0 M3 et 52 ; N 0 s47 et 56 respectivement). Si q est un point
multiple de S, je ne sais pas si S est nécessairement localement analytique en q.

9 . Pour étudier les analycités des sociétés de surfaces caractéristiques, on observera
dans la suite leurs projections analytiques et leurs prolongements analytiques. Alors
un résultat de M. Ohtsuka [12] jouera un rôle très important et qui s'énonce ainsi :

L em m e a. Soit  (3={z10<izi<p}, p étant un nombre positif 1 ,  un cercle pointé
a l'origine sur Ci{z}. Soit  R une surface de Riemann maximale. Soit f :(3*-->F? une
application holomorphe de (31̀ dans R . Soient f (4 ) l'im age d e e  e t  f (e )  l'adhérence
de f(at) dans R.

Alors ils n'existent que deux possibilités suivantes:
i. L'intersection ( f(4) pour tout nombre Positif p 1 se réduit à un point intérieur

de R (cas où z=0 est un point singulier artificiel de f ); ou
ii. L'intersection nf(4) Pour tout nombre positif pS1 est analytiquement équivalente

à une des surfaces de R iem ann P 1, C 1, C* ou TI (cas où z=0 est un point singulier
essentiel de f).

10. Projection analytique. 1° Soit S une société de surfaces caractéristiques dans
D, qui est globalement analytique.

Supposons d'abord que S n'ait aucun point d'indétermination. Alors, d'après les
résultats de K. Koch [7 ] et de K. Stein [15], il existe une application analytique
F: D—R,  R étant une surface de Riemann, satisfaisant aux deux conditions suivantes :

a) F: D—>R définit la société S dans D;
b) Fi : D—>R1 étant une application analytique quelconque telle que Fi définisse

aussi la société S dans D , il existe une application holomorphe et unique yo : R—>R1 de
façon que l'on ait la relation Fi =9.F.

La projection analytique de S signifie l'application analytique F: D—d? ou plus sim-
plement la surface de Riemann R . R est définie comme un espace quotient de D  par
une relation d'équivalence entre les surfaces caractéristiques de S et F est définie comme

2) Ce qu'aussi M.M. Suzuki a remarqué.
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sa projection canonique de D  sur R.
Ensuite considérons le cas où S a des points d'indétermination. Appelons e l'en-

sem ble  de ces poin ts. P osons Do=D—e et appelons So la restriction de S à Do . On
définit la projection analytique de So : Fo : Do--+R. Or Fo a tout point de e comme point
d'indétermination, et R  doit être analytiquement équivalente à  P '.  On obtient une
application analytique F: D--->R en prolongeant F, en tout point de e. C 'est la  projec-
tion analytique de S.

2 ° Soient D ' un domaine contenu dans D  e t  S' la restriction de S à  D ' .  Soit R'
la projection analytique de S'. Alors il existe une application holomorphe 0 :
telle que pour tout point Ce R ' et pour le point 0(C)e R, on a l'inclusion

IC1=g-10(C)1,

I I e t  I 0(C)1 signifiant les supports de  e t  d e  sb(C) respectivement, considérées comme
familles de surfaces caractéristiques appartenant aux classes d'équivalence  e t  0(C)
dans la définition des projections analytiques de S et de  S '.  On appelle çb l'application
restrictive de S' dans S.

11. 3° Envisageons quelques conditions particulières concernant les restrictions.
Soit S une société de surfaces caractéristiques dans D , qui est globalement analytique.
Soient 40 e t  J i deux domaines contenus dans D  tels que 4O 4. S o i e n t  So e t  S i l e s
restrictions de S à 40 e t  à  4i resp ectivem en t. S o ien t R o , R i e t  R  les projections
analytiques de So ,  d e  S i e t  d e  S respectivement. Soit C un point quelconque de R.
On considère I I  comme une surface caractéristique dans D.

Lemme 1 . Dans cette circonstance, supposons qu'il existe un ouvert o-  d ans R  satis-
faisant aux conditions suivantes:

a) Toute surface caractéristique ICI, C c, contient effectivement des points dans 40;
b) La restriction de ICI, CEo. , dans Zio forme une et une seule classe d'équivalence

dans la définition de R o .
Supposons de plus la condition suivante:
c ) Soient Po et les surfaces de Riemann maximales contenant respectivement R o

et  R . A lors Po est  com pacte et  R0=P0 - 1C1, C 2 ,  ' ' •  Cd/ où les C f sont des points de P.
en nombre fini.

Alors, Pour tout point C R tel que ICI satisfasse à la condition a ), satisfait aussi à
la condition b), et  P o et sont analytiquement équivalentes.

En effet, soit 0 : Ro--+R l'application restrictive de So dans S .  On regarde çb comme
une application : Ro-->P. D'après l'hypothèse, pour tout point CEa, 0 - 1 (C) contient un
et u n  seu l p o in t d a n s R o . D 'où , d 'après le  lem m e a, chaque point C;  est un point
singulier artificiel de 0 . Et çb est prolongée à une application holomorphe j : P o--4 .
j  est une application biunivoque de Po su r  P . D'où l'assertion.

Lemme 2 .  Dans la même circonstance, supposons que pour tout point CeR,
satisfasse aux conditions a) et  b) citées dans le lemme 1, et par suite que R o e t  R  soient
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analytiquement équivalentes. A lors c'est la même chose pour la paire R i e t  R :
Pour tout point C eR , la restriction de ICI dans 4 ,  f orm e une et une seule classe

d'équivalence dans la déf inition de R i , e t p ar su ite  R , e t R  sont analytiquement équi-
valentes.

En effet, soient 00 : R 0 -->R 1 e t  0, : R i ->R  les applications restrictives de S o  d a n s  S i

e t  d e  S ,  d a n s  S  respectivem ent. A lors, d'après l'hypothèse, l'application com posée
Oi°00: R0-*R est une application biunivoque de R o s u r  R .  D 'où, 0 0 est une application
biunivoque de R o  s u r  R , e t  0 , d e  R , s u r  R .  C e que l'on dém ontre avec la  propriété
d'être applications ouvertes de Oo e t  d e  Oi . D'où l'assertion.

1 2 .  Prolongem ent analy tique. 1 °  S oien t /3 un dom aine dans l'espace P 2 { x, y}
e t  E  un ensemble fermé dans D. Posons D = b - E .  Supposons que D soit un domaine.
Soit S  une société de surfaces caractéristiques clans D , qui est globalement analytique.
Soient p  un point de E  e t  v p g b  un voisinage de p .  Posons D(P ) =DUv p . Supposons
q u e  l 'o n  p e u t  t ro u v e r  u n  y , te l q u e  Du )  soit un dom aine et qu 'il existe une société
S(P) globalement analytique dans D(P) ,  de façon que S  soit la  restriction de Su ' ) à  D.
D ans cette condition, on dit que S  est prologeable globalement analytiquement au point
p. E t p  s'appelle  point singulier artif iciel de S. A u contra ire  s 'il n 'en  est pas a insi,
p s'appelle point singulier essentiel de S.

2 °  Envisageons un cas particulier où D = b - E  étant une surface caractéris-
tique de première espèce dans b . Soit S  une société de surfaces caractéristiques dans
D, qui est globalem ent analytique. Etudions le prolongement analytique de S  à: chaque
point de 1 .  Or cela est faite  à  l'a ide  de la  projection analytique de S .  Soit
la projection analytique de S. Soit une surface . de Riemann maximale qui contient
R .  On regarde F  comme une application :  D-+P. Soit E 0 une composante irréductible
de  E .  Soit l'ensemble de tout point  p 2 ; 0 t e l  q u e  p  n'appartienne  A aucune autre
composante de 2.7.

Lemme 3 .  Dans cette circonstance, on peut dire:
a) Qu'un point p e f o'  est un point singulier artif iciel de S , si et seulem ent si F  est

prolongeable analytiquement à  p ;
b) Que pour 4.5:  lui-même il n'existent que deux cas suivants:
i. tout point de E  est un point singulier artif iciel de S
ii. tout point de 2 7 est un Point singulier essentiel de S .

En effet, l'assertion a) se dém ontre à. l'aide du lem m e a. L 'assertion b) découle de
l'assertion a), d 'après un théorèm e de P . Thullen [17].

D'après le lemme 3 b). on appelle  Eo com posante singulière artif icielle Pour S  ou
composante singulière essentielle pour S  suivant que .11 ,', en tre  dans le  cas b) • i ou dans
le  cas b)

C ela étant, on a un énoncé suivant qui sera utilisé dans les §§ 4-6:

T héorèm e A . Dans la 1170111C circonstance, s'il existe au moins une composante de I
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singulière essentielle pour S, la projection analytique de S doit être analytiquement équi-
valente à une des surfaces de Riemann 1 ) 1 , C ', C* ou T .

En effet, ce théorème se démontre avec le lemme a ii et à  l'aide d 'un théorèm e de
P . Thullen [17].

§ 2. Applications intérieures

O n étudie ici les continuités locale et globale des sociétés de surfaces caractéris-
tiques.

1 3 .  A pplication intérieure. 1° Soit D  un dom aine dans l'espace  P 2 1 x , y } . Soit
e  un ensem ble de points dans D , qui n 'a aucun point d 'accum ulation dans D .  S o it R
u n e  su r fa c e  d e  R ie m a n n . S o it  F: D— J? une  app lica tion  de  D  dans R  prenant une
valeur bien définie en tout point de D—e et une infinité de valeurs en tout point de e,
satisfaisant aux trois conditions suivantes :

a) F est une application continue de D— e dans R;
b) F est une application ouverte de D— e dans R;
c )  Chaque ensemble de Points défini par l'équation

F(x , y )=c , c R ,

est une surface caractéristique de première espèce dans D.
Dans cette condition, F s'appelle application intérieure d e  D  dans R .  Spécialement

s i  R  e s t  u n  d o m a in e  d e  P ',  F  s'appelle aussi fonction intérieure. T out poin t de  e
s'appelle point d'indétermination de F .  Une application intérieure est une généralisa-
tion à  deux variables d'une transform ation intérieure d'une variable sur une surface de
R iem ann défin ie  par S . Stoïlow ([16] p . 107). Elle jouit des propriétés topologiques
d'une application analytique.

2 °  Citons ici une de ses propriétés qui sera utilisée  à  plusieures reprises dans la
su ite . S o it  F: D -4R  une application intérieure. Soit E  une surface caractéristique de
prem ière  espèce , irréductib le  e t ne  passant par aucun  poin t d 'indéterm ination  de  F.
Supposons pour la simplicité que  so it  s im p le  e n  to u t d e  se s  p o in ts . D é s ig n o n s  p a r
w la  restriction de F su r  E , E étant regardée comme une surface de Riemann.

Lemme 4 .  Dans cette condition, si ço n'est pas constante sur 27, g) est une transfor-
mation intérieure de E dans R .

E n  e f f e t ,  a )  w  est co n tin u e  su r  X , ca r  F étant continue au voisinage de X dans
l'e sp a c e . b) Soit p  un poin t de  X . P renons un  voisinage o . d e  p  s u r  X arbitraire-
m e n t p e tit . S o it  vp  u n  v o is in a g e  d e  p  dans D  suffisamment petit par rapport  à cr„.
Alors toute surface caractéristique. F - 1 (c), cE R, q u i p a s se  p a r  u n  p o in t  d e  y , p a s se
a u s s i  p a r  u n  p o in t  d e  u „ .  Ce qui est démontré facilement à  l 'a id e  d e  la  pseudocon-
cavité  de  la  surface  caractéristique de  prem ière  espèce . (V . le  § 3 ci-dessous.) Donc
ço(o.) F(v p). F  étant une application ouverte dans v„, w (a ) contient un ouvert con-
tenant le point ço(p). c )  Pour tout c R, w- '(c) est un ensem ble discret de points sur
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E , c a r  ço- '(c ) (= F - '(c )n E ) est l'ensemble de points communs de deux surfaces carac-
téristiques de première espèce et différentes dans D .  Les énoncés a), b) e t  c ) démon-
trent ensemble l'intérieurité de yo.

14. Continuités des sociétés de surfaces caractéristiques. Soit F: D--J? une applica-
tion intérieure de D  dans R .  Alors F définit une société S de première espèce dans D
formée de toutes les composantes irréductibles de surfaces caractéristiques définies par
les équations

F(x, y)=c , c E R  .

Dans cette condition, S  est d ite  globalement continue dans D .  Tout point d'indéter-
mination de F est un point d'indétermination de première espèce de S.

Soit S une société d'espèce quelconque dans D .  S o it p  un  po in t de  D .  S'il y a
un voisinage v p  D  de p  tel que la restriction 6, de S à  y„ soit de première espèce et
y globalement continue, S est dite localement continue en p .  Si S  est localement con-
tinue en tout point de D , S est dite localement continue dans D.

15. Prolongement continu. 1° Soient n un domaine dans l'espace 1) 2 {x, y} e t  E
un ensemble fermé dans B . Posons D =1— E.  S u p p o so n s  q u e  D  soit un domaine.
S o it S  une société de surfaces caractéristiques dans D , qui est globalement continue.
Soient p  un point de E  e t v p g l i  un voisinage de p. Posons D(P ) = D U v p . Supposons
que l'on peut trouver un vp  te l que D u ' soit un domaine et qu'il existe une société S ( P )

globalement continue dans D(P), de façon que S soit la restriction de S(P )  à  D .  Dans
cette condition, on dit que S est prolongeable globalement continûment au point p.

2 °  Envisageons un cas particulier où D=h—  1E1, E étant une surface caractéris-
tique de première espèce dans fi. Soit S une société de surfaces caractéristiques dans
D , qui est globalement continue. Cela étant, on a un énoncé suivant :

Lemme 5 . Supposons les conditions suivantes:
a) Ils existent des nombres positifs r o e t  r  tels que:

i. b n f i x i S + 0 0 , r <  lyl_<+001-=-{ lx ' < r o , r< iy i +00};

-=(I x 1<ro, Y=0.0).

b) Toute surface de S qui passe par un point (x=0, y= a), r i < la l< ± c o , r i  étant
un nombre positif  plus grand que r, soit représentée par y=çba(x), 0a(x) étant une fonc-
tion holomorphe de la variable x  telle que r<I0a(x)1 dans jx1 <ri).

A lors S  peut être prolongée globalement continament dans tout domaine  i3  en ajoutant
la surface E  à S .

En effet, soit F: D--+P' une fonction intérieure qui définit S dans D .  On peut ici,
sans perdre la généralité, prendre une fonction intérieure au lieu d'application intérieure
générale. Soit N=-(x=0, r<  y  I <-1- 00) une surface caractéristique de première espèce.
Soit yo : la restriction de F sur N .  D'après le lemme 4, yo est une transforma-
tio n  in té rieu re  d e  la  v a riab le  y . O r d 'après la  struc tu re  de  S , la valeur de F  sur
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chacune des surfaces y =0 « (x), r1< lai <+00, est déterminée par la valeur w (a). Cela
étant, remplaçons w  par une transformation intérieure  ç :  Kr=(x=0, r<13 , 1--<-
+00), telle que ç6(y)=ç9(y) pour tout point y, r<  I y I r 1. çô existe certainement. Re-
mplaçons F par une fonction P: 'fi-4P' telle :

a) Que P= -0(00) sur la surface 21 ; et
b) Que P='0(a) sur la surface y =0a(x ), rl< lai <+o°  et
c )  Que sur une surface de S  qui n'a pas été citée dans b).

F est une fonction intérieure, ce qui est facilement vérifié. D'après sa définition,  P définit
dans 13 une société globalement continue, obtenue en ajoutant la surface I  à S . C .Q .F.D .

16. On va dans la suite caractériser les points (a) et (A) l'aide de l'application
intérieure. (V . Lemmes 6 et 7  suivants.) A l'aide de ces lemmes, on pourra remplacer
la démonstration faite dans le mémoire précédent ([8] pp. 70-74) par une très courte
et plus générale. Ces lemmes clarifieront en même temps les résultats de T. Nishino
[1 0 ] .  Ils correspondent respectivement aux structures locale et globale des sociétés de
surfaces caractéristiques qui sont continues. Elles sont presque identiques topologique-
ment aux structures locale et globale des sociétés de surfaces caractéristiques qui sont
analytiques.

Pour la démonstration on utilisera librement le théorème fondamental établi par S.
Stoïlow sur la transformation intérieure ([16] pp. 116-117).

17. Lemme 6 .  Soit S  une société d'espèce quelconque dans un domaine D .  Soit p
un point de D qui est dif férent de point d'indéterm ination de S . A lors, pour que p soit
u n  p o in t (a)  d e  S ,  il f au t e t il su f f it que  p est un point simple de S  et auquel S  est
localement continue.

1 8 .  Démonstration du lemme 6. 1 °  Supposons que p soit un point (a) d e  S . A lors
S satisfait aux conditions citées dans le lemme 6. Ce qui est évident d'après la défini-
tion de point (a).

2 °  Supposons, inversement, que S  satisfasse à ces conditions. Soient y, g D  un
voisinage de p, e t e , n  un système de coordonnées locales dans vp t e l  q u e  p=(e=0,
72= 0 )  e t  vp={ 1$1<r, I 77 < r 1 } , r  e t  r ,  étant des nom bres positifs. E t soient cf,=
{1311131<s} et à= {jS  I }  des voisinages ouvert et ferm é de l'origine du plan
C '{  } ,  s  étant un nom bre positif. Soit F:vp--cr, une fonction intérieure qui définit
la restriction 8 ,  de S à vp . C e qu i est possib le  en  prenant r ,  r,  e t  s  suffisamment
petits. On suppose sans perdre la généralité que F(0, 0)=0, que la surface caractéris-
tique M0=(e=0, I i i I <r 1) ne soit pas contenue dans S p ,  et que la surface caractéristique
de S ,  qui passe par p soit représentée par l'équation n =0 dans I I < r .  On détermine
trois nombres r ,  r ,  e t  s  tels que pour tout  jS ã ,  la surface caractéristique F - - '(13)
passe par des points de la partie ( =>-0, )2 I <r 1/2) de M o e t n e  ren con tre  p as l'hyper-
surface H ,- - - - - (1 e 1  r, I 7)1=r1) à  3  dimensions réelles, et que la surface caractéristique
F - '(0) se réduit à celle représentée par l'équation d a n s  I e  < r .  C'est possible en
reprenant r , r , e t  s  suffisamment petits et convenables.

Soit Me=(e=E, 17)I <r1) la surface caractéristique passant par le point (e, 0). Soit
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We la  restric tion  de  F  sur M e . D 'après le  lem m e 4, we est une transformation intérieure
de la variable 72. Alors si la surface caractéristique F - '(/3) ou bien a un point multiple
($', 77') situé sur la  surface M e ',  ou bien a une tangeante Me, au  po in t ($', parallèle

l'axe  des n ,  7) = -7 2 ' est un point m ultiple de we , (77). C a r s i l 'o n  p re n d  u n e  su ite  d e
surfaces /We i  (j=1, 2, • • .) tendant vers M e, , w e i , à  partir d 'un  certa in  term e, prend  la
valeur p  au m oins en deux points n i , ,, • • , n i , h i a u  v o is in a g e  d e  )7 =77 '. L a suite  (p; i

( j=1, 2, • • -) tend uniform ém ent vers we, et les po in ts 7 „  • • • ,  7) ,,„ i  tendent tous vers
72'• D 'où  l'a sse rtio n .

30 P renons m aintenant un nom bre positif so< s tel que 10={iI I g90(77) I =so } soit une
courbe de Jordan fermée sur la surface caractéristique M o ,  contenant à  son intérieure
le  p o in t o rig in e . O n  su pp o se  q u e  su r lo il n 'y  a  aucun  po in t m ultip le  de  wo. Ce qui
se ra  réa lisée  en  p renan t so suffisam m ent petit. Prenons un nom bre positif ro< r .  On
suppose que pour  tou t, e  I <ro, te= 17)1 I 

w (')
 I =sol so it aussi une courbe  de  Jordan

fe rm ée  su r la  su rface  ca rac té ris tiq ue  Ale ,  contenant so n  in té r ie u r  le  p o in t o r ig in e
telle  que sur 1$ il n 'y a aucun point m ultiple de w e. C e  q u i s e ra  ré a lis é e  e n  p re n a n t
r o suffisam m ent petit. D ans cette  c irconstance, supposons par l'absurde qu 'il existe
une valeur p 'e  0 1  telle que la surface caractéristique  F ( 3 ' )  ou bien ait un point
multiple (e', n ') ,  < r o  e t  177'1 <r1, situé sur M e , , o u  b ie n  a it  u n e  ta n g e n te  M e,  a u
p o in t (e', 77' )  parallèle à  l 'a x e  d e s  77. A lo rs  we,(72) a un point m ultiple en un point
17=77' à l'in té rieur de  4, et différent de l'origine. C 'est im possible d 'après un résultat
de  S . StoIlow ([16] pp. 139-140), généralisation aux transform ations intérieures d 'un
théorème d'A. Denjoy concernant les fonctions analytiques.

O n  a  a insi dém ontré  que  tou te  su rface  carac té ristique  F - i(p), ise5- E 0 ,  est repré-
sentée, au voisinage d'un quelconque ($', 72' )  de ses points, par une équation

77=0 i3($)

0 ,, étant une fonction holomorphe au voisinage de  L e  d o m a i n e  J J  < r o é ta n t
sim plem ent connexe, toute com posante irréductible de F - '( ) dans {1$1<ro , I 771 <r1 }
est représentée globalement par une fonction 72= T. 19( ) holomorphe dans I e I < ro . P o so n s
a =?/T(0) p o u r ce tte  co m p o san te . E n  rep ren an t a  comme paramètre, on peut repré-
senter la totalité des composantes irréductibles de  F 1 ( S )  par une équation

77 + a(e, a)=0 ,

a($, a)  étant une fonction continue de deux variables complexes e e t  a ,  et holomorphe
de la variable $ .  C ela veut dire que p  est un  poin t (a)  d e  S .  C .Q .F.D .

19. Lemme 7. S oit S  une société d'espèce quelconque dans un dom aine D .  S oit p
u n  point de D  qui est dif f érent de point d'indéterm ination de S . A lors Pour que p  soit
un Point ( 18) de S , il f aut et il suf f it que p  est un point auquel S  est localement continue.

20. Démonstration du lemme 7. 1° Supposons que p soit un point ( p )  d e  S . A lo rs
(9 est localement continue en p. Ce qui avait été démontré dans le mémoire précédent
([8 ] p . 71).

2 °  Supposons, inversement, que S est localement continue en p . Soient vp g_ D un
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voisinage de p  e t  e, n  un systèm e de coordonnées locales dans vp tel que p=(E=0,
n=0) e t vp = {je <r, I n I <r i }, r  e t  r, étant des nom bres positifs. Et soient 6 ,=
{PI Ip l<s} e t a s= {plIpl_s} des voisinages ouvert et fermé de l'origine du plan
C'S}, s étant un nombre positif. Soit F: vp —>a, une fonction intérieure qui définit la
restriction S p  de S à v p .  Ce qui est possible en prenant r, r, et s  suffisamment petits.
On suppose sans perdre la généralité que F(0, 0)=0, et que la surface caractéristique
M0=(e=0, I 77 I < r1) ne soit pas contenue dans S p .  On détermine trois nombres r, r, et
s  tels que pour tout /3 a s , la surface caractéristique F - 1 (13) passe par des points de la
partie ($=0, I 72 I <r1/2) de M o et ne rencontre pas l'hypersurface InI=r1) à 3
dimensions réelles. C'est possible en reprenant r, r i e t  s suffisamment petits et con-
venables. Soit  " I e = ( E = e  I n I <7- 1)  la surface caractéristique passant par le point (e, 0).
Soit ço$ la restriction de F  sur Ale . D'après le lemme 4, çoe  est une transformation intér-
ieure de la variable n.

Prenons un point (V, n') sur une surface caractéristique F '( i3'), i3'Ej s. Supposons
que ($', n') n'est ni de point multiple de F - ( p i ) ,  ni de point où une tangente de F - ( p i )
est parallèle à  F ax e  d es  n. Alors, d'après le résultat précédent, au voisinage de
($', n'), S p  est représentée par une équation

77-1-a(e, a)=0 ,

a) étant une fonction continue de deux variables  et a , et ho lom orphe de la
variable e. Dans cette condition, si la transformation intérieure çoe , prend la valeur p i

de multiplicité i n '  au point n  n ', in' étant un entier positif, la transformation intér-
ieure (pE,  prend la valeur de m êm e m ultiplicité in ' au point n = n", ($", n") étant un
point sur F 1 (/3') voisin de (e', n'). Or, comme on voit facilement, la multiplicité ni'
est constante pour tout point (e, n) sur la composante irréductible dans vp d e  F - i ( p i )
qui passe par (e', n'), sauf pour des points exceptés au commencement. D'où cet
entier in ' s'appelle multiplicité de la valur p i  prise par F sur cette composante.

3 ° Cela étant, posons e  l'ensemble de tout 18c à, tel que la surface caractéristique
F '( f i )  contienne au moins une composante irréductible dans vp su r laq u e lle  F  prend
la  valeur /3 de multiplicité > 1 . Alors e  est fini. En effet prenons une surface carac-
téristique 11/4 .  Posons e ' l'ensemble de valeurs de çoe de multiplicité >1 dans I n I <r,.
Alors e ' est fini. O r e  est contenu dans e'. D'où l'assertion.

D'après ce qui précède, toute surface caractéristique F - 1 (p), pEri s — e, a exactement
in  points communs avec une surface caractéristique M e ,  $ étant un point général rela-
tivement à F - i ( p )  et in  étant un entier positif fixé pour tout 16  j s —e. D'où, d'après
un théorème bien connu de Weierstrass,  F i ( S )  est représentée dans vp par une équa-
tion pseudopolynôme d'ordre n i (et sans composante multiple) :

••• 153)=0 ,

in  étant fixé pour tout 13 ,71 — e et af (e, p )  étant fonctions holomorphes de la variable
$ dans 1 e <r. On peut facilement vérifier que aj (e, /3) sont des fonctions continues
de deux variables complexes $ et /3 d an s je I <r, /3E as —e 1. D'ailleurs, la définition
des 13) est prolongée en tout point i3Ge par la continuité de façon que la pseudo-
polynôme ainsi prolongée représente la surface caractéristique F - i(p ), Cela veut
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dire que p est un point (P) de 8 .  C. Q. F. D.

2 1 .  1 °  Soit F: D— Ji' une application intérieure. Soit e  l'ensemble de points d'in-
détermination de F .  Soit S  la société de surfaces caractéristiques définie par F dans D.

L em m e 8 . Dans cette circonstance, S est globalement normale dans D.

E n effet, pour tout point peD—e, normalité globale de S  en  p résulte de la dé-
monstration du lemme 7  précédent. Pour un point p e e,  ce lle  ré su lte  d e  la  pseudo-
convexité du domaine de normalité globale d'une famille de surfaces caractéristiques de
première espèce. Cela achève la démonstration.

Pour toute surface caractéristique  X S ,  on définit la multiplicité de la valeur prise
par F sur 2 ', d'après la démonstration du lemme 7  précédent. Elle se détermine indé-
pendemment du choix d'un point simple de I  et de son voisinage de coordonnées locales.
Si la multiplicité de la valeur de F sur E  e s t  >1, 1  e s t  a p p e lé e  composante multiple
p ar rap p o rt  à  F . Cela étant, on a un énoncé suivant dont la démonstration est im-
médiate.

L em m e 9 . Dans cette circonstance, la famille de toutes les composantes multiples par
rapport à F, n'en contient qu'une inf inité dénom brable au plus ne s'accum ulant pas à
l'intérieur de D.

2 °  T . Nishino [10] a fait une étude sur les fonctions entières de plusieurs vari-
ables complexes. Et en particulier, il a recherché la structure globale des sociétés de
surfaces caractéristiques définies par ces fonctions. Or, dans la démonstration, il n'a
utilisé aucune analycité, mais seulement cotinuité résumée dans les lemmes 8 e t  9  pré-
cédents. D 'où toutes les définitions et tous les résultats établis sont aussi varables
pour une société de surfaces caractéristiques qui est globalement continue. Dans ce
qui suit on em ploie librem ent les term inologies et les résultats de T. Nishino, sans
répéter leurs définitions. Particulièrement on utilisera les surfaces conjuguées l'une
l'autre et les surfaces irrégulières de type (A ) ou de type (B ) . ( V . [10] pp. 62-64.)
Voici un énoncé ([10] p. 76) qui sera utilisé dans le §  4:

Théorème B. Pour une société S de surfaces caractéristiques dans D qui est globale-
ment continue, la famille de toutes les surfaces irrégulières de S est de première catégorie
au sens de R. Baire.

§  3 .  Ensembles pseudoconcaves

Dans le paragraphe actuel, on se borne  à traiter les ensembles pseudoconcaves dans
un dicylindre. Tous les énoncés donnés ici subsistent aussi pour cels dans un domaine
quelconque dans l'espace P 2 avec les modifications évidentes.

2 2 .  Soient r et 3  des cercles sur le plan Cl { x }  et sur le plan Cu{ y } respective-
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m ent. Soit 6 ' un cercle concentrique avec  ô et contenu à l'intérieur de 3. Soient J=
31 e t  4'={r, 6' } d e s  dicylindres dans l'espace C 2 { x, } . Soit L x  un plan carac-

téristique de la forme (x-=x, yECi).
S oit I  un ensemble de points quelconque dans J .  On désigne par l a  l'adhérence

de I dans J .  On désigne par /x la  sec tion  de  I  p a r  L x : Ix = In L x . I x . a  signifie
l'adhérence de /x dans Zlx . f a i x  signifie la section de I a  p a r  L z :

23. Les dérivés spatiaux et les dérivés sectionnels des ensembles fermés. 1° Soit E
un ensemble fermé dans J .  Soit J  un sous-ensemble de E , pouvant être vide. On dit
qu'un point pEzi est un point de J-première espèce de E  s i pEE Ja et s'il y a un voisin-
age v 4 d e  p tel que E n v ,  soit une surface caractéristique de première espèce dans
VP . S i  n o n ,  point de J-seconde espèce d e  E .  On appelle ensemble J-dérivé de E , et
désigne par E t'' ,  l'ensemble formé de tous les points de J-seconde espèce de E .  D'où,
on définit avec une procédé usuelle ensem ble J-dérivé d'ordre a de E , désigné par E j,
pour tout nombre ordinal a  des classes I e t II . (V . R. Baire [1] p . 50.) E j  est fermé
dans J et comprend Ja . On désigne par E3 l'ensemble commun à tous les ensembles E .
Q signifie le premier nombre ordinal de la classe III. Tout point de E 5  est un point
de J-seconde espèce de Efi

2 °  Soient Jx, Ex  e t J x  les sections respectivement de J, de E  et de  J  par un
plan caractéristique L x ,  X E r .  Ex  est un  ensem ble  ferm é dans  4 x  e t  f x  un sous-
ensemble de E x .  O n did qu'un point p e lr  est un point de J'-prem ière espèce de Ex
si pEeJx.a et s'il y a un voisinage Jx de p tel que E xn a , soit un ensemble dis-
cret de points dans a , .  Si non, point de J ' -seconde espèce de E x .  On appelle ensemble
J ' -dérivé d e  Ex , et désigne par E 5.', l'ensemble formé de tous les points de J ' -seconde
espèce de E x  ; d'où on définit ensemble J ' -dériv é d'ordre a de E x , désigné par E5.",
pour tout nombre ordinal a  des classes I e t II . O n  d ésig n e  p a r  E.5.° l'ensemble com-
mun à tous les ensembles E 5.a. E .5 ."  sera aussi appelé ensemble J-dérivé sectionnel
d'ordre a de E  su r L x . La section de Ef, par L x , désignée par E j.x , sera alors appelée
ensemble J-dérivé spatial d'ordre a  de E  su r L x .

3 °  Quand J  est vide, on supprime parfois la lettre J dans les notations précédentes.
Si El)  est v ide, E  est dit dégénératif  dans 4 .  Si Ex. ( '  est vide, E x  est d it dégénératif
dans zix. Cela étant, on a les énoncés suivants :

a) Il existe toujours un certain nom bre p des classes I ou II tel que E6=E5, et
E.5.P=E5•Q , x étant fixé à l'avance ;

b) Pour tout nombre a ( 2 ,  on a les égalités E5=EaU f a  e t  Eilia„.Ex,aujx.a

c) E x  est dégénératif dans Jx, si et seulem ent si le nom bre de points de E x  est
au plus infini dénombrable ;

d) E  est dégénératif dans J, si et seulement si E  est une surface caractéristique
de première ou de seconde espèce dans 4 .  Dans ce cas 4—E est toujours un domaine.

La vérification des énoncés a), b) e t c) est immédiate. Quant  à  la vérification de
l'énoncé d), on pourra la faire  à l'aide du théorème C i  qui sera démontré  à la fin du
paragraphe actuel.
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2 4 .  Les ensem bles pseudoconcaves". 1° Soit E  un ensemble de points dans 4,
pouvant être vide. E  est dit pseudoconcave dans 4, s'il satisfait aux deux conditions
suivantes :

a) E  est fermé dans J;
b) E  satisfait au théorème de continuité en tout point pEE par rapport  à un système

de coordonnées locales quelconques au voisinage de p.
Une surface caractéristique de première esp&ce dans J  est un premier exemple

d'ensembles pseudoconcaves. Un ensemble pseudoconcave contenu dans une surface
caractéristique de première espèce dans  J  est formé par quelques composantes irré-
ductibles de cette surface caractéristique. Une surface caractéristique de seconde
espèce, si elle est fermée dans 4, est un second exemple d'ensembles pseudoconcaves.
Et en général, un ensemble fermé dans  J  e s t pseudoconcave s'il est formé par une
réunion quelconque des ensembles pseudoconcaves définis respectivement dans leurs
ouverts de 4.

2 °  Pour l'inverse de quelques uns de ces énoncés, les lemmes b et c suivants sont
fondamentaux. (V . K. Oka [13] pp. 128 e t  135.) Le mot capacité signifie dans le
mémoire actuel capacité logarithmique.

Lemme b .  Soit E un ensemble pseudoconcave dans J  et contenu dans 4 ' .  Supposons
qu'il ex iste un ensem ble egr de capacité non nulle tel que, pour tout point xEe, Ex  ne
contienne qu'un nombre f ini de points dans 4x qui peuvent varier avec x . A lors il en est
ainsi pour tout point xer et cela de façon que Ex,  x 7, consiste des fonctions algébroides
en nombre fini de la variable x .

L em m e c . Soit E un ensemble pseudoconcave dans 4 .  A lors E", a étant un nombre
des classes I  ou II, est aussi Pseudoconcave dans 4.

2 5 .  1 °  Soit E  un ensemble fermé de points dans 4 .  Soit F  un sous-ensemble de
E ,  pouvant être fermé ou non dans 4 .  F  est appelé surface caractéristique générale
(en abrégé, surface générale) dans E, s'il est représentable par une réunion dénombrable
de surfaces caractéristiques de première espèce définies respectivement dans leurs ouverts
de 4  de manière que le prolongement analytique contenu dans E  de chacune de ces
surfaces caractéristiques au delà de son ouvert n'engendre aucun point  à nouveau en
dehors de F .  D'après la définition, toutes les notions relatives aux surfaces carac-
téristiques dans expliquées précédemment (N°4) s'appliquent aussi aux surfaces carac-
téristiques générales dans E.

2 °  Comme un cas particulier, on a un énoncé suivant :

Lemme 1 0 .  Soit E  un ensemble fermé dans 4 , représentable par une réunion dénom-
brable de surfaces caractéristiques de première espèce définies respectivement dans leurs
ouverts de 4 .  A lors E est une surface caractéristique de première ou de seconde espèce
dans 4.

3 )  Les ensembles de la classe (H ) d'après K. Oka. On a adopté ici la dénomination d'après T.
Nishino.
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En effet, soit É  la plus petite entre les surfaces caractéristiques dans i l  qui corn-
prennent E .  Soit F i une composante irréductible de É  dans 4 .  Posons Ei=Enri.
Regardons r i comme une surface de Riemann et E i  comme un ensemble de points sur
la surface de Riemann P i . Alors E i est un ensemble fermé sur P 1 , représentable par
une réunion dénombrable de points ou d'ensembles ouverts sur  J .  De plus, d'après
la définition de r i ,  E i contient au moins un ensemble ouvert. Dans cette condition,
si E 1 * [ ' 1 , l'ensemble de points frontières de E i  su r T ,  est dénombrable. Donc E i  ne
peut admettre aucuns points extérieurs sur r i , c a r  r i étant connexe. C'est une con-
tradiction. Donc on a la relation E i = r i . Cela revient à  dire que r i est contenue dans
E .  D'où la démonstration.

26. Lemme 1 1 .  S i E  est un ensem ble pseudoconcave d an s il e t s i P  est une surface
caractéristique générale dans E ,  alo rs  E f ,  a étant un nom bre des classes I  ou II, est
aussi pseudoconcave dans J.

En effet, E = E  est a priori pseudoconcave dans J. Supposons donc que l'on ait
déjà  étab li la  pseudoconcavité d e  E f '  dans J  pour tout nombre a '< a .  Distinguons
deux cas :  si a  est un nombre de première espèce et a un précédent a - 1 ,  posons Eit - '
= K .  Alors K  est pseudoconcave dans J, et reste comme une surface générale dans
K .  Par définition E7=-K). Posons X=Kk— K'. A lo rs  I  est une surface caractéris-
tique de première espèce dans ti — K' . Parce que, d'après la définition de K ', pour
tout point p E /  il y  a un voisinage vp _. de p  tel que Knv, soit une surface carac-
téristique de première espèce dans y,. De là, on voit que I, ni), est formée par quel-
ques composantes irréductibles dans y, de cette surface caractéristique de première
espèce :  composantes contenues dans T .  ,Ynv, est donc une surface caractéristique de
première espèce dans  V .  p  étant un point quelconque de 2" e t  I  étant un ensemble
fermé dans J—K 1 ,  on a vérifié l'énoncé pour I .  D'après le lemme c , K 1 est un en-
semble pseudoconcave dans J. est un ensemble pseudoconcave d a n s  — K1 . Donc
/G (= K lU E ) est pseudoconcave dans J .  Si a est de seconde espèce, on a par définition,
la relation El--= r) Er. En comptant les relations EY-,N_ EY, '  pour tous les nombres a'

a ' </r

et a "  tels que a "< a ' et la supposition faite sur les ,  on voit que Ey. est pseudo-
concave dans J .  Cela achève la démonstration.

27. L es dérivés spatiaux  et les dérivés sectionnels des ensem bles pseudoconcaves.
Le but principal du paragraphe actuel est démontrer l'énoncé suivant :

Lemme 1 2 .  S oient E  un ensem ble pseudoconcave dans J  e t f i  une surface carac-
téristique générale dans E .  A lors on peut déterm iner un ensem ble e  de capacité nulle
dans r de façon que l'on ait l'identité

Ei.x=Efra

pour tout nom bre a .Q  et pour tout point

2 °  On peut ici diviser ce lemme 12 en deux lemmes suivants :
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Lemme 1 3 .  Sous l'hypothèse précédente, on peut déterminer un ensemble e ' de capacité
nulle dans r  de façon que l'on ait l'inclusion

EY,  x E fo

pour tout nombre aSS2 et pour tout point x Er — e' .

Lemme 1 4 .  Sous la même hypothèse, pour chaque nombre a des classes I  ou II on
peut déterminer un ensemble e a , Pouvant dépendre de a, de capacité null dans r  de façon
que l'on ait l'inclusion

pour tout a 'S a  et pour tout xEr—e a .

En effet, démontrons le lemme 12 avec les lemmes 13 et 1 4 . D'un côté, avec le
lemme 13, on détermine un ensemble e ' de capacité nulle dans T  te l q u e  Ey-, xQE -fra
pour tout nombre a S 2  et pour tout point x E r— e '.  D'autre côté, soit A le plus petit
des nombres /3' des classes I ou II tels que E f : = E .  Avec le lemme 14, on détermine
un ensemble e p , de capacité nulle dans r  tel que ••• , x gEf. /3,  E . x g E f .  fi4-1 pour
tout point x 7 —ep+ ,. Si l'on pose e=e e est de capacité nulle dans T. On a
les identités Efox=EPP e t  Efii-"x=E f.P+ ' pour tout x Er— e. Or on a les identités :
EfrP=EP-ox=EPI.x=E143+1,  x e r— e . D'où, on a les identités Efra=Ef. 19=Efi.x=EY ,ix
pour tout nombre a et pour tout point x 7—e. On a aussi, d'après les définitions
de ep+ i et de e ', les identités Efra=Ey-ox pour tout nombre a</3 et pour tout point
x er— e. C.Q.F.D.

On va dans la suite démontrer les lemmes 13 et 14 eux-mêmes.

2 8 .  Démonstration du lemme 1 3 . Posons K-=E—E ° . D'après le lemme 10, K  est
une surface caractéristique dans 4 — e .  Désignons par e ' l'ensemble de tout point
x e r  tel que le plan caractéristique L x  contienne au moins une composante irréductible
de K .  Alors e ' est un ensemble dénombrable et a priori de capacité nulle dans r. Or
on a la relation E , --- Efr°, pour tout x e r  sans exception. Supposons donc que l'on
ait déjà établi l'inclusion Eiv .x 2E1,  a' pour tout a' <a et pour tout x E r  e' . Distin-
guons deux cas :  si a  est un nombre de première espèce et a un précédent a - 1 ,  soit
P=-(x, Y)EL x, x 7 — e ',  un point de J ' - première espèce de E V .  Alors peEra et il y
a un voisinage v 4 de p  tel que E r n v p  soit une surface caractéristique de première
espèce dans y, qui forme une partie de K .  Prenons un voisinage ap.f.4x de p  suffisam-
ment petit. La condition que  x 7 - e '  entraîne que E r .s n a ,  est un ensemble discret
de points dans o ,. La condition que p€Era entraîne a priori que p  œ rx .a . Dans cette
condition, avec la supposition que o n on peut vérifier immédiatement que
p  est un point de  [ ' x p r e m i è r e  espèce de E f o ' .  p étant un point quelconque de la
nature citée, il suit d'où l'inclusion EY-oxP__Ef.a. Si a est de seconde espèce, on a, par
définition, les relations E frx=  E y , i g x  e t Efra =- (1 Efra '. Avec la supposition que

a ' <a a ' <a

x P__ E  a' ,  pour tout a' <a et pour tout x E r- e' , il suit d'où l'inclusion Eftx
On a achevé la démonstration du lemme 13.
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29. Démonstration du lemme 1 4 .  1 °  O n  a  l'id en tité  E ivr=E fi°, pour tout x Gr
sans exception. Supposons donc que l'on ait déjà établi, pour chaque nombre a'<cy,
l'inclusion Er.sgEfra" pour tout cr" a ' et pour tout x 7—ea', et c ,. étant un ensemble de
capacité nulle dans r. Distinguons deux cas :  s i a  est un nombre de première espèce
et a un précédent a - 1 ,  on peut déterminer un ensemble e" de capacité nulle dans r—ea _i

de façon que l'on ait l'inclusion
Efra

pour tout x er—  e a _,Ue" 1. Si l'on donc pose ea=ea_ilJe", e a  répondrera à  la demande
d a n s ce  ca s. S i a  est un nombre de seconde espèce, on a par définition, les identités

sE =  (1  x e t  Ef. a =  (1  Ef. as. P our chaque a '< a , on a, d'après la supposition,
a , <a a' <a

l'inclusion E rx g E T .', x e r— e a
, . Posons C a =  U  ea, . e a  est de capacité nulle dans

a , <a

r, car ea  étant une réunion dénombrable d'ensembles de capacité nulle dans r. D'où,
ea répondrera à  la demande dans ce cas.

30. 2 °  Dém ontrons ce que l'on a dit pour le cas où a est de prem ière espèce.
Désignons par e" l'ensemble de tout point x —ea _i  tel que le  p lan caractéristique
L x  contienne au moins un point de F x-première espèce de Ef. a- 1 , ce  p o in t é tan t u n
point de T'-seconde espèce de Ey, - 1 . Désignons par (x, 72x )  un point de cette espèce
sur L x  correspondant à  chaque x e e " .  D'après sa définition, pour tout point (x,
xee ", on peut trouver dans i lz  un cercle de la forme (x, 5 x ) avec (Ix={Y1 I y — nx' < p.r} ,

étant un nombre complexe dont la partie réelle et la partie imaginaire sont toutes
les deux rationnelles et px un nombre positif rationnel, tel que les deux conditions
suivantes soient réalisées :

(2) Ts.an(x,(3.)=0;

(3) Efra - 'n (x , 3 )= {(x , n x )}.

Le point (x, n x ) étant un point de r-seconde espèce de Er-j- ',  avec la condition (3) et
avec l'inclusion Ef - 1 .x.GEfra - 1 , x 7 —ea ,  on a la relation

(4) 3 )= {(x ,

Supposons, par l'absurde, que e" soit de capacité non nulle. On fait correspondre
chaque x ee"  le cercle (3x  sur un plan C'{ y }. La famille des (3x ,  x e e " , est dénom-

brable. e" sera donc représenté par une réunion dénombrable des e i  (j=1, 2, ••.) tels que
le cercle (3x correspondant soit même pour tout x G e i ,  j  étant fixé. Il existe alors au
moins un entre ces ej , e l  p ar  example, de capacité non nulle. Prenons un point el
tel qu'au voisinage arbitrairement petit de e  la partie de e, soit de capacité non nulle.
Envisageons le point (e, lie)  qui correspond à e. Soit (3e = { y  I le cercle qui
correspond à e. soit ri=fr un cercle contenant e sur le plan Cl { x}. Supposons que ri
soit suffisamment petit pour que la condition suivante soit réalisée : Pour tout • x
en prenant dans

 j x  les deux cercles (x, (3i) e t  (x, ög) avec (3i= {yi iy —77i I < pi}  e t ag=
yI i y —  72il < p g} , p i e t  pg étant des nombres positifs fixés, suffisamment approchés de

Pe' e t  pg< tc4<p e , on a l'inclusion
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(5) E r .x n (x ,  5 ) (x ,  bg).

C 'e s t  p o s s ib le , c a r  E r  é ta n t  f e rm é  d a n s  Z1. P osons zli= u n  dicylindre
contenu dans Zl. Ji com prend le point  Ey,-' est, d 'après le  lem m e 11, pseudo-
concave dans 4. 71ne i est de capacité non nulle. D onc, avec les conditions (4) e t  (5),
la  partie  E rn 4 i satisfait à  la supposition du lemme b. D 'où il su it que  Ey-- 'n4i est
une surface caractéristique représentée par une fonction holom orphe y  =ço(x) de la
variable x  dans ri. De plus la partie  (1 J i e s t  v id e . P u isq u e , r  étant une surface
générale dans E r, s i FnZ li contient au m oins un point, elle doit être identique  à  la
surface caractéristique y=ço(x), x ri. Donc elle doit rencontrer, dans le cercle (x, bi),

tout plan caractéristique L x , xETi, et en particulier à  tout L ,  ;t r'e ne i . C'est une
contradiction avec la  condition  (3 ). O n a  a insi vu  que tou t po in t de  Er nzli, et en
particulier le point ne), est un point de  J'-première espèce de E r .  C'est une con-
tradiction avec la définition du point (e, ne). On a ainsi démontré que e" est de capacité
nulle.

On a achevé la dém onstration du lem m e 14.

31. Les deux théorèmes C i  e t  C 2  suivants avaient été dém ontrés séparém ent. ( V.
K . O ka [13] pp. 136-146.) O n  le s  redémontre ic i en  unité  com m e conséquences du
lemme 12 précédent.

Théorème C1 . S o it E  un ensemble pseudoconcave dans J et contenu dans J ' .  Sup-
posons qu'il existe un ensemble e g r de capacité non nulle tel que pour tout point xEe,
Ex soit dégénératif  dans 4 ' .  A lors on en déduit:

10 Q u e  E  est dégénératif dans J  ; et
2 °  Que E  est une surface caractéristique de première ou de seconde espèce dans  z!;

et
30 Q ue pour tout point x r sans exception, Er est dégénératif  dans  J .

En effet 1°) supposons par l'absurde que E r'  ne so it pas v ide . A lors la  pro jection
d e  EQ sur le  p lan  C'{ x }  est identique à  r, c a r  EQ é tant contenu dans J ' .  D'après le
lemme 12, on peut déterm iner un ensem ble e' de capacité nulle dans r de façon que
l'on  a it l'iden tité  EQ .x=Ex. °  p o u r  to u t x r— e'. e— e' est un  ensem ble  de  capacité
non nulle. Prenons un point quelconque L ' i d e n t i t é  E (2 ' x' =Ex ' '9 est im pos-
sib le , car le  m em bre  à  gauche  est non  v ide , cel à  d ro ite  é ta n t v id e . D 'o ù  E°  do it
être vide.

2 ° )  E  étant dégénératif dans 4, E  est une surface caractéristique dans 4, ce qui
se résulte d 'après le lem m e 10.

3 ° ) D 'après l'hypothèse et d 'après 2°), E  ne contient aucune composante irréduc-
tible contenue dans un plan caractéristique L x ,  x E r .  D onc, d'après la dém onstration
du lemme 13, pour tout point X E r  sans exception, on a l'inclusion

_V ix  D E "  .

Le membre  à  g au ch e  é tan t v id e , cel à  droite  doit aussi être  vide. C ela signifie  que
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Ex doit être dégénératif dans 4 x .  C.Q.F.D .

Théorème C2 . Soient E, et E, des ensembles pseudoconcaves dégénératifs dans  J  et
tous les deux contenus dans 4 ' .  Supposons qu'il existe un ensemble egr de capacité non
nulle tel que pour tout point xGe, on ait l'égalité E f = E f .  A lors, pour tout point x e r
sans exception, on a l'égalité E f=E f.

En effet, 1°) rem arquons d'abord un fait suivant : Soit E  un ensem ble  pseudocon-
cav e  d ég én éra tif  d an s J. Soit u n e  c o m p o sa n te  ir ré d u c tib le  d e  E .  Alors on peut
déterminer un ensemble e ' de capacité nulle dans r de façon que l'on ait l'identité

ra,x= r x.a

p o u r  to u t  x G r— e '. P uisque , d 'un  cô té  on  a  les  iden tités E fA x = E Q 'x U .r a 's , Efr e2 =
E x 'Q U r s  a  p o u r  to u t x E r ,  E

°
 x  é tan t v ide  pour tou t x E r . D 'a u tre  c ô té , d 'a p rè s  le

lem m e 12, on peut déterm iner un ensem ble e ' de capacité nulle dans r  de façon que
l'on  ait les identités EQ. x=Ex-Q, x = E f r f l  pour tou t x E r— e '. D onc  pour tou t x
r - e ' ,  o n  a  u n e  su ite  d e s  id e n tité s  : a. x = E t l,sur a,x  =  E SI),, x= Ef,Q = E x j d u r s .a =
E.Q .xurx,a = r s ,a .

2 ° ) Cela étant, envisageons les ensembles dégénératifs donnés E l  e t  E 2 .  D'après
l'hypothèse, ils ne contiennent aucune com posante irréductible contenue dans un plan
caractéristique L x ,  x G r .  Prenons une com posante irréductible r ,  quelconque de El.
A lors, d 'après 1.°) il existe un ensem ble e ' de capacité nulle dans r  te l q u e  r f  ne soit
v ide pour aucun x G r— e '. Supposons par l'absurde que 1", ne soit pas contenue dans
E 2 . Alors F 1nE 2 ne  con tien t qu 'un  nom bre  in fin i dénom brab le  au  p lus de  po in ts.
Soit e" projection de r1 n E 2  su r le  p lan  Cgi x 1. A lors e— {e'Ue"}  est un ensemble de
capacité non nulle. Prenons un point x 'G e— { e'Ue"} . Prenons un point y  sur le plan
caractéristique L x , te l  q u 'i l  s o it  c o n te n u  d a n s  F i . O r le  po in t y  n'est pas contenu
dans E 2 .  Ce qui contredit  à  l'h y po thèse . D o nc  r i E 2 . D 'où l'inclusion E i g E 2 . En
échangeans les rôles de E ,  e t  d e  E 2 , on a  l'inc lusion  .E2 g E i . D onc E 1 =E 2 : E f =E f
pour tout point X E T. C .Q .F .D .

§ 4. Propriétés d'une société de surfaces caractéristiques  à singularité essentielle
dégénérative

3 2 .  Théorème 1 :  Soient r) un domaine dans l'espace C 2 et E un ensemble dégénér-
atif  dans D . Posons D=D— E. Soit S  une société de surfaces caractéristiques dans D,
qui est globalement analytique. Supposons que S a au m oins un point de E  comme un de
ses points singuliers essentiels. A lors l'ensemble E*Ç E  des points singuliers essentiels de
S est un ensemble dégénératif  dans fi.

On a de plus les énoncés suivants:
I. La projection analytique de S doit être analytiquement équivalente à une des sur-

faces de R iem ann P', C', C* ou  T .
II. S i de plus S  ne contient que des surfaces irrégulières de type (A ), alors:
1° L a fam ille S * des surfaces caractéristiques de S  qui s'accum ulent à E* est de
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seconde catégorie au sens de R . B aire ; et
2 °  Chaque surface caractéristique E S *  s'accum ule i E* d'une m anière stricte.

Précisément:
Pour tout point peE*, prenons un système de coordonnées locales  et 77 au v oisinage

de p tel que: a) p=(E-- --- 0, n=0) et vp={ 1$1<r, 1771<ri} , r et r i étant des nombres
positif s; e t b ) E*n{ I I 1721=r 1 }= 0 .  A lors l'ensem ble de points Env pnM e , Me
étant une surface caractéristique 1771<r1), contient une inf inité de points qui s'accu-
mulent à  tout point de E*nv p nitd$ , pour tout dans lel<r sauf  des $  de capacité  null.

3 3 .  Démonstration du théorème 1. Soit E 1 le dérivé spatial d'ordre 1 de E .  Posons
K i -=E— E' et D,=h — E'. K, est une surface caractéristique de première espèce dans D,.
Posons Ko )  l'ensemble des composantes irréductibles de K , singulières essentielles pour
S ,  d'après le lem m e 3  b )  (§  1 ) . Soit Dl) l'ensemble  K ' -dérivé de E .  E ( ')  est un
ensemble dégénératif dans D. On répète pour E (') la même procédé d'opération faite
pour E  et obtient un ensem ble dégénératif E(2 ) ,  et ainsi de suite. C ette procédé
d'opération est définie, d'une manière usuelle, relativement  à  tout nombre ordinal des
classes I et II. Il existe un nom bre a  des classes I  ou II tel que pour tout nom bre
p_ a  on a l'identité E 0 ) =E 0 9 ) . C'est-à-dire que tout point de E(a) est un point sin-
gulier essentiel de S .  D'où E*=E(a )  e t  E* est un ensemble dégénératif dans D. E*
n'est pas vide, d'après l'hypothèse.

Etablissons maintenant les énoncés I et II:
I. Soit E*. 1 le dérivé spatial d'ordre 1 de E * .  Posons K*=-- E* — E*.' . Alors toute

composante irréductible de K* est une composante singulière essentielle pour S .  D'après
le théorème A (§ 1), la projection analytique de S  doit être P 1, C', C* ou T .

II. 1 °  Quand S  ne contient que des surfaces irrégulières de type (A ), il y  a  une
procédé concrète pour la formation de la projection analytique de S  (T . Nishino [11]
pp. 259-263). Soit F: D—*I? la projection analytique de S .  Alors, d'après le théorème
B (§ 2), il y a un ensem ble R 'g R  de seconde catégorie au sens de R. Baire tel que
pour toute valeur c e R ',  la surface caractéristique  F 1 (c) soit irréductible dans D .  Soit
E  une composante irréductible de K * .  Alors F"(c) s'accumule à  tout point de E, pour
toute valeur c e R ' sauf deux valeurs exceptionnelles au plus, d'après le lemme a (§ 1)
et un théorème de P. Thullen [17]. K * ne contenant des composantes qu'en nombre
infini dénombrable au plus, l'ensemble des valeurs exceptionnelles dans R ' est dénom-
brable au plus. Soit R "  R ' l'ensemble des valeurs différentes des valeurs exception-
n e lle s . R " est un ensem ble de seconde catégorie. T out point de E *  est un point
d'accumulation des points de K * .  Donc toute surface caractéristique F - 1 (c), ceRN,
s'accumule à  E * .  D'où la famille S * des surfaces caractéristiques s'accumulant  à  E*
contient toutes les surfaces F"(c), c l?". Donc S * est de seconde catégorie.

2 °  Dans cette configuration, posons Ep=Env p . D'après la démonstration 1°) du
théorème C2 (§ 3 ), on a alors l'identité Ert»=215; a pour tout E dans lei < r  sauf des e
de capacité nulle. Elle signifie que tout point de E*nvpnil/e est un point d'accumula-
tion de l'ensemble de points E nv pnM e .

On a achevé la démonstration du théorème 1.

3 4 .  On construit ici des exemples tout simples qui illustrent les . énoncés I et H
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établis dans le théorème 1.

Exemple 1 .  Soient b=C2 { x, y} l'espace entier et E*=-- (x=0, y EC 1 )  un plan carac-
téristique dans D . Ecrivons D -=  -  E*. S o i t  S={(— x -1-(1/ z = c1 ce P '}  une
société de surfaces caractéristiques dans D, qui est globalement analytique. S  a tout
point de E* comme un de ses points singuliers essentiels. La projection analytique de
S e st  P '.  S  ne contient aucune surface irrégulière, car toute surface de S  est irré-
ductible dans D .  T oute surface de S ,  sa u f d eu x  seu les  (— x -1-(1/y)=0, y e C * )  et
(x e C*, y=0), s'accumule à  E*.

Exemple 24 ) .  Soient h = C 2 1x, y} l'espace entier et E*=(x =0, y GC')U(x eCi , y =0)
une surface caractéristique dans D. Ecrivons D=.6— E*. Soit S={ xy 'l i =c11lci<Id 21} ,
d 2 =e 2 K2 ,  une société de surfaces caractéristiques dans D, qui est globalement analytique.
S a  to u t  p o in t  d e  E *  comme un de ses points singuliers essentiels. La projection
analytique de S  est T .  S  ne contient aucune surface irrégulière, car toute surface de
S est irréductible dans D .  Toute surface de S , sans exception, s'accumule à  E*.

Remarque. Dans le théorème 1 II, si l'on admet l'existence des surfaces irrégulières
de type (B), on peut dire qu'ils existent diverses sortes de sociétés de surfaces carac-
téristiques qui ne contiennent aucune surface s'accumulant aux ensembles E* de leurs
points singuliers essentiels. Ce que l'on montrera dans les §§ 5 e t  6  suivants.

3 5 .  Maintenant à  l'aide du théorème 1, on peut répondre partiellement à  la ques-
tion posée concernant l'analycité globale des sociétés de surfaces caractéristiques ( V.
[8] p. 57) :

Soit D un domaine dans l'espace C 2 . Soit S  une société de surfaces caractéristiques
de première espèce dans D .  Supposons que S  soit localement analytique dans D, globale-
ment continue dans D et de plus que S  ne contienne que des surfaces irrégulières de type
(A) formant une famille de mesure linéaire finie ou infinie dénombrable au plus. Alors
S est globalement analytique dans D.

3 6 .  En effet, 1 °  soit G: D---d? une application intérieure qui définit S  dans D.
Remarquons qu'il suffit de démontrer cet énoncé sous l'hypothèse que S  ne contient ni
de points d'indétermination, ni de composantes multiples par rapport  à  G .  Car des
points d'indétermination n'apportent aucun obstacle pour l'analycité globale. Et quant

une composante multiple, elle deviendra composante singulière artificielle, d'après le
théorème 1  II. On va donc démontrer cet énoncé sous cette hypothèse.

2 °  On définit une relation d'équivalence entre les surfaces de S  dans le domaine
D  telle qu'une classe d'équivalence est formée par toutes les surfaces de S  qui sont
conjuguées l'une  à  l'autre. Dans l'espace quotient R , de D  par rapport à  cette rela-
tion d'équivalence, on définit d'abord une structure topologique telle que R , soit une
variété topologique hausdorffienne à  2  dimensions réelles de façon que la projection

4 )  Je rem ercie M . T. U eda de ce qu'il m 'a rem arqué cet exem ple. C f . aussi P. Boutroux [3]
p. 12.
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naturelle G,: D--d?, soit continue. C e que l'on achève d 'une m anière concrète. Envi-
sageons les coordonnées locales topologiques sur R i : Soit c  un poin t de  R i . Soit E ,
une composante irréductible de la surface caractéristique GT 1(c). P re n o n s  u n  p o in t p
sim ple de .1 , et un plan caractéristique L p  passant par p, transversalement par rapport

I , .  Prenons un voisinage a , de p suffisamment petit sur L .  P renons un  vo isinage
Dc d e  c  su r  R i convenable  par rapport à. ap. A lors  p o u r to u t p o in t c 'E r e  la  su rface
caractéristique G-A c ') passe par un et un seul point dans  o . C e  q u i se  ré su lte , d 'ap rè s
l'hypothèse que S  ne contienne aucune com posante m ultiple par rapport  à  G .  Soit
ço(c')Ea, le point par lequel passe la surface caractéristique G-71- (c ') , c 'E r c . Désignons
par

W  r c  > p

l'application ainsi définie. w est une applica tion  topologique. C 'est ce tte  w que l'on
attache à r c comme coordonnée locale topologique sur R i .

30 O n  d ém o n tre  en su ite  q u e  w est aussi qualifiée pour une coordonnée locale an-
alytique sur R , te lle  que G ,: D-->R 1 soit une application analytique :  Soient c , (j=1, 2)
deux points sur R i . Soit E i  une composante irréductible de GT 1(c ; ). Prenons un point
simple p; EE ;  e t le  p lan caractéristique L , passant par p i , transversa lem ent par rap-
port à  X. P re n o n s  u n  v o is in a g e  a;  d e  p;  su ffisam m ent pe tit su r  L .  S o i t  r ;  u n
voisinage convenable de c;  s u r  R i . S o it wi : r i -->a;  la  coordonnée locale topologique
attachée à  r i . S u pp o so n s qu e  r i nz-

2 so it n o n  v id e . P o so n s adi =w ; (71r1r2). Soit

: a  ----> a

l'application de a  L, su r  cr ç_ L 2 défin ie  de la  m anière  que pour tout yo,(c')EaÇ, c'E
D1r- r2, on pose 0(ça 1(c'))=(/) 2( c ' ) E a .  A l o r s

 ç  est une application analytique. Puisque,
d'abord est une  app lica tion  topo log ique  de  a', sur cri. E nsu ite , dans chacune  des
et e t  0 - 1  sont analytiques respectivem ent en dehors des ensem bles ferm és e i  e t
e , de m esure linéaire finie ou infinie dénom brable au plus. C ar par deux points dans
a i  e t  cr qui correspondent par çb passe une et une m êm e surface caractéristique irré-
d u c tib le  d e  S  en  dehors des ensem bles de  poin ts de  nature  c itée . D 'où , d 'après un
théorèm e d 'A . S . Besicovitch [2], les ensembles e i  e t  e2 sont singularités artificielles
pour e t  p o u r  0 - 1  respectivement. çb  est une application analytique de  o s u r
C ela  sign ifie  que l'on  a  b ien  défin i une  structure  analy tique sur R ,  satisfaisant aux
conditions c itées p lus haut. C. Q. F. D.

§ 5. Sociétés de surfaces caractéristiques construites à  l'aide des fonctions entières
ou méromorphes d'une variable

Dans le paragraphe actuel, on construit des sociétés de première espèce qui réalisent
dans leurs intérieurs les singularités essentielles dégénératives :  Cas où les projections
analytiques sont P '.

37. Soit x =f ( y )  une fonction méromorphe (transcendante) définie sur Cni y }  satis-
faisant aux trois conditions suivantes :
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1° La surface de Riemann de sa fonction inverse possède seulement un nombre .fini
de points fondamentaux de ramification sur P '{ x } :  0, a i , a2, ••• , ah, 00, où ai #a k ( j*  k )
et a#0, 00 , de façon que tous les points de ramification logarithmique se projètent sur
les points x= 0  ou 00, et tous les points de ram if ication algébrique sur les points x=a i ,
étant supposée l'ex istence d'au m oins un point de ram if ication algébrique, niais non pas
nécessairement supposée l'existence des points de ramification logarithmique;

2 °  f (y ) est de la form e f (y )= y g (y ), g (y ) étant une fonction méromorphe telle que
g(0)*0, 00 e t f (y )  prend toutes les valeurs finies et infinie sans exception;

30 L a f onc tion  d'automorphie y,=0(y) de la fonction f (y )  est irréductible: en d'au-
tres mots, la surface caractéristique définie Par l'équation

f(Y ) —  f(Y 1) _ 0

Y — Y

est irréductible dans l'espace entier c2i y , y i l.
Une fonction méromorphe f ( y )  satisfaisant à  ces trois conditions 2° e t  3° est

dite  d'appartenir à  la classe I.

38. Soit f :6-41? une application analytique,  ô  é tan t un  dom aine  de  P '  e t  R  une
su rface  de  R iem ann . A ppe lons e  l'ensem ble de tous les points de ram ification algé-
brique de son application inverse. Considérons les trois sortes de conditions suivantes :

1 °  e ne contient qu'un nombre fini de points;
2 °  e contient une infinité de points, mais leurs ordres de ramification sont bornés;
30 e  contient une infinité de Points , e t leurs ordres de ram if ication ne sont pas

bornés.
L'application f  e s t  d i te  de rang 1, 2 ou 3 suivant qu'elle satisfait  à  la condition

p, 2°, ou 3°.
Cela étant, on dém ontrera plus loin l'existence de fonctions méromorphes apparte-

nant à  la classe I  e t d e  ra n g s  1, 2 e t  3.

39. Points multiples, points d'indéterminatin et normalités locales. 1 ° Soit f (y )  une
fonction méromorphe définie sur C9 y }  et appartenant à la  classe I e t d e  ra n g s  1, 2 ou
3. S o it  w (y)=f(y - ') =y - Jg(y - i) une  fonc tion  ana ly tique  défin ie  su r P*{ y }  qui a  un
zéro à  y=00, et qui a un point singulier essentiel à  y = 0 .  S o it  C x , y)=Ço(y)/x une
fonction analytique défin ie  dans l'espace { P '{  x  } , P * {y }} . Considérons la société So

de surfaces caractéristiques définie par (P(x, y )  d a n s  l 'e sp a c e  {P '{ x } ,  P * {y } } ,  q u i y
est globalement analytique :

S0 = {0 (x , y )= c ic E P 1 }.

Chaque surface 0(x, y)=c, cECy*, est irréductible dans l'espace { P i{x } ,  P * {y } } .  D'où
il résulte que la projection analytique de S o e s t  P 1 .

2 °  Faisons une transform ation de l'espace P 9 x , y }  s u r  l 'e s p a c e  P 2 {e, 17} d e  la
forme suivante :
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e=x---E0

y=77 = y

où 60 ( * 0 )  est un nom bre com plexe. D ésignons par L o la surface caractéristique
(ee F", n=0). D ésignons par re, la fonction analytique définie dans l'espace
p2fe, nI—IL01 qui correspond à 0(x, y ):  W(e, 77)=- 72- 'g(77 - ') /e+ eo . Désignons par S r

la société de surfaces caractéristiques dans l'espace p9e, n1-1 L o I qui correspond à  S :

S = {7 ( ,  n)=c I cEP 1 }.

Chaque surface re, 72)= c ,  cECI*, s'accumule à tout point de la surface caractéristique
L o . Donc tout point de L a est un point singulier essentiel de S r . C e la  é tan t, com -
plétons S r t  une société Sr de seconde espèce dans l'espace pNe, n } en y fournissant
la surface caractéristique Lo. C'est possible, d'après la propriété 1° de la fonction f (31).

30 Envisageons les points multiples et les points d'indétermination de S T . S i  n'
est un zéro de q)(n), (6=00, n=n') est un point multiple de Sir e t (e=-60, n=77') est
un point d'indéterm ination de prem ière espèce de S T . S i  n '  est un pôle de ço(n),
(e=—eo, 77=77') est un point multiple de :S' y,. et co, 77=77') est un point d 'indéter-
m ination de prem ière espèce de Sr. Les deux points (-=—e o , n=0) e t (e=.0, 7)=0)
sont des points d'indétermination de seconde espèce de S r . Tous les points m ultiples
et tous les points d'indétermination sont ainsi énumérés, d'après la propriété 1° de la
fonction f (y).

Examinons les normalités locales de :g r  au voisinage de chaque point pEL o qui
est différent de point d'indétermination :

a) Si f (y )  est une fonction de rang 1, le point p  est un point (a) de ,S- T
b) Si f (y ) est une fonction de rang 2, le point p  n 'est pas un  poin t (p) d e  S r ,

mais un point (v) de  g r ;
c )  Si f (y ) est une fonction de rang 3, le point p  n'est pas un point (v) de Sr.
La vérification de ces énoncés est facile, d'après les lemmes 6 e t 7 précédents (§ 2).

4 0 .  Projection analytique 1°. a )  S o i t  -f-={el lei <p}, p  étant un nombre positif
suffisamment petit. Soient 5.={ e<177 - 77015_+00} et 6.=L — { 0} , 770(*o) étant un
nombre complexe et 6 un nombre positif suffisamment petit. Soit 3„, {r , L } u n  dicy-
lindre dans l'espace p9e, n}. Désignons par M o la restriction de L o dans 2 .  S o i t
40=30—  I Mo I un domaine. Désignons par g o la restriction de ..-Sr  à  3 0 e t  p a r  So la
restriction de ST  à  Jo . On a la relation g0=S0U{M0 1. g o est une société de première
espèce dans 3„ sans points multiples et sans points d'indétermination, ce qui se vérifie
d'après la propriété 1° de la fonction f (y )  et à  l 'a id e  d u  ré su lta t  d a n s  le  N°39, 3°
précédent.

Cela étant, cherchons la projection analytique R o d e  So.
b )  Prenons un point ne(3.0 tel que la surface caractéristique de So passant par le

point (6=0, 77, e  ait une tangente à ce point parallèle  à l'axe  des n . On suppose ici
l'existence d'un tel point 7,2) ,  ce que l'on peut réaliser en prenant n o convenable avec
6 suffisamment petit. Et on définit un élément n1----01(7) de la fonction d'automorphie
n1=0(n) de la fonction Ir(0, 72 ) — (p(0/ 0 de la manière suivante :  Soit I une courbe de
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Jordan fermée convenable sur le plan C' {e } contenue dans r, partant de e-- -- 0 et y
revenant. Soit 72=0(e, n'), ee r, une représentation d'une surface caractéristique de So
qui passe par le point (e=O, n=77') au voisinage de (e-- , - --- 0, n=720. Prolongeons analy-
tiquement la fonction v =0(e, )2') de la variable e, à partir de e=0 avec la valeur pre-
mière 7)' (=- 0(0, .72/)) suivant la courbe 1. On obtient une valeur finale 77'i ( , --- 0(0, ni))
en revenant à e=0 . Maintenant on considère n' comme variable. Alors on obtient un
élément n1=01(n) d'une fonction définie au voisinage de .72= ni).  Cette fonction satisfait
évidemment à l'équation d'automorphie :

T g  n1)=T(0, Y)),

et d'ailleurs est différente d'élément trivial ni------77.
c )  Une fois obtenu l'élément 771=01(,7), prolongeons-le analytiquement dans toute

sphère P'{ 77}, la variable n et la valeur ni étant toutes les deux restreintes dans 5..
De cette manière, on obtient tous les éléments de la fonction ni-=0(n) au voisinage de
71-=--- 1) • C'est possible d'après la propriété 3° de la fonction f (y ), car les points criti-
ques algébriques et transcendents de la fonction inverse de la fonction c=gf(0, n) étant
distribués sur un nombre fini de points de la sphère P '{c}, et s étant suffisamment
petit. D'où il résulte que toute fonction méromorphe G(e, yi) de deux variables e t  v
dans Jo et défin issant So ,  prend une et une même valeur sur toutes les composantes
irréductibles dans A° d'une surface caractéristique n ,  7) )= c ,  la surface ce, n) ,c
passant par un point (e=0, i= i/ )  au voisinage de (e-- =- 0, 77=no. C'est-à-dire qu'elles
forment une et une seule classe d'équivalence CE Ro dans la définition de la projection
analytique de So . Tout point de Mo est un point singulier essentiel de So ,  car toutes
les composantes irréductibles appartenant A C s'accumulent à tout point de M o . Donc,
d'après le théorème A (§ 1), Ro doit être analytiquement équivalente à une des P ', Cl,
C* ou Tii . D'où, d'après le lemme 1 (§ 1), on peut dire que toutes les composantes
irréductibles dans Jo de chaque surface caractéristique W(e, 77)=--c, cEP 1 ,  qui contient
des points dans Jo, forment une et une même classe d'équivalence dans Ro.

D'où R o doit être analytiquement équivalente à P ' ou à G", C* étant exclue ici,
c a r  77= 00 (E L ) est un  zéro  de 40(0 .  R o est équivalente à 1c" ou à C ' suivant que
dans 603 il y a des pôles de ço(v) ou il n'y en a rien.

4 1 .  Projection analytique 2 °. a) Dans ce qui suit on suppose que Ro ---=P ' .  Soit
r'-- ---Illei<p'1, p ' étant un nombre positif suffisamment approché de p et p < p '.  Soit
'3=-1771 I )7—  770 I < s' 1, s' étant un nombre positif suffisamment approché de e et s< s'.
Soient 3,;-= { r', P l }  et 21 , --- l e ,  (30  des dicylindres dans l'espace p l e ,  o. Soit A/I(') la
restriction de L o dans 21).  Posons h' = 3 u 3 ',  et D'-=b 1 — I Ad() I . Appelons g' la restric-
tion de S gr à  b /  et S ' la restriction de S T  à  D '.  On a la relation g'=S'U { M O . On
suppose que g '  soit une société de première espèce dans 13', et sans points multiples
et sans points d'indétermination, ce que l'on peut réaliser en prenant 720 convenable
avec p' et s' suffisamment petits.

Prenons des domaines .-0-  e t  2  tels que : 2 0 __S --0.Çb' ; et 2 = -2- - I I M 'o In g l .  Ap-
pelons S la restriction de ..-S' à  g  e t  S la restriction de S ' à  2.
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b )  Cela étant, envisageons d'abord la projection analytique .gZ de S .  Toutes les
composantes irréductibles dans 2  d'une surface caractéristique quelconque Vf(, 0 = c ,
c E P i ,  form ent une et une m êm e classe d 'équivalence dans R .  Ce qui se résulte
d'après le résultat du N°40 précédent et à  l'aide du lemme 2 (§ 1). Par suite _g? doit
être P 1 . Et tout point de IM (1 5 ) est un point singulier essentiel de S.

Envisageons ensuite les propriétés de S. Si la fonction x =  f (y ) e s t  d e  r a n g  1,
alo rs S  est localement analytique aussi en tout point de  M  f l ) .  C e qu i se  rédu it
d 'ap rès le  résu ltat du  N°39, 3°. De plus, S' est globalement continue dans ff). Ce
qu i se  résu lte  du  lem m e 5 (§ 2). Si la fonction x =  f(y ) est de rang 2, alors S est
globalement normale dans k .  C'est facile de le voir.

4 2 . Un domaine quelconque d an s  l 'e s p ac e  x, y } , et en particulier C f x , y}  lui-
m êm e, est analy tiquem ent équivalent à un dom aine STti pris plus haut.

En effet, c'est une conséquence d'un fait dû  à  P. Fatou et à  L . Bieberbach. (V. T.
Nishino [10] pp. 96-100.) : D'abord d'après eux, il y a une transformation analytique
et biunivoque de h sur un domaine D o) dans l'espace c lx i , yil, D(' )  ayant un point
extérieur dans l'espace C2 { x i , Y i } .  Ensuite prenons deux points N i) e t plu à l'intérieur
de D o) et un point pL," à l'extérieur de Do) tels que les trois points pp), pfo e t p2)
ne soient pas situés sur un plan caractéristique. On fait une transformation linéaire
de deux variables non dégénérée de l'espace C lx i , Y i }  sur l'espace C9x 2 , y 2 1 en envo-
yant D ° ) en D( 2 ) , et les pP), pfi) e t pV en positions respectivement suivantes :

N 2 ) =(x2=0, y 2 =1)

Pf2 ) =(x2=1, Y2=0).
Pe=(x2=1, y2=1)

Et puis, en faisant deux transformations linéaires d'une variable, l'une de Pli x2 1 sur
P i{x 3 } et l'autre de P' { y 2 }  sur P liy s l ,  on envoye D (" en Do), et les N 2 ), p i')  e t AL2 )
en positions respectivement suivantes :

Y3=..)

Pi3 ) =(x 3= c.° 3=0) .

P2 ) =(x3=(.3, Y3=00)

En ce m om ent, il y a des nom bres positifs r o suffisamment petit et r, suffisamment
grand tels que :

{

JP)={ 1 x a l< r o , r1< + œ } D 3 ;
zlf"=fri<lx,1-5-4-00, I Y81 <ro } g  Do);

42 ) =fr1<lx315.+00, ri< ly3 +001nD( 3 )= 0 .

Enfin, on fait une transformation de l'espace P 2 { x3 , y,} sur l'espace P 2 {e, 72} de la
forme
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j'
n=ry3-F-n0'

r étant un nombre positif suffisamment petit et 770 un nombre complexe. Alors on ob-
tient un dom aine "È1 transformé de D" ) . O r  rb est analytiquement équivalent A f j et
satisfait aux conditions citées dans le N°41, a) précédent. C .  Q . F. D.

43. Cela étant, appelons I/ la surface caractéristique dans 13 qui correspond à itio'nff)

dans f). M peut être décomposée en nombre infini dénombrable au plus de composantes
irréductibles dans b .  Appelons g et S les sociétés de première espèce qui correspondent

S  et à  ,S' respectivement. Alors e t  S jouissent de toutes les propriétés étudiées
plus haut. Or l'existence de fonctions appartenant  à  la classe I  et d e  ran gs 1, 2 e t 3
étant démontrée tout de suite, on est maintenant parvenu au

Théorème 2 :  I. Ils ex istent dans h des sociétés tg ;  (j=1, 2, 3) de surfaces caractéristi-
ques de prem ière espèce, sans points m ultiples et sans points d'indéterm ination satisfaisant
aux conditions suivantes:

Désignons par M une famille partielle convenable de STi , contenant des surfaces carac-
téristiques en nom bre inf ini dénom brable au plus et ne s'accum ulant pas à l'intérieur de
15. Posons D=1—  A p p e lo n s  S;  la restric tion  de g ;  à  D. A lors S i  est g lobale-
m ent analy tique dans D, sa projection analy tique étant analy tiquem ent équiv alente à P 1 .
De plus S;  a tou t po in t de  I M I com m e un de ses points singuliers essentiels de façon que
l'allure de g ;  au v oisinage de chaque point de I MI soit respectivement d'espèce suivante:

reste localem ent analy tique en chaque point de 11141, et d'ailleurs reste globale-
ment continue dans ;

2 °  g2 cesse d'être localem ent continue en chaque point de 1M1 , m ais reste globale-
ment normale dans ;

3 °  g, cesse d'être localem ent norm ale en chaque point de !M I.

44. 1 °  Il ne reste qu'à démontrer l'existence des fonctions méromorphes apparte-
nant à  la classe I  et de rangs 1, 2 et 3. Pour cela, il suffit de démontrer l'existence des
surfaces de Riemann correspondant  à ces fonctions méromorphes. Soit R une surface de
Riemann simplement connexe étalée sur 13 '. Supposons que R ne possède qu'un nom-
bre fini ou infini dénombrable au plus de points fondamentaux de ramification, ayant
au plus un nombre fini de points d'accumulation sur 13 '. Alors il existe une courbe de
Jordan fermée sur P ' qui passe par tous points fondamentaux de ramification de R et
par tous leurs points d'accumulation. Cela étant, on peut représenter R  par un arbre
topologique de la manière usuelle. On trouve dans un mémoire de G . Elfving ([4]
pp. 7-17) une explication systématique d'arbres topologiques correspondant aux surfaces
de Riemann ayant un nombre fini de points fondamentaux de ramification. A une sur-
face ayant un nombre infini dénombrable de points fondamentaux s'applique aussi une
explication analogue avec les modifications évidentes. Par suite il suffit, pour le but
actuel, de démontrer l'existence des arbres topologiques correspondants.

2 °  Considérons ici les trois points x=0, 1 et 00 sur Soit 1 l'axe réel fermé
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passant par ces points, l'orientation de I étant définie par l'ordre 0, 1, 00. Prenons un
point 0  (appelé point intérieur) dans le demi-plan à, gauche de  I  et un point x  (appelé
point extérieur) dans le demi-plan à droite de t. Relions les points intérieur et extérieur
par les trois arcs de Jordan appelés 1, 00 e t 0, chacun croisant I une seule fois en un
point dans les parties (-00, 0), (0, 1) et (1, +00) respectivement, et de façon qu'ils n'ont
aucun point commun sauf des points extrémités (Figure 1). Les correspondants des
points intérieur et extérieur dans un arbre topologique sont aussi désignés par  O  e t
p a r  ><, et appelés noeuds intérieur et extérieur respectivement. Les correspondants
des arcs 1, 00 et 0 dans un arbre topologique sont désignés par les mêmes signes et
appelés côtés 1, 00 e t  0 respectivement. Cela étant, prenons un arbre topologique (T 1)
de la forme suivante (Figure 2) :

Figure 1.

1 0 1x-,--,--- x .._.,--_

1 0 1 11.1:

œ 0

011
x-_-_—_, x 7 7 7-0 T 0

0 oi to 10 o 0 0 fo 0 1 0 Io 0
x- 0  X = =0- X - 0 =  X  -  -1 °°b 1 00 1 0 0 c° 1 00 1 1 1

e,
Figure 2. (T1)

Envisageons tous les cycles d'ordre  4 sur l'arbre topologique (TI). On les numé-
rote de gauche à droite et les appelle les termes t„ (n=0, 1, 2, • .) respectivement. Seul
le  term e  t o est le  term e particulier et fixé pour toutes. P our un term e général t n

(n=1, 2, •-.), on définit son hauteur h i , et son écart en  comme ce qui suit :

{

h7,=le nombre de côtés situés dans une ligne verticale attachée à t. ;

e n  =le nombre de côtés situés dans une ligne horizontale entre to e t  tn.

I c.°I
2

I
t, Io

)1,
a  1x,--_-_— 1 111c ° t ' 4 1. lio° -Ili

Sur la figure 2 actuelle, on a  h ,=3, 14=5 et ei =5, e2=11. Les hn  e t en peuvent varier
a v e c  n  et avec l'arbre topologique (T 1)  que l'on adoptera dans la suite suivant les
buts. Mais on les détermine toujours de façon que 14,=0 ou entier positif im pair et
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que en =entier positif impair satisfaisant aux inégalités en-l--4 e4-1 (n=1, 2,

45. 1 °  Soit R  la surface de Riemann définie par l'arbre topologique (T I ). R  est
étalée sur Pi { x }  et ses points fondamentaux de ramification sont x=0 , 1 e t 00• R  est
représentée conformément sur un cercle d'un rayon (fini ou infini suivant le type de R)
de Ci { y} par une fonction génératrice x =  f ( y ) .  En ce moment, on a un énoncé qui
concerne le type de R  :  Etant donnée une suite de hauteurs 1l n  ( n =1 , 2, •••), on peut
toujours déterminer une suite d'écarts e n  (n=1, 2, •••) telle que la surface de Riemann
définie par l'arbre topologique avec les termes tn  correspondants soit représentée con-
formément sur tout le plan C'{ y} par une fonction génératrice x = f (y ) , f (y )  étant une
fonction entière ou méromorphe.

En effet, d'après un critère pour le type parabolique dû. à  H . W ittich ([18] pp.
110-112), il suffit pour cela de montrer que l'on peut déterminer en (n =1 , 2, • )  de façon

0 0

que la série E  Va n  devienne divergente, n  étant le nombre de noeuds de génération
71=1

au plus égale à  n , et génération étant comptée à  partir d'un certain noeud fixé. C'est
facile de montrer que si l'on prend la suite en ( n =1 , 2, •••) divergente suffisamment
vite par rapport à  la suite donnée hn (n=1, 2, ••.), on peut faire l'inégalité a n / n<3

partir d'un certain terme. D'où E  1/a n  diverge avec la série 1/3n. C. Q. F. D.
11=1 7 L = 1

2 °  Examinons maintenant les conditions 1°, 2° et 3° précédentes (N°37), relative-
ment à  la fonction x =  f ( y ) : a) D'abord les deux points critiques logarithmiques de R
se projètent sur les points x = 0  e t 00 respectivement. Tous les points critiques algé-
briques se projètent sur le point x = 1 .  Et ils existent certainement des points critiques
algébriques correspondant aux termes t n  (n=0, 1, 2, • b )  Ensuite sur les deux points
x = 0  et 00 il y a des points de R  qui sont ses points réguliers, étant supposé hn >0
pour au moins un terme général tn (n=1, 2, Et on peut laisser la fonction  f (y )
prendre la forme f (y )=y g (y ) , g(0)#O , 00, avec une translation convenable du plan
Cl{ y }. c )  Enfin, la fonction d'automorphie y = 0(y) de la fonction f (y ) est irréductible.

En effet, pour le voir il suffit de montrer que pour une paire de noeuds fixés de
même espèce sur (T I ), par exemple cels désignés par a et par b  dans le terme t o ,  étant
donné un noeud c  de même espèce (mais différent de a), on peut trouver un parcours
fermé convenable sur (T I ) partant de a et y revenant tel qu'il correspond un parcours
fermé ou non partant de b  et arrivant à c. ( V .  G. af Hallström [5] pp. 8 -9 .) Or c'est
possible. Puisque si l'on effectue des parcours fermés répétés d'origine a : co, 1; co,
1; avec les parcours correspondants b  arrive à tous les noeuds c  situés à  gauche de
to ,  en roulant une fois sur chacun des noeuds intérieurs et extérieurs situés à  gauche
de t o . Et si l'on effectue des parcours fermés répétés d'origine a : 1, 0, 00, 0 ; 1, 0, 00,
0 ; •••, avec les parcours correspondants b  arrive à  tous les noeuds c  situés à  droite de
to ,  en roulant deux fois sur chacun des noeuds intérieurs et extérieurs situés  à  droite
de to . C. Q. F. D.

46. A l'aide de l'arbre topologique (T I ), on a ainsi démontré l'existence des fonc-
tions méromorphes x = f (y )  appartenant à  la classe I. Or si l'on spécialise la suite des
hauteurs h n  ( n =1 , 2, •••), le rang de la fonction x = f (y )  sera déterminé :
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1 °  S i h n -=.0 à partir d 'un  certa in  te rm e, x =f (y )  e s t d e  ra n g  15 ' ;
2 °  S i hn >0 pour une infinité de n, et si les li n sont bornés, x =f ( y )  est de rang  2;
3 °  S i hn >0 pour une infin ité  de n, e t  s i  le s  h n n e  so n t p a s  b o rn é s , x= f (Y ) est

de  rang  3.

4 7 .  Remarque. Soit la société de seconde espèce dans l'espace P 2 {$, 77} définie
d a n s  le  N°39, 2° à  l 'a id e  d 'u n e  fo n c tio n  méromorphe appartenant à  la  classe I  et de
ran g  1. S v  est aussi définie par une équation différentielle du prem ier ordre dont le
coefficient est une fonction rationnelle de deux variables e  e t  v. Faisons une trans-
formation de l'espace P 2 {e, 77} sur l'espace P 2 {e1 , v i l de la form e suivante :

ei=e
721=$71

Alors on obtient une société Si. de seconde espèce dans l'espace P 2 {e1, vi }, transformée
de :S' y . 34,- est aussi définie par une équation différentielle  du prem ier ordre dont le
coefficient est rationnel. Par suite .34, jouit seulement d'un nombre fini de points mult-
ip les e t d 'un  nom bre fin i de points d 'indéterm ination dans l'espace P 2 {$ 1, 7), }

. Tout
autre  po in t de  P 2 {e1 , v i l e st un  po in t (a) de S4- et auquel S  est localem ent analytique.
A  l'origine se situe un point d'indéterm ination de prem ière espèce auquel .34r n'est pas
localem ent analytique. Ce que l'on peut dém ontrer avec la m êm e m éthode de dém on-
stration faite  dans le  N°40. A partir de cette société  r ,  en suivant la m êm e m arche
de raisonnem ent fait dans les N"41-43, on parvient à  l'énoncé suivant :

Soit b  un domaine donné à l'avance dans l'espace C 2 . A lors il ex iste dans h une
société :5 de surfaces caractéristiques de première espèce, sans points multiples et sans
points d'indétermination sauf un seul point d'indétermination p de première espèce satis-
faisant aux conditions suivantes:

1 ° )  Désignons par M  une fam ille partielle convenable de contenant des surfaces
caractéristiques en nombre infini dénombrable au plus et ne s'accumulant pas à l'intérieur
de h . Il y a une seule surface caractéristique de M qui passe par p. Posons D= bd —
A ppelons S  la restriction de g à D. A lors S  est globalem ent analy tique dans D, sa pro-
jection analytique étant analytiquement équivalente à De plus S  a tout point de !M I
comme un de ses points siguliers essentiels.

2 ° )  En chaque point de "b" ,  sauf  le point p, g est localem ent analy tique. A u point
p, g n'est pas localement analytique.

3 ° )  g est globalement continue dans D.

5 )  A l'arbre topologique avec h.-=0 pour tous les n (n=1, 2, ••-) correspond en essence la fonc-
tion entière 100 =yeY  . La société de surfaces caractéristiques définie par la fonction méro-
morphe 0 (x ,y )= y eY / x  a été étudiée en détaille par P.Painlevé ([14] pp. 143-145), naturelle-
ment en mots d'équations différentielles du premier ordre. Je dois l'idée  à  cette étude de P.
Painlevé pour la construction faite dans les §§ 5 et 6 du mémoire actuel.
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§  6 . Sociétés de surfaces caractéristiques construites à l'aide des fonctions entières
ou méromorphes d'une variable (bis)

D ans le paragraphe actuel, on construit des sociétés de prem ière espèce qui réali-
sent dans leurs intérieurs les singularités essentielles dégénératives :  Cas où les pro-
jections analytiques sont

48. S o it  x = f (y )  une fonction entière (rationnelle ou transcendante) définie sur
C l y  }  satisfaisant aux trois conditions suivantes :

1° La surface de Riemann de sa fonction inverse possède seulement un nombre fini
de points fondamentaux de ramification sur Pi{x} : 0, a 1 , a2 , • • •  ,  a h , ° °  o ù  a i #a k ( j# k )
e t ai # 0 , 0 0 ,  de façon que tous les points de ramification logarithmique se projètent sur
les points x = 0  ou 0 0  et tous les points de ramification algébrique sur les points x=a j ,
n'étant pas supposée nécessairement l'existence des points de ramification logarithmique ou
algébrique;

2 °  f (y ) est de la form e f(y )=yegon, g (y ) étant une fonction entière et pouvant se
réduire à une constante;

30 A ppelons F 2 (z)=-- (c 2 —eiz)èz - ( 2 l i ) g(' - ( 2 ) , où A  est un nom bre com plex e dont la
partie réelle est >0 e t c 2 (# 0 ) un nombre complexe convenable dépendant de 2, une fonc-
tion entière de la variable z  qui est obtenue de la fonction originale f(y )=yeg(Y ) par une
certaine transformation dépendant du paramètre  A. A lors la f onction d'automorphie z i =
02(z) de la fonction F 2 (z ) est irréductible: en d'autres m ots, la surface caractéristique
définie par l'équation

F 2(z )— F2(z1) _0
Z — Z I

est irréductible dans l'espace entier C lz, z ,I.
U ne fonc tion  en tiè re  f (y )  satisfaisant à  ces trois conditions 1°, 2° e t  3° est dite

d'appartenir à la classe II.
Cela étant, je ne suis pas encore réussi à démontrer l'existence de fonctions entières

appartenant à la  c lasse  II e t de  rangs 2 ou 3 .  Quant à l'existence de fonctions entières
appartenant à  c e t te  c la s s e  e t  d e  r a n g  1, elle sera dém ontrée plus loin. D ans ce qui
suit, on suit la  m êm e m arche de raisonnem ent que l'on a suivie dans le  § 5 précédent
avec les fonctions appartenant  à la  c lasse  II e t de  rang  1.

49. Points m ultiples, points d'indéterm ination et norm alités locales. 1 °  Soit f (y )
une fonction entière définie sur Ci{ y }  et appartenant à la  c lasse  II e t de  rang  1 . Soit

f(y -- ') 2 1 i= y - 2 1 ie( 2 1 " ( Y - 1 )  une fonction analytique multiforme définie sur  C9 y}}
qui a des points singuliers transcendants  à y= 0  e t  0 0 ,  et qui a une infinité de branches
telles qu'une branche quelconque yo (y) soit de la  form e ço2,n(31)=d 721 yD2,0(Y) (n=0, -1-1,
+2, ••.) où W2, 0 (y ) est une branche déterm inée et d2=e 2 7r 2 . Soit T2=-{C111Ci<id21}.
Soit 0 2 (x, y)=ço 2 (y)/x une fonction analytique multiforme définie dans l'espace {C*{ x },
C* { y } 1. C onsidérons la  société S02 de surfaces caractéristiques définie par 0 2 (x , y)
dans l'espace {C*{ x}, C*{ y } 1, qui y est globalement analytique :
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S 0 2 ={ 01(x , y )=c1cer 2 }.

Chaque surface 01(x , y )=c, c.z -A , est irréductib le  dans l'espace  C*fx 1, C*{ y }  I . E t
pour un nombre complexe quelconque c EC*, la surface caractéristique 0 2 (x , y )=c  est
identique à  la  surface  caractéristique  0 2 (x , y )=c o ,  o ù  co erÀ e t  c=c oe ,  n  étant un
entier. D 'où il résulte  que la  projection analytique de So 2  e s t  T .

2 °  F aisons une  transform ation  de  l'espace  P9 x , y } su r  l 'e sp a c e  P9e, v l de la
forme suivante :

Ix=$--7i-Ec2 e =x +y -c 2
;

y=77 71=Y

o ù  CA (* 0 )  est un nom bre com plexe convenable. D ésignons par L i  e t  p a r  L 2 les sur-
faces caractéristiques qui correspondent aux surfaces caractéristiques (x=0, y E P ') et
( x  P ' ,  y=0 ) respectivement : vE P ')  e t  L 2 =(eeP ', v=0 ). Posons
de p lus L 3 , - --- (eGP', v=00) et L4 --L-- -( = 0 0 , v E P ').  D é s ig n o n s  p a r  e '2 (, v ) la fonction

4

analytique multiforme définie dans l'espace /"{E, } - U I L i ', qui correspond à 02(x, y):

gr2 (e, v)= v - 2 1 ieoli ) g(v - ' ) /E-77-Ec2. Désignons par S T-2 la  soc ié té  de  su rfaces caracté-
4

ristiques dans l'espace P '{$ , v}-U lL i l qui correspond à  S 2 :
1=1

Sr 2 =1T . 2(e,77): = C I cer 2 }.

Chaque surface W2 (e, v )=c , cE r 2 ,  s'accumule à tout point des surfaces caractéristiques
L ;  (j=1, 2, 3, 4). D onc tout point des L ;  (j=1, 2, 3, 4) est un point singulier essentiel
d e  Sw 1 . Cela étant, complétons Sw 2 à une société ST- 2 de seconde espèce dans l'espace
P'{$, v l en y fournissant les surfaces caractéristiques L ;  (j=1, 2, 3, 4). C'est possible,
d'après les propriétés 1° e t  2° de la fonction f (y).

30 Envisageons les points multiples et les points d'indétermination de ST- 2 . I l  n 'y
a pas de point multiple, non plus de point d'indétermination de première espèce de S- T -2 •
Il y a trois points d'indéterm ination de seconde espèce de ST- 2 : (e= -c 2 , v=0), 00,
v=0) et 00, ri= 00). Tous les points d'indétermination sont ainsi énumérés, d'après
les propriétés 1° e t  2° de la fonction f (y).

Q u an t aux  n o rm alité s  lo ca le s  d e  Sv À ,  o n  p e u t d ire  q u e  to u t  p o in t  p e L , ( j=
1, 2, 3, 4), qu i est d iffé ren t de  po in t d 'indé te rm ina tion , est un  po in t (a ) de  S k i . L a
vérifica tion  de  ce t énoncé  est im m édia te  pour un  po in t pEL 1 (j=1, 3, 4). Pour un
point p L,, on peut la faire en calculant l'équation différentielle du prem ier ordre qui
définit S T-2 .

5 0 .  Projection analytique 1 °. a )  S o it  r={.;1 I I <p }, p  é tan t un  nom bre  positif
suffisam m ent petit. Soient Joe={7716<l)7-77015_-1-00} e t clœ=74.- 10, c2, 00 1, vo (*0, c2)
étant un nom bre com plexe et 6 un nom bre positif suffisam m ent petit. Soit 3o={ r , L I
un dicylindre dans l'espace P 2 {$, )7 }. Désignons par Mi  la  restric tion  de  L ;  (j=1, 2, 3)
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dans 2 . S o i t  40=30- 1M51 un dom aine. D ésignons par g 2 , 0  la restriction de S T-,i=1
330 e t  p a r  S2,o la restriction de ST À à  Jo . On a la relation g2,0=S2.0U {M A . 32,0

est une société de première espèce dans 3,, sans points multiples et sans points d'indéter-
mination, ce qui se vérifie d'après les propriétés 1° et 2° de la fonction f ( y )  et à l'aide
du résultat dans le N°49, 3° précédent.

Cela étant, cherchons la projection analytique R2,0 de S2.0.
b) Prenons un point 77i) Eacc, tel que la surface caractéristique de S 2 ,0 passant par

le point (e=0, 7 = 7)0  ait une tangente  à ce point parallèle  à l 'ax e  d es  v .  On suppose
ici l'existence d 'un tel point ce que l'on peut réaliser en prenant v o convenable
avec s suffisamment petit. Et on définit un élément v1=02,1(v) de la fonction d'auto-
morphie 77i -= 0 2 (v ) de la fonction multiforme  11'2(0, n)= .-11 ii e( 2 /i ) g( '2 - 1 ) /-v-Fc2 de la
manière suivante :  Soit I  une courbe de Jordan fermée convenable sur le plan C' 1 { }
contenue dans y , partant de e-=0 e t  y  re v e n a n t . S o it  72=0 2 ($, v'), eG r, une repré-
sentation d'une surface caractéristique de S 2 ,0  qui passe par le point (e=0, v=7/) au
voisinage de (e = 0 , v = r ). Prolongeons analytiquement la fonction =(,b2 ($, 72') de la
variable e, partir de e=0 avec la valeur première v '(=0 2 (0, v ')) suivant la courbe
/. O n obtient une valeur finale  vÇ (=02(0, v')) en revenant à $-=- 0. Maintenant on
considère v' comme variable. Alors on obtient un élément v1=0 2 ,1( ) d'une fonction
définie au voisinage de Cette fonction satisfait évidemment  à l'équation d'auto-
morphie :

¶1(0, 771)=W2(0, 77)

et d'ailleurs est différente d'élément trivial 771, -- --v.
c) Une fois obtenu l'élément v1=0 2 ,1(v), prolongeons-le analytiquement dans toute

sphère P 'v } .  la variable v et la valeur 77, étant toutes les deux restreintes dans 3..
On suppose ici que de cette manière on peut obtenir tous les éléments de la fonction
7)i =02(v) au voisinage de C 'est le cas, d'après la propriété 3° de la fonction
f ( y ) ,  si les points critiques algébriques et transcendants de la fonction inverse de la
fonction multiforme c=W 2 (0, v) sont distribués d'une m anière éparse sur la sphère
P i { c } .  C ar la  fonction  F2 (z) , --- (c2 -e")e 2 1 - (2 /i ) g(e- i z )  est une fonction uniformisée de
1/ 1 2 (0, v ) par une transform ation de la variable : D'où il résulte que toute
fonction méromorphe 77) de deux variables $ e t  v dans Jo et définissant S 2 ,0  prend
une et une même valeur sur toutes les composantes irréductibles dans 4 0 d'une surface
caractéristique yr 2(e, 0=c, la surface Ye2($, v)=c passant par un point (=0 , v=v') au
voisinage de (e=O, v-=vD. C'est-à-dire qu'elles forment une et une seule classe d'équi-
valence CE R 2 ,0  dans la définition de la projection analytique de S 2 , 0 .  Tout point de
?tf;  (j=1, 2, 3) est un point singulier essentiel de S2.0, car toutes les composantes irré-
ductibles appartenant à, s 'a ccu m u len t  à tout point de  Aff  (j=1, 2, 3). Donc, d'après
le théorème A (§ 1), R2,0 doit être analytiquement équivalente à. une des P', C *
o u  Ti,. D 'où, d 'après le  lem m e 1 (§ 1), on peut dire que toutes les composantes irré-
ductibles dans Jo de chaque surface caractéristique ?13'2(e, 77)= c ,  c G r 2 ,  qui contient des
points dans Jo , forment une et une même classe d'équivalence dans R2,0. D'où R 2 ,0

doit être analytiquement équivalente  TI, car toute surface ¶2(e, 7 7 )= C ,  cEz. 2 ,  con-
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tenant effectivement des points dans 40.

51. Projection analytique 2 °. a )  S o it  2-'= -{e lle l< p l, p ' étant un nombre positif
suffisam m ent approché de p  e t  p < p '.  Soit — I  < 6' étant un nombre
positif suffisamment approché de e e t  s < s '.  Soient 3={2-', P 1 } e t  z-i;={ / 3

'  ,  3,f,} des
dicylindres dans l'espace  P 2 {e, v 1. Posons .13'=-3,u3. Soient A I; les restrictions de

L i  (j=1, 2, 3, 4) dans n '.  Posons D'=1}— Aej i. Appelons la  restric tion  de
4

So- 2b '  e t  S'2 la  re s tr ic tio n  d e  S e -2D ' .  O n a  la  re la tion  g = -S U {M; }. On

suppose que .75'2 soit une société de première espèce dans e t sans po in ts m ultip les
e t sans po in ts d 'indé term ination , ce  que  l'on  peu t réa lise r en  p renan t v o convenable
avec p ' e t  s' suffisamment petits.

P renons des dom aines .-g-)  e t  .0  te ls que :  2, 1}; e t  2=i15— I I (y:1) 1.
Appelons SA la  restriction de 3q,zZ . - -o e t  S2 la restriction de  S à D.

b ) Cela étant, envisageons d'abord la projection analytique .gZ2 d e  S 2 .  Toutes les
composantes irréductibles dans 2  d'une surface caractéristique quelconque ri))=c,
c r 2 ,  fo rm ent une  e t une  m êm e c lasse  d 'équ iva lence  dans  5R 2. Ce qui se résulte
d 'après le  résulta t du  N°50 précédent, et à  l'a ide  du lem m e 2 (§ 1). Par suite .R2 d o it
être T .  E t  to u t  p o in t  d e  111.1; I nrD (j=1, 2, 3, 4) est un point singulier essentiel de SA.

Envisageons ensuite les propriétés de S A . S 2  est localem ent analytique aussi en
tou t po in t de  1M'i  I n -4) ( j=1, 2, 3, 4). C e  q u i se  ré d u it d 'a p rè s  le  ré su lta t  d u  N°49,
3 °. D e plus SA est globalement continue dans .0. Ce qui se résulte du lem m e 5 (§ 2).

52. Soit h un domaine quelconque dans l'espace C"{ x, y }, pouvant être en parti-
cu lie r  C2 { x, y} lu i-m ê m e . D 'a p rè s  le  r é s u lta t  d u  N°42, ri est analytiquement équi-
valent à  un  dom aine  -.0- p ris  p lus hau t. A ppelons  1\'I 2 la surface caractéristique dans D
qui correspond à fm;nf..-61 d a n s  b. M 2  peut être  décom posée en nom bre infini

j= 1

dénom brable  au  p lus de  com posantes irréductib les dans C l Appelons 2.S( 2 e t  S2 les
sociétés de première espèce qui correspondent  à  S2 et à  82 respectivem ent. A lors 32
e t  S2 jouissent de toutes les propriétés étudiées plus haut. Or l'existence de fonctions
appartenant à  la classe II e t d e  ra n g  1 étant démontrée tout de suite, on est maintenant
parvenu au

Théorème 2 : II. Ils existent dans h des sociétés gA (A étant des nombres complexes
dont les parties réelles sont >0) de surfaces caractéristiques de prem ière espèce, sans
points multiples et sans points d'indétermination satisfaisant aux conditions suivantes:

Désignons par M2 une famille partielle convenable de g 2, contenant des surfaces carac-
téristiques en nombre infini dénombrable au plus et ne s'accumulant pas ir l'intérieur de

Ponsons D2=D - IM 2 I .  Appelons SA la restriction de :SA D A .  A lors S2 est glo-
balement analytique dans DA, sa projection analytique étant analytiquement équivalente
T b  De plus S2 a tout point de IMA1 com m e un de ses points singuliers essentiels de
façon que l'allure de 312 au voisinage de chaque point de IM2I soit d'espèce suivante:

SA reste localement analytique en chaque point de I AI AI, cL d'ailleurs reste globale-
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ment continue dans b".

53. D ans ce qui suit, on va dém ontrer que la fonction entière rationnelle x= f (y )
y est une fonction appartenant  à  la  classe II et de rang  1:

10 D 'abord cette fonction satisfait évidem m ent aux conditions 1° e t  2° précédentes
(N°48) avec O.

2 °  Ensuite envisageons la condition 3° (N°48). Appelons F2(z)=(1-1-(i/2)—e")e 2 z,
où A est un nom bre com plexe dont la partie réelle est >0, une fonction entière qui est
obtenue de la fonction originale f(y)==-y. O n a  p ris  ic i c2=1-1-(i/2). Soient z=02(w)
la fonction inverse de la fonction w =F2 (z) e t  R 2  la surface de Riemann de la fonction
02(w) é ta lé e  su r  P if  w 1. S i l 'o n  sa it  la  s tru c tu re  d e  R 2  et en particulier son arbre
topologique, c'est facile d'examiner la condition 3 ° . O r la  fonction F2(z) est identique
en essence à u ne  fo n c tio n  co n sid é rée  pa r P . B o u trou x ° . U n  cas p a rticu lie r  o ù  o n  a
posé 2=1 a  é té  é tudié  en  déta ille  par F . Iversen ([6] pp. 60-67). Ii a trouvé explicite-
m e n t la  s tru c tu re  d e  R i . D a n s  le  c a s  o ù  2 est réel positif, on peut suivre la m êm e
m arche du calcul que celle  fa ite  par F . Iversen p o u r re c h e rc h e r  la  s tru c tu re  d e  R2.

Dans le cas où A est complexe, on peut constater avec une considération topologique que
la  structure  de  R 2  se modifie continûment avec le paramètre  A  sa n s  m u ta tio n . E t o n
tro u v e  q u 'e lle  e s t id en tiq u e  topologiquement pour tout  A  considéré . E n  particu lier,
l'arbre topologique correspondant  à  R 2  e s t  id e n tiq u e  p o u r  to u t ,1 considéré . C e que
l'on va dans la suite décrire d 'une m anière concrète.

54. 3° a) L es po in ts c ritiques transcendan ts de  0 2 (w ) so n t s itu é s  to u s  su r  le s
points w=0 e t  co . Les points critiques algébriques de 02(w) se  projètent su r  le s  w=
(i/2)c/ 11 (n=0, ±1, ±2, • • .) où  d2-=e 2 2 , su r ch acu n  d esq u e ls  se  s itu e  u n  e t u n  seu l
d 'ordre  1 . E n effe t, avec  la  proprié té  de  la  fonction  en tière  F2(z) qu'elle est d'ordre
1 et qu'elle satisfait  à l'équation fonctionnelle F2(z+2rn)=d 71F2 (z ) ,  n é tan t un  en tie r
quelconque, on peut dém ontrer que les valeurs asym ptotiques de F2(z) sont seulement
w=0 e t  00. C e qui est fait à l'a id e  d 'un  th éo rèm e  b ien  con n u  d e  L. V . Ahlfors con-
cernant le nom bre des valeurs asym ptotiques d'une fonction entière d 'ordre fini. D 'où
la partie  prem ière d 'assertion. Pour dém ontrer la  partie  seconde, il suffit de calculer
les zéros simples z„=2;rn (n=0, ±1, +2, ••.) de  dF2 (z)/dz et les valeurs en ces points
d e  F2 (z): w n =F 2 (z 1)=(i/2)dl.

L e s  p o in ts  w„=(i/2)c/1 se  s itu e n t  to u s  su r  u n e  c o u rb e  d e  Jo rd a n  s im p le  14.=
{ w-- = (i1 2 )e " '1 -0 0 < t< + 0 0 }. Posons 1_={w=-- - (ib i)e - 2 7 `" 1 -0 0 < t< + 0 0 } .  C 'est une
courbe de Jordan simple symétrique à  1+ par rapport  à  l'o rig ine . P osons

/=-LU{O}UL FU{ 00} .

A lors 1 est une courbe de Jordan fermée sur P 1 { w}, l'o rien ta tion  de  1 étant définie par
l 'o rd re  —i/À, 0, i/2. S u r t se trouvent tous les points fondam entaux de ram ification

6 ) L a  fonc tion  considé rée  pa r P . B ou troux  est la  su ivan te  ( [ 3 ]  p . 77)

21e ( 2 + 2 1 /2 1 ) "  cos t—i(2-1-2 1 )e (2 +2 1/ 2 0 "  sin t= (1-1-2 1 —e 2" ) e 21 ti 2 1

L a fonction  F2 (z) se  d é d u it d e  c e tte  fo n c tio n  e n  y  fa isa n t 21 -----i/2 e t  2t=z.
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transcendante et cels de ramification algébrique dont les points d'accumulation sont
deux points w=0 e t  00•

b )  Prenons un point Q  (appelé point intérieur) dans le domaine  g a u c h e  d e  1 et
un point x  (appelé point extérieur) dans le domaine  à  droite  de 1. Relions les points
intérieur et extérieur par les arcs de Jordan appelés n ( 11=0, ±1, +2, ••.) et appelé
—co, chacun croisant I  une seule fois en un point dans les parties ((i/2)d'i, (i/À)dri) de
1+ e t  d a n s  L  respectivement, et de façon qu'ils n'ont aucun point commun sauf des
points extrémités (Figure 3). Cela étant, la surface de Riem ann R 2  est représentée
par l'arbre topologique (T i ) de la forme suivante (Figure 4), où les nombres n (n=0,
+1, +2, et le nombre —co signifient les côtés qui correspondent aux arcs n et au
arc  —co respectivement, et les deux points noirs: une suite de côtés n dans une direc-
tion infinie positive ou infinie négative :

(Cas ai la partie imaginaire de A e s t  >0.)
Figure 3.
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Figure 4. (T 1 )

55. 4
0 a )  L a  fo n c tio n  d'automorphie z 1=--0 2 (z) de la fonction F2 (z ) est irréductible.

O n le  dém ontre  à  l'a ide  de  l'a rb re  topo log ique  (T E ). P our ce la , il su ffit de  m on tre r
que pour une paire de noeuds fixés de même espèce sur (T 1 ) , par exem ple cels désignés
par a e t p a r  b, étant donné un noeud c de même espèce (mais différent de a), on peut
trouver un parcours fermé convenable sur (T g )  p a r ta n t  d e  a  e t y  re v e n a n t, te l q u 'il
correspond un parcours fermé ou non partant de b et arrivant  à  c. (V . G . af
[5 ] pp. 8 -9 .) O r c'est possible. Puisque si l'on effectue des parcours ferm és d'origine
a : n, (n= +1, +2, •..), avec les parcours correspondants, b arrive à  tous les noeuds
c  s itu é s  su r  la  lig n e  h o riz o n ta le . E t s i l 'o n  e ffe c tu e  d e s  p a rc o u rs  fe rm é s  ré p é té s
d'origine a : -w , 0; --co, 0; ••• , avec  les parcours correspondan ts b  arrive à  tous les
noeuds c  situés su r la  ligne  vertica le . C. Q. F. D.

b )  L a  fo n c tio n  d'automorphie i=0 2 (77) de  la  fonc tion  ?1f 2 (0, 77), W2 (0, 77) étant
définie à  partir de  la  fonction orig inale  f(y)=- y , satisfait à  la condition supposée dans
le  N°50, c) qui concerne la continuation analytique. Puisque cette condition résulte de
celle qui correspond à  la  fonc tion  d'automorphie z 1 =N 2 (z )  d e  la  fo n c t io n  F,i (z). Et
cette  dern ière  se  vérifie  fac ilem ent d 'après les proprié tés déjà  c itées de  la  fonction
F2 (z)=.(1-Ki12)-e i z)e 2 2 . C. Q. F. D.

56. R em arque. Soit ST 2 la société de seconde espèce dans l'espace .f-fe, 771 définie
dans le  N°49, 2° à  l'aide d'une fonction entière appartenant  à  la  c la sse  II  e t d e  ran g
1.T A est aussi défin ie  par une équation différentie lle  du prem ier ordre  dont le  co-
efficient est une fonction rationnelle de deux variables e e t 77. Faisons une transforma-
tion de l'espace P 2 {E, sur l'espace /"Ie,, 77,1 de la form e suivante :

=$ e=e,
721=erl
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A lo rs  o n  o b tie n t u n e  so c ié té  S4,2 de  seconde espèce dans l'espace P 2 { 1, vi } , trans-
formée de S T-2 . 34,-2 est aussi définie par une équation différentielle du prem ier ordre
dont le  coefficient est rationnel. Par suite  S h  jou it seu lem en t d 'un  nom bre  fin i de
points multiples et d'un nombre fini de points d'indétermination dans l'espace P 2 {$1,
T o u t  a u tr e  p o in t  d e  F le t , )7,1 est un  poin t (a) d e  .34,2 e t  a u q u e l -..gr2 est localem ent
analytique. A  l'origine se situe un point d 'indéterm ination de prem ière espèce auquel
S4- 2 n'est pas localement analytique. Ce que l'on peut démontrer avec la même méthode
de dém onstration faite dans le N °5 0 . A  p a r t ir  d e  c e t te  s o c ié té  ,34.2 ,  e n  su iv a n t la
même marche de raisonnement fait dans les Nos 51-52, on parvient à  l'énoncé suivant :

Soit bd un domaine donné à l'avance dans l'espace C 2 . A lors ils existent dans D des
sociétés g 2  de surfaces caractéristiques de première espèce, sans points multiples et sans
points d'indétermination sauf un seul point d'indétermination p de première espèce satis-
faisant aux conditions suivantes:

1 ° )  Désignons par 1\12 une famille partielle convenable de ,-S4 contenant des surfaces
caractéristiques en nombre infini dénombrable au plus et ne s'accumulant pas à l'intérieur
de i3. Il y  a tro is surf aces caractéristiques de  1 I À qui passent par p. Posons D2=
D-1Al2 1. Appelons S2 la restriction de g 2  à  D 2 . A lors S2 est globalement analytique
dans D2, sa projection analytique étant analytiquement équivalente à  T .  D e  p lu s  S2 a
tout point de I M À I  comme un de ses points singuliers essentiels.

2 ° )  En chaque point de s a u f  l e  p o in t  p, ...%§2 est localement analytique. A u point
p, .—s A n'est pas localement analytique.

3 ° )  g 2  est globalement continue dans O.

§ 7 . Certaines applications analytiques de rang 1

On les étudie en construisant des sociétés de surfaces caractéristiques de la même
m a n iè re  q u e  l 'o n  a  f a ite  d a n s  le s  §§ 5 e t  6 précédents. O n trouve par la  suite  les
formes nécessaires des fonctions entières ou méromorphes appartenant aux classes I  ou
H  e t de  rang  1.

57 . Soit R  une surface de Riem ann étalée sur P'{ x }. Supposons que R possède
seulement un nombre fini de points fondamentaux de ramification : 0, a1, a2, ,  ah, 00,
où a i #a k  ( j# k ) et a * O, 00, de façon que tous les points de ramification logarithmique se
projetent sur les points x =0 o u  00, et qu'ils n 'existent qu'un nom bre fini de points de
ram ification algébrique sur chacun des points x=0, ai , 00. Supposons de plus que R
soit de genre O . Soit  x = ( y )  une fonction génératrice de R  définie dans un domaine

d e  P '{y }.
D ans cette condition, on va chercher le type de R  e t la  fo rm e de  x =se(y).
10 D 'ab o rd , on  su p po se  san s pe rd re  la  g én é ra lité  q u e  y =  00 est contenu dans o.

Soit S ,  la société de surfaces caractéristiques définie par la fonction méromorphe go(y)/x
dans le domaine { C*{ x }, 6 }, qui y est globalement analytique :

s ={w(Y)--cfrEc*}.x
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Complétons ,S„ à  u n e  s o c ié té  .3, de  p rem ière  ou  de  seconde  espèce  dans l'espace
{ C*{ x }, P'{ y } 1, en y fournissant les surfaces caractéristiques 1 ,,= (xE C *, y=c), cE
P I — o. C'est possible d 'après la form e de la surface de Riem ann R.

Prenons un point quelconque y  fro n tiè re  d u  d o m a in e  IC*1 x 1, 51 dans l'espace
{C*{ x }, Pl {y } 1. Envisageons l'allure de 3 , au  vo isinage  de  y .  L e  p o in t y  est un
point (a) de  :S"'„, d 'après la  form e de  R .  Soient x= x ', y =  v ' les coordonnées du point

x ' étan t un  poin t de  C* e t y ' é tan t un  po in t fron tiè re  de  6 .  Prenons un systèm e
de coordonnées locales e= x e t  rj= y — y ' au  vo isinage  de  y .  Une restriction de
.3, au voisinage de y  est rep résen tée  par une  sé rie  de  pu issances de  E convergeant
dans un cercle !el <r, de la form e suivante ([8 ] pp. 75-76 e t  79-80):

77= a  c i(a)e-1- c2(a)e2+ • • •

où les coefficients c 1(a )  sont des fonctions continues de la variable a dans un cercle
la < p .  Or, d'après le m ode de la construction de  c h a q u e  c/a) e s t d 'e spèce  su i-
vante :

a) ci (a ) est holom orphe en tout point a, a l < p ,  te l q u e  a +  y ' E3 ;
b) ci (a )=0  en  tout poin t a, lai  <p, te l q u e  a -l-y 'E P 1 {y }-6 .

D onc, d'après un théorèm e de T. Rach), ci (a) est une fonction holomorphe dans tout le
cercle lai < p .  Soit ch (a ) un coefficient de la série qui ne s'annule pas identiquement
d a n s  I a l<  p .  Il ex iste  au  m oins un  te l ci o (a ), d'après le mode de la construction de S„.
L'ensemble e de tous les points frontières de  o est contenu au voisinage de y = y ' dans
l'ensem ble de points y=-3, '-Fa', a ' étant des zéros de c, o (a ) dans l ai < p .  P ar su ite  e
ne contient qu'un nom bre fini de points au voisinage de y = y ' .  L e  p o in t y ' é tan t u n
po in t que lconque  fron tiè re  de  6 ,  e  n e  co n tien t q u 'u n  n o m b re  f in i d e  p o in ts  d an s

b1, b2, ••• , bk. D'où 3 = P 1{Y} - 01, b2, ••• , bk  1.
2 °  Ensuite, envisageons la fonction génératrice x=w (y) elle-même. est locale-

ment analytique dans l'espace {C*{ x }, Pif y } 1, ce que l'on voit d'après la considération
faite  p lus haut. D onc  e s t  a u s s i  d é f in ie  p a r  u n e  équation différentielle du prem ier
ordre  don t le  coeffic ien t est une  fonc tion  ra tionnelle  de  y  (e t a insi ra tionnelle  de  x
comme on voit immédiatement):

dy
= 0 (x, y).dx

Or la restriction de l'équation (6) dans le domaine {C*1 x 1, 3 } a une intégrale prem ière
w(y)/x. D 'où l'équation (6) s'écrit aussi

dY ço(Y) 
dx xw'(y)'

o ù  w'(y)=-dw(y)/dy. Le coefficient de l'équation (7) étant une fonction rationnelle de
x et de  y , il en  résu lte  que

03)) =
ço( y ) 

(Ky) ,

(6)

(7)

Q(y) étant une fonction rationnelle de y. En intégrant cette équation de dérivé logari-
thm ique, on trouve la form e de w(y).
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En somme on conclure de la manière suivante :

i. I? est représentée  conf orm ém ent par x=w (y ) su r u n  d o m ain e = Pi { y} —
{14, b2, ••• bk 1-

ço(y) doit être de la form e

w(Y)=Qi(Y)e Q 2 ( Y )

(),(y ) e t  Q2 (y) étant des fonctions rationnelles, et l'ensem ble de pôles de Q2 (y ) étant con-
tenu dans l'ensem ble de points {b1 , b2 , • • •  ,  bk}. (C f . G. Elfving [4] pp. 22-26.)

58. S o it  R  une surface de R iem ann étalée  sur T M ,  o ù  A est un nom bre com -
plexe dont la  partie  réelle  est > 0 . Supposons que R  possède seulem ent un nom bre
fini de points fondamentaux de ramification : ai, a2, •-• a h ,  o ù  ai *a k  ( j * k )  de façon
que sur chacun desquels il n'existent qu'un nombre fini de points de ramification algé-
brique et il n 'existe  rien  de point de ram ification logarithm ique. Supposons de p lus
q u e  R so it de  genre  O . S o it C=0 2 (y ) une applica tion  généra trice  de  R  définie dans
un domaine  ô  d e  P l { y } .  S o it x 2 : C*{ x 1--3711C1 la projection canonique qui définit
T K I  co m m e esp ace  q u o tien t d e  C*I x } par un  sous-groupe m ultip lica tif d iscre t
{ x I j= 0, ±1 , 2 ,  • • } où d2 =e 2 .  Posons x =p 2 (y )=(K I 1 . 0 2 )(y) l'application com-
posée de 02 et de Appelons x=ço 2 (y ) une fonction génératrice m ultiform e de R.
x=-- --ç 2 (y) est une fonction analytique multiforme ayant une infinité de branches dont une
branche quelconque w2 ,„ (y ) est d e  la  fo rm e  (p2.7i(Y)=Ow2,0(Y) (12=0, ±1, ±2, •••)
w2 ,0(y) est une branche déterm inée. x=cp a (y )  n'est pas nécessairem ent irréductible et
peut être décomposée en plusieurs fonctions analytiques uniformes ou multiformes.

D ans cette condition, on va chercher le type de R e t la  fo rm e de  x=w 2 (y).
10 D 'ab o rd , on  su p po se  san s pe rd re  la  g én é ra lité  q u e  y=00 est contenu dans cl.

Soit S "  la société de surfaces caractéristiques définie par la fonction analytique multi-
forme ço2 (y)/x dans le dom aine {C*fx }, 61, qui y est globalement analytique:

.S,2 = I
ço 2 (y)

=c11_ Ici <  d 2 } .x

Complétons S " à u n e  s o c ié té  3,02 de  prem ière  ou de seconde espèce dans l'espace
IC*{x}, P '{ y} 1, en y fournissant les surfaces caractéristiques 1, = (xE C *, y=c), c e
P i— o . C'est possible d 'après la form e de la surface de Riem ann R.

Prenons un point quelconque p' fron tiè re  d u  d om aine  {C*{ x }, 3 } d a n s  l 'e sp a c e
{C*{ x }, P'{ y } 1. A lo rs  le  p o in t  y  est un  poin t (a)  d e  3 ,  d 'après la  form e de  R.
D'où avec le même raisonnement que cel f a i t  d a n s  le  N°57 précéden t, on  peu t d ire
q u e  l'e n se m b le  d e  to u s  le s  p o in ts  f ro n tiè re s  d e  3 ne contient qu'un nombre fini de
po in ts  dans M y}  : bi , b2 , ••• , bk . D 'où (3= P l { Y } — Ibi, b2, ••• bk I-

2 °  Ensuite , envisageons la  fonction génératrice m ultiform e x=w 2 (y ) elle-même.
.3 9,2 est localem ent analy tique  dans l'espace  {C*fx  1, P'{ y } 1, ce que l'on voit d 'après
la considération faite plus haut. Donc .--Sv,2 est aussi définie par une équation différentielle
du prem ier ordre dont le coefficient est une fonction rationnelle de y  (et ainsi ration-
nelle de x comme on voit immédiatement):
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(8)
d y  

= 0 2 (x ,  y ).dx

O r la restriction de l'équation (8) dans le  dom aine  C*1 x 1, ô}  a une intégrale première
multiforme ço2 ( y )/ x .  D'où avec un raisonnement paréil à  c e l fa it d an s le  N°57 précéd-
ent, on  trouve la  form e de w2(y).

En somme on conclure de la manière suivante :

j. R  est représentée conform ém ent p ar C = 02(y) s u r  un  dom aine  6 = P '{y } —

{b1, b2, ••• , bkl.

p 1 (y )  doit être de la f orm e

(P2(Y)=Qi(Y)(12(31) 2 "e Q 3 " )

QI(Y), Q2(31)  e t  (23(30 étant des fonctions rationnelles, et l'ensem ble de z éros et de pôles
de Q 2 (y ),  et l'ensem ble de pôles de  Q ( y )  étant tous les deux  contenus dans l'ensem ble de
points {b1, b2, ••• 1 4 } .
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