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Sur des conditions nécessaires pour les équations en évolution

pour que le problème de Cauchy soit bien posé

dans les classes de fonctions C  II

Par

Keiichiro KITAGAWA

§10. Introduction à  la deuxième partie

C ette  no te  constitue  la  deux ièm e  pa rtie  de  no tre  m ém oire  [9 ]. N ous
redonnons brièvement l'introduction pour les lecteurs qui n'ont pas la première
partie de ce mémoire sous la main.

Il s'agit du problème de Cauchy homogène:

L(t, x; 0,, 0 „)u(t, x) = 0 (t, x)E [0 , T o] X  Rd

Oit '  u(0, x) o i (x) j = 1, , m

pour une équation différentielle linéaire aux dérivées partielles à  coefficients de la
classe de Gevrey :

L (t, x ; O„ x )u(t, x) —= [a7z — E  a (t, x ; ax)(r - i]u(t, x) = o
1=1

Comme nous avons dit à  la première partie, notre intérêt principale est de
donner des conditions nécéssaires pour que le problème de Cauchy homogène (PC)
dont le plan initial est f ixé  à  t = 0  soit (uniquement) soluble dans la catégorie de
fonctions C ' (Gevrey).

Par l'introduction de la notion du polygône de Newton, nous réunifions en un
théorème (théorème 1) quelques unes des conditions recherchées : la condition pour
la parabolicité dans la catégorie de fonctions C ' [1], [14], [26]; la condition pour
l'hyperbolicité, soit sur la partie principale (théorèm e de Lax-M izohata) dans la
catégorie de fonctions analytiques ou de Gevrey [3], [4], [10], [11], [15], [18],
[25], soit sur la partie inférieure (condition de Levi) dans la catégorie de fonctions
de Gevrey ou de C "  [3], [4], [5], [12], [19], [20], [21]. [23], [24]. Nous l'énon-
ç o n s , a u  th é o rè m e  1 , c o m m e  la condition nécessaire pour l'ex istence (non
nécessa irem ent un ique) de  so lu tion  C ' par l'in troductin  d 'une  no tion  "(s)-
soluble". E t  c o m m e  la condition nécessaire pour l'unicité locale de solution
[6], [8], [16] nous énonçons le théorème 2.

Comme des corollaires directes de ces deux théorèmes, nous énonçons trois
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théorèmes : Le théorème 3 donne un raffinement d'un théorème de S. Mizohata
[16] sur la proprieté de la propagation à vitesse finie et un raffinement aussi d'un
théorème de K. Kajitani [6] : Le théorème 4 donne un raffinement du théorème de
Lax-Mizohata; Le théorème 5 donne un raffinement des théorèmes de V. Ya. Ivrii.

D a n s  la  p re m iè re  p a r tie  [9 ] d e  n o tre  m é m o ire , m e tta n t l 'a c c e n t su r
l'explication de l'idée de la m éthode am éliorée de l'énergie m icro-locale de
S. M izohata [8], [15], [17], [19], [20], [21], [22], [23], [24], [27], nous nous
sommes limités à énoncer un cas spécial du théorème 1, mais nous avons donné sa
démonstration détaillée. Dans cette note, nous donnons nos résultats en pleine
forme, mais, leur démonstration étant toute pareille à celle à la note précédente,
nous ne le répétons plus et nous nous contentons de remarquer seulement les
points à modifier à cette démonstration. Nous prions au lecteur de conférer la
démonstration à la note précédente.

Nous énonçons nos résultats à la section 11 suivante : A la section 12 nous
énonçons la proposition fondamentale sous la pleine forme avec la remarque sur
les points à modifier à sa démonstration à la note précédente : Nous faisons une
modification de la proposition fondamentale à la section 13: Nous donnons les
démonstrations de nos théorèmes à la section 14.

§11. E n o n c é  des théorèmes

N ous répétons l'explica tin  de  notre  écriture  pour qu 'on  puisse  lire  les
théorèmes sans se référer à la première note.

Pour deux vecteurs a (a 1 , ..., a d), b (b1 , bd), nous écrivons :

a = b  si a i  = b i ; j = 1,..., d a < b si a i  < b i ; j = 1,..., d

a + b (a i  + b 1 , • • • • ad + bd) ab (a i b .. • • adbd)

, d:i d) a! a-  (a l !, ad!)

lal ladl)
d

dJ ( a ) a -  a l  + • • + a dE  ai h(a) ==- a l ...ad =  n  a i

i= 1 j= 1

Pour un scalaire a e R, nous considérons un vecteur de  R d :  v (a) (a, ... , a)

Pour la simplicité de l'écriture, nous abrégerons v (a) par a et aussi h(a) par
a. Ainsi on écrit par exemple :

= h(aa) = ... ct:,a pour a (a 1 ...., a d) et a (c  .... , ad)

a Œ = h(v(a)OE) = + I d  pour a e R et a ( , ad )

De même nous écrivons :

+ •••+ ad 1= ; D "  ( —  x

y
 ,  ( i — 1) (x ; D  f (x ;x



Problèm e de Cauchy II 3

Soient: IlfM = pour une fonction f; Mf  1M Ej 1 
f i  pour un vecteur

= 
f -= ( f1; f . ) ;  II a(° D)II li a(°, D)111,2(Rd) -• L2(R) p o u r  u n  o p é r a te u r  pseudo-
différentiel borné a(x; D).

Ensuite nous expliquons les espaces fonctionnels que nous utiliserons: les
c la s s e s  d e  Gevrey. S o ie n t  Q  u n  d o m a i n e  d e  l e  e t  s  (s 1 ,..., sd ) et
R  (R 1 , ,  Ra)  des vecteurs. Quelques-uns des s;  peuvent eventuellement être
in f in is :  so it p a r  e x e m p le , p o u r  la  s im p lic ité  d e  l'é c r itu re , s (s ' ,  s " )  avec
s' (s1 ,., s,), s"( c c , ., G o ) ; 1 s ;  < co (j = 1, . , e). Nous écrivons a (a', ci")

(0(1— at, oc4+1—, ad).

y (Q) = {f(x)e (0 ); v K compact c Q, va" ; sup a lx.f(x)1/a'! 5 "R'Œ' < cc}
xeK ,a'

vng2)= U riz(Q), v <s>(Q)= (1 y(Q)
R > 0 R > 0

H (Q ) {f (x)e I  (0); VŒ ;  Sup I f111,2 ( , ) / r' R'z' < col

11(s) (Q) U  H (Q ), 1 1 < s ) (0 ) fl H (Q )
R > 0 R > 0

où (52) {  f  (x )E  C N O ); a x2 f 42(.0) < Go v Œl.
A in s i o n  a  y( ' ) (Q) = y<c°>(Q) = C'(52) e t  H ( ' ) (Q) = H<œ ) (Q) = 1-/x(0). Nous
disons qu 'une  fonction  de  y ( Q )  o u  d e  H (Q ) (y< s ) (Q )  o u  d e  H<s) (Q)
respectivement) est d'indice (s) (<s> respectiement).

Soit, pour deux espaces vectoriels topologiques E e t F, Cm(E, F) l'espace de
fonctions m-fois continuellement différentiables, définies dans E et à valeur dans F.

Nous supposons que les coefficients soient des fonctions de la classe de Gevrey
d'indice (s - ) ou <s-  > et nous considérons le problème de Cauchy dans la classe de
Gevrey d'indice (s) o u  <s>; Sur ces indices nous supposons:

1<s —  < s < oo ; s —  < cc .

Nous expliquons ensuite le polygone de Newton (.4)0 (t, ,Z) pour le poids (p, 6)
attaché au point (t, .Z) qui est introduit dans [19].

N o u s co n sid é ro n s le  p o id s  (p, 6); p( p i ,., p d ), 6 (6,,., 6 d ) que nous
supposons:

0 < p <  cc.

Soient

L(t, x; è, è )u(t, x) [a7, — E a; (t, x ; ax ),37a-  ]u(t, =
j=1

o ù  ai (t, x ;E  ai a (t, x)cŒ _= EE (t — t)ia k ) (x — )î)i 1 k ) a ; ,(t, x)cŒ.
a a  k
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( 1 + 
o- (jak) J(pat — bv(jak)))Nous faisons correspondre à (jak) le point   a u  p la n

J j
X Y . N ous y  a joutons un  poin t (1 ,0) exprès. N ous appelons le  polygône de
Newton pour le poids (p, 5) attaché au point (t, Z), noté par (A)0 (t, .i), le plus petit
polygone à côtés de pente non négative contenant tous ces points.

(Polygone de Newton)

Pour un nombre ,c > 0 donné, soient P,, 13 ,* le point de contact de la tangente
a u  (.61)0 (t, .Z), à  pente non négative, tirée du point (0, .c) e t  a ,  la pente de cette
tangente: Quand cette tangente n'a qu'un point de contact, P„ = P,* est ce point de
contact : et quand elle a un côté commun avec le (61)0 (t, P „  est le sommet
l'extrémité gauche de ce côté et 13 * est celui à l'extrémité droite de ce côté. Quand
il n 'y  a  pas de telle  tangente, P , e t  P*  sont convenus d'être respectivement le
sommet P„, à l'ex trêm e droite du (4)0 (î,"Z) et le point à l'infini, et a, est convenue

— co•
Pour un point P du (A)0 (t, )Z), soient H; et H; les côtés du (61)0 (t, 5e) juste

la gauche et à la droite respectivement de P et ap-  et al; les pentes de ni: et H;
respectivement. Ainsi o-;,,, = 0.

Pour deux sommets P et Q du (A)0 (l, donnés dont Q est à la droite de P,
que nous écrivons P < Q, soit [P, Q] ([P, Q) resp.) l'ensemble de tous les sommets
du (.4)0 (t, .5e) entre ces deux sommets, P, Q tous les deux inclus (P inclus et Q exclu
resp.): et soit IP, QI l'ensemble de tous les points sur les côtés du (4)0 (t. Z) entre
ces deux sommets P, Q tous les deux inclus. Nous convenons [P, P] = IP I et
[Q, P] = pour P < Q.

S o it, p o u r  u n  so m m e t P (1  + q , p )  d u  (A)0 (t, 5i) donné, le polynôme
caractéristique attaché à P:

prg(),)(t, X ;  ;  t, je)

—= Am  —
( t f )r(jak )— qj x v(jak) ^ Aaja k (t, x  + X 6) a

(jak)E q ,

{ciao; ( I ± aucrk) 0 09 a — 6v(jœk)))
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et x, (x,,, , x,d): 0 si 5;  0 0, x„, x;  s i  6;  =  0  (j = 1, , d)

Remarquons que l'on a

14(A)(f, )0 = Am  —  E  xvuak)a,c,k(f +  x x . ) m
(jak)E p

Pp { ( i
ak); ( 1o - ( :pic) d(pa — (5v( jak ) ) )  p }

où
I

Soient enfin :

Pi •P — 6 .J• Ja max —, e t e p „ _= Min •s; s  •

Remarquons que, s -  é tant supposé s-
 < + oo, l'on  a : e p ,  >

Ayant ainsi expliqué notre écriture, nous envisageons le problème de Cauchy
(PC).

Definition 1. ( 1 )  Disons que le problème de Cauchy (PC) est (s)-soluble s'il
existe un domaine 0 0  e t un  nom bre  positif T , tels que les coefficients sont de
C

°
([0, T0 ], y(

s
-)

(0 0 )) et que, pour toutes les données cioi (x)E H (s) (R d )(j = 1,., m ), il
existe une solution u(t, x)e Cm([0, T0 ], C (S -20 )) du (PC), au sens que l'on ait:

(L (t, x; Ox )u(t, x) = O (t, x) e [0, T0 ] x Qo
O r  u(0, x) = cp(x) x 00, j  = 1,., m.

(2) Le problèm e de C auchy (PC ) est dit t-localement (s)-soluble s'il existe un
domaine Q0  e t un nom bre positif T , tels que les coefficients sont de C°

([0, T0 ],
.),
(
s
-)

(0 0 )) et que, pour toutes les données tpi (x)e Ii
(
s
)
(12

d
)(j = 1,., m), il existe un

nombre positif T ( T  T 0 )  et une solution u(t, x)e Cm([0, T], Cœ)(Q,)) du (PC).
(3) Le problème de Cauchy (PC) est dit localement (s)-soluble a un point x  =  s'il
existe un voisinage 0 0  d u  p o in t  x = e t un  nom bre  positif  T0  te ls  que  le s
coe ffic ien ts  son t de  C°

([0, T0 ], y" ( 0 0 )) e t  q u e , p o u r  to u te s  le s  d o n n é e s
cp; (x)e 11 (s) (R d )( j = 1,., m) il existe un nombre positif T(T  < T ,), un voisinage .0 (0

0 0 ) de x = .)Z et une solution u(t, x)e Cm([0, T], C"(S2)) du (PC).
(4) Le problème de Cauchy (PC) est dit <s)-soluble s'il existe un domaine 520  e t
un nombre positif T , tels que les coefficients sont de C°

([0, T0 ], y<s-)
(0 0 )) et que,

p o u r  to u te s  le s  d o n n é e s  cp; (x)e li<s ) (R d ) ( j  = 1,., m), il ex is te  u n e  so lu tio n
u(t, x)e Cm([0, T0 ],  C '(0 0 )) du (PC).

Remarque. H < > ( R d )  étant un espace de Frechet, compte tenu du théorème de
Baire, ce n'est pas la peine de définir ni t-localement <s>-soluble ni localement <s>-
soluble à un  poin t. (vo ire  la  proposition  11)

Notre définition est dans le courant de la notion "weakly correct" de V. Ya
Ivrii [5] plus faible que celle "correct" que l'on retrouve aux recherches sur la
condition suffisante [2], [28], [29].

Remarquons aussi que la définition "weakly locally correct" de V. Ya. Ivrii [5]
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est de type "t-localement soluble".

Nous considérons les conditions suivantes:
(11-1 ) L a partie  rée lle  de  la  rac ine  de  pie (A)(t, x — x,; 0, =  0 soit non

positive pour tous v t > 0, v( x ,  ) e  R 2d.

(11-2) L a partie  réelle  de la  racine de pV (2) (0, x — x,; ; 0, ,Z) = 0 soit non
positive pour tous v (x, )e R 2 ".

Alors on a le théorème:

Théorème 1. O n a les énoncés suiv ants pour tout v (p, ô); 0 < ô  <p < co,
a p d  e  0 , 0.

[1] Soit S 0 0 .  Pour que le problème de Cauchy (PC) soit (s)-soluble, il faut que,
pour tout e S 2 0 , l'on ait (11- 1) pour tout v  P e [ P , , ,  4p 6 )  et (11-2) pout P = P e p o .
[2] S oit s co. Pour que le problèm e de Cauchy  (PC) soit t-localement (s)-
soluble, il faut que, pour tout Xe 52 0 , l'on ait (11-1) pour tout v P P(o) et (11—
2) pour P = P e p 6  el l'exception du cas : o -

p o = 0.
[3] S oit s 0 co. P o u t  que le probléme de Cauchy (PC) soit localement (s)-soluble

x = X , il faut qu'on ait (11-1) pour tout v  Pe[P p o , Pe o ) et (11-2) pour P = Pd p 6

l'exception des cas : a , p ô
 = 0: . 2 0 =  ep,= p ; — 6, avec un j.

[4] Pour que le problème de Cauchy (PC) soit <s>-soluble, il faut que, pour tout
e 520 , l'on ait (11- 1) pour tout v P e [P : o , Pd o ) et (11-2) pour P = P e p 6  au cas où

Pd o  a l'ex ception du cas a p 6 = e p d = p i — ai  avec un j.

Maintenant nous envisageons l'unicité locale de solution.

Définition 2. N o u s  d i s o n s  l e  j a u g e  à  (0, X ) la  fonction vectorielle
g(t, x) (g 1 (t, g d ( t ,  x)) définie à un voisinage [0, T ] x  Q  de  (0, X) telle que
gi (t, x) y  sont non négatives continues et g; (0, x) = 0 ( j  = 1,., d): Nous disons que
le problème de Cauchy (PC) a la propriété de l'unicité au jauge g(t, x) à  (0, X) si
toute la solution C"" du (PC) s'annule au point (t, x)e [0, T ] x  Q  tant que des
données initiales s'annulent dans l'ensemble {y; ly — g(t, x)}.

Nous envisageons le polygône de Newton (A)„,(0, X), attaché à (0, X), pour le
poids (p, 6). Soient, pour des vecteurs vi (j = 1,., d) e t u n  p o in t P e(4)0 (0,
donnés, TfS,(X) des nombres définis par:

Max{0, X ; p i  — (v(5) = &(X —(1 + q)) + pl si a ,  Max le, (T el  > 0
0 si a .  Max { 4 , 0 -, }  =  0  e t pi  — i(v iS ) <p

V ap(M  = I  + g si a = Max {a +, o-,} = 0 e t p;  — ( -1-1 6) = p
co si a --- Max {4 ,  ciel  =  0  e t p;  — 4vi6) > p

On a le théorème suivant:

Théorème 2. Supposons que le (PC) soit <00-soluble. A lors le (PC) n'a pas
la propriété de l'unicité au jauge g(t, x )tt(x  —  X )"  ( g  1 (t, x)t ."(x — Xr 1 g d (t, x)
trd (x  — )'") à (0, X) où g J (t, x ) sont non négativ es, continues et  g ( 0 ,  x ) =
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(j =  1,., d) et que (14;4 (4 . ,  "e ip e ,  I d )  G  0 0  pour un  P e IP ; P e [Pt ,
P, 0 ] c (41)0 (0, 5), pie(.1)(0, x; C; 0, Z)* e l e t c e c i p o u r  to u s  v5e(Z e S20 ), vvi(j =
1,. , d) e t v (p, (5).

Remarque. Dans [16], S. Mizohata a raisonné que, tant qu'on considère les
problèm es de  C auchy uniform ém ent b ien  posés, s 'il y  a  la  proprié té  de  la
propagation à vitesse finie, il y a la propriété de l'unicité au jauge 3 g(x)t avec une
certaine fonction g(x) con tinue . M ais à  no tre  situa tion  où  le  p lan  in itia l du
prob lèm e de  C auchy  est fixé  à  t = O. c e  n 'e s t  p lu s  ra iso n n a b le :  S 'il y  a  la
p ro p rié té  d e  la  p ro p a g a tio n  à  v itesse bornée c 'est-à-dire  que la  v itesse  de
propagation est bornée, alors il y a la propriété de l'unicité à jauge 3 Ct.

Exemple. (6) L 6 (t, x ; 0„ Ox ) . —

Le (PC) n'a, à l'origine, ni l'unicité à jauge x̀ ntk + g(t, x) (m < i), ni l'unicité
jauge xmg(t, x) (m > e) o ù  g(t, x) est non négative continue telle que g(0, x) = O.

(7) L 7(t, x; at, a.) a?. — (t x 2 ')a,2, (k > 0)

L e  (P C ) n 'a , à  l'o r ig in e , n i l'u n ic ité  à  jau g e  xmt i  - k ( '''" -  1 )  g(t, x) ( m < —
e

k

(k + 1)) l'unicité à jauge xmg(t, x), m  >  —€ (k  +  1 ) où g(t, x) est non négative
k

continue telle que g(0, x) = O.

A interpréter ces théorèmes-ci, nous remarquons tout d'abord un corollaire de
ce théorème 2.

Théorème 3 (cf  [6 ], [8 ], [16]). Supposons que les coefficients soient analyti-
ques par rapport g (t, x). Pour que le problème de Cauchy (PC) soit  <cc>-soluble et
qu'il ait la propreiété de l'unicité à un jauge g(t, x) à  un point (0, 5"c); X' G.(4, il faut
que L(t, x ; a„ a) so it kowalevskien.

Ramarque. Nous soulignons que nous ne considérons que le problème de
Cauchy homogène dont le plan initial est fixé à t = O. Ce théorèm e est ainsi un
raffinement des théorèmes de S. Mizohata [16] ou de K. Kajitani [6]. Nous en
discuterons à la note ultérieure.

Interprétons le théorème 1: Nous distinguons, comme S. Mizohata [15] a fait,
l e  c a s  o ù  L(t, x; 0„ a x ) est k o w a lev sk ien  d u  ca s  o ù  L(t, x ; 0„ ax ) n'est pas
kowalevskien.

A u  c a s  o ù  L(t, x; e t , e x )  est non kow alevskien, ce théorèm e 1 donne un
raffinement du théorème cité ci-haut de S. Mizohata [15] et une extension à la
catégorie de fonctions de Gevrey et amélioration dans la catégorie de fonctions C '
des résultats de M. Miyake [14], ou de T. Sadamatsu [26] au cas où les coefficients
sont de la classe de Gevrey.

Exam ple. Reprenons l'exemple (1):
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(1) L i (t, 0„ ex ) a â  +  0(14, x)Ot + t b(t, x)(3,2, + c(t, x)e x

où a(t, x), b(t, x), c(t, x) sont analytiques en t et telles qu'on ait a(0, x) = b(0, x) = 1,
c(0, x) O.
D'après M. Miyake [14] ou T. Sadamatsu [26], pour que le (PC) soit (co)-soluble,
il faut que L  >  1 pour k  = 2,3, et e > 2 pour k  > 4. D'après notre théorème à la
note  précédente  cette  condition a  é té  am éliorée par 3e > k  p o u r  k  > 4. Le
théorème 1 l'améliore encore par 38 > k.

E t  a u  c a s  o ù  L (t, x ; ar , ax )  e s t  kowalevskien ils donnent d 'une part des
conditions sur la partie principale du L(t, x; 0„ O x )  comme un raffinement des
théorèmes de S. Mizohata [11], [15], [18] o u  d e  N.Nishitani [25], (cf. [3], [4],
[10]) et d'autre part des conditions de Levi de type de V. Ya. Ivrii [5] (cf. [12]) sur
les parties d'ordre inférieure du L(t, x ; a„ ax ). Nous l'expliquons dans la suite.

Supposons que L(t, x; 0„ 0x ) soit kowalevskien et que l'on ait:

(11-3) ai a (t, x) x) pour j, a ; J(a) = j  (etp ,(0, x) # 0)

Nous envisageons pour p (p i , ..., p a ), ==- 0 = (0,..., 0).

Soient ap a p o , ep  = e p o  e t  cp = Max ( -
1

4 a )).
cc;J(a)=k,k = 1,.,m k

Soient hi (t, x; x; les parties de ai (t, x; définies respectivement
par :

hi (t, x; E xg" e t hy (t, x ; )= E aiO E (t, x )
2

Acz)=.% A PŒ)=icp

Au lieu du polynôme caractéristique défini par

p()1.)(t, x ; = Am -  E hp, x; ,
j= 1

nous considérons le polynôme défini par
0

P (A )(t , x; a-- -  E hy(t, x; 0/1"1 - i
j= 1

Nous envisageons la condition suivante:

(11-4) La racine de f)"(2)(0, 5e; = 0 est purement imaginaire pour tout %e

Théorème 4. Supposons que L(t, x; 0„ 0) soit k ow alev sk ien et que l'on ait
(11-3). A lors on a les suiv antes, pour tout p; s < p < s:
(1) Soit s co. Pour que le (PC) soit (s)-soluble, il faut que, pour tout ,Ze Q 0 , l'on
ait (11-4).
(2) S oit s 0  co. Pour que le (PC) soit t-localement (s)-soluble, il faut que, pour
tout X e0 0 , l'on ait (11-4) à  l'exception du cas: ap = 8,, =
(3) Soit s co. Pour que le (PC) soit localement (s)-soluble au point x = X ', il faut
que l'on ait (11-4) b l'exception d'un des cas:
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(i) a/p =  ep  = c„ o u  ( ii)  lbp =  ep =  p i  av ec un j.

(4) Pour que le (PC) soit ( *soluble, il f aut que, pour tout e Q 0 , l'on ait (11-4)
l'exception du cas: r i p  =  e p =  p i  av ec un j.

Ramarque. S. M izohata  [15 ], [18] et N .  N is h i t a n i  [ 2 5 ]  o n t  d o n n é
l'information sur des racines de polynôme caractéristique et pour s = (s,..., s).
Notre résultat est ainsi un raffinement de ces théorèmes.

Exem ple. (8) L 8 (t, x; at , ax ) = — t' (a(t, x)0,2, + b(t, x)0,2 )
P o u r  q u e  le  (P C )  so it  (1 ,  s)-soluble (1 < s), il f a u t  q u e  a  ( 0 ,0 )  0  e t

b(0,0) O. E t p o u r q u 'il so it t- lo c a le m e n t (1 ,  s)-soluble (1 < s), il fa u t  q u e
b(0,0) O.

D'autre part comme la condition sur la partie inférieure de L(t, x; at, a.), on a
le théorème suivant :

Nous considérons la condition :

l .i
l'ensemble { (jak ); (1 + = P, a,, (0,5e) 0 }

u(jock) , J(poc — bv(jock)))

{  soit composé uniquement des (jack) tels que lal =j.

Théorème 5. Supposons que L(t, x; 0„ O x ) soit kow alevsk ien. A lors on a les
énoncés suivants pour tout v (p, (5); 0  (5 < p < co, a p6 e 0- O.
[1] S oit s 0 c o .  Pour que le (PC) soit (s)-soluble, il faut que, pour tout Zetel o , l'on
ait (11-5) pour tout v P e {/3 , 6 , P e o }.
[2] S oit s 0  co. Pour que le (PC) soit t-localement (s)-soluble, il faut que, pour
tout )C e S20 , l'on ait (11-5) pour tous v  Pe {P,„„ lie ,,,}  à l'exception du cas où cr„, 6

O.
[3] S oit s 0  cc. Pour que le (PC) soit localem ent (s)-soluble au point x = .Z, il
f au t q u e  l'o n  ait  (11-5) pour tous v  P EIP. p ,, P e o l à l'ex ception des cas:
= 0: ao  = e p 6 = pi  — (Si  avec un j.
[4] Pour que le (PC) soit ( *soluble, il f aut que, pour tout eS 2 0 , l'on ait (11-5)
pour tous v Pe{ PL ,„ P e , ,,}  à l'exception du cas: a p a =  e p j =  p i -  6 i  avec un j.

Remarque. Ce théorème 5 ne recoure pas bien le théorème 1 de V. Ya. Ivrii
[5], au cas où r = m : Notre théorème assure bien la condition  (N J au théorème 1
de  V . Y a . Iv rii [5 ] e t m êm e (N J  a u  c a s  d = 1 , (vo ire  la  P roposition  14  à
l'appendice), mais pas toujours la condition (N J .  Ainsi notre théorème recouvre
bien le théorème 1 de V. Ya. Ivrii au cas de d  = 1, et il recouvre aussi la condition
(ii) et (iv) m ais ni (i) ni (iii) du théorèm e 1 au cas de dim ension générale. Il
recouvre désormais le théorème 3 de V. Ya Ivrii [5].

La difficulté à montrer la condition (N J à notre situation provient du fait que
nous ne considérons que le (PC) à données au plan initial fixé à t = O. S i  l 'o n
considère les problèmes de Cauchy "uniformes" dont le plan initial n'est plus fixé,
on se passe de cette difficulté. Nous le verrons dans une note ultérieure.

(11-5)
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§ 1 2 .  Proposition fondamentale

Nous rendons le problème (PC) à celui pour un système d'ordre 1 en  at .
Soient

U(t, x) —='(u i (t, x),... , u„,(t, x)); ui (t, x) ar 1 u(t, x): = 1, . , m

0(x) `191(x), 9.(x)).

Le problème de Cauchy (PC) est équivalent au suivant.

( [a
PCS)

— do, x ;  x )] u (t, x) = 0
( 

U(0, x) = 0(x)

où X; x ) (  0 1 0

a,,,(t, x; a i(t, x; ax )

Nous envisageons, avec un e e l e  et un param ètre n  de localisation:

[at I — x ; tee  + a x )] u (t, =  0
(PCS)40„ U(0, x) =

Le (PCS)40„ est lié  au (PCS) p a r  U (t, x) = exp ( — nP ex )U (t, x).
Nous considérons au voisinage d'un point quelconque x = )Z, mais pour la

simplicité de l'écriture, nous supposons  = 0:
Soient Q, un voisinage de l'origine et T0 un nombre positif.
Nous fixons des indices de Gevrey s - , s: 1 <  s -  < s  <  co, s -  <  co que nous

supposons, pour la simplicité:

s (s', s") (s 1 , . , s 1 , co , . , cc).

Nous écrivons de même a (a', a") (a,, . , , ,  a , , ad).

Nous fixons aussi un poids (p, 6): 0 p < cc.

Nous envisageons le polygône de N ew ton (z1),,6 ( 4 ) 0 (0, 0), et fixons un
sommet P  (1  +  g, p ) d u  (.(1)0 .

Nous fixons des nombres a, a
°
, a  e t A

°
 en sorte  qu 'on ait:

(H) 0 < a < e _ e p 6  ; 0 < o
-°
 < < ci < 6; 0 <  A

°
.

Nous arrangeons des conditions à supposer:

(H - 0) 0 <  a ;  P e [ P ,  Pa] ; o -

° < c i i .

< H -0 >  a  < c au cas où il existe un j  tel que e = pi  — 6i ; P e [P :, P s ] ; o -

° <

Il existe un nombre po > 0 et pour tout compact K  de 0 0 , il existe une
(H-1) constante C  telle qu'on a:

10̀x'ai „,(t, x)1 3C v ! ' v(t, x)e [0, T0 ] x K  ,
V1  V a, yic
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Pour tout po > 0, et pour tout compact K  de 0 0 , il existe une constante
< H -1 >  C telle qu'on a :

\ x)1 3C 1 ,!s — p v 0  V ( t ,  x)e [0, To ] x  K j, V v k

Pour tout A  > 0, il existe un voisinage de l'origine Q A  c Q 0 tel que, pour
toute suite des données initiales {O(x)}; O n (x) =- (49 .1(4 4 9 .d(x))
o ù  (Ni e 1/( 1 >(Rd), satisfaisant, pour tous j, a", à

aa.; (po  11 'C e o (n)(co n ) ° ' ( i n, a')

avec une certaine constante c , et une certaine fonction en n  e o (n), il
existe un polynôme C A o (n) et au moins une solution U (t ,  x) du (PCS)0 ,
ayant une estimation à priori:

E Sup I U ( t ,  x)I CA ,(n )e o (n)exp(An - ) » 1.
j = 1 n‘rxeS2A

te[O,Aon — c'°]

Et au cas exceptionnel (12-1), Q A  peut être choisi O A Q, indépend-
amment de A

(12-1) =  = p i —Si  e j )

Pour toute suite des données initiales çfi {0„(x)} ; 0„(x) (49 ,1(x),
(Pnd(x)) o ù  cpn i e Ho ) (Rd), satisfaisant, pour tous j, a", à

<H-2>

0 ;̀(1)011 'C  e o (n)(co n ) ° ' ( v n, oc')

avec une certaine constante c , et une certaine fonction en n  0 0 (n), il
existe  un nom bre Ao ,  un polynôme C 0 (n) et au  m oins une solution
U (t ,  x) du  (PCS)0 , ayant une estimation à priori

  

E Sup I U ( t ,  x)I C0 (n)00 (n)exp(A0 e ) v n» 1.
,;=1 n 'xe  

te[O,Aon — °°)

On a la proposition fondamentale dont la première partie est déjà énoncée
sous la forme simplifiée et démontrée à la note précédente.

Proposition fondamentale. (1) Sous les hypothèses (H), (H-0), (H-1), (H-2), la
partie réelle de la racine de pn).)(0, x —  x6_

 O  + in; 0, 0) = 0 est non positive
pour tous v (x, n)eR 2 d , et, au cas où l'on peut choisir Q A  =  Q 0  pour tout A  > 0 dans
(H-2), la partie réelle de la racine de  p (2 ) (0 ,  x ; 0  + in; 0, 0) =- 0 est non positive
pour tous v (x, ti); (x, „,  ) e  Q0 x Rd.
(2) Sous les hypothèses (H), <H - 0>, <H- 1>, (H - 2>, la partie réelle de la racine de
p ))(0, x ; e  + in; 0, 0) = 0 est non positive pour tous v (x, n); (x 6 _,, g) e Q , x Rd.

Démonstration. Nous nous référons à la démonstration du théorème 1 à la
première partie de cette note. La démonstration se fait par absurde. Par nier le
résultat à (1), on peut bien supposer:

(H-2)
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Il existe des x0 (4_E ns2 ,), + ie(ti° 0), 5 0 (0 < 6 0 ),
A

M O(
1 <  mo ) tels que les racines 2j (0, ; C°) 4 (0 ,  x ° ; C° ; 0,0) de

14(1)(0, x° ; C° ; 0,0) = 0 satisfont

12

(H-3)

Re 2i (0, x° ; (0) 4 5 0

Re .(0, ; (°)

Par l'hypothèse (H-0) on

j  = 1,— mo

mo + 1,• m.

a:

(H-4) < e
et il existe des nombres non négatifs 7,, 72 tels qu'en posant, pour la simplicité de
l'écriture,

P i= P VA,

l'on a:

(H-5) 0 Pi — Yi (a P + 1))

(H-6) Max o-°1 T2 < <

P • — (H-7) p l — y, < e  M in
j S i

(H-8) a  P Y 2(9 1 )

Nous suivons la démonstration à la première partie: Nous considérons le
(PCS)v „ au lieu du (PCS): Le seul point à modifier à la première partie c'est le
choix de A , r e t f : Le voici

C hoix  de A , r et P.

boAu cas où a  < eo , nous choisissons A  tel que A  < B I '.  S o ie n t  r et P
g + 1

des nombres quelconques tels que l'on a:

1x ; lx — x° 1 2r1 c e 2A , 0  < 2r < ro ,  0 <2P <P o .

Au cas où a  =à l'exception du cas (12-1), nous choisissons P en sorte que

l 'o n  a  0 < 2P < f o , e t nous cho isissons A  t e l  q u e  l 'o n  a  A  < Min { C(r),

g

S

+°
B q ' }. Soit r  un nom bre quelconque tel que l'on a: fx; 1 x — x° 1 < 2r1

 1 2

C QA, 0 G  2r < ro . C e qui est fa isable  car  C ( s )  est alors indépendant de r.
Au cas exceptionnel (12-1), nous choisissons r et P arbitrairement mais tels que

l'on a: lx; Ix — x° 1 < 2r1 c Q0 , 0 < 2r < ro ,  0 < 2P < Po . E t nous choisissons A

e n  s o r t e  q u e  l 'o n  a  A  < { C (r)
' g

4
+  1

13q2 + 1 } . C e qui est fa isab le  d 'après

l'hypothèse sur Q,, au cas exceptionnel (12-1).
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Ainsi on démontre (1) à  la proposition fondamentale.
Nous passons maintenant  à  (2). Par nier le résultat  à  la deuxième partie on

peut bien supposer:

Il existe  des x°(4_7 Qec o  = ( 0), 50 (0 < 60), m0(1m o )
tels que les racines ■1; (0, x° ; C°) •a. 21;4(0, x° ; C° ; 0, 0) d e  pV(A)(0, x° ; C° ;
0, 0) = 0 satisfont

Re A; (0, x° ; C°) > 460j  = 1,., mo

\Re '11 (0, x° ; 0 j  = mo + 1,., m.

Par l'hypothèse <H-0> on a:

< H -4 >  a  < t au cas où il existe  un j  tel que e = p; — 5 ; a ailleurs.

<H-5> ,., <H-7> sont les mêmes qu'a (H-5),., (H-7).

< H -8 >  a  < p — y 2 (q + 1)

Si nous suivons le raisonement de la démonstration à  la note précédente, A
(H-2) n'est plus arbitraire ici  à  <H-2>. M ais cette  fix ité  de A à  <H-2> est
récompensée par <H-1>, <H-4> et <H-8> si l'on fait attention au choix de po (r 0 ) et

la proposition 4 à  la première partie: Au cas où a  = e, on choisit cette fois po  en
sorte que l'on a A  <C ( s )  pour A donné. Et par la modification  à  ces points à  la
démonstration à  la note précédente, on voit que (2) à  la proposition fondamentale
est démontrée. C . Q . F . D .

§ 13. Modification de la proposition fondamentale

On a une modification de la proposition fondamentale.

Au lieu de (H-0) ou <H-0> nous considérons des conditions:

[ H - 0 ]  0  <  < P,) ; o-° <

{H-0} a  < 0 ; P e[P!, P g) ; a
°
 < a .

Proposition fondamentale-bis. (1 ) S ous les hy pothèses (H), [H-0], (H-1),
(H-2), la partie réelle de la racine de p(/1)(t, x  —  x 6 _,; +  0, 0) = 0 est non
positive pour tous  V t .  0 t( A

°
 s i a

°
 = 0) et v (x, n)eR", et, au cas où l'on peut

choisir Q A  =  Q 0  pour tou t A  > 0 dans (H -2), la partie  réelle  de la racine de
pg(.1)(t, x; +  in; 0, 0) = 0 est non positive pour tous v t; 0 t( A

°
 s i a

°
 = 0) et

v(x, n); n)es-20 x Rd.

(2) Sous les hypothèses (H), {H-0 }, <H-1>, <H-2>, la partie réelle de la racine de
p'g(2)(t, x; + M; 0,0) = 0 est non positive pour tous v t; 0 < t( < A

°
 s i a

°
 = 0) et

(x, ri); (x 6 _,, Q, x

Démonstration. Nous montrons d'abord (1). Nous la montrons par absurde.
La démonstration est pareille  à  celle de la proposition fondamentale. Par nier le

<H-3>
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résultat on peut bien suppoer :

/ Il existe des x°e  n S2,,), O e u) 0 < t o < t, ( < A° si
A

° = 0), > 0 , 6 0 > 0  e t  m0 >  1 tels que les racines 2j (t, x
() ; (0)

(t, ; ; 0, 0) de p .1 )(t , x ° ; C̀) ; 0, 0) satisfont

Re .11(t, x° ; C°) 0 (j = 1,., m) pour t < t o

Re ki (t, ; 460(t — to ) j = 1 ,., mo p o u r  to < t < t,

\ Re 2; (t, ; Cc') 0 j  = m0 + 1,., m pour to < t < t 1 .

Remarque. Les racines 2 (t, ; e )  étant des fonctions algébriques en t, il n'y
a qu 'un nom bre fini de points singuliers (points de ram ification) sur [0,
Comme on voit dans la démonstration qui suit, on peut bien supposer, sans perdre
la généralité, que t = 0  e t  t = t o soient les seules points singuliers sur [0, i l ].
Nous le supposons dans la suite.

Par [H -0] ou {H -0}, on a:

[H - 4 ]  a < e
Nous choisissons ici y ,

Les hypothèses [H-5] et [H-6] sont les mêmes que (H-5) et (H-6).

( 72 C r; > 0

[H-7]
p — y 2 (g + 1) < e = Min P i  6 i

s7

L'hypothèse [H-8] est la même que (H-8).

C hoix  de  A  à (H-2).
6

Nous choisissons A en sorte que l'on a: A  < 0
4 ( q  +  E  +  1 )

(t, — +1te + 

A u lieu  de  deux  systèm es [I] e t [ I I ]  à  démonstration de la proposition
fondamentale, nus considérons ici quatre systèmes dont les premiers trois jouent le
rôle du système [I] et le quatrième celui du système [II].

Le premier système est le même qu'au système [I] à  la démonstration de la
proposition fondamentale :

Nous déterminerons B , ultérieurement et nous considérons dans [0, B 1n - 7 1.
Nous posons:

(t, x) diag[1, Pl, , n - P' ( m- 1 ]0(x )UW , x )

Alors on a le premier système:

[H-3]
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74;,̀ ; (x ; D) u,;(t, = nP'[A 1 (t, x ; D; n) V  ,4(x ; D)U,l(t, x)

+ F 1 (7 4?; U,1)(t, x ) ]  te [0, B i n -

A l (t, x ; D; n) / 0 1 0 (A lt(t, x; D; n))
[I]

x; D; n), , al(t, x ;  D; n) I
F l (V  ?; l )(t, x)) 0 U (t , x)

f  ( t ,  x ; D), . , P' f  (t, x ; D ))
Remarquons que nous avons choisi y2 =  t i  e t  c o n s id é ro n s  d a n s  [B o - Y',

D'après [H-6], nous avons, pour tout y e [y2 , y1],

Apa — 6v(jak)) — y(o(jak) — qj) piv (jak)

avec l'égalité pour ( jak) e au cas où. y = y2 = o-;  et pour (jak)e t i , aux autres
cas.

Soit

co Inf — D ( PŒ — & (jak)) — Y(0 - (jak) qi)]; YE [y2, v1]' ( jak )  1 71 .

D onc nous savons que, pour tout t [13 ,n -  YI ,

ainioc(t, x; D) = tqi x; D; n) + n - E° al* (t, x; D;

n a(pa—  Sv(jak))—  pj Ex 0 v(jx1c)
où a ï( t , x; n ; n) jak)—  qiE ta( at„k(0, 4 )(° '

(jak)e

n - - bv (jak )) t(x v (jak ) a j Œk ( t, x) (n" +
( n - 6 x 0 y ( j a k ) at„k(0, x2)(nP O)"}]

en sorte que Von a:

ci7(n - Y2 t, x; ri; n) = Er( Ja k ) —  q i [x o , ( i c c k )  ai „k (0, x2) ° '
(jak)e r it

n - Apa - 6vocao) {(x v(i.k) a jak (n - y2 t ,  x )  (t e  to + in)a )nic,,

— in  6x° )vtica )  apck  (0, xg)(nP V)11]

e t  al*(t, x; n) Er uak) - qj re(pae— 6v(jak)) — Pi + E0

(jak)0

x  n
Sv(jak)) { ( x v (ak ) a  ja k (t , x) (n" + irI)

Œ
)nioc

qui satisfont
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lag )x ,  ; n)1 al4*)  (t, x, ; n)1 v!s* Pu°  pvo n — P P + 6 »

it, vv, vx, vri; vtE t1n-Y2])

(n t, x ; ;  n) = E tou .k ) — qi x ° '''''` ) a ;adj°, x 2)( ° '
(jak)e 17i;

° ro ,F ,B [ ,n( 1 )

OÙ or a ..,, i ,,,(1) est la quantité tendant vers zéro quand on fait tendre 1-0 , Po vers zéro
et B 1 ,  n  vers oo.

Rappelons-nous que les racines 24 , x ;k i ( t ,  x ;0 ,  0 )  de p ( t ,  x ;  C; 0, 0)
= 0  sont des valeurs propres de la matrice

0
a;,(t, x; C), a  (t, x;

où a l  (t, x ;E (jak) xv(i"k) a i „, x x a
(jak)e

Remarquons que les racines du polynôme p°,6(2)(t, x ° ; C° : 0, 0) = 0 sont
algébriques par rapport à  t  pour x

°
, fixés. On a la proposition suivante.

Proposition 9. [7] Etant f ix és x ° e t  C ° , p o u r to u t t ° donné, il ex iste  un
voisinage It; it —  t ° 1 < el de t = t ° et un entier positif k, tels que, pour tout 1'1(0 < ri)
donné, il existe des matrices H(t) = (h i i (t)) i i = 1 „ et A (t) = (.1(t)) i ,; = ,,.,„, telles que
hii(t° t k),  1 ( t o Ic‘)  sont holomorphes dans It;Itl < 1.1k, que det H(t) 0 0 dans
It; It — t°1 < el, que A i i (t) = x°, 4 ( 0 0 (i > j), lA i i (t)1 < ( i  < j) ;
= 1, . , m . et que /'on a :

H(t) 01 0 \ H(t) 1 = A (t)

0 • • 0 1

an ,(t, x ° ;0 ) ............ , a 1 (t, ; I

( d
d
H

H(t))H(t) -1( h i ; ( t ) ) i ,; = ,,.,„,

avec Ihi; (01 It — t° I– (0  <  3T  <  1 ); i, = 1, . , m.

Par l'applicatin de cette proposition 9, on peut bien supposer, sans perdre la
généralité, que, pour ri (0 < n) donné, il existe des matrices 111(t) et H' (t) telles que

l'on a:

111(t) 01

0

\a,;(t, x ° ; ....... ..... , a -,- (t, x°; /

uniformément en t  [0, t 1] ,
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= ( 1 (t, x ° ; (0) 0  av ec 14 ( 0 1  L.

4 ( 0  / 1 „,( t ,  x °  ; C° ) ) t e [ 0 ,  t o ]

112 (t)/ 0 . . . 1 . . .  \  112 (t) - 1

0 1

\  a ( t ,  x° ; C° ),  ....., a ( t ,  x° ; C° ) I

=

 (.11 (t, x °  ; CO ) 0 \  av ec I A?:;(t)I 4
11
m

g ( t )  „ , ( t ,  x °  ; C° ) ) t e [ t o ,  tu]

Soient

H (t) - I l l (nY2t)

U„(t, x) H (t)diag[1, (n P tq ) - (m -1 1 0 (x )U ( t , x)

= (n"t)diag [1, (nP Or 1

,  ( n P - P' tq) - ( m  1)] U ( t ,  x).

Alors, l'influence d'irrégularité en t  de la transformation

diag[1, (n P tq ) ', . ,  ( n P 0 ) - ( n - 1 ) ]

étant estimée, pour te [B i n - Y1 , t 1 n - 7 2 ], par

3 CnPtg(n - ( P- Y"0 - " B
( + 1 ) )

compte tenu de [H-5], en choisissant B 1 convenablement grand, elle peut être
rendu autant petite qu'on veut.

Et l'influence d'irrégularité en t  de la transformation 1-41(0 à  t  =  0  ainsi qu'A.
t  = n - Y2t0 est estim ée par n  (P l (t "(nP tg) (0 < 3T < 1) et n -  (P-  "  + q)) -  y' ( l  - z)1 2

(n - Y2to  — t) t(nPtq) (0 < 3T < 1) respectivement.
Ainsi par choisir ri ) , Po  petits et B 1 grand pour >  0  donné, on a  com m e le

deuxième système:

a tV (x; D)U „(t, x)= nP tg [A ' (t, x; D; n) V4',!?(x; D)U„(t, x)

+ F 2 (7 ,g ; U„)(t, x )]

A 2 (t, x ; D ; n) _=-.. (A i (nY2 t, x °  ; C0 ).0

0 ../1,,n(nY2t, x° ; CO )

+ (A i i (t, x; D ;  n)) + (Ai"; (t ; n)(n -  Y' t, —  t) r
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avec 14 (t, x; n; n)I < 4m

et 1, (t; n)I
3 B 1 , 3 T  E  [0 , 1) v te[B,n - ' 1, to n - Y I)

x, v v n » 1

x ; n ; n)l < r*v ;3,4 pv0  n — P 4 + 6 v

F 2 ( V „((;',? ; Un
2 )(t, x) 11(t) 0

Prat - gm f (t, x; D), . , n g (t, x ; D)

x H,;(t)- Ul n2( t ,  x ) .

Soient

H2 (nY2 t)

U„(t, x) :a- H(t)diag[1, (nPtq) - 1 ,..., (nP tq) "- O n (x )U (t , x)

H 2 (11,2 0 diag [1, (nP - P' (nP- Pl Or ( '  1 ) ] U x).

Remarquons que l'influence d'irrégularité en t de la transformation I12 (t) à  t
to est estim ée par (t -  t o) (0 <  1).

Choix  de n.

On choisit n  en sorte que l'on a:

3  
(t o t i r +  1 

<
60 

q + 1 4 ( q  +  +  1 )  t t i

 _  t o r +,+1 .

Choix de n o .

Soit n o un nom bre positif tel que l'on a:

1 il
t'Io: qo < -

2
(t1 - t o), ReX ° ;x°; ()) <  -

4  
pour tout v t (t e[to, to + 'lo] ), j  =  1,., m.

Ainsi par choisir r o ,  Po p e tits  e t  B , grand pour ri > 0  e t  rio donnés, on  a
pareillement au précédent, le troisième système:

at V (x ; D)U „(t, x) = nPtg[241 3 (t, x; D; n)\7 (x; D)U „(t, x)

+ F 3 ( 7 ;  U  „ ) ( t ,  x)]

113 4, x; D; n) ._- ii.„(ny2t, x° ; C°)( 0

0 ...I.„,(nY2t, x°  ; (0 )

+ (A i i (t, x; D; n)) + (Ai; (t ; n)(t - n - Y 2 to ) '

avec Re Ast(nY2t, x °  ; c ') < 111

4
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I Aii (t, x; ; n)I

et I Ai; (t  n)1
(

3
T  [

0
, 

1
)  ;  v t e [ton - 7 2 , (to + no/n "i)

v x, v n, n »  1

x ; ri; n)i < 302 r* v tY(i n-PP+6v

F 3 ( 7 ng"? ; U„)(t, 142(0 n - Pmt - qm fr(t, x; D),., (t, x; D)

x U„(t, x).

Choix  de ir

Nous prenons un n-

Alors, pour n-  > 0 donné, on a, grâce à la proposition 9, une matrice H 3 (t)
telle qu'en posant:

I  H (t ) H 3 (nY2 t)

U :(t, x) (t)diag [1, (nPo) - 1, (nPo) - (- - 1) ] on (x )u (t,

= 1-13 (nY2t)diag [1, (n P- P' 1, (np -  p or (m - 1 ) ]  u  ( t ,  x ) .

l'on a, en choisissant r o e t P o petits,

• at v n g,L;(x ; D)U:(t, x) = nPtq[A 4 (t, x; D; n )V 1 (x ; D )U  (t, x )

+ F 4 ( 7 ; U :)(t, x)]

/14 (t, x; D; n) 21(nY2t x° ; (°) 0( , 0. . 2 . ( n y , t ,  x 0 ;  c o ) +  (2 (t ,  x; D; n))

o

[IV] avec
(

r1-
14(t, -x; 11; n)1

2 m

t [ ( t  0 +  no)n - ", t 1n- Y2]
vx, vn » 1

12i.e.;(t, x; n)I < 30.(! e vr *P ;  n - PP+ 6 v

F 4 ( V ;4 ;  U : ) ( t , 11„(t) 7 0
n - Pmt - qm fr(t, x; D),., n - Pt - q (t, x; D)

x  H  n3 (t) u  na( t ,  x ) .

Choix  de ro , Po ,  131 .

Nous avons choisi r o ,  Po ,  B , en sorte que l'on a

{x; 4v(r0)} c S-20 ,  ro < Min {p , f o M i n  {5o' ,  1}

et que l'on a tous ces quatre systèmes.

N ous allons faire les estim ations d 'énergie. Les estim ations se font tout
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pareillement à. la section 5 de la note précédente.
Estimons U (t, x) (i 1, 2, 3, 4) aux système [I], [II], [III], [IV]

respectivement.
Soit

E iw o (t)  = E mi,2,v(K)111 vg (r ) ;  D) t»(t, °)j  =  1,2,3.
Ps .1 q ,,v sN ,

mo
E4(u„)(t) = E m(k)C E II \7 4;f;(0; D)U(t, °)11

  j =  1

— E 11'7„M(.; D )U (t, 0111
i=m0+1

Alors, grâce à la proposition 4 à  la  n o te  pécédente, on a:

atE 1 (u)(0_ nP1 (C  + C  2 K- 1 ) (U „)(t)

+ 'P(n)exp (— C(s)n4) 1M U °) IM

3tE2 (u ) ( t) . n Po (r/  + n(n' t o  —  t)t + C 3 K- 1 )E 2 (U,i)(t)

+ 'P(n)exp(—  C(Ori 4 )111 °)111

atE 3 1U N t )  nP t g (r1 + 1'14 — n' t or t  + C3 K- 1 )E 3 (U„)(t)

+ 'P(n)exp( — Os - )n6 ) IM °) IM

atE 4 (u „ )( t)  > nPtq[26 0 (nY2 t — to )  E 4 (11:)(t)

+ (60(n2t — to )  — c3K - 1 ) E m(K)111 V 41,1> (° ; D) U ( t ,  °)
10,,,v5N „

—  3 P(n)exp( — C(s - )W)111 U:(t, °)
C hoix  d e K.

Nous choisissons ici K  en sorte que l'on a

— C3 K  1 >  0 , K  >  1.

Alors on a, avec une constante C et un polynôme P(n) en  n,

E l  (II fr
i,)(B exp eCnP 1 - 7  [ E l  (U)(0)

+ aP(n )e x p (  C (s )n )S u p M  U,l(t, °)
te [O ,B in - Y l]

t r  
E 2 (U,D(to n  ") exp (3ri nP-72(q+ 1 ) )  [E 2 (U,2 )(B 1)

+ 1

+ 3 P(n)exp( — C (O n ) Sup Ill un2 (t, °) III]
te [B in - V I , to n -  1, 2]

r  1 +
E3 ( W 1)(( t  0  ±  rlo)n-72) exp (3n 

(t0 ± 7 2 ( q  + 1) )  [E 3 ( W i ) (0)
g  + 1

+ 'P(n)exp( — C(s )ne) Sup III (1 ,1(t , °) IM]
te[ton -  Y 2,(l0 + go)n - V2]
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e t tan t que  E 4 (U,t)((t0 + 0 ) n 2 )  >  0 ,

bE 4 (U )  „ )(t, n  Y2) > exp (((t1 — t o)q+ ' + ' — rir
q + E

i)np- ,2(q ,  1) ) )
+ 1

x  (E 4 (U :)((t 0 + n o )n -  Y2) — 3P(n)exp( —  C(s )0

Sup 1M U„(t,
t6[(to+non-V2,1in 2]

Remarquons que pour les solutions W„(t, x) (i = 1, 2, 3) d'équations micro-
localisées :

(t, x) =  n
Pi A 1 (t, x; D ; n)W„(t, x)

x) =  nPtqfl i (t, x ; D ; n)14/„(t, x )  (i = 2, 3)

on a, avec une certaine constante C,

Id g',1, °) e x p (t CnP 1 1 )1MW ,!10 , '11M. tE[0, 13 i n -  Yi]

IM °) IM e x p (± nP1g+ )111 V 0111. t e  [B 1 n-  Y' , to n -  Y2]
q + 1

11+ 2 -111 WrI(t, °) e x p ( - ±  
+ 1

n P t q  1 Wn (ton °) 1M t E [ton ' , +  0 )n -  Y2]

Remarquons encore que l'on a

E' (L1 1P(n) Ill u„ III =  1, 2, 3, 4)

Retraçons la dém onstration de la proposition fondam entale  à  la  no te
précédente. Tandisqu'à la note précédente on a donné les données provisoires à  t
= B (6-3), on les donne ici it t = (t o  +  g0 )n+Y2 . On remarque que p i  — y l

est rem p lacé  p a r  p a rtie  p a r  p — y2 (q + 1 )  au  calcu l de  l'estim ation  d'érreur.
Remarquons que l'on a p — y2 (q + 1) < ep, et que le coefficient de nP+" (q+ 1 )  est
estimé par ri. On voit alors que le raisonnement de la proposition fondamentale
est valable et on a

(E4 (U )(t i n -  Y2) ., 3C(n) e x p  3  
( ( t

°
 +  t

1

) / 2 ) q  + 1  

qnP - v2 (q+ 1 )  +  3 Cri P I - v 1  +  A n'
q + 1

(
bn 

E4 (U ) ( t 1 n - 2) >  3 C(n) exp - ( t  — t  r +  ' 'n P + 72(q+ 1 )  .
2(q + e + 0 1°

Ainsi on a la contradiction. C.Q.F.D.

Passons à  (2). Par nier le résultat on peut bien supposer:
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Il existe des x ° x( , e g 2 0 ) , = ± • om  (ri° 0 0), O <  to  < t, ( < A
°
 s i

o-° =  0 ), e > 0, 6 0 >  0  e t  m0 >  1  te ls  q u e  le s  ra c in e s  /Mt, x() ; CO)
414, x ° ; C° ; 0, 0) de pV ()1)(t, x° ; (°; 0, 0) = 0 satisfont

Re .1 (t, x° ; C°) (j = 1,., m) pour t to

Re ; C° ) > 46 0 (t — j 1,., mo p o u r  t, < t < t,

\ Re .1.; (t, ; 0 j = m o  + 1, • , m pour to <  t < t i .

Les hypothèses 11-1-41,., 1H-71 sont les mêmes que [H-4],., [H-7].

{H-8} i <  P — T21q +

Sous ces remarques (2) est déjà claire. C.Q.F.D.

§ 1 4 .  Démonstrations des théorèmes

Soit s s") (s 1 , , s 1 , oo, on); si  < oo, j = 1 ,. . . , L.

(1 )  Dém onstration du théorèm e 1. Com m ençons par (1). Ceci est déjà
dém ontré essentiellem ent à la note précédente: Redonnons la proposition 8
démontrée à la note précédente.

Proposition 8. [ 1 3 ]  Supposons que le (PC) soit (s)-soluble. A lors pour tous R
> 0, N et compact K  Q0 , il existe des constantes C et M  telles que, pour toutes les
données {cpi (x); (pi  e HT (Rd ) j  = 1, . , m} telles que

E Sup II à; go;  II/ce !s '  K œ 'o ,
j =1 Act")sM,2'

il e x is te  au  m o in s  u n e  so lu tio n  u(t, x)EC m ([0 , To ], C '(Q 0 )) d u  (P C ) ayant
l'estimation suivante:

m-E Sup 13'; 0u(t, x)I C E  Sup
k= 0 d  (a)5N j= 1 Aa")sM,ce

xeK

Comme on a vu à la note précédente, par son application, on a l'estimation à
priori de la solution du (PCS):

Il existe, pour tous R  > 0, N  et compact K  ‘20 , des constantes C et M telles
que pour les données telles que l'on a:

a2x On; II 0,(n) (cn)P'

avec une constante Ca „ dépendants de a" et une fonction 0 n )  en n, il existe une
solution U (t, x) d u  (PCS) ayant l'estimation:

E  Sup lOax U (t ,  x)1 1P (n )e (n ) exp(A
k=1 a(a)5N

{H-3}

xeK
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avec a a o ,  un polynôme P(n) en  n e t A Max {esi (cV /R J ) 1 /si; j = 1. . . . .  el.
O n a (1) par l'application de la première partie des proposition fondamentale

et proposition fondamentale-bis, avec e  _  ci, a  = ao, 0, a  =  0, A
°
 =  T0 , A

=M ax les i (cVIR J )11s); j = 1,., el avec e 1, où R i  peuvent être choisis arbitraires.
Passons maintenant à (4).
Il suffirait de mentionner la différence de celle précédente: L'espace H<s) (12d)

étant déjà de Frechet, la proposition 8 est substituée par la proposition suivante.

Proposition 1 0 .  Supposons que le (PC) soit <s>-soluble. A lors il existe, pour
to u s  N  e t c o m p ac t K  0 0 , des constantes R , C et M  telles que, pour toutes les
données {(pi (x); (pi e H<s) (1e) j = 1,., m} telles que

E Sup 11 0 p i  11 /a' !s' Ka . #
j= 1 ( " )5 I 1 ,c e

il ex iste au m oins une solution u(t, x)e Cm([0, To ] ,  C (S 2 0 ) )  ayant l'estim ation
suivante:

m — 1
E Sup ac aœ

x x ) 1 C E  s u p  11a2.(pi llk 0 d ( a )5 N j = 1 0 (a " )5 M ,c e
zef(

On procède pareillement au précédent : La seule différence est que R  est fixé
cette-fois. L'application de la deuxième partie de la proposition fondamentale et
la proposition fondamentale-bis avec  = 0, a  = a o , d o  =  a  = 0 , e t  A

°
 = T o

montre (4).
Passons maintenant à (2) e t (3).
Remarquons d'abord que l'on a la proposition suivante grâce au théorème de

Baire.

Proposition 1 1 .  Si le (PC) est localement (s)-soluble à l'origine, alors pour tous
R ' > 0  e t  M oo r d r e  L (t, x ; at , Ox ) donnés, il ex iste un Ti (0 < T1 <  To )  et un
voisinage de l'origine Q 1 (0 1 c  0 0 )  tels que, pour tout R" > 0 et toutes les données
T (x )E H (R d ) (j = 1,., m ), il ex iste une solution u(t, x)e Cm -

 1 ([0, cm.(Qmn
cm((o, T1], c 0 (s21))

d
Preuv e . Soit M _=_ M, +[ -

2 ]  

+  2 .  Soit R  celui à la proposition.

Prenons un système fondamentale de voisinages de l'origine {S2k }k , 2 tels que

Q o D Q 2  D, D Qk D n Qk  =  1
°

1
k = 2

Nous envisageons une suite d'ensembles

{

E, a
.
 0 ((pi (x))i = i ,.,„,; cpi (x)e le  (R d ), 3 U(t, x) e
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1 1
Cm - 1 ([0  — ] Hm  (S2

k 
))n Cm ( (0 C°(s2

k 
) )

"  
lu(t

M 
< kk k 

u(t, — 1 u(s, 011m klt — si, v s ,  t E  [O , 1/1<], j  = 1, , m.

L (t, x : 0„ x )u(t, x) = 0  dans (0, -
1

1 x f 2
k '  

a i»  u(0, x) = çoi (x) dans Qk}k 

où II 0  Ilm est la norm e de Hm  (S2k) { f (x ); 11(1 — A)m 12 f IlL2(f2,) < Go}

E k  son t evidemment des ensembles convexes cerclés. D'après l'hypothèse,
pour toutes les données ça i (x)e HT(R d ), il existe une solution u(t, x)e Cm([0, T],
C'(52)) pou r un  T e t u n  Q .  Donc on a:

CO

U  E k = I (12)  (Rd )m •
k= 2

En plus, Ek sont fermés. Montrons-le.
Soit {0} 1 une suite d'éléments de Ek qui tend à une lim ite 0 0 e 1-Initayn.

S o it fun l „ ,  une  su ite  de  so lu tions du  (P C ) pour ces données {0„1  dont
l'existence est assurée par la définition de E k .  Soit It y l  une suite dense des points
de  [0, 1/k].

P o u r to u s  j ( j  ---- 1, , m) e t  t ,  fixés, les 01- 1  un (t y , . )  sont bornées dans
Hm (f2k)• Ainsi par la méthode usuelle on a l'existence d'une sous-suite un e  d e  u„
d o n t al -  u „  (t„, . )  converge dans H ' ( f 2 k)  et faiblem ent dans H m (12k ) à  une
vi (ty , .)e  le(f2 k) pour tous j  e t  v. Compte tenu de la continuité uniforme des
a.1- 1 u„(t, .), et du fait que 01- 1 u(t, x) sont uniformément bornées, on sait que les

un e (t, x) forme une suite de Cauchy pour la topologie faible de Hm (f2k) donc
une suite convergente à  v i (t, x)e H m (Qk)  pour la  toplogie faible de H m (f2k )  pour
tout j  ( j  = 1, m ) .  Cette convergence est aussi pour la topologie de H i

m„,- 1

(I2k). O n rem arque aussi v ( t ,  .)11m  k  pour tou t t e [0, 1/k].
Compte tenu aussi de l'inégalité:

al 1 un(t, — 'u,,(s, 011,4 /cl s — t p ou r to u s  t, se [0, 11k] e t  n , o n  a

l'inégalité:

iivi(t, °) — vi(s, °)IIM —  SI pour tous t, s e [0, 1/k] e t n.

Ce qui montre, compte tenu du lemme de Sobolev que vi (t, x) = vi(t, x)

e t ui (t, x)e fu(t, x)e Cm - 1 ([0 ,

< k , 1101' u(t, .) —  ar u ( s ,

D'autre part, on a
= (cp, j )eE k . Ainsi Ek sont

1

o)jim

a r
fermés.

Hm(C2k))n cm ((o,

kit —  si, s, te

x) = o, i (x).

11

0, -

1

Ce

c0 P0); ii

, j  = 1,., m

qui montre

'u t, o)iiM

que 0,

Grâce au théorème de flaire, il existe un k  tel que Ek a un point intérieur. Ce
Ek contient donc un voisinage de l'origine de  H ( Q 0 )m. La proposition 11 est ainsi
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démontrée. C.Q.F.D.

Remarque. On a la proposition pareille pour le (PC) t-localement soluble.

La démonstration de (2) ou (3) se fait alors pareillement  à  celles précédentes,
mais il faut remarquer que T , et 52 1 sont dépendants du R : Le fait que T , dépend
d u  R  nous gêne  à  l 'a p p lic a tio n  d e  la  p re m iè re  p a r tie  d e  la  p ro p o sitio n
fondamentale avec a

°
 = O. M ais quand on exclue le cas où  a  =  0. la première

partie des proposition fondam entale et proposition fondam entale-bis est ap-
pliquable avec =  0 ,  a  = a  suffisamment petit, a = 0 et A

°
 =  T , e t o n  a

(2). A  (3 ) ,  à  cause du fait que Q, dépend de R , on est obligé d'éxclure encore le
cas où a  = e= (5; avec un j. C.Q.F.D.

( 2 )  Dém onstration des théorèm es 2  e t  3. N ous m on trons le  théo rèm e  2  pa r
absurde. Et nous supposons d'une part que le (PC) soit 00-soluble et d 'autre
part que le (PC) ait, pour un ./ZCZ G 0,), un V = vd) et un (p, (5), la propriété de
l'unicité à  jauge g(t, x)tt(x — .Z)" à, (0, 5c') avec un 'r d )  tels que erV,Vc),.,
-c (Z)) <  CO pour un  P e [11, P ,jOE (41)0 (0,..Z) avec pig(2)(0, x; (; 0,
Alors on peut bien supposer qu'il existe un (

113 0  0) et un x °(x° 0 )
tels qu'il existe au moins une racine 2(0, x ° ; C°) de pV(2) (0, x° ; ; 0, Z.) = 0 dont
la partie réelle soit positive. Supposons pour la simplicité d'écriture que = 0.
Soient P  (1  + q , p )  e t a Max{a,, a -,1}. I l e x is te  a lo rs  u n  a- tel que l'on a:

<a- ; 0<  a- < ai; ; o < p — + ep6;

p;  — J(viS)— a-ri  p  —  6—(l + q), (j = 1,., d).

La proposition suivante due  à  S. Mizohata [16] est prépondérante.

Proposition 12 (S. Mizohata). Supposons que le (PC) soit <cc>-soluble et que
le (PC) ait la propriété de l'unicité  à  jauge g(t, x )rx" à l'origine.

Pour un dom aine relativem ent com pact Q Q 0 il ex iste des nom bres M  et C
> 0, tels que la solution U(t, x) du (PCS) 40„ satisfait

E u ; (t, x)i C(n)exp('CnP g(t, x)rxv) E te  [0, T0 ], x e Q
j = 1

jj=(a1),.M,m

Preuv e . Sous l'hypothèse que le (PC) soit <cc>-soluble avec la propriété de
l'unicité à  jauge g(t, x)ttxv à  l'origine, l'application {(p i }u ,  qui donne la solution
u(t, x) du (PC) aux données initiales (p1(x ) (j 1, ,  m), est, grâce au théorème du
graphe fermé, continue de 1-1'(R d)m à C'"([0, C (S20 )). Donc on a l'estimation
suivante:

Pour tout domaine relativement compact Q c Q 0 , il existe un entier M et une
constante positive C  tels que l'on a

m — 1
E  Sup Sup au(t, x)I c E E oc;c(pk

k = 0  te [O ,T o ] x e i2 k  =  1  J (a )5M
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Grâce à l'hypothèse que le (PC) ait la propriété de l'unicité à jauge g (t, x )rx "
l'origine, le changement de valeur de go(x) ( j  = 1,., m) au dehors d'un certain
domaine 0 -  relativement compact de R a , ne change pas la valeur de ak,u(t, x) dans
[0, To ] x  Q . D onc on a

m
E  Sup Sup I a k, u(t, x)I 3 C E  E  Sup I 91, (x) I

k= 0 te[0, To] x Qk  =  1  (a M xE (2 -

Fixons j ,  k  e t  (t, x ) une  fo is  p ris  (j, k = 1, m ), t x  Q  et nous
envisageons l'application qui donne à une fonction p(x) la valeur e k,(t, x) de la

(I)
solution u(t, x ) du  (P C ) avec  la  donnée  (0, . , 0, 9, 0,., 0). Celle-ci conne une
distribution T e(t, x): <Tiy k (t, x), )  =  (14(t, x)
telle que

I<Tlyk(t, x), 49 >I E  sup loax9(x)i.
.0(cc)5M xc 12 -

D'après l'hypothèse que le (PC) ait la propriété de l'unicité à jauge g(t, x)ttxv
l'origine, cette distribution a son support dans {y ; y  — g ( t ,  x ) t t f } .  Grâce
alors au théorème de W hitney [16], on a

I <T i
y

k (t, x), 49 > I C Sup 0"y9(y)1.
d(Œ)5M ly -  x lsg (t,x )rxv

Ainsi on a l'estimation suivante pour la solution du (PC),

( k = 0, 1, , m —
lu t x)1 3 C E E Sup 102 c, (y)1

jr--- 1 ,(Œ ) M  -  x lS g ( t ,x ) r x v t e [0, To ], x e )

Appliquons cette inégalité à la solution u„(t, x) du (PC) pour la donnée exp
( — nPex)go i (x) = 1, m). Alors on a

exp(nP ex)10tin(t, x)I

< c E E Sup exp(nPex)10;(exp( — nP eY)4 9 i(Yni
.i= 1 .,(to itl iy-xi g(t,x)i=xv

G  3 C e f  exp (nP I e  g(t, x)tt.e) E  E Sup 10; cpi (y)l
j=1 ,(a)/14 ly - xlSg(t,x)rxv

L a  so lu tio n  U (t , x ) d u  (PCS)40„ p o u r  la  d o n n é e  1 i é ta n t d o n n é e  p a r
U„(t, x) exp( — n P ex )U (t , x) avec la solution U„(t, x) du (PCS) pour la donnée
exp( — n P ex )0 (x ), compte tenu du lemme de Sobolev, par remplacer M  par une
valeur plus grande, on a l'estimation:

E iu noy, 3C (n )exp  (iC eg (t, x )ttxv ) E
;=-1 Aa)5.M

j= 1 ,.,m

Il te  [0, To ], x ef2

C.Q.F.D.
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Revenant à  la démonstration du théorème 2, grâce à cette proposition 12, on a
l'estimation à  priori:

E Sup 1U,°; (t, x)1
j= 1 l x 1 . ‘ / I n -

te l° ,  Ton -  ,".." I

3C(n) exp (3C  E ( Sup g,(t, x))nPk- o ) _  t ) )  E aaoill
k=1 lx15/3n- a(a):

te[O,Ton - ] j=  1,.,m

1 C'(n) exp (3C Sup
IxI S n  a

te[0, Ton - ] k =  1 , . , d

9 ( t ,  x ) n i  E aao;

J(a)sM
j= 1 , ,m

où ,a = p — 6-0 + g)

Alors la première partie de la proposition fondamentale avec O  +
choisi au début, cr°  = , a = 6, A ° = T0 , a  = p — a-(l + q), ,  ( x ;  x  < c
Q0  implique la contradiction, car on a, pour tout A  donné,

Sup {gk(t, x) ; t [0, To n - 4 ], x  < k  =  1 , .  ,  d} <A  ( vil. »  1)

et le théorème 2 est démontré. C.Q.F.D.

La démonstration du théorème 3  est déja claire. E n  efiet, il suffit alors
d'appliquer le théorème 2  avec p  = 1, =  0  et vi  =  0  ( j  = 1,., d).

( 3 )  D ém onstration  des théorèm es 4  et 5 .  Envisageons d'abord ple(2)
(t, x;5 c ' ) .  Soit P (1 + g, p). Soit p ,  6 -  deux vecteurs réels tels que

> 0  si Si  =  0  d'ailleurs arbitraires. Soit r  un nombre réel défini par

r —= S u p  
to(p -  —  6 -  v (jak )); 1 + o -( jak )  J(pc  — 6v(jak)))

 e  F -,;}

Soit

pV P' (2)(t, x ;t ,

= Am — E (t — tru.o - oxvoak)a i a k (t, +
(jak)e rpp ap

où

-

o(jock) Apot — 6v(jockl e
TVP - ' - { (jo c k ) ;  (1  +  . , J(p —  — 6 -  v(jak)) -= jr

et x6 - i  x i  si S i  = = 0, x - i  0  ailleurs.

On a alors la proposition suivante:

Proposition 1 3 .  Si les parties réelles des racines de  p ( 2 )  (t, x — x 6, 0, .Z)
=  0  sont non positives pour tous (x , )e 122

' , alors les parties réelles des racines de
pPP (2)(t, x — x,, 0, ,Z) = 0 sont non positives pour tous vecteurs réels p -  et 6 -

tels 5 T 0  si (5 = 0 , et pour tous (x, )e112. 2  d.
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Preuv e . Il suffit de considérer les x = x° et = k '
°
 pou r x

°
 et fixés et

un scalaire k > 0  suffisamment grand. C.Q.F.D.

G râce  à  ce tte  proposition  13, le  théorèm e 5  est c la ir. E n  effe t il suffit
d'appliquer cette proposition pour p - ( —  1, ,  —  1) et (5

-
0  et de considérer

—  e au lieu de si l'on a besoin.
Et compte tenu du théorème 5, le théorème 4 est alors clair. En effet grâce au

théorème 5, tant que l'on considère le som m et P epo] du polygone de
Newton (.4)0 (0, Z), il suffit de considérer seulement les parties principales de
L(t, x; 0„ Ox ). Le polygone de Newton (4)0 (0, je) est donc de la forme à la figure
en  bas. C om pte  tenu  du  fa it .9-  <  p  s ,  o n  a p < 1 4p  e t  ap < c p . Sous ces
remarques le théorème 1 donne tout de suite le théorème 4. C.Q.F.D.

( 4 )  Sur la rem arque juste après le théorèm e 5. Nous expliquons les conditions

(N a)  e t (N's )  de V. Ya..Ivrii [5 ].

Soient

L(t, x; Am —  E  a (t, x )a =  E L,(t, x ;
o(a)5 j e =0

j = 1 ,.,m

où L„,(t, x;A m  —  E xgŒ
oco=iJ=1,.,m

L e (t, x; — E a(t, x)Œ Am
-

( e = 0,., m —  1)
o(c0= j — m +

j = 1,.,m

Soient, suivant V. Ya Ivrii,

Pk; 0 pk < 1 (k = 0, 1, , d).

Nous écrivons :

P = (Po, P) (Po, (P ' Pd)); = (t, X ) =*-- (X0 , x) = (A,

Soient
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(0, (0,., 0)); O —= (0, (0,., 0, 1))

Alors la condition (N 8) de V. Ya Ivrii (Nous considérons seulement le cas r = m.) est
la suivante:

/ L„, (iz, 40) = 0 pour 1), tels que JO + —)1)fi) < rn(1 — p o )  entraine

0, _) 0 pour 1), tels que JO + (3 — m (l —  po)

( m  e) e = 1, . , m — 1

Et la condition (N s')  est la suivante:

(N )
L„,(( ($, 40) = 0 pour 1,, 3 tels que JO + (3 —1))p) < in(1 — po )  entraine

40) = 0 pour )Y, 3 tels que JO + — < — po )

(m — = 1,., m  — 1
s —1

(ND

s — 1

Alors on a:

1
P ropositon  14. Soient p; .= s

1 + Pj (j = 1, d 1), Pd= s
s  • 6 . =  •_ 1 — PJ

(j = 1,., d —1), S d p d .
1 1

Alors on a — a p d  < e p 4  pour d = 1  et  = e p , pour d>  I  et la
s —1 s —1

condition (N 8)  est équivalente a

j (pc  — bv( jotic)) <  p o  ( 1 +  a ( iœk) ) s
 1

 1  JO () = 1 en traine

J(pcz— Sv(jcdc)) (
<

o(jak )\ 1  
J(a)< j.

1 Poy j s -1

Et la condition (N ) est équivalente a

j (p o e  _ (5),(jock)) po (1 ±  a(i;k))s 1 (a) = j en traine

(Ms)

Preuve. Envisageons la condition pour e fixé (e = , m):

(Ms)

J(pa — &Oak)) c r( jo c k ) \ 1
P o  1 + ) ±j s — 1 

J(a)< j.

(1) L a (5 i ° , 4°) = 0  p o u r  1,, 3  tels que JG, + (3 —'i) < m( 1
 — po)

 

s — 1
x  (m —  e). Remarquons que l'on a:

12! (m L, ,3
1
) (5e, 4°) = - E akp(s)(x ) —ye—k—yo 4.0

0 ,0 =k— m+ P —  y)! ( 11j 0) !
k=1,.,m
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-
= Y o!Y 1 akA (0) k  = m  —  yo, = = e  Yo — J(Y') Y d

(Pd — Yd)!

Fixons j  a  e n  s o r te  q u e  l 'o n  a  J(a)  =j  —  m  + t. Appliquons (1) pour
(m — j, a', yd) e t 3. A lors on a ai ,c(s) (0) = 0 tant que

(m —j)(1 — Po) + d(Œ' ( 1 — P')) + Yd(1 — Pd) + J( 0 )  <  m(1 — Po) 
s  —

s
1
(m e ) et

ch donc à posteriori :

(2) aŒ((0) = 0 tant que (m —j)(1 — Po)

J(oe(1 — p') + 93) < m(1 — Po)

Supposons en revanche (2 ). Fixons (y', S) tel que

+ (3 — ) < m(1 — Po)
s  —  1

(m —
Soit

 

(m — e).
s — 1

m Yo, ad e Yo — J(Y').

Alors on a

(m —  (1 — Po) + i(Œ' (l — P')) + — Pd) + J(M )  < m(1 — Po) 
s  —

s

1
(m e )

Donc d'après (2) on a
(50,_

Ce qui montre (1 ). Ainsi on a vu que (1) est équivalente à (2 ). Compte tenu de
J(a) = j — m + t  au  (2), (2) est équivalente

(3) sid o(0) = 0 tant que J(h )  <j(1 — po) — J(Œ' (1 — p'))

+ 
s  —  1  

(J(a) — j), e t  J(a) = j  — m + L .

Grâce à l'expension de Taylor, on voit que (3) est équivalente

(4) a(jak)po +  (v(jock)p) j ( s 1
 1  +  p o )  +

d(Œ'( 1 + P ' ) ) + 1 Œd 
s —

s

J(01) = — m + € •

Soient

1
 + P', Pd— 1 ; Pd •S — 1
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Pour ce (p.5), les coefficients étant supposés analytiques, on  a :

1
=  .

1 
10 <ep , pour d  = 1 et  = t b o =  no pour d> 1

s — s —

et (4) est équivalente à

s 1(5)
o(pot

1
— 5v(jak)) ( 1 ± o(jak ))

-I- Po . 1 *0  = j  — m + L.
.. J —  

La proposition est alors claire. C.Q.F.D.

G râce à. cette proposition, il est alors clair que le théorèm e 5  montre la
nécessité de la condition (N )  pour que le  (PC ) soit <s>-soluble, et, au cas de
dimension d = 1, la nécessité de la condition (N a) pour que le (PC) soit (s)-soluble
ou qu'il soit t-localement (s)-soluble au cas po > O. Il suffit en effet de considérer
la perturbation de (p..5).
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