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Sur le squelette et les dérivées
de Malliavin des fonctions

holomorphes sur un espace de Wiener complexe

Par

Shizan FANG et Jiagang REN 1

1. Notations et Préliminéaires

Soit (X, H, g) un espace de Wiener abstrait réel muni d'un isomorphisme
J : X  tel que: J 2 = —Id  et la restriction de J  sur H soit aussi une isométrie.
Soit a + ibE  C , on note: e .x = a x +  b lx , J  induit alors une structure com-
plexe sur X .  Supposons que la norme II 1x de X  est invariante par rotation:

Selon I. Shigekawa [5], (X, H, u , J )  s'appelle un espace de Wiener presque
complexe. Notons:

X*c=1' espace des formes complexes R-linéaires continues de X;
X * ( 1 , 0 ) _  

l'espace des formes complexes C-linéaires continues de X;
x * ( 0 ) . _

l'espace des formes complexes C-antilinéaires continues de X .

Alors 
X * c = x * ( 1 , 0 ) f f i x * ( 0 , 1 ) .  

De la même maniére, on définit H*c, H ci,o) e t
H *(0 ). Afin de renormaliser les v.a. gaussiennes complexes <9, x>, çoE

on suppose que la fonction caractéristique de ,u vérifie:

ii( 0=  f  exPW —1< , x›}d,u(x) --=-exP{ - 1196.2 I , E X * C H * .

Une fonction F: C  est appelée un polynôme holomorphe si

F(x)=f(<91, x>, ••• , <9k, x>)

avec f: C"—> C un polynôme complexe holomorphe et ça iE X c l '°)
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D 'a p ré s  I. S h ig e k a w a  [ 5 ] ,  l'espace H P (X , p ) des fonctions L P -
holomorphes (1<p< +00) est défini comme la fermeture des polynômes
holomorphes dans L P (X, p).

Dèsignons par F  le gradient sur X  ( V oir [31), et

Wp,r(X)={F:
 x -  c I f1117kFrdp<  +o } .

Notons: W.P(X)= n w p,r(x ). Si F E  w.P(x)ni-P(x , p), alors: ( V oir [5])

a F(x)=(1/2)(FF(x)+,1-1J*7F(x))=0

où J* est l'adjoint de J.
Suivant H. Sugita [8], définissons le squelette d'une fonction F E  HP(X, p)

par:

(1.1) P (h )=  fx F (x+  h )dp(x) .

On a ( V oir [8]):

p(1.2) p,(h)=Iim  ( V (10, r)) fv
o ù  V(h, Mx< r).

Dans ce travail, en montrant d'abord qu'une fonction FE H P (X, p) est
entièrement déterminée par son squelette P, on est amené à  étudier des
propriétés analyiques de P . Dans le cas où P = 2, P appartient à une classe
de fonctions analytiques g .  de V. Bargm ann [1] qui sont des fonctions
analytiques au sens de H ille-Phillips [2]. On montrera que cette propriété
subsiste pour toutes les dérivées partielles de P avec F E H P (X, p) (1<p<
+00). Dans la section 3, On introduira la transformation de Cameron-Martin
pour toutes fonctions F E L P (X, p) et ses propriétés seront étudiées.

On montrera que les dérivées radiales de ces fonctions existent sous des
nouvelles mesures boréliennes qui sont holomorphes relativement  à  ces
mesures, ce qui fera l'objet des sections 5. Enfin dans la dernière section, un
résultat sur le principe de grandes déviations sera donné. Finalement, les
deux auteurs remercient vivement Monsieur le Professeur Paul Malliavin
pour tous ses conseils et discussions. Ils remercient également Monsieur le
Professeur Shinzo W atanabe pour ses suggestions utiles.

2. Caractérisation du squelette d'une fonction de 112 (X,

Dans ce qui suit, on fixera une suite q),EX* (1 '° ) tels que {ço,/j 1} forment
une base hilbertienne de H* °). On va d'abord définir l'espace de Hilbert  EE-
suivant l'idée de V. Bargmann ([1], p. 200). Posons:

(o,r)F(x+ h)dp(x)
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(2.1) U [n i](h )=  fin  < 9 k ' h ) m k k E  H
k - 1 M k !

où m=(mi, •••, mn) désigne un multi-indice. Notons:

M = {m = - (mi, --)EZ+Nilml= mn<+00}.

D éfinition g .  est l'espace des fonctions f (h )  définies sur H telles qu'il
existe des coefficients complexes 7[m] vérifiant E.171„,,i2 < + 0 0  tels que:

(2.2) f ( h ) =  E  y[ mi u t . ,(h )
meM

Et il est bien connu (cf. [1]) que la serie dans (2.2) converge absolument.

L'espace g , est muni d'un produit scalaire:

(2.3) (f , E nm ir'[.] , f ,

Théorème 2.1. Une fonction f  déf inie sur H  est le squelette d'une
fonction holomorphe F G H 2 (X , p ) si et seulement si f E g

Preuv e. Soit f E  9 ,  elle a l'expression (2.2). Notons:

(2.4) U [m i( X ) = 1 1 < 9 k ' X > m k

k=1 s/m k t

et posons: F(x)=Em y[m ]u[m i(x). D'après I. Shigekawa [5], pour tout mEM,
upni(x) est un polynôme de Hermite complexe sur X , et l'ensemble des
{utml(x)/mEM} forment une base hilbertienne de H 2 (X ,  p ) .  Par suite F E
H 2 (X ,  p ) .  Soit hG H , en utilisant e théorème de Cameron-Martin, la série
E m rp o upn i (x  + h) converge vers F (x  + h) dans L P (X , p ) pour tout p< 2. l i e n
résulte que:

f x.F ( x  h ) d p ( x ) =  yi rnif ut.,(x + h)dp(x) .m x

D'autre part, chaque u[m] est continue et holomorphe, donc, compte tenu de
(1.2), on a:

a[mj(h)=u[m](h),

la relation (1.1) donne immédiatement: -F (h )= / (h ).
Inversement, toute FE H 2 (X, p ) admet une décomposition en chaos:

(2.5) F (x )= E  r[m ]U tinj(X )
n=01m1=n

où la convergence a lieu dans l'espace L 2 (X ,  p ) .  On a donc:
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fx  F(x+
X 
u[ ,,z] ( x + h)dp(x) ,n=0 

par suite;

(2.6) F-(h)= Er f -  E r[miti[.](h)n=f0m1=n

Evidement E  g-. Q.E.D.

3. A n a ly tic ité  réelle de la transformée de Cameron-Martin [cf. 10]

Oublions dans cette section la structure complexe de X .  Rappelons d'
abord les polynômes de Hermite réels sur X  et notons:

)
nd n 2(3.1) n ( e )  2 - n  (  1 e e2/2  e-e /2)

.1 u ç \

On a:

(3.2) 2(n +1)Hn-hi(E)= elin(E) - 1 1 (e) .

Soit {enE X */n1}  une base orthonormée de H . Pour m E M , on définit:

H[m](x)=11kHm„(<ek, x>) .

Définition 3.1. Soit FEL P(X , p)(1<p< + 0 0 ) ,  on définit sa transforma-
tion de Cameron-Martin P: H-* C par:

P(h)= f x F(x+ h)d,u(x) .

Si F  est holomorphe, P" n'est rien d'autre que son squelette.

T h éo rèm e  3 .1 . S o it  FE L P(X , p ) , alo rs  i" (h )  e s t  u n e  f o n c tio n
indéfiniment Gateaux-différentiable de H dans C et les dérivées Partielles sont
données par:

(3.3) [DAn'-DAinh)=21m/[m ]IfF(x+h)H[m ](x)dp(x)

où [m]! = mi!m2! • mn! .

Preuv e. Lorsque m =0, c'est justement la définition 3.1. Supposons (3.3)
vraie pour tout. m E M , ImL L. S o it  eE { en / n 1 } , écrivons m=(mi, mi.,
, ••.), (mk*0), et définissons la fonction 0(E):

q5(E)= Mtkk i"(h + Ee ,) ,

Utilisant (3.3):
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çb(e)=2 Im Y(m )!fx F(x+  h+ Ee1 )11[.1(x)dp(x)

=2 1m v(m )!LF (x+h )H [m] (x -E e 1 )exp{E<e 1 , c214}dp(x) .

En dérivant les deux membres par rapport à e, on obtient:

(3.4) dOci(EE)  fe  0 _ 2 1,7111( 1d  f  F (x +h )R e i , x>1-l1m1(x)

(<ei x>, •••, <eh, x>)<ei, en>jelp(x) .
n=1 Ofqn

Si ej klei, •••, ekl, notons m'=(mi, •••, mi,, 0, •••, 1, 0--) où j  figure sur la j-ième
place, alors:

x> Hi m] (x )=  2H [mq (x ) et m'!= m! .

La relation (3.3) est déduit de (3.4).

Si ei E{el,•••, eh}, pour a simplicité, on suppose:  e ei. On a:

L (x)< e1, en> = x>)Hm2(<e2, x>)•••11m„(<ek, x>) .

En utilisant (3.2) et (3.4), on obtient:

[Dg7D 1•-•DA ifr](h)=2 1m V [m ]!L F(x+h)11Em , i(x )dp(x ).

où m'=(mi+1, mz, •-•, mk, 0, De la méme maniére, on a:

[D e k D a .-1... D A i+ip- 1(h ) r f x F ( X  + h )//1 m q (X )d t/ (X )

d' où (3.3). Q.E.D.

Corollaire 3 .1 .  Soit F E L P (X, p), l'application H - C :

h->[Dg,”•••DA'F'1(h)

est continue.

Preuv e . Il résulte de (3.3) et du théorème de Cameron-Martin. Q.E.D.

Corollaire 3 .2 .  Soit FE LP (X, p), soit 1<p '<p , on a:

j[DT„'' - - DT,11](h)iiIFIlf:Pcx,p)lilltm)111. ,r(x,p)exp{(q” -1)11h11 2 14}

01,7 q"=P7(P' - 1) e t q"=PAP-P").
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Preuve. Il résulte de (3.3) et de l'inégalité de Holder. Q.E.D.

Considérons maintenant l'application Dnfr(h):Hx  H x C  definie
par:

(hl, •••, hn) .

Théorème 3.2. Soit FE L P(X , p) (1<p< +00), alors:
i) D P ( h )  est une forme n-linéaire symétrique continue;

' nii) P (h +k )= D F ( h ) .k  F(h )+ E k E H .n!

De plus, la série dans ( ii)  converge uniformément en h sur tout borné de H.

Preuve. Soient h1, hnE H , écrivons: h., ---E alh ,aea, alors:

(3.5) D n  P (h ) .h i -  h n =  E  De,n,..,, (h )h ia `•••hn '
(11,—,an

On a:

(3.6) ID n fr(h ).h i • • •hnl E IDe,,„, - ,e„,P(h)1 2 ) 112 x  ( E hn")2)1'a ,,•••,a,,

D'aprés (3.3):

( E iDe,,„-..,,,,P(h)1 2 ) 1'.<2 n 1TafnrnFllo(x,m)ai,,an

D'autre part:

( E (h1"....hnan) 2 y/2 =11h16•••11hn6

Il résulte de (3.6):

(3.7) 1D n P (h ).h 1  • • 2V!M JflrhFLz(x,p )jIh lIIff Mh f l I HiiH• •

où Jn est la projection de L P (X , p) sur le  n-iéme chaos. D'où 0.
Soit maintenant k H, posons e=k/IlkIIH, d'aprés (3.7):

(3.8) IDnP(h).knl .

S i  1<p<2, preno ns t > 0  t e l  q u e  (et —1)p=1, e n  u t ilis a n t  l'hyper-
contrativité du semi-groupe d' Ornstein-Uhlenbeck Tt:

GELP (X, p).

Donc:

(3.9) IlTnGilL2(x,p)‹e'll.InG1IL,(x,p).
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Remarquons que (3.9) est aussi valable pour (avec t = 0 ) .  D'autre part,
il existe s >0 tel que:

11.InGilLP(x,p) en S IIGIILP(X.P) •

On en déduit avec (3.9):

II.in Gliv(x.p)-- e n "  s lIGIILP(x .

En prenant G= rhF et 1<p'<p, on a:

(3.10) Lin(rhF)IIL2(x,p) enclirhFIILP(X,p) , C  =  t  +S .

En utilisant le théorème de Cameron-Martin:

(3.11) II rhFIIL.P'(x,p) 11Fil 11h11u2 1 4)f;(x,p)exp{(q' — 1)

où q'=P/(P—p').soit m< ml, en combinant (3.8), (3.10) et (3.11), on obteint:

  

Dn 't(h ).le
n!

< [ 2nlikilnlenc 111FIlf.", (x.p)exp{(a' -1)11h11,2/4}.(3.12)
m i

n=m

   

On en déduit donc que la série dans ii) converge uniformément en h parcour-
ant un ensemble borné dans H. Q.E.D.

Corollaire 3.3. S o it  F E L P (X , t i), alo rs  la f o n c tio n  h—>P(h) est
differentiable au sens de Fréchet.

Preuv e. De la relation (3.12), on voit facilement que:

Ifr(h+k) - 1"(h) — DP(h).k1=0(11kII)•

Q.E.D.

4. H olom orphie du squelette

Dans ce qui suit nous allons tenir compte de la structure complexe de H
induite par l'opérateur J .  Soit f  une fonction Gâteaux-différentiable de H
dans C .  Selon Shigekawa [5], on définit:

(4.1) DF(h)=-(1/2)(DF(h)+,/-1J*DF(h)).

Définition. Soit f  une fonction Gâteaux-différentiable de H  dans C, on
dit qu'elle est holomorphe sur H  si Df =0 sur H.

Proposition 4 .1 .  f  est holomorphe sur H si et seulement si pour tout h,
kEH, la fonction G: C C definie p a r :  G(E)= f(h+$.k) est holomorphe sur
C .
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Preuv e. En prenant ho= h+ Eo.k, on se ramène à  démontrer que f  est
holomorphe si et seulement si J.G(0)=0. Soit E=a+ibE C, on a:

OG 
 (0)=<Df (h), k >  et 

DG
  (0= <Df (h), Jk> .aa ab

Donc:

a c(o)= <Df(h), k>.

D' où le résultat. Q.E.D.

Théorème 4 .2 .  Pour tout mEM ,

(4.2) D[DA'.-.DAliSh)=0 .

Preuv e. Nous allons démontrer (4.2) pour m=0, le cas général se
démontre de la même manière. Soient Ph une suite de polynômes holomor-
phes convergeant ver F  dans 1-1)(X , p ). On voit que:

(4.3) DP(h)=0 pour tout heH

D'après (3.3), kEH:

<DP,i(h), k>= fx Pn(x+ h)<k, x>dp(x) .

(4.3) se traduit donc par:

LP,z(x+h)<k, x>dp(x)+1 i f  P,z(x + h)<Jk, x>dp(x)=0 .

Par passage à  la limite:

f x F(x+ h)<k, x>dp(x)+ I f F(x + h)<Jk, x>dp(x)=0 .

Soit:

<DP(h), k>=0 pour tout kE H .

D'où le résultat. Q.E.D.

Remarque. Selon la terminologie de Hille-Phillips [2], on peut lire les
résultats du corollaire 3.2 et le théorème 4.2 en disant que les fonctions [DT„'
«D Y F ](h ) sont analytiques. (V oir [2], p. 109-115).

Corollaire 4 . 1 1 .  Soit FE H P (X, p), supposons qu'il existe R >0 telle que:

(4.4) <R  Pour tout hE H  .

A lors F  est constante.



Dérivées de Malliavin 757

Preuv e. Soit hEH , considérons la fonction Gh($) -=  P ($ ,h ). D'aprés le
théorème 4.2, G h ()  est une fonction holomorphe sur C .  En utilisant le
théorème de Liouville, Gh est constante. En particulier, on a:  F (h )=F(0)
pour tout h E H .  Par conséquent F  est constante sur H .  En utilisant l'
unicité de la transformée de Cameron-Martin, on obtient le résultat.

Q.E.D.

Corollaire 4.2. Soit F E H P (X ,  p ) .  Supposons qu'il existe un ouvert 0
de H tel que P (h )= 0  pour tout hE O . A lors F=0 p —p.p.

Preuv e. On fixe hoE 0, soit hE H , on considère la fonction holomorphe
G h ()=  -F-'(ho+ e h ) .  Pour 1E1 assez petit, ho+ ehE 0, donc G ( E ) = 0  au
voisinage de 0, Gh est donc identiquement zéro. En particulier: P(h )=P (ho)
= 0 . On conclut par l'unicité de la transformée de Cameron-Martin.

Q.E.D.

Théorèm e 4.3. Soit FE IP (X , p) non identiquement constante, posons:

(4.5) M (r )=  sup 1P(h)1 •

Alors r —, M(r) est strictement croissante.

Preuv e. Soit Ph une suite de polynomes holomorphes convergeant vers F
dans L.P (X , p ).  Il est aisé de voir que h n(h) est une fonction continue pour
la norme 11 lix• D'autre part:

(4.6) li"(h)—Ph(h)111F PhIlLpexp[(q —1)111/62 1 4] .

Par conséquent, /5h(h) converge vers P(h ) uniformément sur tout borné de H,
est donc continue pour la norme 11 sur tout ensemble borné de H .  Par

conséquent, il existe ro tel que:

M(r0)= ifr(ho)1 .

Considérons maintenant la fonction G h o ( e ) = P ( e • h o ) ,  alors:

(4.7) supIGh.($)1<suPlGh0(E)1 , (r >1) .
lel

Car sinon Gh0(•) serait une fonction identiquement constante par son
holomorphie. En particulier, .P(h0)=- Gh0 (1)= Gho(0)= P(0). Soit maintenant
h E H . On a:

sup L(Eh)15- sup HP; (
lei r0/11hIlll 11h11H ro

= HP(ho)1

=1P(0)1
D'où P(h ) = P(0) pour tout hE H . D'autre part I" ne peut pas être identique-



758 Shizan Fang et Jiagang Ren

ment constante par l'unicité de la transformée de Cameron-Martin. Cette
contradiction montre (4.7). Q.E.D.

Remarque. De la démonstratin on voit facilement que pour chaque r >
0, il existe h =h (r) , qui peut dependre de r ,  tel que 11h(r)11H=r et M (r)=
P ( h ( r) ) .  Par consequent, si F n'est pas identiquement constante, on a alors
pour tout h avec 111/11H< r:

1P(h)1<M (r).

5. Dérivées radiales des fonctions FE IP (X ,

Dans cette section, on désignera par D  le disque unité de C:

D = {eC lIel<  1} et D  le disque unité fermé.

Proposition 5 . 1 .  Soit P un polynôme holomorphe, alors:

(5.1) suPf IP ($ .x )1Pd (x ) f IP(x)1Pciti(x) .
$ E D  X X

Preuv e. Ecrivons $=  re '°, d'après l'invariance de  ji par rotation:

(5.2) f x 1P(re.x)1Pciti(x)= L IP(rx )I P dP(x).

D'autre part:

P (rx ) -- L P(rx -F(1— r 2 )1 / 2 y )dp(y )=T tP(x ).

avec t = — logr. On en déduit donc:

(5.3) f x 1P(rx)1Pdp(x) fx 1P(x)1Pdp(x) .

En combinant (5.2) et (5.3), on obtient (5.1).
Introduisons maintenant la mesure borélienne pl sur X  par:

(5.4) pi(A )=(217r) fx dp(x) 1,1A(e.x)log d a( )

où a est la mesure de Lebesgue sur D.

Proposition: 5 .2 .  La mesure pi charge tous les ouverts de X , de masse
totale 1.

1Preuv e. fD log dc/(e)=27r f i rlog(l/r)dr = n 1 2 . D'autre part, soit AC

X  un ouvert, soit x0EA, il existe alors r(xo)>0 tel que: E.x0EA  si 1El >1
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— r(x0)> O. O n  a :

1 fD 1A(.x)log d a ( e )

11A(e x)log lEi da(E)d1-r(x.)<Iel<1-r(x0)/2

iLog[1/1 — r(x0)12]0'({E C11— r(x0)<IEl<l — r(x0)/21)

>0.

Par suite, pi(A)(2/7 -r)f A  dp(x) fi lA(E.x)log da(e)>0 . Q.E.D.

Remarque 1. La m esure pl ne peut pas être absolum ent continue par
rapport à p .  Considérons X = C0([0, 1], C )  l'espace des fonctions continues
complexes s'annulant 'à l'origine. Notons:

A={XEX/ ihn EI:=11.r(k2 - n ) — X((k —  1)2- n )12 =  .
n-+.0

On a ,u(A )= 1 . D'autre part:

1 Pi(A )=(2/7r)fdp(x )f lA (E
•
x)log 

1$1
c16(e)x D

=(2/71- )f o log- id c s (E ) fx 1A(e.x)dp(x)

=(2/7r)fp log do-( e ) f,  1A(e.x)dp(x)= 0 .

Remarque 2. Lorsque X = Cn (n>2), on a: dpi = f (z, Cn avec
+.

f ( z ,  . ) = f  [rn-2e(i-r>lz12,0g.ddr .

Proposition 5.3. Soit P  un polynôme holomorphe, on a:

(5.5)
 leD
supf IP(7).x)1 P dPi(x) LIPI I'dp(x).x

Preuv e. Soit 72ED, on a:

f iP (7 2 .4 P d p i(x )= (2 /7 1 -) fx d,a(x)LIP($77.x)1Plog-& da($)

=(2/2r)fx 1P($7.i.x)1 P dti(x)L log - i d a ( e )  .

En utilisant (5.1) il vient:
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LIP(77.x)1 P dPi(x )(217r)(fx 1P(x)1P d p (x )) f) logi d a ( e )

=L IP(x )1 P citt(x).

D'où (5.5). Q.E.D.

Définition 5.1. [cf. 9 ]  Soit P un polynôme holomorphe, on définit:

(5.6) DP(x)---- lim  P((l+s)x)— P(x) 

Proposition 5.4. Soit P un polynôme holomorphe, on a:

(5.7) LiDxP(x)I2dpi(x)< LIP(x)1 2c1P(x) - 1P(0)12 .

Preuv e. R appelons d 'abord le  résultat suivant (V oir [4]): S o it h  une
fonction de classe C2 su r  D, alors:

1 
(5.8) (1/27r)f

27r 
h(e)d0— h(0)=(1/27r)fL lh(E)log 

1E1 d a ( e )  •0 D

Soit x E X , posons h(e)=P($.x ), qui est holomorphe sur C .  Ecrivons $
=a+ib ,h =u +iv ,  alors

4112 12_ ,j ( u 2+ v 2) _ j u 2+ j v 2

=2[(aa
D u )

a b 
2 + (aU )2]+2U .Z IU +2[(

a
a

a 

)2 +(
a
a

b
v  )1+2v.Z1v

= .2 R aU ) 2+ ( 1314 ) 2+ ( )2+ M 2]= .41FU I2aa ab aa ab
où on a utilisé l'équation de Cauchy-Riemann. D'autre part:

d h

(E )d$
2

= 11711 12 •

 

En appliquant (5.8) à  h 2 , on obtient:

  

(1/27) jo I h (e)1 2d 0 — ih(0)12 =
d h

($ )d$
2 1 
1 °g  lEi da(E)

 

Par suite:

  

/-271 2 1 
(5'9) (1/2701 1P(eie .4 2de — 1P(0)12 = 2 d P  (E

l o g
, _JAN

0 7C D  de •  )  Il E i c i œ " . )

En l'intégrant par l'apport à  x, on obtient:



(5.9) f x 1Prdp(x)-IP(0)12 =I fx dp(x)fp

R em arquons [
de
d P  (e.x )].e=Dx P(e.x ), donc

dP 2 1
clE (e.x) lo g do-($) .

1 D x P($ .4 ‹  d
cl

P
E ( e .x ) .  Par
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suite:

f lpx 11 201pi(x)=(217r) fx dp(x) LIDxP(e.x)Flogirda(e)

‹  f1112dP(x) - 113 (0)12 .x

Q.E.D.

Proposition 5 .5 .  Soit P  un Polynôme holomorphe, alors:

(5.10) sup f oxp(E.x)1Pdpi(x)‹ fiD.P(x)1Pdpi(x) .
E E D JX

Preuv e. Il résu lte  de  (5.1) et de  la  défin ition  de  p i. D onnons lors le
suivant:

Théorème 5 .1 .  Soient FE H 2 (X , p), Fn des polynômes holomorphes tels
que F -  F  dans H 2 (X , p ) . Alors:

i) DxF=limDxFn existe dans L 2(X , Io') .

ii) LIDxF(x)1 2 dpi(x).< LIF(x)1 2 4 (x ) - 1F(0)12 .

Preuv e. Direct en utilisant la proposition 5.4. Q.E.D.

Dans ce qui suit, nous allons étendre les résultats du théorème 5.1 aux fonc-
tions FEHP(X , p) avec l< p< 2.

Théorème 5 .2 .  Soit F E H P (X, p) (1<p< 2), on a alors:

i) DxF(x) existe pl-P.19. ;

ii) LIDxF(x)1Pdpi(x)<cp LIF(x)1Pdp(x) .

Où cp sera précisé dans (5.12).

Pruev e. Suivant le schéma ci-dessus, il suffit d'établir le résultat:

(5.11) fx1DxP(x)1Pdpi(x)‹ cpfx 1P(x)i P dii(x) .

lorsque P est un polynôme holomorphe.
Soit EE D , posons r= 1 — E . En appliquant la form ule de Cauchy à la
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fonction holomorphe: $--4 P(E.x), on obtient:

d P
($.x)= f27`P(($+ re ie ). dB .d$ 27rr

donc:

dPP 1   (27
de (E 'x) 

=  

 27z-rP Jo IPŒE-E re 4ie ). P d0

Par conséquent:

ID P (x )d p i(x )

= 7T.fx dP(x)1,1D.rP($.x)1P log- L
e r-do-($)

2_-_-,-„fxdp(x).1-127,1rpf
2n 

IP((e+ re").x)1 P d011og dc(E)

=  I D [ J r p  2x(fx 11j((e+ re).x)1Pdp(x))log-&da($)

2 ;z1.r p f2 7 (fx 1P (x )P d p (x ))d 0 ]log *d cr(E )

(où on a utilisé (5.1))

= ( fx 1P(x)1Pdp(x)) x (11)(1— lep- 1'1°g dc ( E) ) •

=c,f1P(x)iPdti(x) .

avec:

1(5.12) Cp = -

2  

f71. ( 1  — IEVLog=da(e)
D lel

= 4 f  r(1 — r) - PLog(l/r)dr < +a) .

Q.E.D.

6. Principe de grandes déviations

En théorie de diffusions, le résultat de grandes déviations est exprimé  à  l'
aide de son squelette, la solution d'une équation différentielle ordinaire ssociée

un trajectoire déterministe (Voir par exemple [7]). Parallèlement, dans
notre cas, on a aussi:
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Théorème 6.1. S oit FEHP(X, ,u) (1 < p< +00), on a:

i) S i A c  C  est un ensemble fermé, alors:

(6.1) lim  4  e log ii({x  X/F(Ex)E < — hil112/ (h)EA1 .e-o

ii) S i A c C  est un ensemble ouvert, alors:

(6.2) lim 4E 2 logg({.TEX/F(Ex)EA}) —inf{IIMH2 /P(h)E11.} .

Preu v e . Prenons Pn une suite de polynômes holomorphes convergeant
vers F  dans L P (X, ,u), montrons d'abord:

(6.3) lim 1ime1og/.1({xEXIIF(sx) — Pn(Ex)1.61)= , 8>0
e-0

En effect, notant q(s)=(1Is 2 -1 )p+1, on a:

(6.4) ,u({xEXIIF(Ex)— Pn(Ex)I>

aL L IF (E x )— p n (Œ x r e )d ,u

1 
v o niogdF— P,21(x)1q , e, dp

1  
IIF P72117*,p)a< go

où on a utilisé l'hypercontrativité de T .  O n a:

n i , , P (X ,P )  •1,inoiE2 log[ ace)11F PnIM,tol=log(1 / 6) P F  —  P

On en déduit:

lim limE2log[ 1
a q ( e )

11F  PnIIY.*,p)1=—oe •
n— +os e— O

D'où (6.3).
Le reste de la démonstration est tout 'à fait formel, analogue  à [7, P.

85-86]. Q.E.D.

Remarque. Dans (6.1) et (6.2), le nombre "4" est ne à la renormalisation
de la mesure fi.
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