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1. Introduction

Depuis l’article de Fang-Malliavin [11], nous connaissons deux sortes de
gradient D et D̃ sur l’espace des chemins à valeurs dans une variété rieman-
nienne. Le gradient D défini à travers le transport parallèle stochastique est
l’analogue le plus naturel à son homologue sur l’espace de Wiener, alors que
le gradient D̃ dit amorti est défini de manière à ce que la divergence relative
à D̃ d’un champ de vecteurs adapté soit exactement de la même forme que la
divergence sur l’espace de Wiener.

Par conséquent nous avons deux opérateurs L = −D∗D et L̃ = −D̃∗D̃ qui
méritent de porter le nom d’Ornstein-Uhlenbeck. Jusqu’au jour d’aujourd’hui,
nous avons tendance à favoriser des études sur le gradient D et sur L en matière
d’analyse de l’espace des chemins, d’autant que l’intervention de la matrice
Qσ,τ dans la définition de D̃ rend son analyse un peu rébarbative. Ainsi nous
avons vu développer des travaux en faveur du gradient D et de l’opérateur L:
l’existence du flot engendré par h ∈ H qui définit la dérivée Dh dans la direction
de h (Driver [6], Enchev-Stroock [8], Hsu [12]). l’existence du processus ayant
L comme générateur infinitésimal (Driver-Röckner [7], Kazumi [17]). quelques
propriétés de L (Fang [10], Hsu [14]).

Par contre l’avantage de L̃ sur L est que comme nous le verrons plus tard
les coefficients de L̃ sont adaptés à la filtration naturelle. Il semble que ce soit
la raison pour la quelle Norris [21] a réussi à construire le processus associé à L̃
tout en exploitant la théorie des équations différentielles stochastiques à deux
indices.

Dans cet article nous nous intéressons principalement au générateur amorti
L̃ et nous calculons l’expression explicite de L̃ pour les fonctions cylindriques.
Le calcul s’effectue en développant en série au moyen d’une base orthonormée
dans l’espace de Cameron-Martin la forme quadratique associée à D̃ et en
appliquant la formule d’intégration par parties pour D̃. L’intégrale stochastique
au sens d’Ogawa (le lemme 5.1) et la formule des dérivées secondes due à
Cruzeiro-Malliavin (le lemme 5.2) permetteront la bonne marche du calcul.
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232 Tetsuya Kazumi

Ensuite nous verrons que des estimations des coefficients de L̃ nous permettent
d’obtenir le processus stationnaire associé à L̃ de la même façon que dans [17].

2. Base de l’analyse de l’espace des chemins

Soit M une variété riemannienne compacte de dimension d. Soit (P0(Rd),
ν) l’espace de Wiener d-dimensionnel.

P0(Rd) = {x : [0, 1] → R
d; continue et x(0) = 0}

et ν est la mesure de Wiener sur P0(Rd). Etant donné un point de départ
m0 ∈ M , on désigne par (Pm0(M), µ) l’espace des chemins sur la variété M .

Pm0(M) = {p : [0, 1] → M ; continue et p(0) = m0}
et µ est la mesure de Wiener sur Pm0(M). Il est bien connu que du point de
vue de la théorie de la mesure, les deux espaces sont isomorphes l’un à l’autre
par l’application d’Itô I

I : P0(Rd) → Pm0(M) et µ = ν ◦ I−1.

L’application d’Itô I est définie de manière suivante. Soit O(M) le fibré des
repères orthonormés au-dessus de M et soit π la projection naturelle π :
O(M) → M . Rappelons que r ∈ O(M) peut être considéré comme une ap-
plication unitaire r : R

d → Tπ(r)M . On fixe un élément r0 ∈ O(M) tel que
π(r0) = m0 et on note (εα)d

α=1 la base canonique de R
d. Soit A1, A2, . . . , Ad

les champs de vectuers horizontaux sur O(M), c’est-à-dire, la valuer de Aα

en r ∈ O(M) est le relèvement horizontal à TrO(M) de r(εα). Etant donné
le mouvement brownien d-dimensionnel (x(τ ))0≤τ≤1, le processus horizontal
(r(τ ))0≤τ≤1 à valeurs dans O(M) est défini par l’équation différentielle stochas-
tique suivante: 


dr(τ ) =

d∑
α=1

Aα(r(τ )) ◦ dxα(τ ),

r(0) = r0.

Le mouvement brownien (p(τ ))0≤τ≤1 sur M n’est rien d’autre que la projection
naturelle de (r(τ ))0≤τ≤1 : p(τ ) = π(r(τ )). L’association de (x(τ ))0≤τ≤1 à
(p(τ ))0≤τ≤1 est appelée application d’Itô. Soient σ1, σ2 des point dans [0, 1].
Le transport parallèle stochastique le long de p ∈ Pm0 tpσ1←σ2

: Tp(σ2)M →
Tp(σ1)M est dèfini par tpσ1←σ2

= r(σ1) ◦ r(σ2)−1. On pose eα(σ) = r(σ)(εα).
Le système ({eα(σ)}d

α=1)0≤σ≤1 est appelé repère mobile stochastique.
Une fonction f(p) sur Pm0(M) est dite cylindrique lorsqu’elle s’exprime

par

(2.1) f(p) = F (p(σ1), p(σ2), . . . , p(σN ))

avec des points de partition 0 < σ1 < σ2 < · · · < σN ≤ 1 et une fonction F de
classe C∞ sur on MN .
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Soit H1 l’espace de Cameron-Martin:

H1 =
{

h : [0, 1] → R
d; absolument continue et |h|2H1 =

∫ 1

0

|ḣ(τ )|2 dτ < ∞
}

.

On définit maintenant la composante du gradient d’indice continu τ ∈ [0, 1] et
d’indice discret α ∈ {1, 2, . . . , d} par

(2.2) Dτ,αf(p) =
N∑

j=1

1τ<σj
(tp0←σj

∂jF (p(σ1), . . . , p(σN )), r0(εα)).

Le gradient D est défini par la relation suivante:

〈Df(p), h〉H1 =
d∑

α=1

∫ 1

0

Dτ,αf(p)ḣα(τ ) dτ

pour tout h =
∑d

α=1 hαεα ∈ H1.
Etant donée une fonction F sur MN , on définit une fonction F̃ sur O(M)N

par

(2.3) F̃ (r1, . . . , rN ) = F (π(r1), . . . , π(rN )).

Soit f(p) une fonction cylindrique de la forme (2.1). Remarquons que Dτ,αf(p)
peut se traduire par

Dτ,αf(p) =
N∑

j=1

1τ<σj
∂Aj

α
F̃ (r(σ1), . . . , r(σ1), . . . , r(σN )).

Soient R, Ric le tenseur de courbure et le tenseur de Ricci de M respec-
tivement. On définit les processus (Ωα,β,γ

δ(τ ))0≤τ≤1 et (Ricα
β(τ ))0≤τ≤1 par

d∑
δ=1

Ωα,β,γ
δ(τ )eδ(τ ) = Rp(τ)(eα(τ ), eβ(τ ))eγ(τ ),

d∑
β=1

Ricα
β(τ )eβ(τ ) = Ricp(τ)(eα(τ )).

Un processus Z = (Z(τ ))0≤τ≤1 sur Pm0(M) à valeurs dans TM est appelé
champ de vecteurs si Z(τ ) ∈ Tp(τ)M . Soit z(τ ) le processus scalarisé de Z:
Z(τ ) =

∑d
α=1 zα(τ )eα(τ ). Z est dit adapté si (z(τ ) ◦ I−1)0≤τ≤1 est adapté par

rapport à la tribu engendrée par x(σ), 0 ≤ σ ≤ τ pour tout τ ∈ [0, 1]. Lorsque
Z est un champ de vecteurs adapté, on définit sa divergence par

δ(Z) =
d∑

α=1

∫ 1

0

( ˙zα(λ) +
1
2

d∑
β=1

Ricβ
α(λ)zβ(λ)) dxα(λ).
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Soit f, g ∈ W 1
∞ des fonctions cylindriques et soit Z un champ de vecteurs

adapté. Alors on a∫
Pm0 (M)

f(p)DZg(p) dµ(p) =
∫

Pm0(M)

(−DZf(p) + δ(Z)f(p))g(p) dµ(p).

3. Gradient amorti et sa formule d’intégration par parties

On va rappeler brièvement le gradient amorti introduit par Fang-Malliavin
[11] et la formule d’intégration par parties associé à ce gradient.

Etant donné un processus adapté (u(τ ))0≤τ≤1 à valuer dans R
d, on définit

un nouveau processus adapté (ũ(τ ))0≤τ≤1 comme la solution de l’équation
différentielle ordinaire suivante:

d

dτ
ũ(τ ) +

1
2

Ric(τ )ũ(τ ) = u̇(τ ).

La solution peut en effet explicitement s’exprimer

(3.1) ũ(τ ) =
∫ τ

0

Qτ,λu̇(λ) dλ

où Qτ,λ est la matrice définie par la solution de l’équation différentielle ordinaire
suivante

(3.2)




d

dτ
Qτ,λ = −1

2
Ric(τ )Qτ,λ,

Qτ,τ = I.

On a donc ∫
Pm0(M)

DŨf(p) dµ(p) =
∫

Pm0(M)

δ(Ũ)f(p) dµ(p)

où

(3.3) δ(Ũ) =
d∑

α=1

∫ 1

0

u̇α(λ) dxα(λ).

On définit le gradient amorti D̃ par

〈D̃f(p), u〉 = D̃U (p) = DŨf(p).

4. Générateur amorti

Soit {ḣk(τ )}∞k=1 une base orthonormée quelconque de L2(0, 1) et on pose
uk,α(τ ) = hk(τ )εα. Selon (3.1) on définit le processus adapté (ũk,α(τ ))0≤τ≤1

par

(4.1) ũk,α(τ )β =
∫ τ

0

(Qτ,λ)α
βḣk(λ) dλ.
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Soient f, g des fonctions cylindriques.∫
Pm0 (M)

〈D̃f(p), D̃g(p)〉 dµ(p)

=
∞∑

k=1

d∑
α=1

∫
Pm0 (M)

〈D̃f(p), uk,α〉〈D̃g(p), uk,α〉 dµ(p)

=
∞∑

k=1

d∑
α=1

∫
Pm0 (M)

DŨk,α
f(p)DŨk,α

g(p) dµ(p)

=
∞∑

k=1

d∑
α=1

∫
Pm0 (M)

(
−DŨk,α

DŨk,α
f(p) + δ(Ũk,α)DŨk,α

f(p)
)

g(p) dµ(p)

=
∫

Pm0

−L̃f(p)g(p) dµ(p).

On a donc le générateur amorti L̃ sous réserve de convergence:

(4.2) L̃f(p) =
∞∑

k=1

d∑
α=1

(
DŨk,α

DŨk,α
f(p) − δ(Ũk,α)DŨk,α

f(p)
)

.

Définissons une fonction φs,t : O(M) → R par

(4.3) φα,β(r) = (Ricπ(r) r(εα), r(εβ)).

Alors φα,β(r(τ )) = Ricα
β(τ ) = Ricβ

α(τ ) = Ricα,β(τ ). On définit donc
∂γ Ricα,β(τ ) = ∂Aγ

φα,β(r(τ )).

Théorème 4.1. Soit f une fonction cylindrique

f(p) = F (r(σ1), . . . , r(σN)), 0 ≤ σ1 < · · · < σN ≤ 1.

On pose F̃ (r1, . . . , rN ) = F (π(r1), . . . , π(rN )). Alors le second membre de (4.2)
converge dans Lq pour tout q, 1 < q < ∞ et a son expression suivante:

L̃f(p) =
d∑

α1,α2=1

N∑
i,j=1

Sα1,α2(σj , σi)∂Ai
α2

∂Aj
α1

F̃ (r(σ1), . . . , r(σN))

+
d∑

α1=1

N∑
j=1

Tα1(σj)∂Aj
α1

F̃ (r(σ1), . . . , r(σN )).

Les coefficient sont donnés par

Sα,β(σ, τ ) =
d∑

γ=1

∫ σ∧τ

0

(Qσ,λ)γ
α(Qτ,λ)γ

β dλ,

Tα(σ) =
d∑

β=1

∫ σ

0

(Qσ,λ)β
α ◦ dxβ(τ ) +

d∑
β=1

Kβ
β,α(σ) − 1

2
Jα(σ)
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où les deuxième et troisième termes de Tα(σ) s’expriment

Kγ
δ1,δ2(σ) =

d∑
α,α2,β2=1

∫ σ

0

(Qα,ξ)δ1
α

∫ σ

ξ

(Qλ,ξ)α2
α Ωα2,β2,γ

δ2(λ) ◦ dxβ2(λ) dξ,

Jα(σ) =
d∑

s,t,δ=1

∫ σ

0

(Qσ,τ )s
α

(
∂δ Rics,t(τ )Sδ,t(τ, τ )

+ Ricδ,t(τ )Ks
t,δ(τ ) + Rics,δ(τ )Kt

t,δ(τ )
)

dτ.

Corollaire 4.2. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck stationnaire ayant
le générateur L̃ existe.

Preuve. Il est clair que l’on a les estimations suivantes

Sα,β(σ, τ ) est bornée et

sup
0≤σ≤1

∫
Pm0

|Tα(σ)|q dµ(p) < ∞ pour tout q, 1 < q < ∞.

La démonstration peut s’effectuer de la même manière que dans [17].

5. Calcul du génŕateur amrti

On calcule le terme ayant comme coefficient la divergence dans le second
membre de (4.2). D’après (3.3), on a

δ(Ũk,α)DŨk,α
f(p)

=
∫ 1

0

ḣk(τ ) dxα(τ )
d∑

α1=1

ũk,α(σj)α1∂Aj
α1

F̃ (r(σ1), . . . , r(σN )).

Afin de sommer sur k et α, on prépare le lemme suivant:

Lemme 5.1. Soit {Φ(τ )}0≤τ≤1 une semi-martingale de classe C∞ au
sens de Malliavin. Alors la série

∑∞
k=1

∫ 1

0
ḣk dxα(τ )

∫ 1

0
ḣk(τ )Φ(τ ) dτ converge

vers
∫ 1

0
Φ(τ ) ◦ dxα(τ ) dans Lp(µ), 1 < p < ∞.

Preuve. Voir [22], [23] et [25].

Remarque. Le lemme 5.1 montre en effet que l’intégrale stochastique
anticipative au sens d’Ogawa [24] cöıncide avec celle de Stratonovichi lorsque
Φ est une semimartingale de classe C∞.
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Par conséquent on a

∞∑
k=1

d∑
α=1

∫ 1

0

ḣk(τ ) dxα(τ )ũk,α(σj)α1 dτ

=
∞∑

k=1

d∑
α=1

∫ 1

0

ḣk(τ ) dxα(τ )
∫ σj

0

(Qσj ,τ )α
α1 ḣk(τ ) dτ

=
d∑

α=1

∫ σj

0

(Qσj ,τ )α
α1 ◦ dxα(τ ),

ce qui démontre le premier terme de Tα1(σj).
Ensuite on procède au calcul du reste du second membre de (4.2). Comme

on a

DŨk,α
f(p) =

d∑
α1=1

∫ 1

0

Dτ1,α1f(p) ˙̃uk,α(τ1)α1 dτ1,

on obtient

DŨk,α
DŨk,α

f(p)(5.1)

=
d∑

α1,α2=1

∫ 1

0

∫ 1

0

Dτ2,α2

(
Dτ1,α1f(p) ˙̃uk,α(τ1)α1

) ˙̃uk,α(τ2)α2 dτ1dτ2

=
d∑

α1,α2=1

∫ 1

0

∫ 1

0

(
Dτ2,α2Dτ1,α1f(p) ˙̃uk,α(τ1)α1 ˙̃uk,α(τ2)α2

+Dτ2,α2f(p)Dτ1,α1

( ˙̃uk,α(τ1)α1
) ˙̃uk,α(τ2)α2

)
dτ1dτ2.

Lemme 5.2. Soit f une fonction cylindrique de forme

f(p) = F (r(σ1), . . . , r(σN)), 0 ≤ σ1 < · · · < σN ≤ 1,

et on pose F̃ (r1, . . . , rN ) = F (π(r1), . . . , π(rN )).

Dτ2,α2Dτ1,α1f(p)

=
N∑

i,j=1

1τ1<σj
1τ2<σi

∂Ai
α2

∂Aj
α1

F̃ (r(σ1), . . . , r(σN ))

+
∑

1≤β1,β2≤d

N∑
j=1

1τ1<σj
1τ2<σj

∫ σj

τ2

Ωα2,β2,α1
β1(λ) ◦ dxβ2(λ)

∂Aj
β1

F̃ (r(σ1), . . . , r(σN)).

Preuve. Voir [3], [4], [17].

Remarque. Le lemme 5.2 a été démontré par Cruzeiro-Malliavin [4]
pour calculer le crochet de deux champs de vecteurs.
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En appliquant le lemme 5.2, on obtient

∫ 1

0

∫ 1

0

Dτ2,α2Dτ1,α1f(p) ˙̃uk,α(τ1)α1 ˙̃uk,α(τ2)α2 dτ1dτ2

= ũk,α(σj)α1 ũk,α(σi)α2∂Ai
α2

∂Aj
α1

F̃ (r(σ1), . . . , r(σN ))

+ ũk,α(σj)α1

∫ σj

0

Ωα2,β2,α1
β1(λ)ũk,α(λ)α2 ◦ dxβ2(λ)

∂Aj
β1

F̃ (r(σ1), . . . , r(σN )).

En sommant les coefficients des dérivées secondes de F̃ sur k et α, on a

∞∑
k=1

d∑
α=1

ũk,α(σj)α1 ũk,α(σi)α2

=
∞∑

k=1

d∑
α=1

∫ σj

0

(Qσj ,λ)α1
α ḣk(λ) dλ

∫ σi

0

(Qσi,λ)α2
α ḣk(λ) dλ

=
d∑

α=1

∫ σj∧σi

0

(Qσj ,λ)α1
α (Qσi,λ)α2

α dλ

= Sα1,α2(σj , σi).

Quant aux coefficients des dérivées premières de F̃ , on peut calculer de la même
manière:

∞∑
k=1

d∑
α=1

ũk,α(σj)α1

∫ σj

0

Ωα2,β2,α1
β1(λ)ũk,α(λ)α2 ◦ dxβ2(λ)

=
∞∑

k=1

d∑
α=1

∫ σj

0

(Qσj ,ξ)α1
α ḣk(ξ) dξ

∫ σj

0

Ωα2,β2,α1
β1(λ)

∫ λ

0

(Qλ,ξ)α2
α ḣk(ξ) dξ ◦ dxβ2(λ)

=
∞∑

k=1

d∑
α=1

∫ σj

0

(Qσj ,ξ)α1
α ḣk(ξ) dξ

∫ σj

0

∫ σj

ξ

(Qλ,ξ)α1
α Ωα2,β2,α1

β1(λ)

◦ dxβ2(λ)ḣk(ξ) dξ

=
d∑

α=1

∫ σj

0

(Qσj ,ξ)α1
α

∫ σj

ξ

(Qλ,ξ)α1
α Ωα2,β2,α1

β1(λ) ◦ dxβ2(λ) dξ

= Kα1
α1,β1(σj).

On s’intéresse maintenant au second terme du dernier membre de (5.1).
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D’aprés, on a
∫ 1

0

∫ 1

0

Dτ1,α1f(p)Dτ2,α2( ˙̃uk,α(τ1)α1) ˙̃uk,α(τ2)α2 dτ1dτ2

=
∫ 1

0

∫ 1

0

1τ1<σj
∂Aj

α1
F̃ (r(σ1), . . . , r(σN ))Dτ2,α2( ˙̃uk,α(τ1)α1)

˙̃uk,α(τ2)α2 dτ1dτ2

=
∫ 1

0

Dτ2,α2(ũk,α(σj)α1) ˙̃uk,α(τ2)α2dτ2 ∂Aj
α1

F̃ (r(σ1), . . . , r(σN )).

Pour calculer davantage on a besoin de toute une gamme de lemmes suivants.

Lemme 5.3.

(5.2) Dτ,α(Qσ,λ) =
∫ σ

λ

Qσ,ηDτ,α

(
−1

2
Ric(η)

)
Qη,λ dη.

Preuve. D’après l’éqation (3.2), la fonction σ → Dτ,α(Qσ,λ) satisfait
l’équation différentielle ordinaire par rapport à σ à valeurs matricielle suivante:

(5.3)




d

dσ
Dτ,α(Qσ,λ) = −1

2
Dτ,α Ric(σ)(Qσ,λ) − 1

2 Ric(σ)Dτ,α(Qσ,λ),

Dτ,αQλ,λ = O.

Il est facile de voir que (5.2) vérifie bel et bien (5.3).

Définissons une matrice antisymétrique Γ(τ, σ; α) par

Γ(τ, σ; α)γ
δ = 1τ<σ

d∑
β=1

∫ σ

τ

Ωα,β,γ
δ(λ) ◦ dxβ(λ).

Lemme 5.4. Soit φ une fonction de classe C∞ sur O(M). Alors on a

Dτ,αφ(r(σ)) = 1τ<σ∂Aα
φ(r(σ)) +

d

dt
φ(r(σ)etΓ(τ,σ;α))|t=0.

Preuve. Voir [3], [4], [17].

Lemme 5.5.

Dτ2,α2(Rics,t(η)) = 1τ2<η∂α2 Rics,t(η)

+ 1τ2<η

d∑
β,δ=1

∫ η

τ2

Ωα2,β,s
δ(ξ) ◦ dxβ(ξ) Ricδ,t(η)

+ 1τ2<η

d∑
β,δ=1

∫ η

τ2

Ωα2,β,t
δ(ξ) ◦ dxβ(ξ) Rics,δ(η).
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Preuve. D’après le lemme précédent et compte tenu de (4.3), on a

Dτ2,α2(Rics,t(η))
=Dτ2,α2(φs,t(r(η)))
=1τ2<η∂Aα2

φs,t(r(η))

+
d

dλ
(Ricp(η) r(η)eλΓ(τ2,η;α2)εs, r(η)eλΓ(τ2,η;α2)εt)|λ=0

=1τ2<η∂Aα2
φs,t(r(η))

+ Γ(τ2, η; α2)s
δφδ,t(r(η)) + Γ(τ2, η; α2)t

δφs,δ(r(η))
=1τ2<η∂α2 Rics,t(η)

+ Γ(τ2, η; α2)s
δ Ricδ,t(η) + Γ(τ2, η; α2)t

δ Rics,δ(η).

On revient au calcul qu’on a laissé avant le lemme 5.3.

∫ 1

0

Dτ2,α2(ũk,α(σj)α1) ˙̃uk,α(τ2)α2 dτ2

=
∫ 1

0

[∫ σj

0

Dτ2,α2(Qσj ,λ)α1
α ḣk(λ) dλ ˙̃uk,α(τ2)α2

]
dτ2

=
d∑

s,t=1

∫ 1

0

[∫ σj

0

∫ σj

λ

(Qσj ,η)s
α1Dτ2,α2

(
−1

2
Ric(η)t

s

)
(Qη,λ)α

t dη

ḣk(λ) dλ ˙̃uk,α(τ2)α2

]
dτ2

= − 1
2

d∑
s,t=1


J

(1)
k,α +

d∑
β,δ=1

J
(2)
k,α +

d∑
β,δ=1

J
(3)
k,α


 ,

où

J
(1)
k,α =

∫ 1

0

[∫ σj

0

∫ σj

λ

(Qσj ,η)s
α1 (1τ2<η∂α2 Rics,t(η))

(Qη,λ)α
t dη ḣk(λ) dλ ˙̃uk,α(τ2)α2

]
dτ2

J
(2)
k,α =

∫ 1

0


∫ σj

0

∫ σj

λ

(Qσj ,η)s
α1


1τ2<η

d∑
β,δ=1

∫ η

τ2

Ωα2,β,s
δ(ξ) ◦ dxβ(ξ) Ricδ,t(η)




(Qη,λ)α
t dη ḣk(λ) dλ ˙̃uk,α(τ2)α2


 dτ2
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J
(3)
k,α =

∫ 1

0


∫ σj

0

∫ σj

λ

(Qσj ,η)s
α1


1τ2<η

d∑
β,δ=1

∫ η

τ2

Ωα2,β,t
δ(ξ) ◦ dxβ(ξ) Rics,δ(η)




(Qη,λ)α
t dη ḣk(λ) dλ ˙̃uk,α(τ2)α2


 dτ2.

On calcule la somme sur k et α de J
(1)
k,α.

∞∑
k=1

d∑
α=1

J
(1)
k,α

=
∞∑

k=1

d∑
α=1

∫ σj

0

[∫ σj

λ

(Qσj ,η)s
α1 ũk,α(η)α2∂α2 Rics,t(η)(Qη,λ)α

t dη

]
ḣk(λ) dλ

=
∞∑

k=1

d∑
α=1

∫ σj

0

[∫ σj

λ

(Qσj ,η)s
α1

∫ η

0

(Qη,ξ)α
α2 ḣk(ξ) dξ

∂α2 Rics,t(η)(Qη,λ)α
t dη

]
ḣk(λ) dλ

=
∞∑

k=1

d∑
α=1

∫ σj

0

(Qσj ,η)s
α1∂α2 Rics,t(η)

∫ η

0

(Qη,ξ)α
α2 ḣk(ξ) dξ

∫ η

0

(Qη,λ)α
tḣk(λ) dλ dη

=
d∑

α=1

∫ σj

0

(Qσj ,η)s
α1∂α2 Rics,t(η)

∫ η

0

(Qη,λ)α
α2(Qη,λ)t

α dλ dη

=
∫ σj

0

(Qσj ,η)s
α1∂α2 Rics,t(η)Sα2,t(η, η) dλ dη.

En sommant le dernier membre sur α2, s et t, on obtient le premier terme de
Jα1(σj). Ensuite on calcule la somme sur k, α, α2 et β de J

(2)
k,α.

∞∑
k=1

d∑
α,α2,β=1

J
(2)
k,α

=
∞∑

k=1

d∑
α,α2,β=1

∫ σj

0

[∫ σj

λ

(Qσj ,η)s
α1

∫ η

0

ũk,α(ξ)α2Ωα2,β,s
δ(ξ) ◦ dxβ(ξ)

Ricδ,t(η)(Qη,λ)α
t dη

]
ḣk(λ) dλ

=
∞∑

k=1

d∑
α,α2,β=1

∫ σj

0

[
(Qσj ,η)s

α1 Ricδ,t(η)
∫ η

0

∫ η

ζ

(Qξ,ζ)α
α2Ωα2,β,s

δ(ξ) ◦ dxβ(ξ)

ḣk(ζ) dζ

∫ η

0

(Qη,λ)α
tḣk(λ) dλ

]
dη
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=
d∑

α,α2,β=1

∫ σj

0

[
(Qσj ,η)s

α1 Ricδ,t(η)
∫ η

0

(Qη,λ)α
t

∫ η

λ

(Qξ,λ)α
α2Ωα2,β,s

δ(ξ) ◦ dxβ(ξ) dλ

]
dη

=
∫ σj

0

(Qσj ,η)s
α1 Ricδ,t(η)Ks

t,δ(η) dλ dη.

En sommant le dernier membre sur s, t, et δ, on obtient le deuxième terme de
Jα1(σj). De la même manière, on obtient le troisième terme de Jα1(σj).
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