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Le générateur amorti d’Ornstein-Uhlenbeck sur
I’espace des chemins riemanniens

By

Tetsuya KAzuMmI

1. Introduction

Depuis Darticle de Fang-Malliavin [11], nous connaissons deux sortes de
gradient D et D sur l'espace des chemins & valeurs dans une variété rieman-
nienne. Le gradient D défini a travers le transport parallele stochastique est
I’analogue le plus naturel a son homologue sur ’espace de Wiener, alors que
le gradient D dit amorti est défini de manitre & ce que la divergence relative
& D d’un champ de vecteurs adapté soit exactement de la méme forme que la
divergence sur l'espace de Wiener.

Par conséquent nous avons deux opérateurs £ = —D*D et £ = —D*D qui
méritent de porter le nom d’Ornstein-Uhlenbeck. Jusqu’au jour d’aujourd’hui,
nous avons tendance & favoriser des études sur le gradient D et sur £ en matieére
d’analyse de l’espace des chemins, d’autant que l'intervention de la matrice
Q0.+ dans la définition de D rend son analyse un peu rébarbative. Ainsi nous
avons vu développer des travaux en faveur du gradient D et de I'opérateur L:
Pexistence du flot engendré par h € H qui définit la dérivée Dy, dans la direction
de h (Driver [6], Enchev-Stroock [8], Hsu [12]). existence du processus ayant
L comme générateur infinitésimal (Driver-Rockner [7], Kazumi [17]). quelques
propriétés de £ (Fang [10], Hsu [14]).

Par contre I’avantage de L sur £ est que comme nous le verrons plus tard
les coefficients de £ sont adaptés a la filtration naturelle. Il semble que ce soit
la raison pour la quelle Norris [21] a réussi & construire le processus associé a L
tout en exploitant la théorie des équations différentielles stochastiques & deux
indices.

Dans cet article nous nous intéressons principalement au générateur amorti
L et nous calculons l'expression explicite de £ pour les fonctions cylindriques.
Le calcul s’effectue en développant en série au moyen d’une base orthonormée
dans Despace de Cameron-Martin la forme quadratique associée & D et en
appliquant la formule d’intégration par parties pour D. L’intégrale stochastique
au sens d’Ogawa (le lemme 5.1) et la formule des dérivées secondes due &
Cruzeiro-Malliavin (le lemme 5.2) permetteront la bonne marche du calcul.
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Ensuite nous verrons que des estimations des coefficients de £ nous permettent
d’obtenir le processus stationnaire associé a £ de la méme fagon que dans [17].

2. Base de ’analyse de I’espace des chemins

Soit M une variété riemannienne compacte de dimension d. Soit (Py(R%),
v) l'espace de Wiener d-dimensionnel.

Py(RY) = {z : [0,1] — R? continue et x(0) = 0}

et v est la mesure de Wiener sur Py(R%). Etant donné un point de départ
mo € M, on désigne par (Pp,, (M), i) I'espace des chemins sur la variété M.

P, (M) ={p:]0,1] — M;continue et p(0) = mq}

et p est la mesure de Wiener sur P, (M). Il est bien connu que du point de
vue de la théorie de la mesure, les deux espaces sont isomorphes 'un a 'autre
par I'application d’It6 I

I:Py(RY — Ppo(M) et p=voll.

L’application d’It6 I est définie de maniere suivante. Soit O(M) le fibré des
reperes orthonormés au-dessus de M et soit 7 la projection naturelle 7 :
O(M) — M. Rappelons que r € O(M) peut étre considéré comme une ap-
plication unitaire r : R* — Ty, M. On fixe un élément ro € O(M) tel que
7(rg) = mo et on note (£,)%_; la base canonique de R?. Soit Ay, As, ..., Ag
les champs de vectuers horizontaux sur O(M), c’est-a-dire, la valuer de A,
en r € O(M) est le relevement horizontal a T,.0(M) de r(e,). Etant donné
le mouvement brownien d-dimensionnel (z(7))o<r<1, le processus horizontal
(r(1))o<r<1 & valeurs dans O(M) est défini par ’équation différentielle stochas-
tique suivante:

d
dr(t) = ZAa(r(T)) o dz® (1),

Le mouvement brownien (p(7))o<r<1 sur M n’est rien d’autre que la projection
naturelle de (r(7))o<r<1 : p(7) = 7w(r(7)). L’association de (z(7))o<r<1 &
(p(7))o<r<1 est appelée application d’Ité. Soient 01,02 des point dans [0, 1].
Le transport parallele stochastique le long de p € P, th . @ Ty M —
Ty(o)M est defini par t2 = r(o1) or(oz)~!. On pose eq(0) = r(o)(ca).
Le systeme ({eq(0)}%_1)o<o<1 est appelé repere mobile stochastique.

Une fonction f(p) sur P, (M) est dite cylindrique lorsqu’elle s’exprime

par

(2.1) f(p) = F(p(o1),p©02),...,p(oN))

avec des points de partition 0 < 01 < 03 < --- < on < 1 et une fonction F de
classe C™ sur on MN.
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Soit H! I'espace de Cameron-Martin:
1
H' = {h . [0,1] — R%; absolument continue et |h|%,: = / |h(7)|? dr < oo} .
0

On définit maintenant la composante du gradient d’indice continu 7 € [0, 1] et
d’indice discret a € {1,2,...,d} par

(2'2) Taf Zl'r<a] t0<—o' F(p( ) . .,p(UN)),To(Ea)).

Le gradient D est défini par la relation suivante:

(Df(p), Wy = Z/DTaf Y () dr

pour tout h = Zi:l h%, € H'.
Etant donée une fonction F sur M, on définit une fonction F sur O(M
par

)N

(2.3) F(ri,...,rn) = F(n(r1),...,7(rn)).

Soit f(p) une fonction cylindrique de la forme (2.1). Remarquons que D . f(p)
peut se traduire par

Taf 217'<0J6A3 F( (Ul) 7‘(0’1),...,7’(0’]\/)).

Jj=1

Soient R, Ric le tenseur de courbure et le tenseur de Ricci de M respec-
tivement. On définit les processus (Q4.5~°(7))o<r<1 et (Rica ?(7))o<r<1 par

d

Y Qa5 (T)es(T) = Ry (ealT), 5(7))ex (1),
6=1

d
> " Rica ?(T)es(r) = Ricy(r(ea(r)).
B=1

Un processus Z = (Z(7))o<r<1 sSur P, (M) & valeurs dans T'M est appelé

champ de vecteurs si Z(7) € Tp,-yM. Soit z(7) le processus scalarisé¢ de Z:

Z(1) = Zi:l 2%(7)eq(T). Z est dit adapté si (2(7) oI 1)g<,<1 est adapté par

rapport a la tribu engendrée par z(0),0 < o < 7 pour tout 7 € [0, 1]. Lorsque
Z est un champ de vecteurs adapté, on définit sa divergence par

d 1
= Z/O (zo(A ZRng 128 () dz®(N).
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Soit f,g € W1 des fonctions cylindriques et soit Z un champ de vecteurs
adapté. Alors on a

/ f(p)Dzg(p) du(p) = / (=Dzf(p) +0(Z)f(p))g(p) du(p).
Png (M)

P (M)

3. Gradient amorti et sa formule d’intégration par parties

On va rappeler brievement le gradient amorti introduit par Fang-Malliavin
[11] et la formule d’intégration par parties associé & ce gradient.

Etant donné un processus adapté (u(7))o<-<1 & valuer dans R?, on définit
un nouveau processus adapté (4(7))o<r<1 comme la solution de I'équation
différentielle ordinaire suivante:

d 1. -
Z-U7) + 5 Rie(r)a(r) = i(r).

La solution peut en effet explicitement s’exprimer

(3.1) i) = | Qe ai(N) A

ol @, » est la matrice définie par la solution de I’équation différentielle ordinaire
suivante

d 1.
EQT,)\ ) R’IC(T)QT,)\y

(3.2)
QT,T =1
On a donc
[ pes@ane = [ sO)sw)du)
Py (M) Py (M)
ou

~ d 1
(3.3) 8(0) = Z/O () dz®(N).

On définit le gradient amorti D par
(Df(p),u) = Du(p) = Dy f(p).
4. Générateur amorti
Soit {hx ()}, une base orthonormée quelconque de L2(0,1) et on pose

U, (T) = hi(T)eq. Selon (3.1) on définit le processus adapté (G, (7))o<r<1
par

(4.1) U0 (T)P = /0 T(QT,A)aﬁhk(A) d\.
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Soient f, g des fonctions cylindriques.

/P (Df(p), Dg(p)) du(p)

g (M)

M=

/ (Df(p), tk,a)(Dg(p), ur,a) du(p)
Prng (M)

a=1

ANLRNE
M=

/ Dy, . f(p)Dg,  9(p)du(p)
P (M)

a=1

S [ (<P D S0+ 600Dy, S0) o) )

k=1a=1

&l

_ /P —Lf(p)g(p) du(p).

mo

On a donc le générateur amorti £ sous réserve de convergence:
o d

(42)  Lf@) =Y (Dg, Do, )~ 8(0ka) Dy, [®)).
k=1a=1

Définissons une fonction ¢s; : O(M) — R par

(4.3) $a,8(r) = (Ricr () r(€a), 7(€5))-

Alors ¢ 5(r(1)) = Rica ?(1) = Ricg (1) = Rica (7). On définit donc
Oy Rica,5(7) = Da, ba,p(r(7))-

Théoréme 4.1.  Soit f une fonction cylindrique
flp)=F(r(o1),...,r(on)), 0< 01 <+ <oy < 1.

On pose F(r1,...,ry) = F(n(r1),...,m(rn)). Alors le second membre de (4.2)
converge dans LY pour tout q, 1 < q < co et a son expression suivante:

d N
Lf(p) = Z ZSo‘l’az(aj,ai)ﬁAgz@AglF(r(al),...,r(UN))

ar,az=14,j=1

d N
+ Z ZTCH (O'j)aAglﬁ](T‘(O'l), oo r(on)).

a;=1j=1

Les coefficient sont donnés par

d oNT
Sa"B (Ua T) = Z / (QU,)\)’YQ(Q‘B)\)"/B d)\’
y=1"70

T o) =

M=

170

o d
[ (@ars® 0 da(r) + 3" K (o) = 50°(0)
B B=1



236 Tetsuya Kazumsi

ot les deuxiéme et troisiéme termes de T*(o) s’expriment

K o 62 Z / QOC’& / Q)‘ f) 012752,’752 ()‘) o dxﬁz (/\) déa

et 062ﬁ2 1

Z / (Qo,r)s™ (95 Rics ¢ (1) 5% (7, 7)

s,t,0=1
+ Rlc(;,t(T)Kst"s (1) + Rics’g(T)Ktt’é (T)) dr.

Corollaire 4.2.  Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck stationnaire ayant
le générateur L existe.

Preuve. 1l est clair que I'on a les estimations suivantes

S%B(a,T) est bornée et

sup / |T%(0)|? du(p) < oo pour tout ¢, 1 < g < oo.
0<o<1Jp,

mq
La démonstration peut s’effectuer de la méme maniere que dans [17]. O

5. Calcul du génrateur amrti

On calcule le terme ayant comme coefficient la divergence dans le second
membre de (4.2). D’apres (3.3), on a

5(Uk,a)DUkvaf(p)

1 d
:/Ohk(T) dz®(7) Z ak,a(gj)ala%ﬁ(r(al),...,r(aN)).

ar;=1
Afin de sommer sur k et «, on prépare le lemme suivant:

Lemme 5.1.  Soit {®(7)}o<-<1 une semi-martingale de classe C* au
sens de Malliavin. Alors la série Y o, folhk dx®(7) folhk(T)<I>(T) dr converge
vers fo 7)o dx®(7) dans LP(u), 1 < p < 0.

Preuve. Voir [22], [23] et [25]. O

Remarque. Le lemme 5.1 montre en effet que l'intégrale stochastique
anticipative au sens d’Ogawa [24] coincide avec celle de Stratonovichi lorsque
® est une semimartingale de classe C°°.
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Par conséquent on a

> [ in()ds® ()i alo)® dr

1

M8

=~
I
A
Q
Il

o d

>3 utrydet () [ (@, )ahelr) i

_ /J(Qaj’T)aalodxa(T),
/o

=
S8

ce qui démontre le premier terme de 7% (o).
Ensuite on procede au calcul du reste du second membre de (4.2). Comme
on a

Dy, . f Z/Dn,alf (p)tik,o (1) dr,

0(11

on obtient

(51) Dy, Dg, f(p)

Z / / D‘Fz;az 71,01 f( )uk a(Tl) )uk (7—2) dridry

x1,02—= 1

// a0 Dy f (0) ik 0 (1) g0 (72) 2
aq,a0=1

+Dr, 0, f(P) D7y 0 (ﬂk,a(ﬁ)al) ﬁk,a(Tz)M) dridrs.
Lemme 5.2.  Soit f une fonction cylindrique de forme
fp) =F(r(o1),....r(on)), 0< 01 <+ <oy <1,
et on pose F(r1,...,rn) = F(n(ri),...,7(ry)).

D, 05Dy 04 f(p)
N

= Z 17’1<Uj 1T2<01,8A}12 aAgkl F(T(Jl), o 7T(UN))

i,j=1
N o;

+ Z Z 1"’1<Uj 17’2<Uj / Qazaﬁz,oqﬁl (/\) ° dxﬁ2 (>‘)

1<p1,82<d j=1 2
D E(r(a1),...,r(oN)).
1
Preuve. Voir [3], [4], [17]. O

Remarque. Le lemme 5.2 a été démontré par Cruzeiro-Malliavin [4]
pour calculer le crochet de deux champs de vecteurs.
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En appliquant le lemme 5.2, on obtient

1 1
| [ PraaDes s @ik () () i
0 0
= ﬂk,a(aj)alﬂk,a(ai)o@af;g? 6A{,1 F(T((ﬁ), or(on))
+ g0 (o)™ / Qa0 (N)iige.a (V)2 0 dzP2 ()
0

845 F(r(o),....r(on)).

B

En sommant les coefficients des dérivées secondes de F' sur k et «, on a

co d
DD Wal0)  Aalon) ™

k=1a=1
ZZ/GIQ% Nt (A )dA/ (Qoin)22N (N) AN
k=1a=1
d oiNT;
= ;/@ (Qo,; 2o Qo n)02 dA

Quant aux coefficients des dérivées premieres de F', on peut calculer de la méme
maniere:

oo d o
Z Z akva(aj)al / Qa2752,a161 (>\)ﬂk,o¢()\)a2 o dlﬂQ ()\)
k=1a=1 0
co d oj
ZZ/ Q‘ijf hk df/ C¥27ﬂ27011 1 )‘)
/ (Qn€)2 i (€) dE o ™ ()

oo d
(Qaj ot T (€) € (Qx)a* Qas 2,00 (A)
;Z k( / / 2o Qas,p

o dz™ (A)hy(€) ¢

d_ roj oj

3 / (o, ) /5 (@) Qg o () 0 d () d
a=1

:Kalahﬁl(o'j).

On s’intéresse maintenant au second terme du dernier membre de (5.1).
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D’aprés, on a
1 1 . .
| [ Do 0D ()™ i (72)°
0 0
1 1 ~ .
= [ [ tn< 00, F0(01) (08 Dr () ™)
0 0

ak)a(Tg)az dTldT2

1
_ / Dy (it a(05) Vit (72)°2d7s 5 F(r(cn1), .., 7(0n):
0 1

Pour calculer davantage on a besoin de toute une gamme de lemmes suivants.

Lemme 5.3.

(52) D‘r,a(Qo,)\) = /)\ Qo,nDT,a (% RIC(TI)) QWJ d77

Preuve. D’apres 1'éqation (3.2), la fonction 0 — D, (Qs.) satisfait
I’équation différentielle ordinaire par rapport & o a valeurs matricielle suivante:

d 1 . .
(53) %DT,Q(QO’,)\) = _§Dr,a RIC(U)(QU,)\) - %RIC(U)DT,Q(QU,)\)y
DT,QQ)\,)\ =0.
Il est facile de voir que (5.2) vérifie bel et bien (5.3). O

Définissons une matrice antisymétrique I'(7, o; ) par

I'(r,050),° =lrco Z/ apnt(N) 0 dzP(N).
Lemme 5.4.  Soit ¢ une fonction de classe C* sur O(M). Alors on a

d .
Drod(r(0)) = 1r<o0a,¢(r(0)) + E¢(T(0)€tp(7’”’a))|t:0~
Preuve. Voir [3], [4], [17]. O
Lemme 5.5.

DT27a2 (Rics,t (77)) = 17’2 <778(12 Rics t(n)

+ 17'2<77 Z / 0627[3, O dxﬁ(f) Ric5,t(n)

ﬁél

+ 1,0y Z Qa%g °(€) o dz® (€) Ric, 5(n).
=1 T

2



240 Tetsuya Kazumsi
Preuve. D’aprés le lemme précédent et compte tenu de (4.3), on a

Dy, o, (Rics ¢(7))
:DTQ,CKQ (¢s,t (7"(77)))
:172<n8,4a2 Ps.t(r(n))

d)\ (Rlcp(n) r(n ) /\F(sz;az)gs,T(n)e/\F(sz;az)gt)L\:O

=lr,<n0a,,¢s,t(r(n))

+ D(72, 3 a2)s b5, (r () + T(72, 75 a2)e’ 6.6 (r())
:172<n8a2 Ricg ¢ (77)

+ D(72,m; a2)s® Rics 4 () + T'(72, 75 a2),° Rics ().

On revient au calcul qu’on a laissé avant le lemme 5.3.

1
/ Dy oy (i (07) )ik (72) 2 dir

/ [/ Dry 02 (Qoy \) 2 hip(N) AN gy (T2)™ :|d7'2

= Z/ [/ / Q%m Dry 0, (—%Ric(ﬁ)ts> (Qn,,\)atdn

s,t=1

h ()\)d)\uk a(TZ) } dTQ

1 ¢ 1) S S
:_5 Z Jk,a+ Z Jk,a+ Z Jk,a )

s,t=1 B,6=1 B,6=1

ou

Jlgla _/ [/ / QUJ,n “ ‘rz<778a2 Rics,t(n))

(Qun)a’ dn by (N) dX ﬁk,a(TQ)a2:| dro

1 oj o
& = / / A Qo 1y 3 / o 5.:(€) 0 P (€) Rics ()
0 0

B,6=1

(Qua)a’ dn hi(N) dX Tk o (12)2 | dro
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1 o [0;
J’ggg‘:/o [/0 /A (Qajn)s™ ( 2<n Z Qaz,ﬁt (€) 0 dz”(€) Rics,a(n)>

B,6=1" T2
(Qu2)a’ dn hy(N) dX ﬁk,a(ﬁ)‘”] drs.
On calcule la somme sur k£ et a de Jlgli

T

NE
M&

1

ES
Il
—
Q
I

M
M&

/ [/ (@, )0 (1) Doy Ric e (1) (@)’ | i (X) X
1

o 1/0 U (Qoy )" /On(anf)awhk(g)df

D Ric 1 (1) (Qr)a’ dn] i (A) dA

fZZ / (Qo;n)s™ Doy Rics,e (1) /On@n,s)a“zhk(s)ds

k=1a=1

>
Il
=)

la

M&

>
Il

[ @ty andy
0
d o .
:Z/ (Qaj,n)s%@a? RiCS,t(U)/O (Q%)\)aaQ(Qn,)\)g A\ dn

/ (Qoyn)s™ Oy Rica o (11)S° (1, 17) A iy,

En sommant le dernier membre sur asq, s et t, on obtient le premier terme de
2)

J*(o;). Ensuite on calcule la somme sur k, o, ap et § de J,g’a.

9] d

—Z 2. / U (Qoyn)s™ /Onak,a<£>a29a2,ﬁ,f<§>odxﬁ(f)

k=1 a,az,8=1 0
Rics,e (1) (Qya)a! dn} i (\) dA

i Zd; I [@m Rics (1) [ [[Qe0a® 560 071)
¢)d¢

=la,
/ (@Qn2)a d)\} dn
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> [ @ Ricsato) [ (@

a,az,f=1

n
A (Qer)o™ Q5.2 (€) 0 daP (€) dA] dn
0

/ (Qo; )™ Ric (n) K, (n) dA di.

En sommant le dernier membre sur s,t, et §, on obtient le deuxiéme terme de
J%(0;). De la méme maniere, on obtient le troisieme terme de J*(o;).
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