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Sur la Th\’eorie du Corps de Classes

sur le Corps des Nombres Rationnels

S. IYANAGA et T. TAMAGAWA

La th\’eorie du colps de classes, telle qu’elle a \’et\’e fond\’ee par notre
v\’en\’er\’e Maitre auquel ce $Vol\iota$ me est d\’edi\’e, $don1^{\backslash _{1}}e$ la perspective \‘a toutes
les extensions ab\’eliennes d’un corps de nombres alg\’ebriques quelconque de
degr\’e fini [1]. Mais. il $y$ a des faits qui s’\’echappent encore \‘a la th\’eorie
g\’en\’erale, concernant sp\’ecialement la th\’eorie du corps de classes sur le
corps des rombres rationnels. Nous en indiquerons deux dans ce qui suit.

Dans le \S 1 de ce travail, nous donnerons une forme explicite au
symbole de restes normiques de Hasse [2] pour les corps $circulaire^{q}\backslash $

’ et
palta\uparrow lt, \‘a la correspondance de Chevalley [3] entre le groupe des id\‘eles

lationnels et le groupe galoisien de l’extensIon ab\’elienne maximale du corps
des rationnels. Dans le \S 2, nous $ge^{\prime}n\acute{e}ra^{1}$ iselons la th\’eorie classiqu $e$ du
genre des corps quadratiques [4], pour le cas des extensions cycliques du
corps des rationnels. Nous $n$ ’avons pas l\’eussi \‘a tendre ces resultats pour
le cas o\‘u le $colI$) $s$ de base soit un corps de $1^{\urcorner}.ombresalg\acute{e}bliq\prime_{\llcorner}\iota es$ quelcon-
que: la formulation m\^eme des r\’esultats $cor1^{\cdot}es_{P)}o^{\eta}darts$ pour ce cas g\’er\’eral
noJs semblc difficile $\dot{c}^{\backslash }1$ trouver.

$\Lambda^{\gamma}otatio;\iota s$

Pendant tout le cours de ce travail rous 1 ous scrvilons des notations
suivantes:

$R$ : le corps des nombres rationnels,

$R^{*}:$ le groupe multiplicatif des \’el\’ements $\neq 0$ de $R$ , (le signe *sera

$emp!oy\acute{e}$ dans le m\^eme sens aussi $p_{0_{\vee}^{\backslash }}\iota r$ les autres corps)
$p$ : un nombre premier rationnel,

$p_{\infty}$ : le diviseur \‘a l’infini de $R$ ,
$R_{p}$ : le coIps des nombres $p$-adiques,
$R_{\infty}=R_{p_{\infty}}$ : le corps des nombres r\’eels,
$J$ : le gloupe (multiplicatif) des id\‘eles de $R$ ,

$P$ : le $gro\cdot.\iota pe$ des id\‘elcs principaux de $R$ ,

$a=$ $(a_{p})$ : un id\‘ele de $R$ avec Ies $comp_{oSa11}tesp$-adiques $a_{p}$ ,

$A$ : l’extension ab\’elienne $ma\wedge\searrow imale$ de $R$ ,
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$k$ : un corps circulaire, c’est-\‘a-dire, une extension ab\’elienne finie de $R$ ,

$G(k/R)$ : le groupe galoisien de $k/R$ ,

$\mathfrak{G}=G(A/R)$ : le groupe galoisien de $A/R$ , topologis\’e d’apr\‘es Krull.

\S 1 Sur le symbole de restes normiques

Soient $G$ le groupe multiplicatif de toutes les racines de l’unit\’e, et
$G_{p}$ le sous-groupe de $G$ compos\’e de toutes les $p^{\nu}$ -i\‘emes $r_{a}^{\cap}$ cines de l’unit\’e
$(\nu=0,1,2,\ldots)$ pour un $p$ donn\’e. $G$ se d\’ecompose alors en produit direct
restreint:

$G=.1_{p}I^{\prime}G_{p}$ , (1)

o\‘u $p$ dans le $seco\cdot ld$ membre parcourt tous les diviseurs $premielS$ , except\’e
celui \‘a $1’ infini,$ $\cdot deR^{1)}$

L’extention ab\’elienne maximale $A$ de $R$ s’obtient d’apr\‘es Kronecke $r$

par l’adjonction \‘a $R$ de tous les \’el\’ements de $G$ . Tout \’el\’ement $\sigma$ de $\mathfrak{G}$

$=G(A/R)$ induit donc un automorphisme du groupe $G$ , et $r\text{\’{e}} ci_{P^{1}}oqueme1^{\urcorner t}$

tout automorphisme de $G$ d\’etermine \’evidemment un \’el\’ement de $\mathfrak{G}$ . $G_{p}$

\’etant des sous-groupes caract\’eristiques de $G,$ $\sigma$ induit aussi un automorphisme
$\sigma_{p}$ de $G_{p}$ , et $r\text{\’{e}} ci_{P^{1}}oqu$ ement, $\sigma_{p}$ pour tous les $p$ d\’eterminent le $\sigma$ d’apr\‘es
(1).

Soit donc $\zeta$ une $p^{\nu}$ -i\‘eme racine primitive de l’unit\’e. $\sigma_{p}$ induit alors
un at tomorphisme du groupe cyclique $G_{r,\nu}=\{1,$ $\zeta,$ ? $\ldots\zeta^{p^{\nu_{-1}}}|$ , et $01$ aura
$\zeta^{\sigma_{p}}=\zeta^{u_{p,V}},$

$u_{p,\nu}$ \’etant un entier ratIonnel premier \‘a $p$ . Il est clair que l’on
a $u_{p,\nu+1}\equiv u_{p,\nu}(mod. p^{\nu})$ , de solte que $n_{p,\mathcal{V}}$ converge vers une limite $p$-adique
$u_{p}$ , quand $\nu$ tend vers l’infini. $u_{p}$ est une unit\’e $p$-adique, car $n_{p.1}$ est premier
\‘a $p$ . Cette unit\’e $p$-adique $u_{p}$ caract\’erise compl\‘etement l’automorphisme $\sigma_{p}$ ,
car $G_{p}$ s’interpr\‘ete comme la limite inductive de $G_{p,\nu}$ . Nous \’ecriro\mbox{\boldmath $\iota$}]s $\sigma_{p}$

$=\varphi_{p}(u_{p})$ .
D\’esignons par $U_{p}$ le groupe multiplicatif des unit\’es $p$-adiques, et posons

$U_{0}=JI^{t}U_{p}p$

le symbole $\Pi$ d\’esignant cette fois le produit direct comple $t$ .

1) Le symbole $\Pi$ d\’esignera $tant6t$ le produit des nombres, le produit direct des groupes
tant\^ot restreint, tant\^ot complet. L’accent au symbole $\Pi^{\prime}$ signifiera toujours que $p$ parcourt seule-

$p$ment les diviseurs premiers finis.
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$pAor\nearrow_{p}\iota- ad_{\wedge}it,$
$U_{0}$ est aussi muni de la topoiogie du

Proposition $I$ $U_{0}$ cst $COIn111_{\vee}^{\tau}gt^{-}O_{-}1$ }) $etopologi_{1}^{r}\iota ei_{b^{\backslash }}onlO1^{\cdot}phe$ \‘a $\mathfrak{G}$ .
$Lq$ d\’emo $1^{c_{)}^{\backslash }tration}$ est $i_{n1\cap 1}\text{\’{e}} diate$ par ce qui pr\’eccde. A $r/=\Pi^{\prime}u_{p}\in U_{0}$

cc $A_{\vee}^{Y}spond\sigma=\Pi^{\prime}\sigma_{p},$ ($’\iota vcc$ les $\sigma_{p}=\varphi_{p}(n_{l)})$ .
Nous $dc^{r}sig1$ par $\varphi_{0}$ l’application isontorphe de $U_{0}S_{Li}r\mathfrak{G}$ donn\’ee

par cette $p_{lo_{1}}$)$osition$ .
$F_{\lrcorner}xatllij)ons$ maintenant la structure du groupe des id\‘eles $J$. D\’esignons

par $U_{\infty}$ le $g!onpc$ multiplicatif des nombres positifs de $R_{\infty}$ et posons $U$

$=U_{0}\times U_{\infty}$ . Ce $glO_{\vee}\iota peU$ peut \^etre identifi\’e avec un sous-groupe de $J$.
Les $\text{\’{e}} 1c^{r_{l}}n$)$cntj$ de ce $SOJS- g$ } $0\iota peUselO\iota 1t$ appcl\’es les $id_{t^{\backslash }}les$ unitaires. On
a $J=P$. $U$ par le Th\’eor\‘eme $foll(lanlCI\iota t\iota 1$ dc l’arithm\’etiquc $\acute{e}1e^{\prime}n\iota entaire$ .

Et, $p^{\tau_{\llcorner}}\cdot isqn’ on$ a $cvidelll\iota ncntp\cap U=(1),$ noJs avons de plus

$J=P\times U=l^{y}\times U_{t1}\times U_{\infty}$ , (2)

dc sorte qu $e$ tout \’el\’emcnt a $\epsilon J$ s’exprime uniquement en forme

$a=au_{0}u_{\infty}$ (2)

avec a $\epsilon P,$ $u_{0}\in U_{0},$ $u_{\infty}\epsilon U_{\infty}$ .

Nous $posel\cdot ons$

$\varphi(a)=\varphi_{0}(ll_{0})$ . (3)

$o\grave{\iota}\iota lt_{0}$ cst d termin\’e $d’ ap\iota\grave{c}s$ (2), (2’). $\varphi$ est alors une application homo-
$Jno1^{\cdot}1^{j}11e$ du group $J$ sur $\mathfrak{G}$ , le noyau de $1’ h_{omomo1}$ phisme \’etant $P\times U_{\infty}$ .

Soit $a_{J}$ un \’el\’em\vee nt de $R_{p^{*}}$ . $a_{p}$ pcut ctre idcntifi\’e avec l’\’el\’ement de
$]$ qui a seulc composatite not)-ncutre $a_{J};$ . Cct \’el\’ement de $J$ se repr\’esente
$a\iota!ssi$ par $a_{p}$ .

Soit, d’autre part, $\gamma_{t}$ un coips $ci_{1}cnlai_{1}e$ , et $G(l\sqrt R)$ le groupe galoisien
corlcspondatlt. $I_{\lrcorner}’ h_{omomor_{I)}}hi_{S}me$ naturel de $\mathfrak{G}$ sur $G(1_{\iota}/R)$ se d\’esignera
par $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{k}$ . $\Theta_{k}\sigma$ pour $\sigma\in \mathfrak{G}$ sera donc un automorphisme de $k/R$ .

$1^{r}’/lt^{\backslash }or6^{7}me$ $I$ On a la forln $n1e$

$\Theta_{\iota}\varphi(a_{p})=(\frac{a_{r},\prime_{\triangleright}}{p})$ , (4)

le second memble \’etant le Symbole de restes normiques de Hasse.
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D\’emonstration Tous les deux membres de (4) repr\’esentent des appica-
tions $h_{omomo1}phes$ de $R_{p^{*}}$ dans $G(\gamma_{L^{\prime}}/R)$ , et satisfassent \‘a la ” formule du
pi oduit ‘ ‘ :

$J_{p}I\Theta_{k}\varphi(a_{p})=l_{p}I(\frac{a_{p},k}{p})=1$ (5)

pour $IIa_{p}=a\in P$.
$O^{p}r$ , on sait que le symbole de Hasse se $carat\text{\’{e}}_{1}ise$ comme l’applica-

tion homomorphe de $R_{p^{*}}$ dans $G(k/R)$ potlr tous les $p$ , satisfaisant \‘a (5)
pour laquelle on a, \‘a un nombre fini de $p$ pr\‘es, la $f_{01}$ mule

$(\frac{a_{p},k}{p})=(\frac{k^{)}}{p})^{-\nu}$

o\‘u $(\frac{k}{p})$ est le symbole de $A_{1}tin$ , et $\nu$ d\’esigne l’entier de solte que 1‘on

ait $p^{-\nu}a_{p}\in U_{p}$ .
Il n’y a donc qu a v\’erifier que $\Theta_{k}\varphi$ jouit des m\^emes propri\’et\’es. Comme

il est clair que $\Theta_{k}\varphi(\epsilon_{p})=1$ pour $\epsilon_{p}\in U$, d’apr\‘es la d\’efinition m\^eme de $\varphi$ ,
on a $seulem_{\backslash }e1|t$ \‘a montre $r$ que

$\Theta_{k}\varphi(\overline{l})=(\frac{k}{p})^{-1}\backslash $ (6)

pour un $p\in R_{p^{*}}$ avec $p^{-1}\cdot j\in U_{p}$ , et cela \‘a un nombre fini de $p$ pr\‘es.
Prenons un nombre naturel $m$ assez grand pour qu on ait $R(\zeta)\supset/\vee,$ $\zeta$

\’etant une m-i\‘eme racine $P^{1}in\iota itive$ de l’unit\’e. On peut alors supposel $R(\zeta)$

$=k$ sans peldre la $g\text{\’{e}}_{1X>ralit\text{\’{e}}}^{\prime}$ . Dans ces condition., nous v\’erifierons (6)

pour $p$ non diviseurs de $’/l$ . $(\frac{k}{p})$ est alors l’automorphisme $(\zeta\rightarrow^{\backslash }\zeta^{p})$ .

Il n’y a donc qu a faire voir que $\varphi(\overline{p})$ op\’er\’e sur $\zeta^{p}$ donne $\zeta$ .
Soit $q^{\mu}$ un facteur primaire de $m$ . $\zeta$ comme un \’e!\’eme dnte $G$ , se

d\’ecompose d’apr\‘es (1) en forme

$\zeta=\zeta_{q}\cdots$ avec $\zeta_{q}\in G_{q}$ ,

et l’effet de $\varphi(\overline{p})$ sur $\zeta$ se de’$telmine$ par ceux de $\varphi(\overline{p})$ sur $\zeta_{q}$ . Commc
$\overline{p}\in R_{p^{*}}$ et $p=\backslash \backslash q,\overline{p}e^{c}.t$ en effet une $\iota\iota nit\acute{e}$ q-adique, et puisque $p\in P$, on
a de plus $\varphi(\overline{p})=\varphi(\overline{p}p^{-1}),$. $\varphi_{q}(\overline{p})=\varphi((\overline{p}p^{-1})=\varphi_{q}(p^{-1})$ , d’o\‘u il e.st ais\’e \‘a

voir que
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$-1$

$(\zeta_{q}^{p})^{\rho q(p})_{=\zeta_{q}}$

et enfin $(\zeta^{p})^{\varphi(\overline{p})}=\zeta c$ . $q$ . $f$. $d$ .
D’apr\‘es ce Th\’eor\‘eme, on serait en droit d’\’ecrire

$\varphi(a_{p})=(\frac{a_{p},A}{p})$ (4)

Si l’on introduit dans $J$ la topologie naturelle (voir Weil [5]), $P,$ $U_{0}$ ,
$U_{\infty}$ forment des $sous- gro_{\dot{u}}pes$ ferm\’es de J $P$ discret, $U_{0}$ compact, $U_{\infty}$ locale-
ment compact, et $J$ devient le produit topologique de ces troIs groupes.
$\varphi$ donne un homomorphisme continu de $J$ sur $\mathfrak{G}$ , et si $J$ $a=(a_{p})$ , le
produit infini $JJ\varphi(a_{p})$ converge dans $\mathfrak{G}$ , et $=\varphi(a)$ . En vertu du Th\’eor\‘eme
pr\’ec\’edant, il est clair qu’on a

$T/ze^{\prime}or\grave{e}me2$ L’application $\varphi$ d\’efinie par (3) donne la correspondance
de Chevalley entre ] et $\mathfrak{G}^{\underline{o}}$

)

\S 2 Sur la theorie du genre

Consid\’erons d’abord un corps circulaire albitraire $k$ . Les $g\iota$ oupes des
id\‘eles et des id\‘eles $P^{1}incil$)$aux$ de $l^{\prime}$ seront $d\text{\’{e}} s\cdot ig1^{\urcorner_{\wedge}}\text{\’{e}} s$ respectivement par $J_{k}$ ,
$P_{A}$ . On connait ce que signifie la $norm\vee\approx\Lambda^{\gamma_{l\cdot//:}}(J_{k})=\Lambda^{\gamma_{k}}$ de $J_{k}$ dans $R$ , et
que $P1V_{k}$ forme un $so\llcorner\iota s- g\downarrow oupe$ d’indice $(k:R)$ de $J$ A $to\iota_{\iota}t$ sous-groupe
$H$ de $J$ d’indice fini conte $ilantP$ correspond un corps circulaire $k$ , de corte
qve $H=P_{\angle}V_{k}$ , et $\theta_{k}\varphi$ du Th\’eor\‘eme 1 donne l’isomorphisme entre $G(k/R)$

et $J/P\Lambda^{7_{k}}$ .
D’autre palt, la $d\acute{e}_{c^{\rightarrow}}omposition$ (2) du groupe $J$ indique qu’\‘a tout

sous-groupe $H$ de $J$ d’indice fini contenant $P$ corlespond biunivoquement
un $sous- g_{1}$ oupe $H_{0}$ d’indice fini de $U_{0}$ , par les felations: $H\rightarrow H\cap U_{0}$

$=H_{0},$ $H_{0}\rightarrow H_{0}P=H$.
A tout corps circulaire $k$ correspond donc un sotls-groupe d’indice

fini de $U_{0}$ , que nous \’ecrirons $H_{0}(A^{\prime})$ . Il est facile \‘a voi $r$ , que le degr\’e
de ramification $e_{p}$ de $p$ dans $k$ est donn\’e par

$e_{p}=(U_{p}:H_{0}(k)\cap U_{p})$ . (7)

2) Apr\‘es la r\’edaction de ce travail, M. $I_{(}vasaw\backslash $ nous \’ecrit de Princeton, qu’il connait
aussi ce r\’esultat. Nos r\’esultats $\epsilon tant$ d’ailleurs tellement simples, que nous doutons s’ils ne sont
tous connus des connaisseurs de la th\’eorie des id\‘elcs. $Au\Re i$ nous ne pr\’etendon pas \‘a notre
priorit\’e en publiant ces r\’esultats. Nous les publions pour la commodit\’e des chercheurs.
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On appelle “
$diff_{6^{\prime}}’ renti\iota^{J}ls$ de $R$ “ les caract\‘eres de $J$ qui annulent

$P\times U_{\infty}$ . Un diff\’erentiel $\chi$ sc d\’etermine \’evidemment par sa contraction $\overline{\chi}$

sur $U_{0}$ , et tout caract\‘ere 2 de $U_{0}$ s’\’etend \‘a un diff\’erentiel. Soient $\chi$ un
diff\’erentiel, $\overline{\chi}_{p}$ le caract\‘eie de $U_{0}$ ayant la m\^eme contraction que $\chi$ sur $U_{p}$ ,

et de solte que $\overline{\chi}_{p}(\epsilon_{q})=1$ pour tout $\epsilon_{q}\epsilon U_{q}$ , $ q\neq\ell$ . Soit enfin $\chi_{p}$ le
diff\’erentiel extention de $\overline{\chi}_{p}$ . On a alors \’evidemment

$\chi=\prod_{p}’\chi_{p}$ , (8)

et le degr\’e de ramification $e_{p}$ de $pcoi_{N}cide$ avec l’ordre de $\chi_{p}$ .
$SoItZ$ l’extension cyclique correspondant \‘a $\chi$ . Le degr\’e $(Z:R)$ est

alors \’egal au p.p. $c.m$ . des $e_{p}$ . Soient $J_{Z},$ $P_{Z},$ $U_{Z}$ les groupes des id\‘eles
principaux, des id\‘eles unitaires de $Z$ respectivement. Les id\‘eles unitaires
de $Z$ sont les id\‘eles, dont tous les composantes $sor\downarrow t$ des unit\’es $\mathfrak{p}$ -adiques,
o\‘u $\mathfrak{p}$ sont les diviseurs de $Z$. Ceci est clair quand $\mathfrak{p}$ est un diviseur fini;
quand $\mathfrak{p}$ est \‘a l’infini, et $\nearrow^{\prime}\lrcorner$ est complcxe, tout \’el\’ement non nul de $Z_{\mathfrak{p}}$

s’appelle une unit\’e $\mathfrak{p}--di(lue$ , mais quand $Z$ est r\’eel, il convient d’appeler
ainsi seuls les \’el\’ements positifs de $/’\sim \mathfrak{p}$ . Le groupe quotient $J_{Z}/P_{Z}U_{Z}$ est
alors isomorphe au groupes des classes d’id\’eaux au sens \’elroit de $Z$, et
dans le corps des rationr.els, $J/PN_{z/li}(U_{Z})$ est isomorphe au groupe quotient
$R^{*}/$ (le groupe des restes normiques modulo le conducteur de $Z/k$).

Dans ce qui suit, nous d\’esignerons les \’el\’ements de $J_{Z}$ par $\mathfrak{a},$
$\mathfrak{b},\ldots$ .

Le $symb_{0_{i}^{1}}eN$ signifiela toujours la nolme de $Z$ \‘a $R$ sauf avis contraire,
$\sigma$ d\’esignera un \’el\’ement g\’en\’erateur du groupe $G(Z/R)$ . Les deux $p_{lO-}$

positions suivantes sont des traductions faciles des faits connus en langage
des id\‘eles.

Proposition 2 (Lemme de Hiibelt) Si .ZV(a) $=1$ , il existe un id\‘ele $\mathfrak{b}$

de sorte qu on ait $\mathfrak{a}=b^{1-\circ 3)}$

Proposition 3 (Lemme de Hasse) On a la formule:

$N(J_{Z})\cap P=N(P_{Z})^{4)}$ .

De ces Propositions s’ensuit le Th\’eor\‘eme suivant.
Th\’eor\‘eme 3 Si

3) Hilbert l.c. Satz 90. La d\’emonstration de cette Proposition se r\’eduit imm\’ediatement

au cas o\‘u $\mathfrak{a}=\alpha_{\mathfrak{p}}\in k_{\mathfrak{p}^{*}}$ . Il faut prendre une $pr6caution$ specialc, d’ailleurs facile, au cas o\‘u $\mathfrak{p}$

se $(1\text{\’{e}}^{\cap},on\urcorner P^{(})se$ dans $Z$. Nous laissons au lccteur le soin de colllpl\’eter la d\’emonstration.
4) Voir Chevalley l.c. p. 409.
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$N(\iota\epsilon PN(U_{/}r_{4}),$ $ $(9)

il existcnt des id\‘eles $b,$ $u\in U_{Z}$ , et $a_{Z}\in P_{Z}$ de solte qu on ait

$\mathfrak{a}=b^{1-\sigma}tta_{Z}$ (10)

D\’emonslralion Par l’hvpoth\‘ese nous pouvons \’ecrire $N\mathfrak{a}=aNu$ avec
a $\epsilon P,$ $u\in U_{Z}$ . Fn $ve\iota$ tu de la $P_{1}oposition3$ , on a $a=N(\mathfrak{a}u^{-1})=N’\chi_{Z}$ avec
($/\in Pz/$

’ et par suite, par la Proposition 2, $\mathfrak{a}\iota\downarrow^{-1}a_{Z}^{-1}=\mathfrak{b}^{1-\sigma},$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Il va sans dire que de (10) s’ensuit (9). Les id\‘eles de $J_{Z}$ , pour

lesqnels (9) ou (10) soit v\’erifi\’e, forment un sous-groupc $H_{Z}$ de $J_{Z}$ . Nous
appellerons ce sous-groupe $H_{/}$ le genre principal de $Z$, et les \’el\’ements du
groupe quotient $J_{Z}/H_{Z}$ les genrcs de $Z$.

Cette d\’efinition et le Th\’eor\‘eme 3 montrent deux choses. 1o On a

$J_{Z}\supset H_{Z}\supset P_{Z}U_{Z}$ ,

et le nombre des genres $g=(J_{Z} ; H_{Z})$ est \’egal au nombre des \’el\’ements $C$

du groupe quotient $J_{Z}/P_{Z}U_{Z}$ , pour lesquels on a $C^{1-}’=1$ . On appelle
ces \’el\’ements $C$ les classes $ambi_{c\backslash }^{\circ^{\sim}}es$ . $2^{3}$ Quand on applique homomorphique-
$m_{-}^{\cap}ntJ_{/}$

, dans $J/P$ par la $f_{orm3}tion$ de la nolme, $ J_{Z}tomb^{\cap}\vee$ sur $l^{3}N(J_{Z})$

et $H_{Z}$ sur $PN(U_{Z})$ . On a donc

$J_{/}/H_{Z}\cong P_{z}V(.I_{J_{r}}’)/PA^{\gamma}(U_{Z})$ . (11)

Le $Th\acute{e}or\grave{c}$me suivant donne une $\inf_{o1}$ mation exacte sur le liombre $g$ .
$\tau\gamma’\not\simeq$ On a la formule

$\ell^{c_{>}r=\frac{J_{\rho}1^{r_{t_{p}}}}{n}}$

’ (12)

o\‘u $7l=$ $(Z : R)$ .
De’monslration On sait que $(J:P\Lambda^{\gamma}(J_{A},))=n$ d’apr\‘es un r\’esultat fonda-

mental de la th\’eorie du corps de classes. Puisqu’on a d’apr\‘es (11)

$g=(J_{Z} : H_{Z})=(J\Lambda^{\gamma}(J_{Z}) : J^{-)}N(U_{Z}))$

$=(J:PN(U_{Z}))/(J:P1V(J_{Z}))$

$=(J:PN(U_{Z}))/n$ ,

on n’a qu’\‘a montter

$(J:P\Lambda^{\Gamma}(U_{Z}))=\Pi^{\prime}e_{p}$ .
$r$
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Or, comme nous avons fait remarquer au d\’ebut de ce paragraphe, le
groupe quotient $J/PN(U_{Z})$ pcut ctre “ transfe’re’ ” sur $U_{0}/N(U_{/})$ en prenant
l’intersection av$ecU_{0}$ . (Ici on fait usage de notre convention sur $U_{Z}$

concernant les diviseurs \‘a 1‘infini pour avoir $N(U_{Z})\subset U_{0})$ . O.i a par
cons\’equent

$(J1\swarrow$
$=/T^{\prime}(U_{p} : N(U, )\cap U_{p})p$

$=/I^{\prime}(U_{p} ; H_{0}(Z)nU_{p})=II^{\prime}e_{p}pp$
$c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Une condition n\’ecessaire et suffisante pour qu’un \’el\’ement $\mathfrak{a}$ de $J$ soit
contenu dans $PN(U_{Z}^{*})$ est donn\’ee par

$\chi_{p}(\mathfrak{a})=1$ pour tous les $p$ .

D’autre palt, $\mathfrak{a}$ est contenu dans $PN(J,/A),$ $\backslash ci$ et seulement si

$1_{)}I_{i}\chi_{p_{i}}(\mathfrak{a})=17$

o\‘u $p_{i}$ sont des rombres premIers pour lesquels $\chi_{J?}i\neq 1,$ $(i=1,2,\ldots, h)$ .
Par cons\’equent, si $\zeta$ sont des racines

$he_{l_{i}^{y}}$

-i\‘emes albitrairement donn\’ees

de l’unit\’e $satisf_{\mathfrak{c}}\iota isant$ \‘a la seule condition $t=JT_{\iota}\zeta_{i}=1$ , on peut $t_{1}$ ouver a $\epsilon J_{\swarrow}$

de sorte qu on ait
$\chi_{p}(N\mathfrak{a})=C_{i}i$ $i=1,2,\ldots,$ $/^{r_{l}}$ ,

et le vecteur $(\zeta_{J},\ldots, \zeta_{h})$ d\’epend seulement au genre auquel $\mathfrak{a}$ appartient.
Si l’on appelle ce vecteur le $syst\grave{c}m_{-}^{\rho}$ de caract\‘eres du genre, on peut \’enoncer

le Th\’eor\‘eme suivant.
Th\’eor\‘eme 5 Les genres de l’extension cyclique $Z$ de $R$ se caract\’erisent

compl\‘etement par leurs syst\‘emes de caract\‘eres.
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