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Sur un analogue du théoréme de Gauss-Bonnet
en géomeétrie projective differentielle.

Par Makoto KIMPARA
(Regu Nov. 24, 1952)

1. Supposons que les coordonnées d’'un point courant x d’une
surface non réglée S soient exprimées en fonction de parameétres
asymptotiques z, ». Les équations fondamentales pour x peuvent
alors s’écrire

Xy =0,Xu+B%Xy+ Ppux,
1) {

Xpp =YXy + 0,%,+ Doxx .
Attachons au point x un repére ayant pour sommets les points
X, X1=x,ta;x, X=x,taXx,

X3=Xyuy + a X, + X, +px,

o= —-%(1;‘—+0,,) R az——:——%(\g”+9,,) ,

alaz'—Pz"él‘ ('8'7+ Huv) .

Alors la droite xx; est la directrice de la premiére espece, la droite x,x,
celle de la deuxiéme espéce, et le point x; est situé sur la quadrique
de Lie. Drailleurs, le sommet du faisceau canonique de la deuxieme
espece est donné par

(2) (log B%y)yx1—(l0g BY*)ux2 .

Lorsque le point x se déplace sur S, le point x; engendre une surface
que nous appellerons la surface .
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Si Pon désigne par &, (¢=0,1,2,3) les coordonnées homogénes
d’un point par rapport au repere considéré, la quadrique de Lie est
donnée par

(3) f‘o &=46&,
tandis que P’équation
(4) & &= 52—":8"/5:%

définit P'une des quadriques de Darboux.
2. Posons maintenant

1

L=0,‘u—593—,390—,30—2 pll ’

M=909_% 092_7814_')’“_2?22 ’

__1 1 _1 2
A= ry > (log ¥)uu 1 (log v)Z,
1 1 1
=—=M— = wo— —(1 2
b= 5 (log B) 1 (log B)

Selon les équations fondamentales (1), nous avons pour le déplace-
ment infinitésimal du repére mentionné au-dessus

(5) a’:@»ﬁio was¥s (¢=0,1,2,3; xp=x),
ou
‘ woo——-%{(log v)u+9u}du+%{(log B)+6.}dv,

wg=wx=du, ep=wz=dv, og=0,

W= Wx=A du—";‘ {(IOg ')')uv_ﬁ')’}dv ’

an=——-{(log 7). —0.}du+ - {(log B)y+8,}dv,
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wp=08du,
wa=an=— _ {(Iog B),—By}du+udv,
wy=7ydv,
wz= | {(og 7 +0.}du— | {(log £),~8,}dv,
wp=0RBu duu+yx dv,
o= {(log v),—6,}du— _ {(log ),—0,}dv.

On peut vérifier facilement que la forme de Pfaff

(6) o= du+ ™ dv
0% s

est invariante (pour une homographie ou pour une corrélation) et
intrinseque. La différentielle extérieure de o peut s’écrire

(7) 2={ 4 (log 87),— * (10g )| du do],

en vertu de la relation

('YL)u + L'Yu + Vurew = (/@M )u + Mﬁv + Bovy

provenante des conditions d’intégrabilité de (1). La forme différentielle
extérieure £2 est aussi invariante et intrinscque. Nous avons ainsi un
analogue du théoréeme de Gauss-Bonnet:

THEOREME 1. Considérons sur la surface S wun domaine sim-
plement connexe D limité par un contour simple fermé C. Supposons
que toute ligne asymptotique wn’ait pas le point d’inflexivn dans D ni
sur C. Nous avons alors

) fca:”‘pg )

3. Nous allons considérer ce que signifient géométriquement ces
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formes différentielles. Désignons par P le point x sur la surface S,
par-I un point sur la surface 3, infiniment voisin du point x; qui
correspond a x. Un point de la droite PI est donné par

mx+n(x;+dx;+---) .

Soient L le point d’intersection de la droite PI avec la quadrique de
Lie (3) différent de P, D lintersection de PI avec la quadrique de
Darboux (4) différent de P. Nous pouvons alors énoncer en tenant
compte des équations (5), le théoréme suivant :

THEOREME 2. La forme de Pfaff o est la partie principale du
rapport anharmonique (PIDL).

Se rapportant au repére considéré, quatre sommets de la quadri-
latere de Demoulin sur la quadrique de Lie en le point x sont donnés
par

(e’ Ap, &V, en/n, 1) (e,ei=%1).

On en déduit la proposition suivante :

THEOREME 3. Pour que la forme de Pfaff o Sannule iden-
tiquement, il faut et il suffit que la quadrilatére de Demoulin se
réduise a un seul point, C’est-a-dive les quadriques de Lie waient que
deux points caractéristiques.

Supposons que d’ores et déja ¢ ne s’annule pas indentiquement.
Alors =0 définit une direction issue du point x et nous avous
immédiatement :

THEOREME 4. Pour quune dirvection asymptotique en le point x
soit la direction définie par o=0, il faut et il suffit que la quadvrilatére
de Demoulin se réduise a wune portion de droite, cest-a-dire les
quadriques de Lie w’aient que trois poinls caractéristiques.

Désignons par / la droite d’intersection du plan tangent i la sur-
face Y en le point x3; avec le plan tangent a la quadrique de Lie en le
méme point. C’est la droite joignant le point x; au point donné par

[6M2+ % YA {(log B)uv— 67}]961

- ':'nz+ ;— B#{(log Vv 3’)’}] X2.



74 M. KiIMPARA

Soit ¢ la tangente a la surface S en le point x, ayant la direction
définie par «=0. Puisqu’on a w3;=0 pour +=0, la droite / issue de x3
correspond ¢ issue de x. Pour que ces deux droites correspondantes
soient situées dans un méme plan, il faut et il suffit qu’on ait

()= ) () =0,

v

Il en résulte que:

THEOREME 5. La tangente t a S en x, ayant la direclion donnée.
par o=0, et la tangente correspondante |l a > en x3 sont situées dans
un meme plan, seulement si t est une tangente de Darboux, a condi-
tion que S soit une surface de Fubini.

En tenant compte de (2), nous pouvons déduire de plus le théoréme
suivant :

THEOREME 6. La condition nécessaire et suffisante pour que la
forme différentielle extérieuve 2 soit identiquement nulle est que la
tangente t a S en x, ayant la dirvection donnée par o=0, passe par le
sommet du faisceau canonique de la deuxieme espeéce.

Faculté des Sciences de I'Ingénieur,
Université de Kyuchu.
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