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Sur un analogue du th\’eor\‘eme de Gauss-Bonnet
en g\’eom\’etrie projective differentielle.

Par Makoto KIMPARA

(Regu Nov. 24, 1952)

1. Supposons que les coordonn\’ees d’un point courant $x$ d’une
surface non r\’egl\’ee $S$ soient exprim\’ees en fonction de param\‘etres

asymptotiques $u$ , $v$ . Les \’equations fondamentales pour $x$ peuvent

alors s’\’ecrire

(1) $\left\{\begin{array}{l}x_{uu}=\theta_{u}x_{u}+\beta x_{v}+p_{11}x,\\x_{vv}=\gamma x_{u}+\theta_{v}x_{v}+p_{22}x.\end{array}\right.$

Attachons au point $x$ un rep\‘ere ayant pour sommets les points

$x$ , $x_{1}=x_{u}+\alpha_{1}x$ , $x_{2}=x_{v}+\alpha_{2}x$ ,

$x_{3}=x_{uv}+\alpha_{2}x_{u}+\alpha_{1}x_{v}+\rho x$ ,

o\‘u

$\alpha_{1}=-\frac{1}{2}(\frac{\gamma_{u}}{\gamma}+\theta_{u}),$ $\alpha_{2}=-\frac{1}{2}(\frac{\beta}{\beta}v+\theta_{v})$ ,

$\alpha_{1}\alpha_{2}-\rho=\frac{1}{2}(\beta\gamma+\theta_{uv})$ .

Alors la droite $xx_{3}$ est la directrice de la premi\‘ere esp\‘ece, la droite $x_{1}x_{2}$

celle de la deuxi\‘eme esp\‘ece, et le point $x_{3}$ est situ\’e sur la quadrique
de Lie. D’ailleurs, le sommet du faisceau canonique de la deuxi\‘eme
esp\‘ece est donn\’e par

(2) $(\log\beta^{2}\gamma)_{v}x_{1}-(\log\beta\gamma^{9_{d}})_{u}x_{2}$ .
Lorsque le point $x$ se d\’eplace sur $S$, le point $x_{3}$ engendre une surface
que nous appellerons la surface $\Sigma$ .
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Si l’on d\’esigne par $\xi_{a}(\alpha=0,1,2,3)$ les coordonn\’ees homog\‘enes
d’un point par rapport au rep\‘ere consid\’er\’e, la quadrique de Lie est
donn\’ee par

(3) $\xi_{0}\xi_{3}=\xi_{1}\xi_{2}$ ,

tandis que l’\’equation

(4) $\xi_{0}\xi_{3}=\xi_{1}\xi_{2}-\beta\gamma\xi_{3}^{2}$

d\’efinit l’une des quadriques de Darboux.
2. Posons maintenant

$L=\theta_{uu}-\frac{1}{2}\theta_{u}^{2}-\beta\theta_{v}-\beta_{v}-2p_{11}$ ,

$M=\theta_{vv}-\frac{1}{2}\theta_{v}^{2}-\gamma\theta_{u}-\gamma_{u}-2p_{22}$ ,

$\lambda=-\frac{1}{2}L-\frac{1}{2}(\log\gamma)_{uu}-\frac{1}{4}(\log\gamma)_{u}^{2}$ ,

$\mu=-\frac{1}{2}M-\frac{1}{2}(\log\beta)_{vv}-\frac{1}{4}(\log\beta)_{v}^{2}$ .

Selon les \’equations fondamentales (1), nous avons pour le d\’eplace-
ment infinit\’esimal du rep\‘ere mentionn\’e au.dessus

(5) $dx_{a}=\sum_{\beta-0}^{3}\omega_{\alpha\beta}X_{\beta}(\alpha=0,1,2,3;x_{0}\equiv x)$ ,

o\‘u

$\omega_{\omega}=\frac{1}{2}\{(\log\gamma)_{u}+\theta_{u}\}du+\frac{1}{2}\{(\log\beta)_{v}+\theta,,\}dv$ ,

$\omega_{01}=\omega_{\mathfrak{B}}=du,$ $\omega_{02}=\omega_{13}=dv,$ $\omega_{\Re}=0$ ,

$\omega_{10}=\omega_{32}=\lambda du-\frac{1}{2}\{(\log\gamma)_{uv}-\beta\gamma\}dv$ ,

$\omega_{11}=-\frac{1}{2}\{(\log\gamma)_{u}-\theta_{u}\}du+\frac{1}{2}\{(\log\beta)_{v}+\theta_{v}\}dv$ ,
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$\omega_{12}=\beta du$ ,

$\omega_{20}=\omega_{31}=-21\{(\log\beta)_{uv}-\beta\gamma\}du+\mu dv$ ,

$\omega_{21}=\gamma d_{l};$ ,

$\omega_{2}=21\{(\log\gamma)_{lt}+\theta_{ll}\}du-21\{(\log\beta)_{v}-\theta_{v}\}dv$ ,

$\omega_{30}=\beta\mu du+\gamma\lambda du$ ,

$\omega_{33}=-21\{(\log\gamma)_{u}-\theta_{u}\}du-21_{\{(\log\beta)_{v}-\theta_{v}\}dv}$ .

On peut v\’erificr facilement que la forme de Pfaff

(6) $\sigma=^{\mu}\gamma du+\beta\lambda dv$

est invariante (pour une homographie ou pour une corr\’elation) et
intrins\‘eque. La diff\’erentielle cxt\’erieure de $\sigma$ peut s’\’ecrire

(7) $\Omega=\{_{\gamma}\mu(\log\beta^{9}-\gamma)_{v}-\beta\lambda(\log\beta\gamma^{9_{\rightarrow}})_{u}\}[dudv]$ ,

en vertu de la relation

$(\gamma L)_{u}+L\gamma_{ll}+\gamma_{u\iota\iota\iota\iota}=(\beta M)_{v}+M\beta_{v}+\beta_{vvv}$

provenante des conditions d’int\’egrabilitc de (1). La forme diff\’erentiellc
ext\’erieure $\Omega$ est aussi invariante et intrins\‘eque. Nous avons ainsi un
analogue du th\’eor\‘eme de Gauss-Bonnct:

TH\’EOREME 1. Consid\’erons sur la surface $S$ un domaine sim-
plement connexe $D$ limit\’e par un contour simple ferm\’e C. .Supposons
que toute ligne asymptotique n’ait pas le point d’inflexiun dans $D$ ni
sur C. Nous avons alors

(8) $\int_{c^{\sigma}}=\int\int_{D}\Omega$ .

3. Nous allons consid\’erer ce que signifient g\’eom\’etriquement ces
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formes diff\’erentielles. D\’esignons par $P$ le point $x$ sur la surface $S$,
par. $I$ un point sur la $surface\leftarrow\backslash 1$ infiniment voisin du point $x_{3}$ qui
correspond \‘a $x$ . Un point de la droite $PI$ est donn\’e par

$mx+n(x_{3}+dx_{3}+\cdots)$ .
Soient $L$ le point d’intersection de la droite $PI$ avec Ia quadrique de
Lie (3) diff\’erent de $P,$ $D$ l’intersection de $PI$ avec la quadrique de
Darboux (4) diff\’erent de $P$ . Nous pouvons alors \’enoncer en tenant
compte des \’equations (5), le th\’eor\‘emc suivant:

TH\’EOR\‘EME 2. La forme de Pfaff $\sigma$ est la partie principale $du$

rapport anharmonique (PIDL).
Se rapportant au rep\‘ere consid\’er\’e, quatre sommets de la quadri-

lat\‘ere de Demoulin sur la quadrique de Lie en le point $x$ sont donn\’es
par

$(ee_{1}1^{/}\lambda\mu, \epsilon 1//_{\mu} e_{11^{/}\lambda} 1)(e, e_{1}=\pm 1)$ .
On en d\’eduit la proposition suivante:

TH\’EOREME 3. Pour que la forme de Pfaff $\sigma$ s’annule iden-
tiquement, il faut et il slffit que la quadrilat\‘ere de Demoulin se
r\’eduise \‘a un seul point, $\cdot$ c’est-\‘a-dire les quadriques de Lie n’aient que
deux poinls caract\’eristiques.

Supposons que d’ores et d\’ej\‘a $\sigma$ ne s’annule pas indentiquement.
Alors $\sigma=0$ d\’efinit une direction issue du point $x$ et nous avons
imm\’ediatement :

THEOR\‘EME’ 4. Pour qu’une direction asymptotique en le point $x$

soil la direction d\’efinie par $\sigma=0$ , il faut et il suffit que la quadrilat\‘ere
de Demoulin se r\’eduise \‘a une portion de droite, c’est-\‘a.dire les
quadriques de Lie n’aient que trois points caract\’eristiques.

D\’esignons par 1 la droite d’intersection du plan tangent \‘a la sur.
face $\Sigma$ en le point $x_{3}$ avec le plan tangent \‘a la quadrique de Lie en le
m\^eme point. C’est la droite joignant le point $x_{3}$ au point donn\’e par

$[\beta\mu^{2}+\frac{1}{2}\gamma\lambda\{(\log\beta)_{uv}-\beta\gamma\}]x_{1}$

$-[\gamma\lambda^{2}+\frac{1}{2}\beta\mu\{(\log\gamma)_{uv}\cdot-\beta\gamma\}]x_{2}$ .
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Soit $t$ la tangente \‘a la surface $S$ en le point $x$ , ayant la direction
d\’efinie par $\sigma=0$ . Puisqu’on a $\omega_{3\theta}=0$ pour $\sigma=0,$ la droite $l$ issue de $x_{3}$

correspond $t$ issue de $x$. Pour que ces deux droites correspondantes
soient situaes dans un m\^eme plan, il faut et il suffit qu’on ait

$\gamma(\frac{\mu}{\gamma})^{3}-\beta\left(\begin{array}{l}\lambda\\-\beta\end{array}\right)+\frac{\lambda\mu}{2\beta\gamma}(\log\frac{\beta}{\gamma})_{uv}=0$ .

Il en r\’esulte que:
THEOR\‘EME’ 5. La tangente $t$ \‘a $S$ en $x$, ayant la direction donn\’ee.

par $\sigma=0$, et la tangente correspondante $l$ \‘a $\Sigma$ en $x_{3}$ sont situ\’ees dans
un m\^eme plan, seulement si $t$ est une tangente de Darboux, \‘a condi.
tion que $S$ soit une surface de Fubini.

En tenant compte de (2), nous pouvons d\’eduire de plus le th\’eor\‘eme
suivant:

TH\’EOR\‘EME 6. La condition n\’ecessaire et suffisante pour que la
forme diff\’erentielle ext\’erieure $\Omega$ soit identiquement nulle est que la
tangente $t$ \‘a $S$ en $x$ , ayant la direction donn\’ee par $\sigma=0$ , passe par le
sommet $du$ faisceau canonique de la deuxi\‘eme esp\‘ece.
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