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Le probléeme de Cauchy pour les équations
paraboliques

Par Sigeru MIZOHATA

(Received June 14, 1956)

Introduction. Les équations que nous allons envisager sont des
équations que M. Petrowsky a nommées p-paraboliques dans un beau
mémoire de 1938 [6] Donnons la définition des équations p-paraboli-
ques :

DEFINITION. Nous dirons que ’équation

om Qro+ kit hy,
0.1 S u(x, t)= alrka)(x,t) T T u(x, t)+f(x, t
(6. otm (%) (ko%kn) %) Otkodxtr - -0 x)n (1) 115 1)
ko=m—1

est régulierement p-pavabolique dans 0t <T, si les conditions sui-
vantes sont remplies:
1) Il existe un nombre entier positif p tel que

k,p+k +ky+--+k, <mp;
2) Les parties réelles de toutes les racines de 1’équation en 7

(0.2) f(ry=rm— 3 atkekr=kn)(x, t)(ik,) (1, )m - - (iE,)en 0 =0 ,

@&,
ou ((;n désigne la sommation des termes tels que kB p+k&, +--- +k,=mp,
»
sont toujours inférieures & —38,(6>0), quand & (réel) parcourt la
sphére |£|=1, et que x& R, t &[0, T].

Nous voulons traiter en méme temps le cas ou T = + oo, c’est-a-
dire, celui ou I’équation est réguliérement parabolique dans 0=t <
+oco. En ce cas, on doit remplacer, dans la condition 2), 8§ et t< [0,
T par 8(b) et t<[0,b], b positif quelconque, respectivement.

Remarquons que p est pair.

Nous supposons désormais que les coefficients a‘*kiky)(x,t) et leurs

dérivées en t: - 66f a%kn)(x, t) appartiennent a (B), et sont continus en
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t dans lespace (B),.
Considérons maintenant I’équation (0.1) comme ’équation d’évolu-
tion. En changeant la notation, elle devient:

©3)  (3)utr= -, ntp) ) wD - int, ) G )

- —ao(x, t; p)u(t) +f(t) ’

ou — a,(x, f,p)=(k§ ktg“'kl‘"kn)(x, t)pf"“p:n (¢1=0,1,2,--.,m—1); ou nous
s 6*1""'*’% 4 . e

—~ ., Désormais, nous écrirons
ax{n-.-axﬁn
toujours les dérivations spatiales par p, ou en détaillant la notation,
par pfi---pfs. Mais, nous aurons besoin d’introduire l'opérateur r(p)
=(1—p!—-.-—p’)y. Par conséquent, si on écrit par exemple 'opérateur
par le symbole b(x,t, p), il exprime en général un opérateur composé
(d’un nombre fini) d’opérateurs p, p,, -, p,, 7.(P), et «a(x,t), ou a(x,?)
& (B), sont continues en f.

Comme «y(x,t,1£) (1=0,1,2,---,m—1) est un polynéme en ¢ de
degré (m-—1)p, nous désignons la partie homogeéne de degré (m—i)p
par &;(x,t,i¢), alors la condition de p-parabolicité devient: Les parties
réelles de toutes les racines de 1’équation en »:

avons écrit p{"---pin au lieu de

(0.4) Y+ @&, (%, 1, 1) r" + &, (%, L, 1E)r" 2o + (%, 8, 1£)=0
sont toujours inférieures & —3& quand |&|=1, ¢ &5, x= R, t < [0, T
Posons
(o \
0 1
(0.5) A% t, p)— o - ,
. . .

\ —&o(x’ t) p) —_al(x’ t’ p) b ~‘:&'m——l(xy t’ p))

en prenant %(t), (':ilt)u(t)’”" (%A)m_z;(t) comme un systéme d’inconnues,
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nous avons un systéme d’équation d’évolution

uo(t) uo(t) 0
(06) A wd | _amep | O [+ O |,
dt : : :
Uy (1) u,.@2)) \ fit)
ou
(0.7) _‘%. Ull) = A(x, t, p)U(R)+ F(2) .

Définissons D’espace hilbertien D, (¢ entier quelconque): F=
(fo Lo fn)ED, si f;& D=6 (=1,2,.-.,m). Cet espace est muni
du produit scalaire suivant:

(F, G)Dq: ('Tq(p)fn g+ ('rq—p(p)fzr &)+ -+ (Tq—(m—l)p(p)fm’ gm)

Nous considérons 1’équation dans l’espace D, D’abord, nous
allons construire une matrice hermitienne positive B (x, {, p) qui définit
une norme équivalente & celle de D, (Prop. 1). Ensuite, en vertu
des propriétés de la matrice B (x,1, p), nous arriverons au point ol
il est facile d’appliquer la théorie des semi-groupes.

Dans cette introduction, il nous reste & expliciter la définition
de 7(p) et les propriétés de cet opérateur qui sont une base de notre
raisonnement (voir [5]).

Opérateur =, (p) (—oo<<q<<+o0). Boit f tempérée, alors on définit
T,(P)f=(1—pi—---—pl)f comme I'image réciproque de Fourier de (1
+47? | E ) p, & ()., P. étant la transformée de f. (Voir [7], [8]).

Espace hilbertien Ds (—oo<<S<<+0). f& D5, si f est tempérée
et v, (p)f& L (R"). On le munit du produit scalaire suivant:

(fs & ps = (7 DP)f; 75/ P)8) = (7 D)S &)

Remarquons que, si s’ <¢s, alors DD Ds, c’est-a-dire que Ds est con-
tenu dans D avec une topologie plus fine.

Par définition, a) les applications : f——)p’f‘--.'p;n f de Ds dans Ds—Iv;
'b) les applications: f— = (p)f de D dans D=, sont des applications
linéaires continues. :

Pour 7_, (p)c(x)f, ou g est un entier positif quelconque, c(x) & (),
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fE (D)), nous avons la formule suivante qu’on peut vérifier aisément
par induction mathématique,
08) T (PeOf=cr_ (P + 2 pir-Pam_ | (P)C, W{X)To(P)f 5

vI=
2

k=1,2,

ou c, ,(x) sont des combinaisons linéaires des dérivées de c(x) jusqu’a
Pordre 2gq.

Alors nous avons le .

LEMME. Soit s enlier (posilif, 0, negatif) quelconque; a(x)< (B),
f& D, alors Papplication (a(x), f)—a(x)f de (B)xDs dans Ds est con-
linue.

Finalement, sauf mention expresse, nous entendons par LX(E, F),
E et F étant deux espaces de Banach, ’espace des applications
linéaires continues de E dans F, muni de la norme canonique.

Commencons par la construction de la matrice B (%, f, p). D’abord,
nous partons de la matrice

( 0 1 \
0 1
(0.9) A(x, ¢, iE)= .
1
\ —&,(x, ¢, i) — E;m_l(x, t, i) /

Désormais nons supprimerons ~ pour la simplicité.

I. Construction de la matrice B(x,f, p).

Nous savons que, si les parties réelles de toutes les racines de
I’équation

(1.1) fry=rm+a,  (i)yr""+ am;2(i£)rM“7+ ooy (18)=0

sont inférieures a 0, alors la forme bézoutienne :

(12) B(r), f(=7)= 5 bipu;

1) Par définition, f(x)f(—2)—f(9)f(—=)/x—y
=5 Biji=i(—y)i=t.

i,j=
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est positive définie.
LEMME 1. Dans (1.2), on a

(1.3) D= — 0 g+ Qg0+ ) + (= 1) 7(eene00)
pour 1>=j, ou «,,=1.
Démonstration.  On a fD)f(—y)—fOA—0= 3 aax(—y)

1, 7=
—3'(—x)’), comme les termes z=j sont égaux a zéro, nous calculons

selon 1> j, ou i<Cj,
:gj’ ai&j(_1)jxjy7'(xf_l‘_f5li‘j)—{—;./’ aﬁj(—l)f“x" i(xj—i_yj_,')
i i<y
;j’” =@ — 1) x/yi (I~ 4 Iy e+ XY T2 YY) (X — )
i—j—1

‘Z' a,a](~1)12 XTITPYIte (X —Y)

i—j—1

=(x—y)§ja Z(—l)f'x'*l-ﬂ( y)re.

De méme

j~i—1

h34 ”—Zaa( 1)’“2’6]‘1”’3'”" (x—y)

j—i—1

=(@-y) o, 2(_1),_H,,+1x,-1-p( yyi*e.,

Done, fix)f(—y)—A)f(—x)]x—y

:g.’ ]pzo(_l)bxl —lp(— y)l’fﬁ_}_Z" ]2 (~1)1—1+ﬁ+1x1‘1 ?( y)z+1‘>
1>

Nous calculons b, ;, (4,=7,). Alors, dans la sommation >, pour que
le terme a@;> (—1)?--- contienne un terme x*~'(—y)/°~', il faut et il
suffit qu’il existe un p=0 tel que :

i—1—p=13,—1 i=1,+p

donc

j+p:jo—1: j:jo—l—p'

Done, 1a somme des coefficients de x~'( —y)/ o' est ac,.]af,o_lJr(—l)cxt’,-o,,ﬁj(,_2
- De méme, dans la sommation >}/, la somme correspondante

est
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(—1)yoie;a,, +(—1)o o+, &y oo c. q. f.d.
Exemple
2R, @) 24J«,
m=2 ;
— 23« 2R«
2R(a, &)  2F(a,&y) 2R«
m=3 —21J(a,@,) 2R(a,@,) —2Ra, 2iF«, .
2R« —21Ja, ' 2Ra,
Considérons la matrice A(1£) a m lignes et m colonnes
( 0 1 )
0 1
(1.4) A(ig)= 0 , ¢t En
. '.-1
\ —ay(i) —a,f) - —a, ()

En désignant la malrice lransposée de (b;;) par B(¢), nous démon-
trons alors que

(1.5) BA + (BA)* <0
Démonsiration. Désignons

C=(c;)=BA+(BA)*,

(b, b,b,, 0 1 0 -eeeee 0
b12 bm“'bma 0 1 0...0
BA= | : :
1
\b‘lm me .bmm -, ——al""ham—lj
( ——bmlao bll _bmlal ot bm—l,l_bmlam_l \
= wb:"ﬂa0 bia= bt bm_zl'z—bmzam_l =(b;_1,i—b,;;_,), ou
\ —b.mmao blm—bmmal bm—;-m_‘bmmam—l) b(,,-:() (i: 1, 2,...’ m) .
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Alors,
Ci =2R(b;_,; —b,iy)

Ci;

= (bj—l,i - bm,a]_l) + (5,’——1},]’ - Emjai—l)
(1.6)
= Byt Bims ) — Biys B, )

= (Ei,j—l +5i—1,j) — (bmiaj—l +3mjai—1) .

De la formule [(1.3), on a

1) m—1:¢ pair: 2Ra;_,
2) m—i impair: —2J«x;_,
Comme R(b;_,;)=0, on a
1) m—i pair: — AR, _,

(1.7) ¢ii=—2R(,,0t;_y) = [
2) m—t¢ impair: —4§«;_,.

Calculons ¢;; pour I>j.
1) ¢—j impair:
bt.,j—l I'éel - 2m(aiaj_2—al+laj__3+ai+2c_ij_4"') ’
b,,; réel =2R(a; &; ,—,&_,+a;, &; 4--), donc
bi.j—l +bi—1,j:2m(ai—-1a 1) *
2) t—j pair:
b j=2la;a; s~ & y+-+),
bi_l,]-=21.[(6![_16_!]-*1*(1,-52’-_2—% "') ’ donc

b 1+5i—1,j= _21.8(“{—1&;'—1) .

ihj—
Alors, en divisant en 4 cas, nous avons
iy m—1i pair, m—j pair

c‘]:: - 22'I(C¥,_1&]_1) - 2((Xj_1§Ra,-_1 + ai_lg{dj__l) - — 4?}{“1__1 . E}{ai—l .

ii) m—¢ impair, m—j impair

275
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¢;j=—2la;_@; ) — (—2ia; Jo;_, +2iq;_ Ja; )= —4Ja; Ja;_,.
iii) m—1¢ pair, m—j impair

c;;=2R(a;_@; ) —2(a;,_ Ra,;  +ia,_Ja; )= —-4Ja, Ra, .

j—1
iv) m—1z impair, m—j pair
¢;j=2R(at; &) —2(—ta;_ Ja, + @ R ) =iJa;,_Ra,_, .

m
Done, C(u, u)= > c;uu;=
P

ij=

m impair : —4(Ra, » u, —iFa, - v, + Rty cvty— - +Rex,p,_ o 00,)( -+ )
(1»9) = —
m pair : —4(—iJa, u, +Ra, cu, — i u, + - +Ra,,_one,)(---) -
c.q.f.d.
Exemple :
2R(a,) —2F«,
213« 2Ra,

43, 4i$aoiﬁ’al
C=BA { (BA)* = <0.

—4iJa Ra, — 4R«

Modification de B(£).
Considérons maintenant une modification: B(£)— B(£) telle que

C(¢) soit strictement positive définie.

Nous désignons désormais par — Phomomorphisme de X o XA+
(XA)*. Remarquons d’abord les faits suivants.
1) O;(a),a réel, 1<<i<m.

0 0

0 0
2) 0,(), l<i<j=m—1
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J
) ) ) )
_.) 8
) 8
)
)
En particulier
i
0,.,,8) —> 3
i 2NS
i§m~1 §
( \ —da, \
_sa,
i 5| — :
i| —%«, —Baﬁl-u—2'3‘%(8@,-_1)---—:o;cum_l
\ R, —%a,,_,8 J
4) O,,.(B), B réel
m
— B4,
— —Bal
m B —Ba, —Ba,---—2BR«x,,_,

Remarquons que les €léments b,(£) de la matrice B(¢) sont des
polynémes homogénes de & de degré (2m—i—j+1)p, et que c,;(¢) de
C(¢) sont des polynémes homogenes de degré (2m—i—j-+2)p.

DEFINITION. £, ®&. H(E)S D (resp. G(E) S D), si H(E) (resp. G(£))
est hermitienne et ses éléments A (&) (5,j=1,2,--,m) (resp. g;;(&))
sont des polynémes homogeénes en &, &< 57, de degré 2m—i—j+1)p
(resp. (2m—i—j-+2)p).



278 S. MizoHAaTA

Alors, l’application — donne un homomorphisme de $ dans &.
Désormais, nous considérerons toujours les éléments de O en parti-
culier, 0,(8(¢)) <9, (=)

Comme B(¢)& $ est positive définie, il existe >0 tel que

£(E)om-rop
(1.9) Bi)zo R e 210,
ey
ol H(E)=(E+-+E)° .

Or, il existe un nombre ¢ tel que, pour toute matrice I'(¢)&H telle
que

(1.10) [7:;(E)| < ex(§)Cm—i=i+vp,
on a
(1.11) F(&)z-—‘z—’— E¢).

Désormais, nous ne considérerons que des matrices telles que I'(§).

Nous voulons maintenant construire une matrice = telle que
son image par I’homomorphisme — soit une matrice négative définie.
Pour cela, nous élargissons Pespace $, O, en remplacant des polynomes
par des fractions ralionnlles homogenes dont les degrés sont les mémes
que dans les précédents et dont les dénominateurs ne s’annulent pas
lorsque £5=0.

1) Soit H(g)—G(¢)=1g,(8)}), HE)E D, GE)E®, alors, quand on
ajoute O;; (—g(£)ED, (7>1i+2), & H(E), 1’élément (4,7) dans G(&)
s’annule et I’élément (i+1, j—1) augmente de —g;(&). Cest-a-dire
que I’élément (i, ) se déplace anti-diagonalement () en changeant
de signe:
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2) Bi on ajoute O;,,.\(—g; (&), =1,2,--,m—2), & H(¢), alors
I’élément (z,2+2) dans G(&) s’annule et l’element (z+1,2+1) augmente
de —2Ng; . (&).

8) Supposons g;;..(&) réel (¢=1,2,...,m 1), alors si on ajoute
O,(—g;.:.1(8) a H(¢), I’élément (i,7+1) dans G(¢) ’annule.

Compte tenu de cela, considérons

( 26 )
8,(£)
=9
8 pi(£)
\ 8,(£)8,(&)---8,,(8)

Dans I'image (par PPhomomorphisme —), déplacons les éléments (i, j)

(7>1) anti-diagonalement (/) en changeant de signe jusqu’a (»,v) ou

a (v,v+1) suivant la parité de j—i. Nous voulons disposer de (8,(&),
-, 0,,(¢)) de maniere que:

1) La partie réelle de la somme des termes tombés a (»,v),
(v=1, 2,---, m), soit ¢,(&£) donné & l’avance, en entendant que I’élément
(v,v) soit —«,_ 5, ;

2) La partie imaginaire de la somme des termes tombés a
(v,v+1) (v=1,2,...,m—1), gannule.

Démontrons maintenant que cela est possible et que (8,(§),--, 8,,(&))
est déterminé de maniére unique par (e,(&), -, €,(&))-

LEMME 2.
‘ (1.12) *(V, V) :—quzlqzl()—l)v—anUVl—qsq —l_(q mngxas-z)_ )"— a?y e Bq ’
(v=1,2,...,m),
(1.13) (V, v +1) ¢ ZZ: g 1)“ q+la2V“48‘1 _t] m>§2u+l()_1)y—qa2" a 84 ’
(v‘l) 2)"" m_l)
on am:L a—lza—.zz"':am+1:am+2:"'=0'

Démonstration. Dans la matrice que nous envisageons,
a8, (j=t,j=Fm),

(i, ]): ﬁa;‘—lsi_ J
(G, m)y=—a, 8 —a&_3,+8,_,.
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Démontrons (1.12). Posons j-+i-=2v, j—i=2q, alors en convenant de
mettre —a,_8, dans (v,v), la somme des termes tombds & (v,v) par
IPopération () devient

- 2 (_l)qaq+y—18y—-q_2 (’"l)qay—-q——lé—y+q .

{gw—12¢g=0} {gim—yzqz1}

Donce, on a (1.12). (1.18) est démontré de méme maniére.
c. q. f. d.

Cela étant, prenons les parties réelles de (1.12), (v=1, 2,---,m), et
les parties imaginaires de (v=1,2,-..,m—1). Alors, en posant
38,,(6)=0, nous avons (2m—1) équations linéaires en (R3,, J3,, NS,
385500, 38,,-,,NS,,). En mettant ces équations en ordre: —NR(1,1),
31, 2), —RN(E, 2),--+, — R, ), F(,v+1),---, —R(m, m), nous considérons
la matrice des coefficients.

Compte tenu de ce que R7T)=R(v), FF) = —J(v), les coeflicients
de RS, I8, sont,

1) dans la partie telle que —R@,v) (v=1, 2,---,m)

((CDR@p) )
(— 1) R, 5,)

(— 1R (@1 g8,)

\ ( - l)q——n;gf(aZm—l—qsq) )
2) dans la partie telle que (v, v+1) (v=1,2,..-,m—1)

(D)7 F (@ 8) )
(— )7 F (¥ ,8,)

( - l)q_u:—IS(a?u—-qsa)

\ (S8, )

Done, les coefficients qui correspondent & R, 38, sont
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(DR,
R (=) *Ja,_,
( - 1)q—2ma3—q
( - 1)q_vma9y—1~q
(— 1)(1—‘1;—18“2”_(1
\ (—D)"Ra,,, ,, /

G e A

R (—1)Ra,_,
(1,15) @=1,2,,m—1)| (TDTIa,
(— 1) Re,_,

\ ( = 1)""”1‘13“27”—1—(1 )
D’autre part, considérons le polynome [1.1)
f=r+Ra,,_ +iJa,_)r" '+ +Ra,,_, +iJa,,_ )"
+ -+ (R, +HiJ ) -

En remplagant # par ix, décomposons le polynéme en deux polyndomes
réels:

Slix)=(g.(x) —ig,(%)) ()™ .
En remarquant que #”=x"(—i)i", on a
g,(x) —igy(x) ="+ (—1) N, +iJ,, )2 '+ +(— 1y Re,,_,
+iJa,,_ )X 4+ (Ra, +iJ @) (— i) x+ (—0)"(Ra, +13a,) -
Divisons en deux cas:
1) wm pair

_m
g(x)y=x"+3Ja,,_x" ' —Re,_ 2" —Fa,, X"+ +(—1) 2 R, .

n__.
2,0 =Ra,,_ 2"+ Ja,,_xm?— . (—1) 2 (R, o2+ Ja) -

En prenant,

dans (1.14), ¢=1,3,..-,m—1 dans (1.14), ¢=2,4,---,m
VA ensuite INT N\

dans (1.15), ¢=2,4,...,m—2 dans (1.15), ¢=1, 3,---,m—1
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et en rangeant ¢ de la méme maniére que plus haut, on voit facile-
ment que ce tableau n’est que le tableau du résultant par rapport a
g.(x), g,(x), au signe pres. Ici la premiére partie correspond & g,(x),
la seconde & g,(x).

~ 2) m impair

m—1
g(x) =27+ Ja, 2" =4 (—1) * [Rax+Ja,]

2,(x)=Ra,,_x" '+ Ja,,_x" P — oo+ (1) " [‘I‘a X+ Fat o X]

+( ~'1) 2 7 ERao ’
en prenant
dans [(1.14), ¢=2,4,.--,m—1 dans q=1,8,-,m—2,m
INT N T (&), L N/ 1&®)
dans (1.15), ¢=1, 3,---,m—2 dans (1.15) ¢=2,4,---, m—1
Or, g(x), et g,(x) wont pas de faclenr commun. En effet, si «
réel est une racine commune, alors f(»)=0 admettrait une racine i«,
ce qui est impossible. Si a-+i¢8 (B8=0) est une racine commune, alors,
comme g,(x) et g,(x) sont des polyndémes réels, a —i83 serait également
une racine commune, alors f(7)=0 admettrait 2 racines »=i(a+iB)
= FB+1ia, ce qui est contradictoire avec la condition de parabolicité.
Donc, le délerminant de la mairice, qui est égal, au signe pres, aun
résullant par rapport a (g,(x), 8(x)), ne s’annule pas. Nous désignons
ce déterminant par R(£). On voit facilement que ce polyndome est
homogéne de degré m*p.
Si on prend comme ¢,(&) (1=1, 2,---, m) un polynéme réel homogéne
de degré (2m —2:+2)p, alors NS, (&), 33,(&)
polynome ‘homogéne de degré m’p+(m—i+1)p , donc, S8.(£) est de

R(¢)
degré (m—i1+1)p. Comme
( 3,(&)
0,(&)
: — 9 (au sens élargi),
8 il£)
\ 8,(8)5,(8)+ 8,,(8)

nous définissons, de proche en proche, les autres éléments, et finale-
ment nous .avons une matrice I'(¢) appartenant a H telle que son
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image par — soit
€,(&)
e(§)

e (8)

Prenons e;(&)= —(&}+--- + £ 08, (4=1,2,.--,m). Comme R(£) est
homogeéne de degré m’p, on a

(1.16) |R(E)|> o' ||, o/ >0.

Or, si on choisit ¢, 0<<e¢’<<¢, (0, 0’, max. des coefficients des «,(z§)

(¢=0,---,m—1)), alors ¢'I'(¢) = H satisfait a [1.10), donc & Alors,
B(&) +€'T'(¢) satisfait a

(1.17) B()+e'I'(E)=0/2 E(&), et également a
-(1.18) B(&)+¢'I'(¢) — une matrice < —¢'
(E1 4+ &)™

S A

(El+-+ &)

REMARQUE. Nous avons considéré les coefficients de «;(1£) comme

constants. Mais, en réalité, les coefficients sont des fonctions de (x, ?):
aix, biE)= 2> o (% 1) (@€).
Jyl=0m—0)p

Par hypothese, «; (x,) = (P),, et ces fonctions sont continues en ¢
pour la topologie de (&), Done, quand on fixe b>0, alors pour
0=<t=<b, ces fonctions sont uniformément bornées: |«a; (x,1)|<<M(b).
Ensuite, comme les parties réelles de toutes les racines de (0.4) sont
inférieures & —&8(b), (6>>0), quand |&]|=1, (par la continuité des racines
par rapport aux coefficients), on peut donc minorer B(x,t, £) par une
constante positive o(b) dans [1.9)

De méme on peut minorer R(x,t, &) par o'(b) dans Done,
on peut prendre €'(b) tel qwon ait [(1.17). Désormais, nous fixons b,
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par conséquent également €.
Remarquons que les dénominateurs des éléments de I'(¢) ont

R(£)R(¢) comme multiple commun.

DEFINITION H, (I entier, />=(m—1)p). Hx,i¢)=H, si Hx,it)=
{h;i(x,1£)} est hermitienne, et h,(x,i¢) sont des polynémes homogénes
en ¢, ¢ B2 de degré 21— (i+j7—2)p et dont les coefficients sont des
fonctions appartenant a (9%).

A, A(x,p)= A, si A(x,p)={a;(x,p)} est hermitienne, et a,(x, p)
sont des polynomes en p de degré 2/— (i+j7—2)p et dont les coeflicients
sont des fonctions appartenant a (95).

(&t + ) \

(1 £
E/(it) = | ;
(o + £y
\ (Ef_;_ _;_{.i)l—(m—l)t) }
( T(P) \
71—p(17.)
E(p)= .
Tz—(i—x)p(f’)
\ Tl—(;n—l)p(p) J

Si on multiplie par R(x,t, £)R(x, 1, &), alors en désignant
cette matrice par B(x, 1, 1£)”, on a

(1.19) B, 1,i8) € Hapftssmoryyr » 00 /= 2,

(1.20) B(x, 1, 1¢) = **g' O"QE(zm%zm—Up'(i{‘) ’

2) Le sens serait évident. Désignons d’abord cette matrice par B(x,%,£) et en
posant £=(—7)(#¢), B(«x,t &) est considerée comme une matrice dont les éléments sont
des polynOmes en .
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(1.21) B(x, t,i8)A(x, t, i¢) +[B(x, 1, 1£) A(%, 1, i&)]* = C(x, 1, &)
E H(zn.2+zm—1)p'+p' ’
C(% 1,i8) < — €0 Epppsomsypr s (i8) «

Remarquons que les coefficients des éléments b,(x, t,1¢) (5,7=1, 2,
-+-,m) (quand on regarde ces formes comme polynomes en &) sont des
polynomes des coefficients de R, (x, 1, &), Ja,(x, £, 1€) (¢=0,1,.--,m—1).

De méme, si on multiplie par (&+.--+£)RR, alors on
aura une matrice B'(x,{,1£) telle que, en posant I=(2m®+2m—1)p/,

B'(x t,i¢) = Hy,,

(1.20") B/(x, 1, i£) = ; «o’E,, (i£),

(L.21) B,(x’ 2 l&)—)C’(x, 2 Zé) = H1+1+1)’ ’
C/(%, 1, it) < —'a"E}, 1, (i8) -

Nous empruntons maintenant les raiéonnements et les notations
de M. Leray ([3], p. 123-127). Alors il existe une matrice B(x, ¢, p)
<A, ou I=02m*+2m—1)p/, telle que

(1.22) B(x, t, p) —> B(x, 1, 1¢) ,
A,—> H,
128 Bz, 1,p) = 7% - E(p),
(1.24) B(x, t, p)A(x, t, p)+[B(x, t, p)A(x, {, p)]*

= ‘; E, ,(p)+BE(p)

€Ia_IZ

ou encore en désignant - =€,

(1.247) BA +(BA)* < — €Ez+p'(P) +BE(p) ,

ou B est une constante convenablement choisie.
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Remarquons que, soit B(x,t, p)={b,/(%,t, p)}, alors les coefficients
(par rapport a p) de b,,(x, 1, p) sont des polynémes des coefficients de
R, (x, L, it), Jax, L, 1€), € réel, de (0.4).

Nous imposons encore une condition a B(x,?, p). Désignons p

=[1;'.,]+1. Alors la formule (0.8)

’7

T_(P)CD) f=c(T PV +2] P PaTW(P)E, (DT (P

wi=E

k=1,2,,s

montre que nous aurons
T—p"(P)B(x’ t, p)=[B(x, {, p) + R(x, I, p)lT_y(DP).

Alors, ’il est nécessaire, en ajoutant a B(x,{, p) AE,_,(p), de A assez
grand, nous pouvons supposer

(1-25) R(xr l, D) +R*(x’ t, p)= *B(x’ l, p) .

Pour la démonstration, voir la note de bas 3). Remarquons que dans

(0.8) k=1, |v|<k, et si [N|< 2k, on a ”Pf‘“'f’i”—k(l’)||3(L2.L2)§ 1.
Comme B(x, t, p)& A,, il existe une constante a telle que

(1'26) B(x) t p) = C(El(p) .

II. Matrices B (x, I, p).

DEFINITION.  Espace hilbertien Ds, (—oo<<s<<+oo). f&Ds, si
T D) fE L

Alors on’le munit du produit scalaire: (f, g&)ps=(7(D)f, £)-

Espace hilbertien D, (— oo <<S<<+o0). Boit F=(f,, f. -+ f,), alors
Fe D, si f,e D= (i=1,2,-.-,m). Nous le munirons du produit
scalaire suivant:

(F, G)p, = (r(D)f s )+ (7o D)for €)=+ (T Frns &)
=(E(p)F, G).

Espace hilbertien D, (—oo<<S<C+0o0). Boit F=(f,,f,), alors

Feﬁs si f,&cDs*i=Y¢ (4=1,...,m). Nous le munirons du produit
scalaire suivant:
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(F’ G)BSZZ_ZI (Tsrk(i—l)p(p).fh gz) E(Ejl(p)F, G) .

Remarquons que, D__ est idenligue & lespace dual de D, avec les
normes.

D’aprés [(1.28), [(1.26), l’opérateur B(x,t, p) définit dans D, une
norme équivalente.

Pour considérer le probléme dans l’espace D, de g entier positif
ou négatif quelconque, il nous faut le

LEMME 3. Si on remplace B(x,t,p) par +_(p)B(x,t, p)r_(p) (S,
entier positif) dans (1.24"), alors on a

-Ss

(2.1) = - E(1—25)+p (p) +v.E_(D) -

Démonstration. Admettons sans démonstration (0.8), alors nous aurons
(2’2) 'r_s(p)A(x, t’ p) = (A(x’ £, p) +R(x7 tr p))'r_ (p) ’
ou R(x,1, p)=(7;x,1, p)) est de la forme suivante:

rij(xi l, p)= Z py1 p;""'—k(p)a;,k.x(x, 1)pi- 'pi" ’
(I ]lé(]-—z+1)p

ce qui montre quwil existe une constante ' telle que®

BR -+ (BRy* < A;,, E,. ,(p)+YE(p).

Compte tenu de (2.2), (1.24") on a [2.1) _ c.q.f.d.
Naturellement, compte tenu de [(1.23), (1.26), on a

0_0,12

(28)  @E, o(p)=7_(p)B(% 1, p)7_(p) <= aE,_,(p), ot @=7TI_>0.

Or, si on part des formules (1.19’), (1.20"), (1.21’), alors que nous
sommes partis de [(1.19), (1.20), [1.21), on aura les mémes résultats;

3) On doit recourir au Lemme de Garding: voir [37, Lemme 67.1. p. 124. Nous
n’avons qu'a formuler de la maniére suivante: Soit #(x,p)=a(p)c(x, p)b(p); a(p)

=Dp{1-Dhy, b(B)=PY1-DYn, ¢(%, D)=, (X)PhDhyr_ (D)C2(%), i+ +2,<2k. Alors en
considérant c(x, p) €Q(L2(Rn), L2(Rnr)), on voit hph pin‘r D) =1 dou Je(x,p)| =

sup|c,(x)|ssup|cy(x)|, ot | | étant la norme canonique.
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c’est-a-dire quon aura les formules et (2.3), ou1, bien entendu, on
doit remplacer / par (/+1).

Remarquons également que, dans [1.17), si on multiplie (&2+---

+&2)sx R(&)R(£), alors que nous avons multiplié R(£)R(¢), on aura les
formules correspondant a [2.1), (2.83). Nous avons donc la

PROPOSITION 1. b étant fixé, alors quel que soil q (nombre enlier
posilif ow négatif ou zéro), il exisle une malvice hermitienne B (x, 1, p),
0<1<b, lelle que, pour 0 <t=<0>b

(2’4) aEq(p) g Bq(x’ t’ p) g aqEq(p) ’
one & et a, sont des constanies posilives,
(25) Bq(x) t, p)A(x, t, p)+ [Bq(x7 t, p)A(x, t, p)I*
< ; E,. ,(p)+v,B,x1, p), >0, v, conslanle, p' = g .
En désignant v_,.(p)By(x, t, p)=[B,(%, !, p) + Ry(%, , p)]r_s (D), P =
s
[ 5 ]+1,
(2.6) R (%, 1, p) +R¥(%, 1, p) = — B,(x, 1, p),

de plus, R x,t, p) a la propriété (2.7).
(2.7) B,(% t,p)=B (1)

est un opérateur conlinu de D, dans I~)s_;,q: B (1)< (D, ﬁs_gq) (s entier
quelconque) et il est conlingment difféventiable en t. En détaillant,
soit B(t)=(b;{(1)), alors b (t)<= LDs—U0b, Ds—2a+G=0b) (4, 5=1,2,.--, m);
ils sont continggment différventiables en 1.

REMARQUE. « et ¢ sont indépendantes de gq.

III. Probleme de Cauchy.

Considérons I’équation homogeéne,

(3.1) c‘;t Uty = A(x, £, p)U)=AQ)U() .

Nous nous appuyons sur la théorie des semi-groupes. Remarquons
d’abord le
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LEMME 4. Soil s enlier quelcongue, Popératenr A(x,t, p)<= (D,
D,_,); il est conliniiment difféventiable en 1.

Fixons g une fois pour toutes. Nous considérons les solutions de
dans l’espace D, Faisons, dans [3.1), le changement d’inconnue

U—U,

(3.2) U@t)=e*U(2).
(3.3) —ddt U(ty=(A(x 1, p)—BDHTW) .

Prenons B tel que B> ;é; mMax (V,—ps Vg Yq+pr)- Alors, en posant

(8.4) A(x, t, p)—BI=A(x, t, p)=A(2),

nous voyons que, compte tenu de (2,5)
(3.5) BA+BAy=— E.,(p),

et les formules analogues qu’on obtient en remplacant, 1) g—g+p/,
2) g—q—p'.

Remarquons que le lemme 4 est également valable pour A(x,?, p),
car I’identification de D, dans D,_, est continue.

LEMME 5. Prenons D,,, comme le domaine de définition de A(x,
t, p), alors Popérateur A(1) est fermeé.

REMARQUE. Il est évident que D,,, est dense dans D

Démonstration du lemme 5.

Ce que nous devons démontrer, c’est que

A(x, t,p)U=V; U, V& D, entraine U D,,,,
(remarquons que, d’aprés le lemme 4, A(x, 7, p) est une application

continue de D, dans D,_)).
Nous allons le démontrer, en divisant notre démarche en 3 étapes.

1). AU=0, U=D,—»U=0.

En effet, B, ,AU=0, donc (B, ,AU,U)=0. Dautre part, (B,_,U,
AU)=0, donc ([B,_,A+ (B, ,A)*1U,U)=0. Or, B, ,A+(B,_,A*<
——;~ E(p), ((3.5)), donc U< D, entraine U=0.

9°
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2) B, ,U=0,UcD,—-U=0.
En effet, opérons =_,.(p) & gauche, alors (B, +R,, ,)7_,(p)U=0,

donc en considérant la partie réelle, ({Bqﬂ,, -+ 1 (Rysp +Rp) i 7_0 U,
7, U|=0; (2.6) entraine =_,,U=0, donc U=0.

3) Considérons I’équation

(3.6) Ax, t,pU=V.
Opérons B,_,,(x,t, p) & gauche,
(3.7) B,.,AU=B,,V, cest-a-dire

[ ; (B,,H,,ZHBQ,,,,,Z)* +i zlz (Bq+,,,Z—(B“,,,Z)*)]-U:BM,,V .

D’abord, remarquons que Bqﬂ,,Z et (Bq,,p,Z)* sont des applications

continues de D,,, dans I~)_q_p (d’apres [(2.7), le lemme 4). Par hypo-
these,

—¥'Eq.y(p)< By, yA+(By, yA* < — f; E,. (p),

et comme 21 (B,H,,,Z;(BWZ)*) est hermitien, 1I’équation se résout
7

uniquement pour V& D, quelconque”. De plus, I’application: B,V

74) Voir, par exemple, [1T7, p. 66-67 surtout Remark 1. Nous expliquons le principe.
Soient

1 < = 1 I Tyx
Hy=— [ By p At By Arr |, Hy= | Byuy A= (Byup D+,

alors, si on munit D;,, du produit scalaire: (1) (U, V)g,=(H, U, V), il définit la méme
topologie que nous avons donnée a priori. D’autre part, pour U&Dg,+p quelconque, il
existe un et un seul élément AU & D,4+p tel qu'on ait (2) (HU,V)=(H,AU, V) pour
tout VeDgy+p. En effet, Hteﬁ_q-t, (espace dual de D,.p), donc (V, HyU) définit
une forme linéaire continue sur V&ED;.p, donc il existe (d’aprés Riesz) un et un seul
élément AU tel que (V,H,U)=(V,AU)y,—(H,V,AU)=(V, H,AU). Comme H, est
hermitien, pour U, V& D,+p, (3) (HU,V)=(U, H,V). (3) et (2) entrainent (4) (AU,
V), =(U, AV )py,. Finalement, A est borné. En effet, si U parcourt un ensemble borné
de Dy, de sorte qu'un borné de D,+p, alors (AU, U)y, est borné, parce que (AU, U)H,
= (HzU, U). ‘

Considérons Uéquation (H,+iH;)U=V, ou Veb_q_,:,, alors il existe un élément
V'eD,+p tel que V=H,V'. Alors, ((H,+iH,))U, W)=(H, V', W) pour tout WDy,
c’est-a-dire ((I+iAYU, W)g,=(V’, W)g,. Comme Péquation ([+iA)U=V" est dans Dy,
réversible, c’est-a-dire que V’application (I-+iA)—1: V'—U est continue, et que V-V’ de
b..q_p sur D,+p est continue, on voit la propriété demandée.
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—U de 5_4_1, sur D,,, est continue. Par conséquent, VU de D,
dans D,,, est continue. Or, 2) montre que U est solution de

Or, 1) montre que la solution U de AU=V est unique dans U& D,,
donc U= D, entraine U= D,,,. c. q. f. d.

Le raisonnement que nous venons de faire nous montre, en rem-
placant A(f) par NA(f)—I, x>0, que ’équation

(8.8) I-NA)U=V, définit une application continue :

VU de D, sur D,,, et que cette application (I—AA(f))! est unique
comme application de V—U de D, dans D, Alors, pour U< D,,,

(3.9) (By(% t, p) I-NAW)U, I-2A1)U) = (B t, p)U, U).

Nous nous appuyons désormais sur les résultats de M.T. Kato
([2]). Mais nous allons considérer le cas ou les normes, qui sont
équivalentes les unes aux autres, varient avec f. Désignons ces

normes par || ||z, et fixons une norme une fois pour toutes: || |,.
Alors, devient
(3.10) NT=ANA@) p=1, pour A>0,

oll nous avons écrit A(¢) au lieu de A({).

Explicitons les conditions.
L : espace de Banach, on désigne sa norme par || ||..
L(), 0<t<b: on donne une famille de normes équivalentes &a celle
de L. :

On le désigne par || ||, L(f) est l’espace de L muni de la
norme || |z )

Montrons que les résultatls de sont valables quand on ajoule et
modifie les conditions de maniére suivante:

Il existe une famille d’applications continues: T'(f)& (L, L) telle
que

1) T() est un isomorphisme de L sur L; T({)'& (L, L).
2) pour u< L quelconque,

(3.11) Hoell o= HT (@)l -

8) |IT@) ||, est borné pour 0<¢{=<b,
4) T(?) est a variation bornée: pour 0=1{,<<? <<.--<<f,=0,
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ST =T [l<N -

D’autre part, la condition ||(J—NA())7'}], <1 pour A >0 doit étre
remplacée par [8.10) Alors les conditions C,,C, C,, C, de don-
neront les théorémes, mais naturellement on ne peut pas dire que
|U(, s)|l,=<1. Nous énongons les théorémes de maniére suivante:

PROPOSITION 2. Hypolhese:

C)) Pour chaque t< [0, b], Popérateur A(l) est fermé avec le domaine
de définition D dense et indépendant de i, et on a ||(I—NA@) ||, =1,
pour N> 0 quelcongue.

C,) B(t,s)=[I-A@)][I—A(S)]! est borné (dans le cas ou B(l,s) est
continu en t pour (L,L), il suffit de constater celte propriété pour
un s):

1B, s)li, <M  pour s,t<[0,b];

B(t, s) est a variation bornée par rapport a t au wmoins pour un s:
1l existe N0 tel que, pour toutes partitions,

]ﬁ; [|B(t;, s)—B(t,_,, s)|l, <N,

C,) B(t,s) est continu en t pour un s, pour la topologie de (L, L).
C,) B, s) est difféerentiable en t pour un s dans (L,L) muni de la
topologie simple, et de plus, B(l,s) est continu en t pour la topologie
de (L, L),
C,) il existe une famille dapplications: T(t) jouissant des propriétés
1), 2), 3), 4).

Conclusion : |

1] existe un opérateur continu U(l,s), 0<s<t<b, tel que
1) U, s) est continu en s et t pour la topologie simple.
2) UG s lI=K.
3) Ui, r)=U,s)Us,r), r<s<t; Ut,t)=1I.
4) U(t,s)Dc D.
5) x(t)=U(t, s)x, avec x— D, donne une solution de Iéquation

d
dt
6) Si f(H)ye D pour t=[0,b], et [A(r)—1I]1f(t) est continue en t pour

x(1)=A@)x(t) pour t=s.
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un v =[0, b], alors
x(t)= UL, s)x} S:U(t, o)f(o)do
donne une solution (t=s) de Péquation:
9w -Aws) +f),

qui prend la valeur x—=D pour t=s.

Nous ne répétons pas la démonstration. Signalons quelques faits
qui nous menent & la proposition 2 en consultant [2].
1) Prenons #,c[0,5]. Soient A;=A(l), X({)=exp ({—5)A),t=s,T;
=T(1;). Alors

IT,X,WT5 ||, <1.
Démonstration. D’aprés une propriété de X(?),
1 X @l y=llallqp» povr tout u L.
D’apres la propriété 2) de T'(?),
NT,XBull, =T ull.;
quand # parcourt dans L, T u parcourt dans L, on a donc
T, X,\OT;7'|l.=1.
2)  A: a=t, <l <<---<<l,=b; X,=exp(l;—1;_D)A;; U,=XX, ,--X,;
W,=A XX, .- X A;". Alors
Uzl =M?*exp(M'N'); || W, ||, < M"* explM"*M(M'N+MN')],
ou M= [T, 1TE .-

Démonstration. Démontrons la deuxiéme formule, parce que la pre-
miére est plus simple. La démarche de p. 217 de [2] donne

W,=AXX, .- XA7'=T;"(T,X,T;") (T;A) (T,_JA,_)"(T,_.X;

X T
(T X, TH(TA) (T,A)'T,.

Donc
N WAL T WTGA) (T A ) T oA ) (T A ) e

7

< INTA) (T A) L N T -
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En tenant compte de ({Variation totale de (T()A@))(T,A,)™"
=TOANA, T =MMN+MN) et de |(T,A)[TOHOADT . <
M*M, on a la deuxiéme inégalité. ,

Revenons maintenant & I’espace hilbertien D, que nous envisage-
ons. Nous voulons démonirer Pexisience de T(t) jouissant des propriétés
énumerées :

(B)U, U)=(E«p)T)U, T(#)U) pour tout U= D, .

Commencons par deux remarques:
1) REMARQUE. H: espace hilbertien; X< &(H, H), hermitien positif,

1
alors 2 opérateurs X!, X2 sont également positifs hermitiens, de

plus les applications X—-> X" X—->X ¥ sont des applications continues
de L(H, H) dans %(H, H).

Cette remarque donne
2) REMARQUE. A({)& &(H, H) continu en f¢; A({) positif hermitien.

Alors, A(t)é‘ et A(f)~! sont également continus dans L(H, H). Si on

1

suppose de plus que :Zi A(t) est continu, alors jt [A(2)

DEFINITION.
( Tas ) ( T an \
1 . _1 .
2 . 2 o
Eq (p) = Tq/2—(i—1)+p/2 ’ Eq (P) = T_gqr2+(i—1)p/2
\ Tgq/2—(m—1)p/2 J \ T q/24(m—1)p/2 /

LEMME 6. Hypotheése: Quel que soit s enlier,
B, (tye (D, Ds_gq) est continiment différentiable en t. Conclusion :

-r L
2

Liopérateur A(t)=E,* (p)B,()E,; * (p) = &RDs, QD) est conlinidment
différentiable en t, ou QDs=(Ds, Ds,..-, Ds).

Démonstration. Remarquons d’abord que 7.(p)< (D5, D). Cette
remarque donne, compte tenu de [2.7),

D5 —» D,,, —> D, — D+,

E,* B E,°*
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ou 3 opérateurs sont des applications continues, et de plus B,(1) est
continGment différentiable en f. c.q.f.d.
PROPOSITION 3.
Hypothese:  Hypothese du lemme 6; By (1) hermilien; il existe
a, ' >0 tel que

aEy(p) = By(t) = a'Ey p), pour t<[0,5].

Conclusion: Il existe T(1), t=[0,b], lel que T(1)& (D, D,) est
conlinigment différentiable en t; T(l) est un isomorphisme de D, sur
D,; T ' 8D, D,) est continu en t; pour tout U= D,

Démonsiration. En vertu du lemme 6 et de I’hypothése, A(l)=

_1 _1
E, * (p)B,()E, ® (p) = Y(RDs, QD*) (s, entier quelconque); A(t), qui est
continu en ¢ avec »wji A(?), est positif hermitien. Posons S(7)=A(?) é“,

alors en vertu de la remarque 2, S({) = LKRQDs, RDs) est continiment
différentiable en 7, de sorte que S(I)'< LURDs, QDs) est continu en t.

-1
2

En posant T({)=E, * (p)S(HE; (p) ,

on voit que T'(f)& &(D,, D,) (s, entier quelconque); T(t) est contind-
ment différentiable en ¢; T'(#)~! est continu pour ¥(D, D,). En effet,

D, —> @D —> D% —> D,.
1 -1
E; S(t) E,*

ot 1
11 en est de méme de T(¢)'=E, *S(#)'E;. Finalement,

1 1 1 1 1 1 1 1

T*(HE(p)T(t)=E; SE, *E,E, * SE; =E; S’E; =E; AW)E; =Bt) -
c.q.f.d.

En vertu de la prop. 8, la condition C,) de la prop. 2 est donc
remplie. Examinons maintenant les autres conditions C,),C,), C)).
Le lemme 4 montre que A(f)& &(Dy., D,) est continiment différen-
tiable en #; comme nous avons montré, (I—A(f)) & ¥(Dy, Dy.p), done
B(t, s)=(I—A(t)) I—A(s))"' remplit C,),C,),C,). En effet, B({,s)&
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2D, D,y) est contindment différentiable en f£.
Revenons a I’équation

(0.7) dr UbH=ADUW@)+F@),
nous considérons dans I’espace D, (¢ entier quelconque); fixons b >0,
et considérons le probléeme de Cauchy dans /&[0, 5] en donnant la
valeur initiale U(0)<D,.,. Alors la prop. 3 donne la

PrROPOSITION 4. Efant donnés U,= D, . ,, F(I)= D,., conlinue en t
(pour la topologie de D, ,), alors il existe une et une seule solution U(t),
t& [0, b], de Péquation (0.7) telle que
i) UHED,.,;
ii) U(?) est continiiment différentiable pour la topologie de D, et U(0)

=U,
Démonstraiion. Pour appliquer la prop. 2, il suffit de remarquer que
A(?) (¢ étant fixé), et I sont des applications continues de D,,, dans
D, (lemme 4). Il ne reste qwéa démontrer

UNICITE: Soit U(f) une solution de avec F(1)=0 telle que
i) et ii) soient remplies. Alors

< BOUOUW) - 4 B-UW), U +(BHU D, U
+(BU®), U'(D)),
en remplacant U'(f) par A(t)U(?), et compte tenu de :lil B(1) < v B,(1)

et de [(2.5), nous avons
—d‘-’; (B OU®), Ul)) =< (vg+7;) BYUR), U)) .

Donc (B, (1)U(2), U(1)) < (B,U(0), U(0)) exp (7v4t), £ =0, ol vg=17,+,-
c.q.f.d.

REMARQUE. Cette proposition est naturellement vraie quand on
remplace U(0)=U, par U(s)=U,; U() pour b=1{=s. Alors, nous
remarquons que P’application: (s,¢, U, F(1))-U(f), ou 0<s<{<b,
U,&D, , F(l)e D,,,[0,b], est continue comme application de [0, 5] x
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[0,6]xD,xD,0,b] dans D,, ou D,0,b] est I’espace des fonctions
continues F(f),0<?<b, dans D, muni de la topologie uniforme en 7.
Revenons enfin & I’équation

(0.3) (c‘i’t)”’u(t)namﬂ(x, )| ;)m'iz(t)—-~-—ao(x, t, pyu(t) + fit),

et considérons dans 1’espace D? (g, entier quelconque), alors la prop.
4 se traduit de la maniére suivante:

PROPOSITION 5. Efant données la condition initiale et f(1): (u,, %,
ooy U, y) & (Drmp, Datn=Dp ... D2 D+0) ef f(t) < D¥*? est conlinue en
t (pour la topologie de D?+?), alors il existe une et une seule solulion
u(t), 0<t<b, telle que

i) elle soit m fois conliniiment différentiable dans lespace D?;

i) (%,)iu(O):ui G=0,1,2 -, m—1).

REMARQUE. Sous les hypothéses de la prop. 5,

1) (*(?t‘)’u(i) el)w(m—i)p (i:O; 17"', m'—l) ;

2) (~-gt~)lu(t) (z=0,1,---,m—1) est continGment différentiable dans
I’espace D?:(m—i=0p, ‘

8) Contlinuité. La Proposition est vraie quand on remplace la condi-

tion initiale par (A.d ‘ult, 1) —u; G=0,1,-,m—1), ot u(t,i,) est

|
définie pour ¢< [£, b].
Alors Papplication: (2,1, (v, t,y+, %, ,), f(t))-»(_%)lu(t, 1) de [0, b]

X [0, 6] X Dy (y1yp %X D0, b]—D2+m=i=0 est continue.

IV. Extension a des espaces des distributions tempérées.

Nous allons montrer qu’une extension de nos résultats (les prOp.
4 et 5) a des espaces des distributions tempérées est immédiate.
LEMME 7. Soit k un entier positif. Alors
1

4.1) (*]:Dg)k— A(x, t, p) =[A(x, t, p) +R,(%, 1, p)] — -
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on R (x,t, p) = (7:;(%, ¢, P)), rij(xr t, p)=0 pour i==m, rmj(xi t, p)= un poly-
nome en p de degré <(m—j-+1)p—1, avec des coefficients continiiment
différentiables a valeurs dans (9P),.

Démonstration. Pour [A|>0, on aura la formule suivante qui est

facile a vérifier:

___];__. Al... ln = Al... An Y __1___
TSR f=pl---p! Ty f
_ 1
+ c, (x fl sl .phyTH, 6 __ __f.
%‘;1 240D ph Tr f
ou ¢,; (%)= (D). c. q.f.d.
Considérons 1’équation
(0.7) ??t U= A(x, 1, p)U() + F(1) .

Appliquons—-l— (>0 entier) a gauche. Alors, en vertu du
1 +7%)*

lemme précédent,

d 1 1 1
L= U@)y=[Axt, p)+R(x, t — Uty +——F@).
di 1+ 7Y% &) =[Ax, t, p) (%, &, D)] 1+ 77) @) 1+ 77 ()
Le lemme 7 montre que A+ R, est également parabolique, car
Popérateur R, n’influence pas la condition de parabolicité. On peut
donc appliquer a cet opérateur les prop. 4,5. Nous nous bornons a
énoncer la proposition suivante, g étant un entier (positif ou négatif

ou zéro).

PROPOSITION 6. Elant donnés U, et F(i) tels que 1 U,&e
(1 +7r*)*
2+ p? (I—-SW F(t)ye D, ,[0, b], alors il exisie une et une seule solution
U@), t=[0,b], de Péquation (0.7) telle que
. 1
s UMY E Dy, 4
) (1472 BEZew
ii) a 1 o U(l) est continament différveniiable pour la topologie
+7

de D, et U(0)=U,.
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