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Sur les intégrales attachées aux formes automorphes.

Par Goro SHIMURA
(Regu le 24 avril, 1959)

Dans un travail récent M. Eichler a donné une théorie des intégrales
attachées aux formes automorphes d’une variable, et en I’appliquant aux
correspondances modulaires, il a obtenu la formule de la trace. Si le degré
des formes est 2, les formes paraboliques ne sont autres que les formes
différentielles de premicre espéce; et 'on peut définir la variété jacobienne
au moyen des périodes des intégrales. Il est 4 souhaiter d’obtenir I’analogue
pour l'intégrale d’Eichler de degré >2. L’objet du présent mémoire est de
démontrer que, dans le « cas arithmétique », on peut construire, pour chaque
entier pair positif », une variété abélienne a partir des formes paraboliques
de degré .

Nous considérerons P'intégrale d'une certaine forme différentielle vecto-
rielle attachée a une forme parabolique, quEichler a déja signalée dans[1];
les périodes d’une telle intégrale définissent un cocycle par rapport a une
représentation tensorielle M du groupe fuchsien. Si la représentation M est
a coefficients entiers, on peut distinguer les formes paraboliques dont les
périodes ont des parties réelles entiéres; celle-ci forment un lattice D dans
I'espace S des formes paraboliques. Nous verrons que la partie imaginaire
de la métrique de Petersson prend des valeurs rationnelles sur D, ce qui
démontre que le tore complexe S/D a une structure de variété abélienne.
Les opérateurs de Hecke peuvent alors étre regardés comme des endomor-
phismes de la variété abélienne. On devra observer que si les coefficients
de M ne sont pas entiers, il n’y a aucune méthode canonique pour définir un
tel lattice D pour lequel S/D devienne une variété abélienne, tandis que la
formule de la trace pour les opérateurs de Hecke est obtenue dans le cas
général. Du moins, cette variété abélienne S/D est sans doute une des choses
dont on aura besoin lorsqu’on cherchera a approfondir la théorie arithmétique
des formes automorphes.

Le lecteur s’apercevra de la connexion de notre étude avec les théories
de A. Weil [6] et de E. Hecke [3]; on pourrait les regarder comme des cas
particuliers des intégrales des formes différentielles a valeurs dans un espace
fibré vectoriel auquel est fixée une forme hermitienne invariante par le groupe
de fibre, dont on rencontre des exemples aussi dans le cas des formes auto-
morphes de plusieurs variables; mais on ne s’en occupera pas dans ce mémoire.
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Norations. On désignera par Z, @, R et C respectivement I'anneau des
entiers rationnels, les corps des nombres rationnels, réels ef complexes; R”, C"
désignent alors les espaces vectoriels de dimension # sur R, C, respectivement,
dont on considére les élements comme des matrices a # lignes et une colonne;
GL(2, R) désigne le groupe formé des matrices inversibles de degré 2 a
coefficients réels, GL.(2, R) le groupe des éléments de GL(2, R) a determinant
positif, SL(2, R) le groupe des é1éments de GL(2, R) a determinant 1, et SL(2, Z)
le groupe des éléments de SL(2, R) a coefficients entiers. On désignera par
tX la transposée d’une matrice X, et par I, la matrice unité de degré ». Si
z est un nombre complexe ou une fonction a valeurs complexes ou une forme
différentielle a valeurs complexes, etc., on indiquera par 2, Re(z) et Im(z) le
conjugué complexe, la partie réelle et la partie imaginaire de z; l'unité
imaginaire v/ —1 sera notée par i.

§1. Les représentations tensorielles de GL(2, R).

n

Soit (Z) un vecteur de R?; on désignera par (Z) , pour chaque entier
positif »#, le vecteur de R™! dont les composantes sont #”, %" v,--, wo™ %, v".
Nous conviendrons d’entendre par <Z>0 le nombre 1. Soit ¢ un élément de
GL(2, R); posons

u \_ (U
( v, >_ 0( v) :
On définit, pour chaque entier non-négatif », une matrice réelle M,(o) de
degré n+1 par
u \"_ u\"
( vl> _M"(G)(v) :

On voit que M, donne une représentation de GL(2, R), pour chaque . (Zv)

étant un autre vecteur de R?, posons
(2)=(%)
=a -

(w2, —v,w,)" = (det o)*(uz—ovw)"«

On a evidemment

Définissons une matrice P, de degré n-+1 par

(uz—ovw)® :t<u )nPn< w )n.

v z

On a alors, pour tout z et pour tout c=GL(2, R):
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(1) ¢ n(U)PnMn(o) = (det O)nPn ’
) ‘Pp,=(—1)"P,
et

M(—1) = (—1)"Lnss -

Par suite, si # est pair, M, donne une représentation du groupe gquotient
GL2, R)/{x+1,}.

§2. La métrique de Petersson.

On désigne par # le demi-plan complexe Im(z) >0, ou z est une variable

”) de GL.@2 R), on définit une

complexe. Pour chaque élément a:(? d

transformation z—o(z) de 4 par

az~+b
cz+d "’

Alors, le groupe des transformations analytiques de 4 est isomorphe au
groupe SL(2, R)/{+[,}. On posera

J(o,2) = (cz+d)™!.

o(2) =

On voit facilement qu’on a

J(a7,2) =J(0, 7(2)) J(z, 2)

pour tout o, r=GL.(2, R). Avec les notations du §1, on a
o(2) \* _ n zZ\"
®) (7Y =Je, orm(5)"

Soit G un sous-groupe de SL(2, R). On supposera dans ce qui suit, que
G, comme groupe de transformations de %, est un groupe fuchsien, c’est a
dire que G est un sous-groupe discret de SL(2, B) pour lequel /G ait une
mesure finie. Soit 7 un entier positif. On entendra par une forme parabolique
de degré m par rapport a G, comme d'ordinaire, une fonction f sur  jouissant
des propriétés (P1-3) suivantes:

(P1) f est holomorphe sur I,

P2) f(o(2) (o, 2)" =f(2) pour tout c=G.
Pour exprimer la condition (P3), considérons un point parabolique s de G; s
est un nombre réel ou le point a Iinfini co. Posons

(33 o o

selon que s est un nombre réel ou oo, Alors chaque transformation de G
ayant s comme point fixe est une puissance 7¥ d’un élément
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eofl By

de G, ol % est un nombre positif. Posons
q=exp2rih~1z).

Alors, la condition (P3) s’énonce:

(P3) Pour tout point parabolique s de G, la fonction f(p(2))J(o,2)™ est
holomorphe comme fonction de q et nulle en q=0.

On désignera par S,(G) I’espace lindaire des formes paraboliques de degré
m par rapport au groupe G. Dans ce mémoire, nous ne nous occuperons que
des formes paraboliques de degré pair.

D’apres Petersson [4], on peut introduire comme suit une métrique dans
Iespace S,(G). Posons d’abord

i .1
dv= oy dzdz= W dxdy ,

ou z=x+iy; dv est alors une forme différentielle invariante par toute trans-
formation de SL(2, R). On définit le produit scalaire (f,g) de deux éléments
f, & de Sn(G) par

(1,9 =[ f@e@ya

ou ¥ est un domaine fondamental quelconque de G ; on sait que cette intégrale
converge pour tout f,g2S,(G) et (f, g est une forme hermitienne positive
non-dégénérée.

Considérons maintenant la forme différentielle vectorielle d3, sur % définie

par
2"dz
" 2" 1dz
d3, = ( i ) dz = :
2dz
dz
On a alors, en vertu de (3), pour tout c=GL,(2, R),
“4) din ° 0 = (det 0) (o, 2)""2M,(0)d3n ,

woo désignant la transformée de la forme différentielle @ par la transfor-
mation ¢. Si f(2) est un élément de S,.,(G), on a

®) (fd3n) o0 = M,(0)Sdzn

pour chaque c=G. Soit g un autre élément de S,.(G). On voit, compte
tenu de la relation (1), que la forme différentielle

(fd3)Pu( §din)



Sur les intégrales attachées aux formes automorphes. 295

est invariante par le groupe G. On vérifie aisément

Y fd3n) Po(gd3n) = — (20" If- 5y 2 ;

il en résulte qu'on a
©) —if, ) = [ Fdin)Pulads)

Posons, pour deux éléments f, g de Sn.:(G),

A(f, 8 =2""l(f, (& )].
On vérifie facilement que A(f, g) est une forme R-bilinéaire alternée et A(f, ig)
est une forme symétrique positive non-dégénérée.
Nous aurons a nous servir par la suite de la partie réelle Re(fd3,) de la
forme différentielle fd3,. Comme M,(0) est une matrice réelle, on a

) Re(fd3n) ° 0 = Mu(0)Re(fd3,)

pour tout ¢=G; par suite, la forme ‘Re(fd;,)P,.Re(gds,) est invariante par G.
Supposons que #z soit un entier pair non-négatif; la matrice P, est alors
symétrique; on obtient donc

4'Re(fd3,)P.Re(gds,) = (fd3,) Pa(gd3,) —(&dsn) P fd3y) -

D’aprés la formule (6), A(f, g) s'exprime sous la forme

®) A%, 8= ()T Re(fds,)P.Re(gds,).

§ 3. Groupes de ecohomologie.

G étant comme ci-dessus, désignons par Y I’ensemble de toutes les trans-
formations paraboliques de G. Soit M une représentation de G par des
matrices de degré k a coefficients réels. On va définir un certain groupe de
cohomologie attaché a J/. Soit r une application de G dans R*; on appelle
t un cocycle pavabolique par rapport a M s’il satisfait aux conditions suivantes:

(C1) x(o7) =x(o)+M(o)x(r) pour tout o, v=G;

(C2) pour chaque t=Y, il existe un vecteur ac R tel que lon ait y(t)=
a—M(t)a; le vecteur a peut dépendre de t.

On désignera par Z(M, R) 'espace linéaire des cocycles paraboliques par
rapport a G. On voit facilement que si p satisfait a la condition (Cl), on a

r1)=0,
©)) 1(o™h) =—M(o)"t(0) .
Soit a un vecteur de R*; posons
(o) = a—M(o)a
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pour tout s & G. Il est facile de voir que y satisfait aux conditions (C1-2).
Un tel cocycle y s’appellera un cobord par rapport a M. On désigne par
B(M, R) Yespace linéaire des cobords par rapport a M; et 'on pose

H(M, R)=Z(M, R)/B(M, R) .

On appelle ce groupe quotient le groupe de cohomologie de G par rapport a M.

Supposons maintenant que les coefficients de M(o) soient entiers pour tout
o G. Un cocycle parabolique ¢ par rapport a M sera dit entier $i les com-
posantes du vecteur y(o) sont entiéres pour tout 6 € G. On désigne par Z(M, Z)
(resp. B(M, Z)) le module des cocycles paraboliques (resp. cobords) entiers par
rapport a M; et on pose

HM, Z)=Z(M, Z)/B(M, Z) .

On voit que H(M,Z) est canoniquement isomorphe a un sous-module de
H(M, R); on considére donc désormais H(M,Z) comme un sous-module de
H(M, R).

Prorosition 1. Toute base de H(M, Z) sur Z donne une base de H(M, R)
sur R.

On sait que G a un systéme de générateurs en nombre fini {g,, -, 04}. Si
r est un cocycle parabolique, on voit, en vertu de la condition (Cl), que les
vecteurs p(o) pour o= G sont déterminés par les d vecteurs 1(s,). On peut
donc considérer ¢ comme un élément de R%*=RFfx-.--xR* en identifiant i
avec le vecteur (x(cy),--,2(00) € R*x---x R*; ¢ appartient a Z(M, Z) pourvu
que les composantes du vecteur (x(o,), -+, x(0,)) soient entiéres. On voit facile-
ment que les conditions (C1-2) s’expriment sous la forme

d
21 L;WX(OV) =0 (,U. = 1: 2: '")

ou les L,, sont des matrices de degré £ a coefficients entiers. Par conséquent,
Z(M, R) correspond a un sous-espace V linéaire de R défini sur le corps Q
des nombres rationnels; et les éléments de Z(M, Z) correspondent aux vecteurs
de V dont les composantes sont entiéres; il en est de méme pour B(M, R) et
B(M,Z). On peut en déduire I’assertion de la proposition.

Supposons que Y ne soit pas vide et fixons un élément 7, de Y. On
désigne par Z(M, R, t,) (resp. BIM, R, ©,), Z(M, Z, t,), B(M, Z, t,)) ’ensemble des
éléments ¢ de Z(M, R) (resp. B(M, R), Z(M, Z), B(M, Z)) tels que g(r)) =0; et
Ion pose

HM, R, ©)) = Z(M, R, 7))/ B(M, R, 7),

HM, Z,t)=2(M, Z,©)/BIM, Z, 7).

H(M, Z, 7,) s'identifie canoniquement avec un sous-module de H(M, R, 7,). On
peut alors démontrer, de méme que plus haut, que toute base de H(M, Z, ,)
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sur Z forme une base de H(M, R, t,) sur R. Soit ¢ un élément de Z(JM, R).
D’apres la condition (C2), il existe un vecteur acR* tel que

t(ry) = a—M(zya.
Posons (o) = a—M(s)a pour tout c=G; on voit alors que r—y est contenu
dans Z(M, R, 7,); on en conclut
Z(M, R)= B(M, R)+Z(M, R, z,) .

Il s’ensuit de 13 que H(M, R, 7,) est canoniquement isomorphe a H(M, R). On
constate de méme que H(M, Z, r,) est canoniquement isomorphe a un sous-
module H’ de H(M, Z) d’indice fini.

§4. Périodes des intégrales.

G et M étant comme dans le §3, supposons qu’il existe une matrice réelle
P de degré k telle que l'on ait

(10 ‘M(o)PM(o) = P

pour tout s=G. Désignons par F{M) I'espace linéaire des formes différentiel-

les vectorielles
(O]
w=| :
WDy

sur X jouissant des propriétés (D1-3) suivantes:

(D1) Chaque composante w, de w est une forme différentielle fermée de
degrvé 1, analytique par rvapport @ x,y, et a valeurs réelles.

D2) On a weo= M(o)w pour tout c=G.
La condition (D1) entraine que l'intégrale

{ o
ne dépend que de z, 2’ et non du choix du chemin d’intégration.
(D3) Pour chaque point parabolique s de G, la valeur limite
lim [ o
lovsque z tend vers s, en vestant dans un domaine fondamental de G, est déter-

minée et finie, z, étant un point que?conque de 4.
Soit @ un élément de F(M); fixons un point z, de 4 et posons

(n i2)=[ w+a,

ol a est une « constante d’intégration» qui est un vecteur quelconque de R*.
Alors f(z) est une fonction sur < a valeurs dans R*. En vertu de la propriété
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(D2), on obtient, pour chaque s=G,

(12) f(a(2)) = M(0)}(2)+1(0) ,

ou 1(0) est le vecteur de R* donné par
g (20)
(13) 1(0) = j w+a—M(o)a.

On vérifie facilement que r satisfait & la condition (C1) de §3. Soit r une

transformation parabolique de G, et soit s le point fixe de r. D’aprés la
propriété (D3), lim f(z) est déterminé et fini; nous poserons

f(s) = lz ifg i(2) .
On a alors ¥(s) = {(z(s)) = M(){(s)+z(7), de sorte qu’on a
(14) (o) = [1—M(x)](s) -

11 en résulte que r est un élément de Z(M, R). Le cocycle parabolique g
s’appellera la période de lintégrale [II). On voit facilement que la classe de
cohomologie de r ne dépend que de w et non du choix de z, et a.

Soit 7 un autre élément de F(M);b étant une constante d’intégration,
posons

1) 0@ = [ n+5.
On obtient alors
(16) 8(a(2)) = M(0)3(2)+1(0) ,

ol y est un cocycle parabolique donné par une formule analogue a [13).
Considérons maintenant la forme différentielle *wP7; on voit que ‘wP7 est
invariant par G. Posons

(@ m)=[ toP7,

ol 7 est un domaine fondamental quelconque de G. On va maintenant ex-
primer la valeur (w,7) par les périodes 1(o),y(s), On voit d’abord qu’on a
‘wP7n = d(*{Pdg), de sorte qu’on a

ot 9F désigne le bord de F. On peut supposer que & est un polygone dont
les cotés se correspondent deux & deux, en sens inverse, par des éléments de
G; pour ainsi dire, on a

0 = % EEM—-U#(E/,;)] ’

ou les E, sont des c6tés qui forment la moitié du contour de F et les o,
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sont des éléments de G. On a alors

((1), 72) - z (fE tTPdg_ op(E, )tdeg) ‘

n ”

Au moyen de on obtient

‘f 0‘/1(Eﬂ)$deg =j‘ E:l(f ’ U”)Pd(g ) Oﬂ)

={ Pdg+{ (0,)PM(o,d5.
Epy Ep
En vertu des relations (9) et on a enfin

an (@,m =0, P dy.
“ “

Pour calculer plus explicitement, on adopte un domaine fondamental obtenu
a partir d’une « dissection canonique » de la surface de Riemann comme suit.
Soit R la surface de Riemann du corps des fonctions automorphes par rapport
a G, et soit g le genre de K. Soient p,,---, p; les poiﬁts de R correspondant
aux points elliptiques de G; et soient ¢, g, les points de R correspondant
aux points paraboliques de G. On prend un point 7, de R autre que p, g, ;
on coupe R par 2g courbes fermées passant 7, qui forment un systéme de
générateurs canoniques du groupe fondamental de R, ou l'on suppose que
ces courbes ne traversent aucun des points p,,¢,. -On obtient alors un poly-
gone a 4g cbtés contenant les p,, g, dans son intérieur. On coupe en outre
ce polygone le long de j4/% segments joignant un sommet au p,¢q,; on
obtient ainsi un polygone ¢ a 4g-+2j4-2k c6tés. Prenons pour domaine fonda-
mental de G un polygone ¥ dans 4 correspondant au polygone &, et désignons
par £, s, les sommets de & correspondant aux p,¢q,. D’aprés notre construc-
tion, le bord 0% de ¥ est la somme de 4g-+2j+24 cotés

Ay, By, —ay(Ay), =B, (B, s Ags By —ag(Ap), —B,7(By),
Ci, —11(Cy)y+, Cj —74Cy)
D, —6,(Dy), ) Dy, —0,(Dy)
ou les ay, B3 75 0, sont des éléments de G tels que
Op 07 T 1B AT B By B = 1,
rAt=1 (u=1,-,7);
7. est une transformation elliptique qui laisse fixe £,;e¢, est l'ordre de rami-

fication en ¢,; et J, est une transformation parabolique qui laisse fixe le point
parabolique s,. Posons

oa=pF e By, =000, A=1,9).
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Soit #, le point de départ de A,; et posons

U= T/l(uo) ’ ('1 = 1:"'7 g) ’
Vo= rj"'rl(ug) .

Alors, Ay, B;, C,, D, joignent respectivement u,_, a a;'B0,(u;-1), a3 B1x(ta-1)
A Pa0y(taa)y Tper71(thg) A 24 6,_1-01(vy) & 5, On a donc, au moyen de

(@,71) = 35 5@ PLAE ™ Bactaltae ) ~ts-)]
+ ﬁ (B PLo(B 20t (t-1) — (s Bacta(tta-))]
+ éjg(r;l)P[g(tﬂ)——g(r,‘_l---n(ug»J

h
+ atg(au_l)P[g(Sy)—g(&-l"'51(00))] .
Comme r, laisse fixe le point #,, on a

a(¢.) = 8(r ") = M(r ,)a(&.)+9(7 ™)
pour m=0,1,--,e,—1; on en déduit

ep—1 ep—1

ety = 3 Mr e+ ).
D’autre part, on a
0=3) = 57,0 = 5 MG ™(ri™
de 1a et de (9), on obtient
ep-1

a8 % PR =37 PLe,™ 2]

Posons g(#,) =1; on a alors g(o(u,) = M(p)r-+y(p) pour tout pG. Au moyen
de cette relation et [(I8), on a

19 (@,1)= 35 5@ VPN Faetiss-)—(Ea-0)]
+ 33 WBIPLYBreimae)— e Bacaeac)]
i ep—1
+ B IPLe S0 0 e 77

L n
—El 20, NPY(Oyy 01T T1T)+ EI‘Q(EV"I)PQ(SV)—{-w(x) ,
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ol Y (t)y est le nombre donné par

90 = 3 ale ) PLM@ Bactira) = M(ea) ]t

+ 3 HEIPLMB crmr-) — Ml rema ) e

J
— El‘g(rﬂ‘l)PM(r,,_l---rlrg)r

h
- Z_:ltg((?u"‘)PM@u—l---51r1---rlrg)r.
On va maintenant démontrer (r) =0. D’apres la relation on a
g J h
Yr(t) = ‘P (r) = ' P( Elc,q— Elb,,—— Zz)le,,) ,
ou ¢;, 0, ¢, sont les vecteurs donnés par
¢ = M), DM B (™) —x(a™)
Moy B (B0 — Me; ™ Ba ar(B)],
Dp= Mz, 1y T N Y s
e, = M(tg™r " 710,70, (6T
On voit facilement
¢ =—M(t;- D7 87 B0 = t(tay D —(z 7Y,
S Vil Pty SULED A Eo v (Pt PR b
—¢ = g(rg—lrlnl'"rj—lal_l"'6v—1—1)_§(rg—17'1—1‘"Tjnlal_l'"av_l) .
Draprés la relation ¢ 7'y, ~%---y;716,7%-+-6, ' =1, on obtient

Y()=0.

§ 5. L’isomorphisme de S, (G) sur le groupe de cohomologie.

Soit # un entier pair non-négatif; soit U une matrice inversible de degré
n+1 a coefficients réels; posons

P="U"P, U™, M(o)= UM (a)U™

pour s=GL(2, R), M, étant la représentation définie au §1; M est une repré-
sentation réelle de GL(2, R), et on a

tM(o)PM(c) = P

pour tout c=SL(2, R). Soit f un élément de S,,,(G); considérons la forme
différentielle vectorielle Re(Ufds,) sur J, ou dj, est la forme définie au §2.
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Comme fd3, est holomorphe sur %, on a d(Re(Ufds,))=0; en vertu de (5), on a
Re(Ufd3,) ° 6 = M(o)Re(Ufd3,)

pour tout oG ; la propriété (P3) de la forme parabolique f entraine la condi-
tion (D3) pour Re(Ufd3,). 1l en résulte que Re(Ufds,) est un élément de F(M).
On avu au §4 que la période de l'intégrale d’un élément de F(}M) définit un
élément de H(M, R). Désignons par ¢(f) 1’élément de H(M, R) correspondant
a2 la forme Re(Ufds,); ¢ est alors une application R-lindaire de S,.,(G) dans
H(M, R).

TueorEME 1. Les mnotations étant comme ci-dessus, ¢ est un isomorphisme
de S,.:(G) sur H(M, R).

D’aprés un résultat d’Eichler [1], les espaces S,.3(G) et H(M, R) sont de
la méme dimension sur R. Il nous faut donc seulement démontrer que le
noyau de ¢ est {0}. Soient f, g deux éléments de S, .,(G); posons w = Re(Ufd3,),
7= Re(Ugds,). On a alors, d’aprés la formule (8) de §2,

@0) A, )= (=1 (@, 7).

La valeur A(f,g) est donc donnée par Supposons qu’on ait ¢(f)="0.
Alors on peut choisir la constante a de ’intégrale [II) de telle maniere que
le cocycle parabolique ¢ déterminé par [I3) soit 0. D’apres et [20), on a
A(f, 2 =0 pour tout g=S,.,(G); en particulier, on a A(f,if)=0, de sorte
qu'on a f=0; ce qui compléte la démonstration.

§ 6. Les variétés abéliennes attachées aux formes paraboliques.

Considérons maintenant le cas ou la représentation M, de G satisfait a
la condition suivante.

(A) I existe une matrice inversible U de degré n+1 a coefficients réels telle
que *U'P, U et UM (0)U™ ! pour tout c=G soient des matrices @ coefficients
entiers.

Posons :
P=tU P, U, M)= UM (o)U™!

pour tout c=GL(2, R). Soit ¢ I’isomorphisme de S,.,(G) sur H(M, R) du
théoréme 1; posons

Dr1o(G) = ¢7'[H(M, Z)] .

On voit alors, d’aprés la proposition 1, que D, ..(G) est un lattice dans l’espace

vectoriel S,.:(G), de sorte que l’espace quotient S,..(G)/D,.s(G) est un tore

complexe. Nous allons maintenant démontrer notre théoréme principal.
TueorEME 2. Les notations et les hypothéses étant comme ci-dessus, il existe
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un entier positif c¢ tel que la forme c(f,g) donne une forme de Riemann sur
Sp+2(G)/ Dy io(G).

Il en résulte que S,.5(G)/D,.o(G) @ une structure de variété abélienne.

On entend ici par une forme de Riemann sur le tore complexe S,,(G)/Dn(G)
une forme hermitienne positive sur S,(G) dont la partie imaginaire est a
valeurs entiéres sur D,(G) x D,(G); on s’en référe a Weil [7]

Le théoréme sera démontré si nous faisons voir que la valeur A(f,g) est
rationnelle pour tout f,g€D,.(G). Pour cela, on se sert de la formule [I9).
Soient f, g deux éléments de D,.,(G). Posons o = Re(Ufdz,), n = Re(Ugds,), et
définissons pour w,7 les fonctions f, ¢ et les cocycles paraboliques 1, comme
dans le §4. D’aprés la définition de D,,,(G), on peut prendre les vecteurs
a, b dans [1T), de telle fagon que x(0), (o) soient des vecteurs a composantes
entiéres pour tout s=G. i,y étant définis ainsi, la valeur A(f, @ est donnée
par et [20). 1l est clair que les quatre premiéres sommes de sont
des nombres rationnelles. Comme les d, sont des transformations paraboliques,
il existe, pour chaque v, un vecteur v, tel que l'on ait

(6,7 =[1-M(3,” )b, .

Comme les composantes du vecteur p(§,”!) sont entiéres, on peut supposer
que les composantes de v, sont des nombres rationnels. On voit alors que la
cinquiéme somme de est égale a

h

3 0,51 — M(3," D)) Pa(s,) = 35 0, P(L— M(3,)a(s.)

y=1 yv=
h
= y=‘l tvat)(av);
ce nombre est évidemment rationnel. Quant au dernier terme () de [19),
on a déja vu qu’il est égal a 0. 1l en résulte que la valeur A(f,g) est ration-
nelle pour f, g€D,..(G); ceci achéve la démonstration.

On voit que, si =0, la variété abélienne S,(G)/D,(G) n’est autre que la
variété jacobienne du corps des fonctions automorphe$ par rapport a G.

Soit G’ un sous-groupe de G d’indice fini; on observe que S,(G) est
contenu dans S,(G’) et Dn(G) est contenu dans D,,(G’). Par suite il existe
une isogénie de la variété abélienne S,.(G)/D..(G) sur une sous-variété abélienne
de S, (G")/D,(G").

§ 7. L’algébre des transformations.

Soit & un groupe quelconque; deux sous-groupes G, G’ de & sont dits
commensurables si lintersection GNG’ est d’indice fini dans G et dans G'.
Fixons un sous-groupe G de &; soit G I'ensemble de tous les éléments p de

~

@ tels que p7!'Gp soit commensurable avec G. Il est facile de voir que G
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est un sous-groupe de & contenant G. Nous nous proposons maintenant de
construire, d’aprés une idée de A. Weil, une algébre % a partir des éléments
de G. Soit M lensemble des classes doubles GoG pour pEé, et soit A le
Z-module libre engendré par les éléments de M. On va définir une loi de
multiplication sur %. On observe d’abord que, pour tout p<G, le nombre
des classes a droite Ga contenues dans GoG est fini et égal a lindice

[G:GNnp™'Gpl; en effet, comme o 'Gp est commensurable avec G, il existe
un nombre fini d’éléments {r,} tel que

G=UGnp'Go)r, .
On a alors
GoG =\ Gor, .

Il est facile de voir que les Gpor, sont distincts si les (G\p™'Go)r, sont
distincts.

Lemme 1. Soient A, B= GVY¥G,C trois éléments de WM et Gw une classe @
droite suivant G contenue dans C. Soit {V,G,--,V,G} le systeme complet des
classes @ gauche suivant G contenues dans GY'G. Alors, le nombre de v tel
que Pon ait Goy,G = A ne dépend que de A, B,C et non du choix de o, {{,}.

Il est clair que le nombre en question ne dépend pas du choix de {¥,}.
Considérons donc une autre classe a droite Gw’ contenue dans C. Alors,
il existe un élément 7y=G tel que Gow=Gw'yr. On voit que I'ensemble
{rv,G,--, r¥,G} coincide, pris dans sa totalité, avec {¥,G,--,¥.G}, et on a
(G y,G) = Goy,G, d’ou résulte 'assertion du lemme.

On désignera par (A-B,C) le nombre du lemme 1.

LemmMe 2. Soient A= GoG, B=GVG deux éléments de M ; soient {Goy, -,
Go,} et {GYry,+, GYrs} respectivement les systemes complets des classes a droite
suivant G contenues dans A et B. Alors, le nombre de (u,v) tel que Gp ¥, = Goyr
est égal a (A-B, GoyG).

Supposons qu'on ait Gp,¥, =Gpy; on a alors Goyyr, ' =Gp, et donc
Goyyr, G =Gp,G =GpG. Réciproquement, si l'on a Goyv, 'G=GpG, la
classe a droite Gpyyr, ™! coincide avec Gp, pour un et un seul g, de sorte
qualors on a Gpy=Gp,),. Par suite, le nombre de (g,v) tel que Go ¥,
= Gpy est égal au nombre de v tel que

(Gov)Y™1G =GoG,

c’est a dire (4B, GoyG), compte tenu du fait que {y,7'G,---,v¥,"'G} donne
le systéme complet des classes a gauche suivant G contenues dans Gy~!G.
Les notations étant comme dans le lemme 2, on a

GoGYG=\UGp ¥, .
ny
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Daprés le lemme 2, la classe Go, g figure justement (A-B, Gp,rgG) fois parmi
{Go, /). Or on définit le produit A-B par

A-B=3(A4-B,CC,

ou la somme est étendue a toutes les classes C= GtG contenues dans GoGY¥G.
En prolongeant par linéarité cette opération sur Ax %, on obtient une struc-
ture d’anneau sur 2. Pour démontrer l'associativité, considérons un espace
€ sur lequel G opére a gauche. Désignons par D =D(E/G) le Z-module libre
engendré par les éléments de €/G. Chaque élément A=GpG de M donne
alors un endomorphisme de ® comme suit. Notons z# I’application canonique
de € sur €/G. Soit p un point de €/G et soit & un point de € tel que
n(€)=p. {p,} étant comme plus haut, posons

A(p) = % 2(0,€) -

On voit aisément que cette définition ne dépend pas du choix de {p,}. On
prolonge, par linéarité, l'opération sur AxD. D’aprés notre définition et
d’aprés le lemme 2, on a A-B(p)= A(B(p)) pour tout A4, B€M et tout p=E/G.
On obtient ainsi une représentation de 'anneau % par des endomorphismes
du module ®. Prenons en particulier G pour €. On vérifie alors facilement
que la représentation est fidele, ce qui démontre I’associativité de I’anneau .
On appelle A Panneawn des transformations de G par vapport a .

Considérons le cas ou G est un groupe fuchsien sur % et & =SL(2, R)/
{£1,}. Soit H* la réunion de K et de l’ensemble des points paraboliques
pour G. On observe alors que G opére sur %*. Soit € une courbe algébrique
dont le corps des fonctions est le corps des fonctions automorphes par rapport
a G. Alors, Pespace quotient J*/G s’identifie avec € et le module D(H*/G)
avec le module des diviseurs de la courbe €. Soit = l’application canonique
de J* sur €. M, A étant définis pour G comme plus haut, soit A= GpG un
élément de M. On vérifie facilement que l’ensemble des points de €x§
de la forme =z(z)xzn(0(z)) pour zIH* est une sous-variété X de €x€, de
dimension 1; X ne dépend que de A et non du choix de po. On peut dé-
montrer sans peine que I'application A— X donne un isomorphisme de I’anneau
N dans I'anneau des correspondances algébriques de la courbe €. L’opération
de A sur DH*/G) donnée plus haut coincide avec 'opération de X définie
dans Weil [8] On voit de plus que la transposée X’ de X correspond & la
classe Gp™'G.

§ 8. Les opérateurs de Hecke.

Soit G un sous-groupe discret de SL(2, R) tel que %/G ait une mesure
finie. Nous allons maintenant définir des représentations de I’anneau des
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transformations de G dans S,(G).

Soit o un élément de GL,(2, R) tel que p~!Gp soit commensurable avec
G. Comme on a vu au §7, il existe un systéme {p,} des éléments en nombre
fini tel que l’on ait

GoG=\UGp,
n

et que les Gp, soient distincts. Soit f un élément de S, (G); on définit g=f-T
par

g(z) = (det )™ %}f (0u(2DJ (0 2™ -

On constate que g est un élément de S,(G) et que T ne dépend que de la
classe GpG. On posera T =3Z(p)=F(GpG). On a, pour tout p=GL,(2, R) et
pour tout nombre positif e,

(ap) =a"*Z(p) .

Soit A l'anneau des transformations de G par rapport a SL(2, R). Alors,
on déduit de notre définition de A et de T, que l'application GoG— T(GpG)
donne une représentation de A dans S,(G).

ProrosiTioN 2. Soit o un élément de GL (2, R); posons

o* = (det p)o™!.
Alors, on a, pour tout f,g=Sn(G),

(f-E(0), & =(f, &-Z(o*)).
Posons m = n-+2, T =T(p), T* =3I (o*) et g=det p. On a alors
@1) (f-Ddsn=q" % M (0, ) fd3n)o0,,

{p,} étant comme plus haut. On peut supposer qu'on a p~'p,EG pour tout
u#. Soit ¢ un domaine fondamental de G. D’aprés la formule (6), on a

—@y T, D =q" E [ TG0, 1M 07 Prty
=SJ I PaMu0,) i) 0,7
4 0u(F)

=>§ S dsIP.M(e)eds)or™
- ou()

Soit %, un domaine fondamental de GN\opGp™!; la derniére somme est alors
égale a 5 Y fds) P M, (0)(gd3s)o0~!. On obtient de méme, en désignant par
F

g, un domaine fondamental de G\ p*Gp*!,
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—@2)™(f, &TF) =f9:[(fd3n)°p*"‘]° (0%)Pr &din -

Comme on a GNp*Gp*~ 1= p~(GN\pGo Vo, o(F,) est un domaine fondamental
de GN\pGp™. On en déduit I'assertion de la proposition.

On va maintenant étudier l'effet de l'opérateur T =3I (o) sur les périodes.
Soit f un élément de S,(G) et g=f-3. Les notations U, P, M étant comme
dans le §5, posons m=n-+2 et

o =Re(Ufds,), n=Re(Ugds,).
{0} étant comme précédemment, on a
n=q" %3 Mo, Ywopy,
ou g=det p. Définissons les fonctions {,g et les cocycles paraboliques &9

comme dans le §4, avec les constantes d’intégration a,b et le point de départ
2, On a alors, pour chaque oG,

d (20)
p(o)—[1-M@)I6= "7

p o (20)
=g > M) o
”

0/1(20)
=q" P;_? Mo, W (0p0(20)) —1(0u(20))] -

D’aprés notre définition de p,, il existe un indice x(x) et un élément 7, de
G tels que p,0=T,0x(y; €t #—£(x) donne une permutation de {1,--,s}, ol
s est le nombre des éléments p,. On a donc

T(puo(zo)) = T(T;uolc(,u) (ZO))

= M(7, ) 0r (0 (20)) +2(T,) -
Par suite on a
y(o) =q" %) Mo, (r,)+1(0),

ou 1(o) est donné par
(o) = [1—=M(0)1b+q" 3 Mo, M) (0w (Z6) —10u(20))] -
Posons ’
c=b—q" 2 Mo, (0.4(20)) -
On a alors, au moyen de la relation p,™'7,= 00w},
1(0) =[1—M(0)]c;
autrement dit, r(o) est un cobord. Par conséquent, si 'on pose

i(G) = qn Z M(Joﬂ_l)g('r/z) ’



308 G. SHIMURA

1(c) est un cocycle parabolique et les classes de cohomologie de t et de t sont
les mémes. Considérons maintenant le cas ou M, satisfait a la condition (A)
du §6. On obtient alors

TutoreEMmE 3. Les notations étant comme ci-dessus, supposons que les matrices
P et M(o) pour c=G soient des matrices a coefficients entiers. Si les coefficients
de M((det p)o™!) sont entiers, T(0) donne un endomorphisme de la variété abélienne
Sn(G)/Dn(G).

En effet, on a

qn ; M(p,u—l)g(r,u) = ? AJ(qp#—l)g(T,u) .

On voit que, si M(go™) et les M(o) pour c=G sont a coefficients entiers, il
I’est aussi pour les M(p,). Par suite, on observe que, si r(o) est un élément
de Z(M, Z), t(c) est contenu dans Z(M, Z); on en déduit que Z(p) envoie D,,(G)
dans lui-méme; ceci démontre le théoréme.

CoroLLAIRE. Les notations et les hypothéses étant comme dans le théoréeme
3, les racines caractéristiques de (p) sont des entiers algébriques de degré 2h(m),
ou h(m) désigne la dimension de S,(G) sur C.

C’est une conséquence immédiate du théoréme 3. On voit d’ailleurs, que,
si M(p) et M(p*) sont tous les deux a coefficients entiers, T(p) et T(p*) sont
des endomorphismes de la variété S,(G)/Dn.(G), et d’aprés la proposition 2,
ils sont les conjugués I'un de l’autre par rapport a la forme de Riemann
c(f, ©. En particulier, si l'on a Z(p)=T(p*), (ce qui est le cas pour les
opérateurs de Hecke ordinaires de « Stufe» 1), les racines caractéristiques de
F(p) sont des entiers algébriques totalement réels de degré A(m).

§9. Exemples.

On peut appliquer le théoréme 2 a tout sous-groupe de SL(2, Z) d’indice
fini, puisque M,(s) est a coefficients entiers pour tout c=SL(2,Z) et tout
7n=0. Il se trouve donc qu'on obtient une variété abélienne S, (G)/D.(G)
pour tout sous-groupe G du groupe SL(2,Z) d’indice fini et pour chaque
entier pair positif m. Si p est un élément de GL.(2, R) a coefficients entiers,
M, (o) et M,((det p)po~!) sont des matrices a coefficients entiers. Par suite,
d’aprés le théoréme 3, les opérateurs (p), T(p*) donnent des endomorphismes
de la variété abélienne S,.(G)/Dn(G).

Supposons qu’on ait 77!Gr=G pour un élément r=SL(2, Z). Alors, on
obtient un automorphisme U de S,(G) en posant

FU=f(z@)](z, 2)™
pour fES,(G), et on vérifie de méme que pour (o) que U envoie D,(G) sur
D,.(G), de sorte que U est un automorphisme de S,(G)/D,(G). En particulier,
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si G est un sous-groupe invariant de SL(2, Z) d’indice fini, tout élément de
SL(2, Z) engendre ainsi un automorphisme de S,(G)/D,(G). Considérons par
exemple le cas ou G est le groupe G(3) formé des éléments ¢ de SL(2, Z)
tels que o=1/7, (mod. 3). On sait que S,(G(3)) est de dimension 1, et est
engendré par 4(z)'?, ou 4(z) désigne le discriminant de fonctions elliptiques.

On voit que ((1) i) donne un automorphisme d’ordre 3 sur S,(G(3))/D(G(3)).

On en déduit que la variété abélienne S,(G(3))/D,(G(3)) est une courbe ellip-
tique a multiplications complexes. Il semble que ce résultat se rattache au
fait que la série de Dirichlet correspondant a 4(z)* est le produit de deux
fonctions L attachées a des « Grossencharakteren» du corps Q(e*™/?). Plus
généralement, quel que soit le sous-groupe G de SL(2, Z), et méme s’il n’y a
pas de multiplications complexes, on a le droit de penser qu’il existe une
relation profonde entre 'arithmétique des séries de Dirichlet attachées aux
formes automorphes et nos variétés abéliennes S,(G)/Dn(G).

Considérons maintenant le cas ou G =SL(2,Z); posons G1)=SL({2,Z);
G(1) est engendré par deux éléments

/01 /11
""(—1 o>’ T*(o 1)'
Comme on a vu au §3, on peut prendre H(M,, R, ) au lieu de H(M,, R); et
H(M,, Z, 7) s’identifie avec un sous-module de H(M,, Z) d’indice fini. Désignons
par D,/ (GQ)) le sou_s-module de D,(GQ)) correspondant a H{(Mp_s, Z,7). Alors,
Sn(G()/D,/(G()) est une variété abélienne isogene a S, (G(1))/D,(G@1)). Tout
élément ¢ de Z(M,, R, ) est déterminé par un seul vecteur z(c). Posons
Vn = {Q(G)IXEZ(MH, R7 T)} »
Wn:‘ {g(g)]EEB(Mm R; T)} .
On voit facilement que V, est le sous-espace de R™! formé des vecteurs g
tels que l’on ait
(22) [1+M,(0)Je=0,
(22') [14+M,(o7)+M,(o7)*Jt =0,
et W, est formé des vecteurs [1—M,(0)]y, y étant un vecteur tel que

[1-M,@1y=0.

D’aprés notre définition, V,/W, est canoniquement isomorphe a S,.,(G(1)).
On vérifie, par un calcul simple, que la forme alternée A(f, g sur S,..(G(1))
correspond a la forme bilinéaire A(q,b) sur V,/W, donné par

A(a, %) = ¢ "a[ P,M,(07)—M,(07)P, 0,

ou ¢ est un nombre rationnel.
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On va maintenant s’occuper de S,3(G(1)); S,;,(G(1)) est de dimension 1 et
engendré par la fonction 4:

4@ =qIl (1—g)™: q=e.
Posons
5) = 4@,
On a alors, pour chaque rGQ),

H(r (2)) = M, o(r)h(2)+w(r),

ot w(r) est un cocycle parabolique a coefficients complexes. On a evidemment
w(r) =0. On obtient, compte tenu de ¢(0) = oo,

w(o) =— [ 4@,
0
de sorte que les composantes de (o) sont données par

23) it :A(z'y)y“’""dy 0=2=10).
Posons 4(z) = 2}1 aq™, O(s) = %ann‘s et R(s)= @2n)*I'(s)D(s); on a alors

R(s)=[ Miy)yidy .

On sait que R(s) est une fonction entiére satisfaisant a I’équation fonctionnelle
R(s) = R(12—s). Drapres les six premiéres composantes de w(s) sont
égales a

iR(A11), R(10), —iR©9), —R(8), iR(7), R(6).
Comme mw(o) satisfait a et (22’) pour »=10, on a

12
5

14 poy.

R(10)="3- R(6), R®) = R6), RO ="

Cette relation est analogue a une relation bien connue pour les valeurs de la
fonction { de Riemann en les nombres entiers pairs positifs.
Or, on voit que 20R(6)7'4 et 9R(7)~'id engendrent D,,/(G(1)). Par suite,
la courbe elliptique S,.(G(1))/D,,/(G(1)) a le module (analytique)
9 R(6) .
20 R b
On peut aborder de méme les cas des formes de degré >12 ou de «Stufe»
>1; cependant un calcul pareil ne nous offre rien sur le caractére algébro-
géométrique de la variété S,(G)/Dn(G).
Nous terminons cette étude en signalant qu’il existe une plus large
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classe de groupes qui satisfont a la condition (A); c’est la classe des groupes
fuchsiens attachés aux formes quadratiques ternaires a coefficients entiers
(Poincaré [5], Fricke et Klein [2, p. 502]), parmi lesquels le groupe modulaire
SL(2, Z) se trouve comme cas particulier.

(1]
2]
£3]

[4]

[5]
L6]

[7]
[8]

Université de Tokyo.
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