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1. Introduction

l.l–Soient $V$ et $H$ deux espaces de Hilbert, avec $V\subset H$, l’injection de $V$

dans $H$ \’etant continue et $V$ \’etant dense dans $H$. On d\’esigne par $(f, g)$ (resp.
$((u, v)))$ le produit scalaire dans $H$ (resp. $V$); on pose: $|f|=(f,f)^{1/2},$ $\Vert u\Vert=$

$|((u, u))^{1/2}$ .
Soit $u,$ $v\rightarrow a(u, v)$ une forme sesquilin\’eaire continue sur $V$. On suppose que

61.1) ${\rm Re} a(v, v)\geqq\alpha\Vert v\Vert^{2}$ , $\alpha>0$ , pour tout $v\in V$ .
Le triplet {V, $H,$ $a(u,$ $v)$ } d\’efinit un op\’erateur A non born\’e dans $H$, de do-

maine $D(A)$ , de la $fa_{\xi^{;on}}$ suivante (cf. par ex. Lions [1] chap. II): un \’el\’ement
$u$ de $V$ est dans $D(A)$ si la forme semi-lin\’eaire

$v\rightarrow a(u, v)$

est continue sur $V$ pour la topologie induite par $H$ ; alors

(1.2) $a(u, v)=(Au, v)$ , $Au\in H$ ,
ce qui d\’efinit $A$ .

On munira toujours $D(A)$ de la norme du graphe: $(|u|^{2}+|Au|^{2})^{1/2}$, qui fait
de $D(A)$ un espace de Hilbert.

Dans la terminologie de T. Kato [1], l’op\’erateur $A$ est dit (lorsque (1.1) a
lieu) r\’eguli\‘erement accr\’etif1). (Dans les notations de T. Kato, $V=D(\Phi)$).

On d\’efinit la forme adjointe $a^{*}(u, v)$ par

\langle 1.3) $a^{*}(u, v)=\overline{a(v,u)}$ , $u,$ $v\in V$ .
Cette forme de’finit un op\’erateur $A^{*}$ , par

$|(1.4)$ $a^{*}(u, v)=(A^{*}u, v)$ , $u\in D(A^{*})$ ,

dont on v\’erifie qu’il est l’adjoint de $A$ .
Plusieurs auteurs (cf. la bibliographie de T. Kato [1]) ont d\’efini les puis-

sances fractionnaires $A^{\rho}$ d’op\’erateurs $A$ ayant diverses propri\’et\’es.

1) Au lieu de (1.1), M. Kato suppose seulement que ${\rm Re} a(v, v)+\lambda|v|^{2}\geqq\alpha\Vert v\Vert^{2}$ .
M\^emes r\’esultats (raisonner sur $ A+\lambda$ au lieu de $A$).
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Sous les hypoth\‘eses pr\’ec\’edentes (et m\^eme pour des op\’erateurs accr\’etifs,
non n\’ecessairement r\’eguli\‘erement accr\’etifs), M. T. Kato (cf. Kato [1], [2]) a
d\’emontr\’e les r\’esultats suivants:

(1.5) $D(A^{\rho})=D(A^{*\rho})$ pour $0\leqq\rho<1/2$

(identit\’e alg\’ebrique et normes \’equivalentes);

(Ces r\’esultats sont \’etablis pour $A$ accr\’etif).
En outre, M. T. Kato pose le probl\‘eme de savoir si $D(A^{1/2})=D(A^{*1/2})=V$

lorsque $A$ est r\’eguli\‘erement accretif, et conjecture que ceci n’est pas vrai lors-
que $A$ est accr\’etif non r\’eguli\‘erement accr\’etif (cf. T. Kato [1, p. 268, Remark 1]).

$1.2$–Nous nous proposons d’\’etudier ces probl\‘emes dans cet article.
Tout d’abord, la propri\’et\’e d’interpolation (1.6) impose d’\’etudier les relations

entre $D(A^{\rho})$ et les espaces d’interpolation entre $D(A)$ et $H$ C’est ce que nous
faisons au n’3, \‘a 1‘aide des espaces de trace (cf. Lions [2], [3], [4]); un rappel
sur les espaces de trace est fait au n’2. La reponse est facile: les $D(A^{\rho})$ coin-
cident avec les espaces d’interpolation “ naturels ” entre $D(A)$ et $H$

Ceci \’etant fait, nous donnons aux n’5 et 6 deux conditions suffisantes sous
lesquelles $D(A^{1/2})=D(A^{*1/2})$ .

La premi\‘ere $(n^{o}5)$ est simplement que $D(A)=D(A^{*})$ (ce qui naturellement
n’entraine pas que $A=A^{*}!$) $.$

La deuxi\‘eme $(n^{o}6)$ est plus technique-mais elle couvre tous les probl\‘emes
aux limites elliptiques “ r\’eguliers’’ (cf. n’6).

Nous donnons enfin $(n^{o}7)$ un exemple o\‘u, $A$ \’etant accretif non r\’eguli\‘ere-
ment accr\’etif, on a: $D(A^{\iota/2})\neq D(A^{*1/2})$ .

$1.3$–Nous utilisons syst\’ematiquement des m\’ethodes de th\’eorie d’interpola-
tion. Pour cela, nous mettons en \’evidence au $n^{o}3$ quelques th\’eor\‘emes d’isomor-
phisme. Les r\’esultats du $n^{o}5$ sont, entre autres, demontr\’es par M. T. Kato
dans l’article suivant celui-ci, par des m\’ethodes diff\’erentes (cf. T. Kato [3]).

Le plan est le suivant:
1. Introduction.
2. Espaces de trace. Rappels.
3. Espaces de trace et espaces $D(A^{\rho})$ .
4. Th\’eor\‘emes d’isomorphisme.
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5. Applications (I).
6. Applications (II).
7. Un contre-exemple.

2. Espaces de trace. Rappels.

$2.1$–Soient $A_{0}$ et $A_{1}$ deux espaces de Banach, avec
$A_{0}\subset A_{1}$ ,

1‘injection de $A_{0}$ dans $A_{1}$ \’etant continue et $A_{0}$ dense dans $A_{1}$ (l’hypoth\‘ese
$A_{0}\subset A_{1}$ n’est nullement indispensable–cf. Lions [3]).

On consid\‘ere l’espace $W(2, \alpha;A_{0}, A_{1})$ des (classes de) fonctions $t\rightarrow u(t)$ telles
que
(2.1) $t^{\alpha}u\in L^{2}(0, \infty;A_{0})$

( $i$ . $e$ . $\int_{0^{\infty}}t^{2\alpha}\Vert u(t)\Vert_{A_{0}}^{2}dt<\infty,$ $u$ \’etant fortement mesurable \‘a valeurs dans $A_{0}$) et

(2.2) $t^{\alpha}\frac{du}{dt}\in L^{2}(0, \infty;A_{1})$

$du$ ,
(la d\’eriv\’ee

$\overline{dt}$
\’etant prise au sens des distributions vectorielles–L. Schwartz

[1]). On suppose que

(2.3) $\frac{1}{2}+\alpha=\theta\in$ ] $0,1[$ .

Muni de la norme

$\Vert u\Vert_{W(2,\alpha;A_{0},A_{1})}=\max(\Vert t^{\alpha}u\Vert_{L^{2}(0,\infty}A_{0^{)}}’||t^{\alpha}\frac{du}{dt}||_{L^{2}(0_{\infty},A_{1})})$

c’est un espace de Banach.
Pour chaque $u\in W(2, \alpha;A_{0}, A_{1})$ on peut d\’efinir de fagon unique $u(O)$ ; on

d\’esigne par $T(2, \alpha;A_{0}, A_{1})$ l’espace d\’ecrit (dans $A_{1}$) par $u(O)$ lorsqzte $u$ d\’ecrit

$W(2, \alpha;A_{0}, A_{1})$ . Muni de la norme
(2.4) $\Vert a\Vert_{T(2.\alpha,A_{0}.A_{1})}=\inf_{u(\cup)=a}\Vert u\Vert_{Wt2,\alpha,A_{0},A_{1})}$

c’est $lin$ espace de Banach.
Les espaces $T(2, \alpha;A_{0}, A_{1})$ entrent dans la famille des espaces de trace (cf.

Lions [2], [3], [4]).

$2.2$–Nous utiliserons les propri\’et\’es suivantes de ces espaces.
D’abord la propri\’et\’e d’interpolation:
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(2.5) $\left\{\begin{array}{l}si\{B_{0},B_{1}\}estundeuxi\grave{e}mecoup1ed’ e\neg.\backslash pacesdeBanachayantdes\\propri\acute{e}t\acute{e}sana1ogues\grave{a}ce11esducouple\{A_{0},A_{1}\},etsi\Pi estun\\op\acute{e}rateur1in\acute{e}airecontinudeA_{i}dansB_{i}p_{\cup}\cap uri=0eti=1,(enbref\cdot.\\\Pi\in X(A_{i}jB_{i})),a1ors\end{array}\right.$

$\Pi\in X(T(2, \alpha;A_{0}, A_{1}) ; T(2, \alpha;B_{0}, B_{1}))$ .
Ensuite la propri\’et\’e de dualit\’e:

(2.6) $\{$ $s^{i_{g^{A_{0}etA_{1}}\sigma_{T(2’,\alpha;A,A_{1})=T(2,-\alpha;A^{\prime_{1}},A_{0})}}}s_{inantdef^{S}a^{ontr\acute{e}flexifs(cf.d\acute{e}tai1sdansLions}ongen\acute{e}ra1e_{0}1edua1deX)}.\cdot[3]$

), alors (X’de’-

$2.3$–Nous utilisons dans la suite les espaces de trace. On pourrait tout
aussi bien utiliser les espaces d’interpolation construits \‘a 1‘aide des fonctions
holomorphes (cf. A. P. Cald\’eron [1], J. L. Lions [5]; cf. aussi S. G. Krein [1],
[2]), ces diverses constructions donnant le m\^eme r\’esultat dans le cas qui nous
int\’eresse (on pourrait aussi utiliser J. L. Lions [4]).

3. Espaces de trace et espaces $D(A^{\rho})$ .
TH\’EOR\‘EME 3.1–L’op\’erateur $A$ \’etant d\’efini par (1.2), avec (1.1), on $a$ :

(3.1) $T(2, \alpha;D(A),$ $H$) $=D(A^{1/2-\alpha})$ , $-1/2<\alpha<1/2$ ,

avec normes \’equivalentes.

REMARQUE 3. 1
R\’esultat valable–avec la m\^eme d\’emonstration--en supposant $A$ accr\’etif,

non r\’eguli\‘erement accr\’etif.

D\’EMONSTRATION $DU$ TH\’EOR\‘EME3.1

Soit $B$ un op\’erateur auto-adjoint strictement positif tel que

$D(B)=D(A)$ (avec normes \’equivalentes).

Alors, naturellement:

(3.2) $T(2, \alpha;D(A),$ $H$) $=T(2, \alpha;D(B),$ $H$).

Par ailleurs, du r\’esultat de Kato rappel\’e en (1.6), il r\’esulte que

(3.3) $D(B^{\rho})=D(A^{\rho})$ , $0<\rho<1$ ,

Mais, d’apr\‘es Lions [2]:

(3.4) $T(2, \alpha;D(B),$ $H$) $=D(B^{1/2-\alpha})$

(on peut dans ce cas utiliser la d\’ecomposition spectrale de $B$) et le th\’eor\‘eme
r\’esulte alors de (3.2), (3.3), (3.4).
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4. Th\’eor\‘emes d’isomorphisme.

Nous avons les inclusions (avec injections continues):

$D(A)\subset V\subset H$ , $D(A^{*})\subset V\subset H$ ,

et chaque espace \’etant dense dans le suivant. Si nous prenons les espaces
anti-duals, en identifiant $H$ \‘a son anti-dual, il vient

(4.1) $D(A)\subset V\subset H\subset V^{\prime}\subset D(A^{*})^{\prime}$

et
(4.2) $D(A^{*})\subset V\subset H\subset V^{\prime}\subset D(A)^{\prime}$ .

Notons maintenant que de (1.1) r\’esulte aussit\^ot ceci:

(4.3) $A$ (resp. $A^{*}$) est un isomorphisme de $D(A)$ (resp. $D(A^{*})$) sur $H$ ;

(4.4) $A$ (resp. $A^{*}$) est un isomorphisme de $V$ sur $V^{\prime}$ .
Consid\’erons l‘adjoint $(A^{*})^{*}$ de $A^{*}$ consid\’er\’e comme isomorphisme de $D(A^{*})$

sur $H;(A^{*})^{*}$ est un isomorphisme de $H$ sur $D(A^{*})^{\prime}$ , et comme $(A^{*})^{*}$ coincide
avec $A$ sur $D(A)$ , c’est un prolongement de $A$ ; donc

(4.5) $A$ est un isomorphisme de $H$ sur $D(A^{*})^{\prime}$ .
De m\^eme

$(4.5)^{*}$ $A^{*}$ est un isomorphisme de $Hsu’ D(A)^{\prime}$ .
On peut maintenant interpoler de toutes les fagons entre ces divers isomor-

phismes. On obtient, en particulier:

(4.6) $\left\{\begin{array}{l}A (resp. A^{*}) est un isomorphisme de T(2,\alpha.\cdot D(A),H) (resp.\\T(2,\alpha.\cdot D(A^{*}),H))surT(2,\alpha.H,D(A^{*})^{\prime})(resp.T(2,\alpha.\cdot H,D(A)^{\prime})).\end{array}\right.$

D’apr\‘es (2.6), $T(2, \alpha;H, D(A^{*})^{\prime})=T(2, -\alpha;D(A^{*}),$ $H)^{\prime}$ et de m\^eme $T(2,$ $\alpha$ ;
$H,$ $D(A)^{\prime})=T(2, -\alpha;D(A),$ $H)^{\prime}$ .

Tenant compte de ces relations dans (4.6) et prenant $\alpha=0$ , on obtient (en

notant que $T(2,0;D(A),$ $H$) $=D(A^{1/2})$ et $T(2,0;D(A^{*}),$ $H$) $=D(A^{*1/2}))$ :

(4.7) $\{$ $D(A^{*1/2})(resp.D(A^{1/2}))A(resp.A^{*})estuni.somorphisme$
de $D(A^{1/2})$ (resp. $D(A^{*1/2})$) sur

Les r\’esultats des n’5 et 6 sont obtenus par comparaison de (4.4) et (4.7).

5. Applications (I).

TH\’EOR\‘EME $5.1$ –On suppose que $A$ est donn\’e par (1.2), (1.1) ayant lieu. Alors
l‘inclusion ”

$D(A^{1/2})\subset V$
’ est \’equivalente \‘a $t$ ‘ $D(A^{*1/2})\supset V’$ . M\^eme chose en

\’echangeant $A$ et $A^{*}$ .
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D\’EMONSTRATION. En effet, $A$ \’etant un isomorphisme de $V$ sur $V^{\prime}$ et de
$D(A^{1/2})$ sur $D(A^{*1/2})^{\prime},$ $1$ ‘inclusion ”

$D(A^{1/2})\subset V$
’ \’equivaut \‘a “

$D(A^{*1/2})^{\prime}\subset V^{\prime}$ ‘’, ce
qui \’equivaut \‘a “ $V\subset D(A^{*1/2})$

” $d’ 0\grave{u}$ le th\’eor\‘eme.

COROLLAIRE $5.1$ –Si $D(A^{1/2})\subset V$ et $D(A^{*1/2})\subset V$, alors $D(A^{1/2})=D(A^{*1/2})=V$

M\^eme chose si l’on suppose que $D(A^{1/2})\supset V$ et $D(A^{*1/2})\supset V$.
TH\’EOR\‘EME $5.2$–On suppose A donn\’e par (1.2), (1.1) ayant lieu. Si $ D(A^{1/2})\subset$

$D(A^{*1/2})$, alors $D(A^{1/2})\subset V\subset D(A^{*1^{\prime}2})$ .
D\’EMONSTRATION. De l’hypoth\‘ese r\’esulte que $D(A^{*I/2})^{\prime}\subset D(A^{1/2})^{\prime}$ d’o\‘u r\’esulte

que en particulier, $A$ est un op\’erateur lin\’eaire continu de $D(A^{1/2})$ dans son dual.
Donc, pour tout $u\in D(A^{1/2})$ ,

$|<Au,$ $u>|\leqq c_{1}\Vert u\Vert^{2_{D(A^{1}/2)}}$ .
Pour $u\in D(A)$ , on a: $<Au,$ $u>=a(u, u)$ donc

$\Vert u\Vert\leqq c_{2}\Vert u\Vert_{D(A^{l/2})}$ pour tout $u\in D(A)$ .
Comme $D(A)$ est dense dans $D(A^{1/2})$ , on en d\’eduit que

$\Vert u\Vert\leqq c_{2}\Vert u\Vert_{D(A^{1}/2)}$ pour tout $u\in V$

$i.e$ . $D(A^{1/2})\subset V$.
Alors (Th\’eor\‘eme 5.1), $V\subset D(A^{*1/2})$ , d’o\‘u le th\’eor\‘eme.

COROLLAIRE $5.2$–Si $D(A^{1/2})=D(A^{*1/2})$ alors $D(A^{1/2})=D(A^{*1/2})=V$.

TH\’EOR\‘EME $5.3$ –On suppose A donn\’e par (1.2), (1.1) ayant lieu. Si $D(A)=$

$D(A^{*})$ , alors $D(A^{1/2})=D(A^{*1/2})=V$.
D\’EMONSTRATION. En effet, $D(A^{J/2})=T(2,0;D(A),$ $H$) $=T(2,0;D(A^{*}),$ $H$) $=$

$D(A^{*1/2})$ et le Th\’eor\‘eme r\’esulte du corollaire 5.2.

REMARQUE $5.1-L’ hypoth\grave{e}seD(A)=D(A^{*})$ est v\’erifi\’ee lorsque $A$ est un
op\’erateur diff\’erentiel elliptique, pour les conditions aux limites de Dirichlet,
toutes les donne’es \’etant suffisamment r\’eguli\‘eres.

6. Applications (II).

$6.1$–On va d\’emontrer le
TH\’EOR\‘EME $6.1$ –On suppose A donn\’e par (1.2), (1.1) ayant lieu. On suppose

en outre

(6.1) $\{$ $(ii)D(A)\subset X,D(A^{*})\subset^{a}X^{ceferm\acute{e}deT(2,0X,H}ilexisteunespacedeHilbertX,X\subset H,tel_{;}que;(i)Vsoitunsous- esp$

.
);

Alors $D(A^{1/2})=D(A^{*1/2})=V$.
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(On donne au point 6.2 des exemples o\‘u (6.1) est v\’erifi\’ee).
$D_{EMONSTRATION}^{\prime}$ . D\’esignons par $c_{W}$ l’espace des fonctions $t\rightarrow u(t)$ une fois

contin\^ument diff\’erentiables de $t\geqq 0\rightarrow D(A)$ et \‘a support compact; $c_{f\nu}$ est dense
dans $W(2,0;D(A),$ $H$).

L’application $u\rightarrow u(0)$ de $\mathscr{U}$ dans $D(A)$ est continue lorsque 1‘on munit $c_{W}$

de la topologie de $W(2,0;D(A),$ $H$) $=W$ et $D(A)$ de la topologie induite par
$T(2,0;D(A),$ $H$) $=D(A^{1/2})$ . Comme $D(A)\subset X$, on a $T(2,0;D(A),$ $H$) $\subset T(2,0;X, H)$

de sorte que
$\Vert u(0)\Vert_{T(2,0;X,H)}\leqq c_{1}\Vert u\Vert_{W}$ , $u\in cW$ .

Comme $V$ est ferm\’e dans $T(2,0;X, H)$ , ceci \’equivaut \‘a

$\Vert u(0)\Vert\leqq c_{2}\Vert u\Vert_{W}$ , $u\in cW$ .
Par cons\’equent $u\rightarrow u(0)$ se prolonge par continuit\’e en une application de

$W$ dans $V$ ; or $u\rightarrow u(O)$ applique $W$ sur $D(A^{1/2}),$ $d’ 0\grave{u}$

$D(A^{1/2})\subset V$ .
M\^eme chose pour $A^{*}$ , d’o\‘u le th\’eor\‘eme par application du corollaire 5.1.
$6.2$–On va maintenant donner des exemples o\‘u (6.1) est v\’erifi\’ee.
Soit $\Omega$ un ouvert de $R^{n}$ , born\’e, de fronti\‘ere r\’eguli\‘ere. On d\’esigne par

$H^{k}(\Omega)1$ ‘espace des (classes de) fonctions $u\in L^{2}(\Omega)=H^{o}(\Omega)$ telles que $D^{p}u\in L^{2}(\Omega)$

pour $|p|\leqq k$ ; pour $u,$ $v\in H^{k}(l2)$ , on pose

$(u, v)_{H^{k}(\Omega)}=\sum_{|p|\leqq k}\int_{\Omega}(D^{p}u)(\overline{D^{p}v)}dx$
,

ce qui munit $H^{k}(J2)$ d’une structure hilbertienne.
On d\’esigne par $H_{0}^{k}(\Omega)$ l’adh\’erence dans $H^{k}(\Omega)$ du sous-espace des fonctions

\‘a support compact dans $\Omega$ .
Soit $V$ un sous-espace ferm\’e de $H^{m}(\Omega)$ avec

(6.2) $H_{0}^{m}(\Omega)\subset V\subset H^{m}(\Omega)$ .
Nous appliquons les r\’esultats pr\’ec\’edents avec $V$ comme ci-dessus et $H$

$=H^{o}(\Omega);$ la forme $a(u, v)$ e’tant donne’e (avec (1.1)), on dit que le triplet
{V, $H,$ $a(u,$ $v)$ } est r\’egulier si

(6.3) $D(A)\subset H^{2m}(\Omega)$ , $D(A^{*})\subset H^{2m}(\Omega)$ .

Il en est ainsi si
$a(u, v)=\sum_{\approx}\int_{t1}a_{pq}D^{q}u\overline{D^{p}v}dx|p|,|q|<m$ les fonctions $a_{pq}$ \’etant

suffisamment r\’eguli\‘eres dans 9, et si $V$ est d\’efini par des relations lin\’eaires \‘a
coefficients $re^{\prime}guliers$ entre les valeurs de $u$ et de ses d\’eriv\’ees d’ordre $\leqq m-1$

sur la fronti\‘ere $\Gamma$ de $\Omega$ (cf. L. Nirenberg [1], Browder [1]). [On peut \’egale-
ment incorporer des int\’egrales sur $\Gamma$ dans $a(u, v)$].
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Ceci etant pos\’e, l’hypoth\‘ese (6.1) a lieu, avec $X=H^{2m}(\Omega)$ . En effet, $T(2,0$ ;
$H^{2m}(\Omega),$ $H^{o}(\Omega))=(T(2,0;X, H))=H^{m}(\Omega)$ (cf. Lions-Magenes [1]) et $V$ est par
hypoth\‘ese un sous-espace ferm\’e de $H^{m}(\Omega)$ .

REMARQUE $6.1$–Il est bon de rappeler que les probl\‘emes aux limites m\^el\’es

n’entrent pas dans la cat\’egorie pr\’ec\’edente. Donc, par exemple, pour un op\’era-
teur elliptique $A$ du 2\‘eme ordre, non auto-adjoint, avec condition aux limites
de Dirichlet sur une partie de la fronti\‘ere et condition aux limites de Neumann
sur le reste de la fronti\‘ere, on ignore si $D(A^{1/2})=D(A^{*1/2})$ . M\^eme chose d’ailleurs
avec le probi\‘eme de Dirichlet et une fronti\‘ere irr\’eguli\‘ere.

7. Un contre-exemple.

On consid\‘ere l’op\’erateur $A$ d\’efini dans T. Kato [1], p. 252.
On va voir que, pour cet op\’erateur (accr\’etif mais non r\’eguli\‘erement ac-

cr\’etif) $D(A^{1/2})$ est strictement contenu dans $D(A^{*1/2})$ avec une topologie plus fine.
En effect, si $I2=$ ] $0,$ $\infty$ [, on a (cf. T. Kato [1]):

$D(A)=H_{0}^{1}(\Omega)$ , $D(A^{*})=H^{1}(\Omega)$ (notations du $n^{o}6$)

et notre affirmation r\’esulte alors de Lions-Magenes [2, Th\’eor\‘eme 5.2].

Nancy
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