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1. Introduction

1.1—Soient V et H deux espaces de Hilbert, avec V' C H, l'injection de V
dans H étant continue et  étant dense dans H. On désigne par (f,g) (resp.
(4, v))) le produit scalaire dans H (resp. V); on pose: |f|=(1) lul=
(o, W)

Soit %, v — a(u, v) une forme sesquilinéaire continue sur V. On suppose que
1.1 Reaw,v)zalv|*, a>0, pour tout v V.

Le triplet {V, H, a(u, v)} définit un opérateur A non borné dans H, de do-
maine D(A), de la fagon suivante (cf. par ex. Lions chap. II): un élément
# de V est dans D(A) si la forme semi-linéaire

v—au, v)
est continue sur V pour la topologie induite par H; alors

(1.2) a(u, v) =(Au, v), Aucs H,
ce qui définit A.

On munira toujours D(A) de la norme du graphe: (|« |>+]| A« |92, qui fait
de D(A) un espace de Hilbert.

Dans la terminologie de T. Kato [1], l'opérateur A est dit (lorsque (1.1) a
liew) réguliecrement accrétif . (Dans les notations de T. Kato, V= D(®)).

On définit la forme adjointe a*(u,v) par

{1.3) a*(u, v) =a(v, u), uve V.
Cette forme définit un opérateur A*, par
1.4) a*(u, v) = (A*u, v), u € D(A¥%),

dont on vérvifie qu'il est ladjoint de A.
Plusieurs auteurs (cf. la bibliographie de T. Kato ont défini les puis-
sances fractionnaires A? d’opérateurs A ayant diverses propriétés.

1) Au lieu de (1.1), M. Kato suppose seulement que Re a(»,0)+2|v|2=a|v|2
Mémes résultats (raisonner sur A+2 au lieu de A).
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Sous les hypothéses précédentes (et méme pour des opérateurs accrétifs,

non nécessairement réguliérement accrétifs), M.T. Kato (cf. Kato [1], [2]) a
démontré les résultats suivants:

(1.5 D(A®)=D(A**) pour 0=p<1/2

(identité algébrique et normes équivalentes);

Soit A,, V,, H, un deuxiéme triplet ayant des propriétés analogues
16) au triplet A, V,H; si II est un opérateur lindaire continu de H

dans H,, appliquant contintiment D(A) dans D(A,), alors I applique
continiment D(A?) dans D(A?), 0 < p < 1.

(Ces résultats sont établis pour A accrétif).

En outre, M. T. Kato pose le probléme de savoir si D(AY?)= D(A*¥/) =T
lorsque A est réguliérement accrétif, et conjecture que ceci n’est pas vrai lors-
que A est accrétif non réguliérement accrétif (cf. T. Kato [1, p. 268, Remark 17).

1.2—Nous nous proposons d’étudier ces problémes dans cet article.

Tout d’abord, la propriété d’interpolation (1.6) impose d’étudier les relations
entre D(AP) et les espaces d'interpolation entre D(A) et H. Cest ce que nous
faisons au n°3, a l'aide des espaces de trace (cf. Lions [2], [3],[4]); un rappel
sur les espaces de trace est fait au n°2. La réponse est facile: les D(A") coin-
cident avec les espaces d’interpolation “naturels” entre D(A) et H.

Ceci étant fait, nous donnons aux n°5 et 6 deux conditions suffisantes sous
lesquelles D(AY?) = D(A*2).

La premiére (n°5) est simplement que D(A)= D(A*) (ce qui naturellement
n’entraine pas que A= A*1).

La deuxiéme (n°6) est plus technique-mais elle couvre tous les problémes
aux limites elliptiques “réguliers” (cf. n°6).

Nous donnons enfin (n°7) un exemple ou, A étant accrétif non réguliére-
ment accrétif, on a: D(AY?) # D(A*2).

1.3—Nous utilisons systématiquement des méthodes de théorie d’interpola-
tion. Pour cela, nous mettons en évidence au n°3 quelques théorémes d’isomor-
phisme. Les résultats du n°5 sont, entre autres, démontrés par M. T. Kato
dans larticle suivant celui-ci, par des méthodes différentes (cf. T. Kato [3].

Le plan est le suivant:
Introduction.

Espaces de trace. Rappels.
Espaces de trace et espaces D(A").
Théorémes d’isomorphisme.

W
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5. Applications (I).
Applications (II).
7. Un contre-exemple.

&

2. Espaces de trace. Rappels.

2.1—Soient A, et A, deux espaces de Banach, avec
A, CA,,

Vinjection de A, dans A, étant continue et A, dense dans A, (’hypothése
Ay C A, n'est nullement indispensable—cf. Lions [3].

On considére l'espace W(2, a; A,, A,) des (classes de) fonctions ¢— u(f) telles
que

2.1) t*u € LX0, 00 ; Ay)

(i.e. fo 22| u(®) |%,dt < oo, u étant fortement mesurable & valeurs dans A,) et

@2) el e 130,005 4)
(la dérivée ifg- étant prise au sens des distributions vectorielles—L. Schwartz

[TD. On suppose que
2.3) S ta=0<70,1[.
Muni de la norme

du

“a

[| 2 ”W(2,ot; 4g,4p — Max (” "u I|L2(0,ooZA0):

LZ(O,oo;Al)>
c’est un espace de Banach.

Pour chaque e W(2, a; A, A;) on peut définir de facon unique #(0); on
désigne par T(Q2,a; A, A) lespace décrit (dans A;) par u(0) lovsque u décrit
W, a; A, A). Muni de la norme

24) I @llre.as ag,ap = IDE || % lwe,a5 40,40
u(v)=a

c’est un espace de Banach.
Les espaces T'(2, «; A, A)) entrent dans la famille des espaces de trace (cf.

Lions [2], [3] [4D.

2.2—Nous utiliserons les propriétés suivantes de ces espaces.
D’abord la propriété d’intervpolation :
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propriétés analogues a celles du couple {A, A4,}, et si II est un
opérateur linéaire continu de A; dans B; pour i =0 et i=1, (en bref:
l I £(A;; By)), alors
H = "'E'(T(zy « ; Ao, Al); T(z) o ; BO’ Bl)) .

Ensuite la propriété de dualité :

si A, et A, sont réflexifs (cf. détails dans Lions [3]), alors (X’ dé-
signant de facon générale le dual de X):
T(2) a; AO: Al)/ - T(zr —Q; A{y Aé) .

J si {B,, B,} est un deuxiéme couple d’espaces de Banach ayant des

(25)

(2.6)

2.3—Nous utilisons dans la suite les espaces de trace. On pourrait tout
aussi bien utiliser les espaces d’interpolation construits a I'aide des fonctions
holomorphes (cf. A.P. Caldéron [1], J.L. Lions [5]; cf. aussi S.G. Krein [1],
[27), ces diverses constructions donnant le méme résultat dans le cas qui nous
intéresse (on pourrait aussi utiliser J.L. Lions [4]).

3. Espaces de trace et espaces D(A4").

THEOREME 3.1—L’opérateur A étant défini par (1.2), avec (1.1), on a:
@B.1D T2, a; D(A), H)= D(A"*"%), —1/2<a<1/2,

avec normes équivalentes.

REMARQUE 3.1
Résultat valable—avec la méme démonstration—en supposant A accrétif,
non réguliérement accrétif.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1
Soit B un opérateur auto-adjoint strictement positif tel que
D(B)=D(A) (avec normes équivalentes).

Alors, naturellement :

@.2) T@, a; DA)H)=TQ@,a; D(B), H).

Par ailleurs, du résultat de Kato rappelé en (1.6), il résulte que
33 D(B)=DA", 0<p<l1,

Mais, d’aprés Lions [2]:
B4 T2, a; D(B), H) = D(B"*~%)

(on peut dans ce cas utiliser la décomposition spectrale de B) et le théoréme

résulte alors de [(3.2), [33), [(3.4)




Domaines de puissances fractionnaires d’opérateurs 237

4. Théorémes d’isomorphisme.

Nous avons les inclusions (avec injections continues):
DA CVCH, DA¥CVCH,

et chaque espace étant dense dans le suivant. Si nous prenons les espaces
anti-duals, en identifiant A a son anti-dual, il vient

4.1 DA CVCHCV CDA*Y
et
@2 DAY YCVCHC V' c DAY .

Notons maintenant que de (1.1) résulte aussitét ceci:
(4.3) A (resp. A*) est un isomorphisme de D(A) (resp. D(A¥)) sur H;
(44) A (resp. A*) est un isomorphisme de V sur V.

Considérons l'adjoint (A*)* de A* considéré comme isomorphisme de D(A*)
sur H; (A*)* est un isomorphisme de H sur D(A¥*)Y, et comme (A*)* coincide
avec A sur D(A), c’est un prolongement de A; donc

4.5) A est un isomorphisme de H sur D(A¥).

De méme
@.5)% A* est un isomorvphisme de H sur D(A).

On peut maintenant interpoler de toutes les fagons entre ces divers isomor-
phismes. On obtient, en particulier :

A (resp. A*) est un isomorphisme de T@,a;D(A),H) (resp.

T2, o ; D(A¥), H)) sur T2, a; H, D(A*Y) (resp. T2, e ; H, D(A))).-
Daprés (2.6), T2, a ; H, D{(A*))= T2, —a ; D(A*), H) et de méme T, «a;
H,DAY)=TQ@, —a; DA), HY.

Tenant compte de ces relations dans (4.6) et prenant « =0, on obtient (en
notant que T'(2,0; D(A), H)= D(AY®) et T(2,0; D(A¥), H)= D(A*"?)):
A (resp. A*) est un isomorphisme de D(AY?) (resp. D(A*'%)) sur
D(A*V2) (resp. D(Al/z)’).

Les résultats des n°5 et 6 sont obtenus par comparaison de (4.4) et (4.7).

4.6)

A7

5. Applications (I).

THEOREME 5.1—O0n suppose que A est donné par (1.2), (1.1) ayant lieu. Alors
linclusion “ D(AVH)C V?” est équivalente a *“ D(A¥)DV”. Meéme chose en
échangeant A et A*.
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DEMONSTRATION. En effet, A étant un isomorphisme de V sur V’ et de
D(AV?) sur D(A*¥2Y, I'inclusion “ D(AY?)C V' équivaut a “ D(A*2Y C V' ”, ce
qui équivaut a “ V. D(A*'%)” d’'ou le théoréme.

COROLLAIRE 5.1—Si DAY C V et D(A¥®)C V, alors D(AY?) = D(A*?)=7V.
Meéme chose si Pon suppose que D(AVH)DV et D(A¥*)D V.

THEOREME 5.2—O0n suppose A donné par (1.2), (1.1) ayant lieu. Si D(AY®)C
D(A*2), alors D(AY?)C V C D(A*V2).

DEMONSTRATION. De I’hypothése résulte que D(A*V2) — D(AY%) d’ou résulte
que en particulier, A est un opérateur linéaire continu de D(A"Y?) dans son dual.
Donc, pour tout = < D(AY?),

| <Au,u> | <c,|lu|®pavs -
Pour # = D(A), on a: < Au, u > = a(u, ) donc

o] =cyll#lpars,  pour tout u e D(A).
Comme D(A) est dense dans D(AY?), on en déduit que

l|| <c,ll#llpavs  pour tout ue V
i.e. D(AHC V.
Alors (Théoréme 5.1), V. D(A*"?), d’ou le théoréme.

COROLLAIRE 5.2—Si D(AY2) = D(A*"%) alors D(AV?)= D(A¥/)=1V.

THEOREME 5.3—O0n suppose A domné par (1.2), (L.1) ayant liew. Si D(A)=
D(A*), alors D(AY®)= D(A*V?)=V.

DEMONSTRATION. En effet, D(AY)=T(,0; D(A), H)=T(2,0; D(A*), H)=
D(A*¥2) et le Théoréme résulte du corollaire 5.2.

REMARQUE 5.1—L’hypothése D(A)= D(A*) est vérifiée lorsque A est un
opérateur différentiel elliptique, pour les conditions aux limites de Dirichlet,
toutes les données étant suffisamment réguliéres.

6. Applications (II).

6.1—On va démontrer le
THEOREME 6.1—0n suppose A donné par (1.2), (1.1) ayant liew. On suppose
en outre
il existe un espace de Hilbert X, X C H, tel que;
6.1 (i) V soit un sous-espace fermé de T(2,0; X, H);
(i) DA)C X, DA*)C X.

Alors D(AYY) = D(A*¥?)=V.



Domaines de puissances fractionnaives d’opérateurs 239

(On donne au point 6.2 des exemples ou est vérifiée).

DEMONSTRATION. Désignons par 9 l'espace des fonctions ¢—u(¥) une fois
continfiment différentiables de #=0—D(A) et a support compact; W est dense
dans W(2,0; D(A), H).

L’application #—#(0) de 9% dans D(A) est continue lorsque 'on munit W
de la topologie de W(2,0; D(A), H)=W et D(A) de la topologie induite par
T(2,0; D(A), H)= D(A"*). Comme D(A)C X,ona T(2,0; D(A), H)C T(2,0; X, H)
de sorte que

| 20} I 7,0: 2,0 = €1 ll 2 1w wewW.

Comme V est fermé dans 7'(2,0; X, H), ceci équivaut a

Il =cllelw, wesw.

Par conséquent »— u(0) se prolonge par continuité en une application de
W dans V; or u—u(0) applique W sur D(AY?), d’ou

DAY V.

Méme chose pour A%, d’ou le théoréme par application du corollaire 5.1.

6.2—On va maintenant donner des exemples ou [(6.1) est vérifide.

Soit £ un ouvert de R", borné, de frontiere réguliére. On désigne par
H*2) I'espace des (classes de) fonctions « & L¥(2) = H () telles que D?u & LX)
pour |p|<Fk; pour u,v = H¥2), on pose

\ | —_—
(. ey =, [ (D"uXD™) dx,
2
Inl=k

ce qui munit H%R) d’une structure hilbertienne.

On désigne par H%2) l'adhérence dans H*2) du sous-espace des fonctions
a support compact dans £.

Soit V un sous-espace fermé de H™(Q) avec

6.2) HM2)CVCH™D).
Nous appliquons les résultats précédents avec ¥ comme ci-dessus et H

=H'(2); la forme a(u,v) étant donnée (avec (1.1)), on dit que le triplet
{V, H, a(u,v)} est régulier si

6.3) DAYCH™&R), DA*C H™).

Il en est ainsi si a(#,v)= E jaquqquv dx, les fonctions «,, étant
2
_pllgl=m
7 -\ . . - . .
suffisamment régulieres dans £, et si V est défini par des relations linéaires a

coefficients réguliers entre les valeurs de # et de ses dérivées d’ordre <m—1

sur la frontiere I' de £ (cf. L. Nirenberg [T], Browder [T]). [On peut égale-
ment incorporer des intégrales sur I' dans a(w,v)].
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Ceci étant posé, 'hypothése [6.1)a lieu, avec X = H?*"(2). En effet, 72,0;
H™2), H (2))=(T(2,0; X, H))=H™2) (cf. Lions-Magenes et V est par
hypothése un sous-espace fermé de H™2).

REMARQUE 6.1—I1 est bon de rappeler que les problémes aux limites mélés
wentrent pas dans la catégorie précédente. Donc, par exemple, pour un opéra-
teur elliptique A du 2éme ordre, non auto-adjoint, avec condition aux limites
de Dirichlet sur une partie de la frontiére et condition aux limites de Neumann
sur le reste de la frontiére, on ignore si D(AY2) = D(A*"?). Méme chose d’ailleurs
avec le probiéme de Dirichlet et une frontiére irréguliéve.

7. Un contre-exemple.

On considére l'opérateur A défini dans T. Kato [I], p. 252.

On va voir que, pour cet opérateur (accrétif mais non réguliérement ac-
crétif) D(AY?) est strictement contenu dans D(A*Y?) avec une topologie plus fine.

En effect, si 2=70,00[, on a (cf. T. Kato [1]):

DA)=HY2), DUA=HY L) (notations du n°6)
et notre affirmation résulte alors de Lions-Magenes [2, Théoréme 5.2].

Nancy
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