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§1. Introduction

Soit ¥ une algébre a une opération binaire notée - et soit @ une algébre
a une opération binaire notée o. Nous considérerons I'équation fonctionnelle
en une fonction inconnue f qui applique ¥ dans @:

flx-9)=f(x) ().
Déja, de nombreuses études sur cette équation fonctionnelle ont été faites dans
le cas ol X et @ sont des algébres particuliéres (1], [2]). L’équation la plus
simple et la plus essentielle est celle de Cauchy en une fonction réelle continue
f d’avec variable réelle:

(FSS) Fa+n=r+r(»).
Une généralisation de (FSS) est le cas ou X et @ sont des espaces vectoriels
(VSS) fi<x1+y1’ Tty xm+ym) :fi(xl, Ty xm)+fi(y1; R ’ym)

(t=12--,m).

Cette équation (VSS) est facilement résolue par le méme moyen que celle de
Cauchy. On trouve sa solution dans le livre de J. Aczél [2] (pp. 153 et 154)
CD.

Le but de notre présent mémoire est de chercher toutes les solutions dans
le cas naturellement généralisé ou X et @ sont des algébres de matrices
carrées. Il y a quatre types des équations comme suivants (M désigne le
groupe additif de matrices carrées et GL désigne le groupe multiplicatif de
matrices réguliéres.)

(MSS) Fa+y)=f@)+1(y)

ol f est une application de M(m, R) dans M(#n, R), mais cette équation est
essentiellement identique a I’équation (VSS);

(MSP) S+ =rxr ()
ol f est une application de M(m, R) dans GL(#n, R);
(MPS) F) =)+ ()

ol f est une application de GL(#, R) dans M(», R);
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(MPP) ) =1rr ()

ou f est une application de GL(m, R) dans GL(#, R).

Le but principal est de résoudre la derniére équation (MPP) dans un voisi-
nage de l'unité, parce qu’elle est considérée comme la plus importante. Elle
est représentée, par les éléments x;;, y;; et f,, des matrices x, y et f respective-
ment, sous la forme

Fodks) = S ol D15

(xy = matrice (X xuxyx); p,9=1,2,--,n).
E=1

Cest un systéme de #n2 équations fonctionnelles par rapport a x? fonctions
inconnues a m? variables.

L’équation fonctionnelle (MPP) est une généralisation d’un invariant et
d’un covariant pour la transformation géométrique ([4]), et regardée comme
un probléme d’homomorphisme dans I’algébre et elle est aussi en relation avec
la théorie des fonctions aux plusieurs variables ((5]). De plus, nous montrerons
aux §§83, 4, 5 et 7 que les quatre équations fonctionnelles notées au-dessus
sont équivalentes aux problémes de Cauchy pour les systémes des équations
aux dérivées partielles qui leur correspondent respectivement.

Dans les cas # =1 (m arbitraire), les solutions de polynéme en x sont
obtenues par I. Schur et Hurwitz, et les solutions continues aux variables
complexes par H. Nakano [6] et T. Satd [7]. Dans le cas m=1 et n=2,
les solutions mesurables sont déterminées par O.E. Gheorgiu [8], récemment,
les solutions univalentes (uniformes) pour m=2 et n=1 par S. Gotab [9]
O. Perron et P. Reisch ont étudié le cas général, sous la condition de
l'analyticité pour la fonction complexe f(x), mais les solutions ne sont obtenues
que pour n=1 (m arbitraire), pour m=1 (» arbitraire) ou pour m=2 (n
arbitraire).

§2. Lemmes de la régularité

La fonction f de I’équation fonctionnelle (MPP) (aussi les trois autres équ-
ations) peut étre supposée un homomorphisme du groupe analytique GL(m, R)
dans le groupe analytique GL(%, R), donc, nous aurons le lemme 1 dfi a B. de
Sz. Nagy (voir A. Weil [11]), et le lemme 2 (C. Chevalley [13].

LEMME 1. Un homomorphisme mesurable entrve deux groupes locaux de Lie
est continu.

LEMME 2. Un homomorphisme continu entrve deux groupes analytiques est
analytique.
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Combinant ces deux lemmes, nous pouvons dire qu’un homomorphisme
mesurable entre deux groupes analytiques est aussi analytique.

§3. Solution de I’équation (MSS)

La solution mesurable f de I’équation (MSS) étant nécessairement un
homomorphisme d’un voisinage V(o,)* de M(m, R) dans un voisinage V(o,) de
M(n, R), nous aurons la solution lemme 3 par la différentiation de I’équation
fonctionnelle, car f est analytique d’aprés lemmes 1 et 2 [2]).

LEMME 3. La solution mesurable de I'équation fonctionnelle (MSS) est donnée
sous la forme

F@= 3 Koy =K,

)=

ou K;; est une (n, n)-matrice constante et arbitvairve, pour chaque i et j.
REMARQUE. L’équation (MSS) est équivalente au systéme des équations
aux dérivées partielles

o=k =) =T

avec la condition initiale

f(Om):On .

§4. Solution de I’équation (MSP)

La fonction f de l'équation (MSP) pouvant &étre supposée un homomor-
phisme de V(o,) de M(m, R) dans V(e,)* de GL(%, R), nous aurons les solutions
en vertu de la symétrie en x et y en prenant le logarithme des deux mem-
bres de 'équation (MSP)

Fa+n)=r@)f(»)=rrx).

THEOREME 1. La solution mesurable de I'équation fonctionnelle (MSP) dans
un voisinage V(0,) est donnée sous la forme

f(x)=exp ,ZlKijxij =exp <K, x>
1, ]=
ou K;; est une (n, n)-matrice constante et satisfait a la condition
Cn Kinkl = Kleij G5,k 1=1, 2, ,m).

Ce théoréme est évident, parce qu’elle se change en une nouvelle équation
du type (MSS),

1) oy désigne (m,m)-matrice de zéro.
2) e, désigne (#,%)-matrice d’unité.
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log f(x+y)=log f(x)+log f(¥) .

REMARQUE. L’équation fonctionnelle (MSP) est équivalente au systéme
des équations aux dérivées partielles

afﬁq_n 7 i’j:152!”"m
(D 1) G = S KB ) (i=15 %)
avec la condition initiale
flom)=ey
ol KJ7 est défini par la relation
. Q_L‘prqw :1, 2,"',7%
K’qu(axz] >$=Om (p :1’2)"';”)‘

La condition (C1) est celle de I'intégrabilité pour I’équation (D 1).

§5. Solution de I’équation (MPS)

La fonction s de I'équation (MPS) pouvant &tre supposée un homomor-
phisme analytique de V(e,) de GL(m#, R) dans V(o,) de M(n, R), nous pour-
rons avoir la solution par l'intégration des équations aux dérivées partielles
(D 2) dans la remarque ci-dessous.

THEOREME 2. La solution mesurable de 'équation fonctionnelle (MPS) dans
un voisinage V(en) est donnée sous la forme

F@)=Klog|x|
o K est une (n, n)-matrice constante et | x| désigne le déterminant de x.

REMARQUE. Aprés un calcul facile, on voit que I’dquation fonctionnelle
(MPS) est équivalente au systéme des équations aux dérivées partielles

prq,—w, pq € 0 l x! | = , , ,ym

(D2) 0%y BRE7 EK axk] (P: =12, )

avec la condition initiale
f(em): On
ol K7/ est défini par la relation
— ,a]:ﬁq Z, :1,2,---,1%
K= ( 8x17>x=em (p, =1,2,-, n) ’
La condition de l'intégrabilité pour I'équation (D 2) est
(C 2) K”:Kﬁw (5“,:1, 5“:0 pour Z?‘——])

ol K;; est une matrice (KZf) et K une (u, #)-matrice constante (K?%).
D’apres la condition (C2), les équations (D 2) peuvent sécrire
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fpg 1 9 [x|
omy  x[ B

Olog|x|

— bq
8xij =K 8x1;j
d’ot
dfpe= K?%d log | x|.
En vertu de la condition initiale on obtient par intégration
fpe=KPlog|x],

ce qui donne la solution du théoréme 2.

§6. Algébre de Lie

A chaque élément d’un groupe de Lie est associé un élément de son algébre
de Lie par lapplication exponentielle dans un voisinage de 'unité, c’est-a-dire,
en posant dans I’équation (MPP)

X=logx, Y=logy et F=logf,
d’aprés 'homomorphisme H obtenu par 7
H: GL(m, R)—GL(n, R)  (V(ew)— Vien)

nous aurons, entre leurs algébres de Lie [13], I'homomorphisme différentiel
dH de H
dH: glGn, R) — gl(n, R)  (V(om)—V(0w).
(MGn, R)) (M(z, R))
Par conséquent, ’équation fonctionnelle (MPP) est transformée en le systéme

des équations fonctionnelles (F)® (un homomorphisme entre deux algéebres
de Lie)

(F)

FX+Y)=FX)+F()

FX, YD) =[FX), F(Y)]
ou [U,V] est égal a UV—VU.

§7. Solution de I’équation (MPP)

Ayant la solution de la premiére des équations (F) par lemme 3, nous
aurons le théoréme suivant.

THEOREME 3. La solution mesurable de I'équation fonctionnelle (MPP) dans
un voisinage V(en) est donnée sous la forme

3) En autre moyen, nous obtenons immédiatement le systéme (F) par la relation

F(X+ Y+%{X, Y1+ ) =F(X)+F(Y)+%—[F(X),F(Y)]+
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@) =exp 3 Ki(log ;= exp (K, log x)

o K;; est une (n,n)-matvice constante pour chaque i et j, et satisfait a la condi-
tion de O. Perron [4].

C3) Kinkl_KkLKij = Kilakj_chj6il Gi k1=1,2,-,m).

DEMONSTRATION. La solution de la premiére des équations (F) est donnée
par

F(X)= ,21Ki]~XU = (K, X
1,5=

et la condition (C 3) pour K est obtenue par la seconde des équations (F).
Car, nous aurons pour X et Y quelconques

F([X, Y]) — ?J) Kij(XY‘ YX)ij - _]ZkKinm chj_i§L[{ij Yilej

= Zk L(Kil6kj_Kkj6il>Xij YkL
1, 7.5,
et

[FOX), POV =[S KXo S KuYul= 3 [Ky, KXY

REMARQUE. L’équation fonctionnelle (MPP) est équivalente au systéme
des équations aux dérivées partielles

Ofpe _ 1 NN pep 211 ij=1,2,m
(DB) axz] - leksElZ ¢ axkj fTQ(x) px CI:l, 2,"',”)
avec la condition initiale
flew)=ey,
ou K}¥ est défini par la relation
of, 6 i=1,2 -, m
rq — ( LP9
szq <ax“ >x=em (j),qzl,z,"',%)'

jav )

La condition (C3) est celle de I'intégrabilité pour I'’équation (D 3) (due
O. Perron [4].

Il est évident que nous aurons aussi la relation

_ aqu — _aEZLO_
K= ( B2, )m— <aXij“>X=0m'
EXEMPLE 1. Le cas n=1 dans (MPP).
Par la condition (C3), nous aurons
K;;= Kd;; (K est un nombre constant.)

ensuite, nous aurons la solution (4]
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fx)=exp }ElKaij(log x);; =exp (K trace log x)
iyj=

=exp(Klog|xD=|x%.

EXEMPLE 2. Le cas m=1 dans (MPP).
La condition (C3) y est toujours satisfaite, et nous aurons ([4])

f(x)=exp (Klog x)=x¥ (K est une (n, n)-matrice constante).

§8. Matrice dans le champ complexe

Dans le cas ot X et @ sont GL(m, C) (ou M(m, C)) et GL(#%, C) (ou M(xn, C))
respectivement, nos considérations peuvent étre faites de la méme maniére et
les solutions continues des quatre équations auront les mémes formes si la
fonction f est holomorphe. Cependent, sans la condition de ’holomorphie pour
la fonction complexe f, la constante K} admet le nombre complexe ([14]) et
nous aurons, au lieu de <{X, x> dans (MSS) et (MSP)

(K, x)+<LL, %)

ou K7 et L? sont des (m,m)-matrices constantes; au lieu de Klog|x| dans
(MPS)
Kloglx|+Llog|x]

ou K et L sont des (», #)-matrices constantes ; au lieu de <K, log x> dans (MPP)

{K,log x)+<L, log x>

ot les matrices K et L satisfont a des conditions analogues a la condition (C 3).

Université Médicale de Kyoto
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