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Introduction.
L’origine de ce travail se trouve dans le d\’esir d’\’etendre au cas $\mathfrak{p}$ -adique

des r\’esultats de Vilenkin [7] sur les fonctions de Bessel et les repr\’esentations
unitaires du groupe des d\’eplacements dans le plan euclidien. Vilenkin a con-
struit les repr\’esentations unitaires irr\’eductibles du groupe, a montr\’e que les
“ coefficients matriciels ’ de ces repr\’esentations par rapport \‘a une base naturelle
sont exprim\’es par les fonctions de Bessel d’indices entiers et a d\’eduit, de ce
point de vue, des propri\’et\’es principales des fonctions de Bessel.

On consid\’erera dans ce m\’emoire un corps $\mathfrak{p}$ -adique $K(p\neq 2)$ et une exten-
sion quadratique ramifi\’ee $L$ de $K$. Le groupe des \’el\’ements de $L$ \‘a norme 1
op\‘ere sur $L$ par multiplication et admet un sous-groupe $N_{0}$ d’indice 2. Le
produit semi-direct $G_{0}$ du groupe additif $L$ par $N_{0}$ s’appellerait le groupe des
d\’eplacements dans le plan p-adique ramifi\’e.

On construira dans le \S 2 les repr\’esentations unitaires irr\’eductibles $U^{\rho}$

$(\rho\in L, \rho\neq 0)$ de $G_{0}$ et introduira la “ fonction de Bessel p-adique d’indice $\chi$

” :

$J_{\chi}(z)=\int_{N_{0}}E(zn)\overline{\chi(n)}dn$

o\‘u $z\in L,$
$\chi$ est un caract\‘ere de $N_{0}$ et $E$ est un caract\‘ere unitaire de $L$ . Les

repr\’esentations $U^{\rho}$ sont toutes de classe 1 par rapport \‘a $N_{0}$ et la fonction
sph\’erique zonale associe’e \‘a $U^{\rho}$ se trouvera \^etre $J_{1}(\rho z)$ . On d\’eterminera ensuite
l’espace et la mesure de Plancherel au sens de Godement [1] et obtiendra une
formule analogue \‘a la formule de Fourier-Bessel (Th\’eor\‘eme 1).

Le \S 3 sera consacr\’e au calcul des fonctions de Bessel. La fonction de
Bessel d’indice 1 sera exprim\’ee \‘a l’aide d’une somme de Gauss du corps des
restes de $K$ (Th\’eor\‘eme 2). Le Th\’eor\‘eme 3 pr\’esentera un r\’esultat \‘a mi-chemin
du calcul des fonctions de Bessel d’indices non-triviaux.

Les r\’esultats essentiels de ce travail ont d\’ej\‘a \’et\’e annonc\’es dans [5].

Apr\‘es Pannonce des r\’esultats, Monsieur Paul J. Sally Jr. [6] a obtenu d’un
point de vue diff\’erent des r\’esultats $tr\grave{e}_{s}^{\cap}$ analogues aux n\^otres et $m’ en$ a bien
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communique. Ma m\’ethode originale n’ayant \’et\’e valable que dans le cas o\‘u la
caract\’eristique de $K$ est $0,$ $j’ ai$ , sugge’re’ par la m\’ethode de Sally, \‘a nouveau
formul\’e la th\’eorie dans une forme indiff\’erente \‘a la caract\’eristique de $K$. Je
tiens ici \‘a exprimer ma gratitude \‘a Monsieur Sally pour sa bont\’e et ses sug-
gestions tr\‘es utiles.

\S 1. Pr\’eliminaires.

1. Soit $K$ un corps localement compact, totalement discontinu et non-
discret. Designons par $dx$ une mesure de Haar du groupe additif $K$. Pour
tout \’el\’ement non-nul $a$ de $K$, on d\’efinit la valeur absolue $|a|$ par la formule
$d(ax)=|a|dx$ . On pose $|0|=0$. Soient $0$ l’anneau des entiers de $K:\{x\in K$ ;
$|x|\leqq 1\},$ $\mathfrak{p}$ l’ide’al premier de $0:\{x\in K;|x|<1\}$ et $u$ le groupe des unit\’es de
$K:\{x\in K;|x|=1\}$ . Soit $t$ un g\’en\’erateur de $\mathfrak{p}$ . Alors $|t|=q^{-1}$ o\‘u $q$ est le
nombre d’\’el\’ements du corps des restes $0/p$ . On suppose dans tout ce travail
que la caracteristique $p$ de $0/p$ est impaire.

On normalise la mesure de Haar $dx$ de telle sorte que la masse totale de
$\mathfrak{v}$ soit \’egale \‘a 1.

2. Soit $\tau$ une racine carr\’ee de $t$ . Alors $L=K(\tau)$ est une des deux exten-
sions quadratiques ramifi\’ees de $K$. Il existe encore une extension quadratique
non-ramifi\’ee qu’on ne traite pas ici.

D\’esignons par $dz$ une mesure de Haar du groupe additif $L$ . Pour tout
\’el\’ement non-nul $\alpha$ de $L$ , on d\’efinit la valeur absolue $|\alpha|$ par la formule $d(\alpha z)$

$=|\alpha|^{2}dz$, a $|>0$. On pose $|0|=0$. Soient $\mathfrak{Q}1$‘anneau des entiers de $L:\{z\in L$ ;
$|z|\leqq 1\}$ et $\mathfrak{P}=\tau \mathfrak{O}$ . On normalise la mesure de Haar $dz$ de telle sorte que la
masse totale de $\mathfrak{O}$ soit \’egale \‘a 1.

3. Pour un \’el\’ement $z=x+\tau y(x, y\in K)$ dans $L$ , l’\’el\’ement $\overline{z}=x-\tau y$ s’ap-
pelle le conjugu\’e de $z$ . L’\’el\’ement $z\overline{z}$ est dans $K$ et s’appelle la norme de $z$ .
Soit $N$ le group compact multiplicatif des \’el\’ements $z$ de $L$ tels que $zZ=l$ .
Posons $N_{0}=N_{\cap}(1+\mathfrak{P})$ . Alors $N_{0}$ est un sous-groupe d’indice 2 dans N. D\’e-

signons par $dn$ la mesure de Haar de $N_{0}$ telle que la masse totale soit \’egale \‘a 1.
Posons $\Gamma=K^{*}U\tau K^{*}$ o\‘u $K^{*}$ est le groupe multiplicatif des \’el\’ements non-

nuls de $K$. Soit $r$ un \’el\’ement ge’ne’rique de $\Gamma$ . D\’efinissons la mesure $dr$ sur
$\Gamma$ comme suit: si $r\in K,$ $dr$ est la mesure de Haar normalis\’ee de $K$ et si $r=\tau y$

\langle $y\in K$), on pose $dr=q^{-1/2}dy$ o\‘u $dy$ est la mesure de Haar normalis\’ee de $K$.
Alors $|r|^{-1}dr$ est une mesure de Haar du groupe multiplicatif $\Gamma$ .

PROPOSITION 1. Le groupe multiplicatif $L^{*}$ des \’el\’ements non-nuls de $L$ se
d\’ecompose en produit direct de $\Gamma$ et $N_{0}$ : $L^{*}=\Gamma N_{0},$ $\Gamma\cap N_{0}=1$ . On $a$ en plus la
d\’ecomposition de mesure $dz=|r|drdn$ o\‘u $z=rn$ est un \’el\’ement g\’en\’erique de $L^{*}$ .

D\’EMONSTRATION. L’\’egalit\’e $\Gamma\cap N_{0}=\{1\}$ est \’evidente. Soit $z$ un \’el\’ement

de $L^{*}$ . Si $z\overline{z}$ est carr\’e dans $K$, il existe un \’el\’ement $x$ de $K^{*}$ tel que $x^{-1}z$
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appartienne \‘a $N_{0}$ . Si $z\overline{z}$ est non-care\’e dans $K^{*}$ , il existe un \’el\’ement $y$ dans
$K^{*}$ tel que $z\overline{z}=-ty^{2}$ et que $\tau^{-1}y^{-1}z$ appartienne \‘a $N_{0},$ $d’ 0\grave{u}L^{*}=\Gamma N_{0}$ .

La mesure $|r|^{-1}drdn$ est une mesure de Haar de $L^{*}$ et la masse totale du
groupe des unit\’es $\mathfrak{O}-\mathfrak{P}$ est \’egale \‘a $1-q^{-1}$ . On a donc $|z|^{-2}dz=|r|drdn$ ,

d’o\‘u $dz=|r|drdn$ .
$4^{o}$ . Soit $e$ un caract\‘ere unitaire du groupe additif $K$ qui est trivial sur $p$

et non-trivial sur $\mathfrak{p}^{-1}$ . On sait bien que les caract\‘eres $x\rightarrow e(ax)(a\in K)$ \’epuisent
tous les caract\‘eres unitaires de $K$.

D\’efinissons le caract\‘ere unitaire $E$ du groupe additif $L$ par la formule

$E(z)=e(\tau^{-1}z+\overline{\tau^{-1}z})=e(2y)$

o\‘u $z=x+\tau y(x, y\in K)$ . Alors $E$ est trivial sur $\mathfrak{O}$ et non-trivial sur $\mathfrak{P}^{-1}$ .
Les caract\‘eres $z\rightarrow E(\alpha z)(\alpha\in L)$ \’epuisent tous les caract\‘eres unitaires de $L$ .
La forme bilin\’eaire sur $L:(z, w)\rightarrow E(zw)$ fournit une auto-dualit\’e de $L$ .

REMARQUE. Le caract\‘ere $e$ peut, par exemple, se choisir comme suit. Le
corps $K$ est une extension de degre’ fini du corps $F$, o\‘u $F$ est le corps des
nombres $p$-adiques $Q_{p}$ si la caract\’eristique de $K$ est $0$, et est le corps de s\’eries
formelles $F_{p}((X))$ \‘a coeffcients dans le corps premier $F_{p}$ \‘a $p$ \’el\’ements si la
caract\’eristique de $K$ est $p$ . Soit $\mathfrak{d}$ la diff\’erente de $K$ par rapport \‘a $F$ et posons
$\mathfrak{d}=\mathfrak{p}^{a}$ . D\’esignons par $Trx(x\in K)$ la trace de $x$ relative \‘a $K$ et $F$ . Si la
caract\’eristique de $K$ est $0$, on peut poser

$e(x)=\exp 2\pi i\{Trt^{-a}x\}$

o\‘u $\{a\}$ est la partie fractionnaire de $a\in Q_{p}$ . Si la caract\’eristique de $K$ est $p$ ,

on peut poser
$2\pi i$

$e(x)=\exp--p\{Trt^{-a}x\}$

o\‘u $\{a\}$ est le r\’esidu (coefficient de $X^{-1}$) de $a\in F_{p}((X))$ .

\S 2. Repr\’esentations unitaires et la formule de Plancherel du groupe des
d\’eplacements dans le plan $\mathfrak{p}$-adique ramifi\’e.

Le groupe $N$ op\‘ere sur $L$ par multiplication. Soit $G$ le produit semi-direct
du groupe additif $L$ par $N$. Le sous-groupe $G_{0}=N_{0}\cdot L$ est d’indice 2 dans $G$

et s’appellerait le groupe des d\’eplacements dans le plan $\mathfrak{p}$ -adique ramifi\’e. Le
groupe $G_{0}$ s’identifie au groupe des matrices de la forme

$g=\left(\begin{array}{ll}1 & z\\0 & n\end{array}\right);n\in N_{0},$ $z\in L$ .

Pour un \’el\’ement non-nul $\rho$ de $L,$ $E_{\rho}$ d\’esigne le caract\‘ere de $L:z\rightarrow E(\rho z)$ .
La repr\’esentation unitaire $(\ovalbox{\tt\small REJECT}, U^{\rho})$ de $G_{0}$ induite du caract\‘ere $E_{\rho}$ de $L$ est
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d\’efinie dans l’espace hilbertien $\ovalbox{\tt\small REJECT}=L^{2}(N_{0})$ des fonctions sur $N_{0}$ de carr\’e int\’e-
grable par rapport \‘a la mesure de Haar $dn$ et est de la forme suivante:

$(U_{g0}^{\rho}f)(n)=E(\rho z_{0}n_{0}^{-1}n^{-1})f(nn_{0})$

o\‘u $f\in\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $n\in N_{0}$ et $g_{0}=\left(\begin{array}{ll}1 & z_{0}\\0 & n_{0}\end{array}\right)\in G_{0},$ $n\in N_{0}$ .
La th\’eorie g\’en\’erale de Mackey ([2], [3]) nous assure que ces repr\’esenta-

tions $U^{\rho}$ sont toutes $irre^{\prime}ductibles$ , que deux representations $U^{\rho}$ et $U^{\sigma}$ sont
unitairement \’equivalentes si et seulement si $\rho^{-1}\sigma$ appartient \‘a $N_{0}$ et que ces
repr\’esentations $U^{\rho}$ , avec les repr\’esentations de dimension 1, \’epuisent toutes
les repr\’esentations unitaires irr\’eductibles de $G_{0}$ . Pour faciliter la lecture, nous
traiterons ci-dessous par une m\’ethode directe le probl\‘eme $d’ irr\acute{e}ductibilit\acute{e}$ et
d’\’equivalence dont nous aurons besoin dans la suite.

Remarquons d’abord que les fonctions $f=c\chi(c\in C),$ $\chi$ \’etant un caract\‘ere
de $N_{0}$ , sont les seuls vecteurs dans $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ tels qu’on ait

$U_{n}^{\rho}f=\chi(n)f$

pour tout $n\in N_{0}$ .
D\’EFINITION. Posons pour un caract\‘ere $\chi$ du groupe $N_{0}$

$h(z)=\int_{N_{0}}E(zn)\overline{\chi(n)}dn$ $(z\in L)$ .

La fonction $f_{\chi}$ sur $L$ s’appellerait la fonction de Bessel p-adique d’indice $\chi$ Ces
fonctions peuvent s’interpr\’eter comme coefficients de la s\’erie de Fourier de la
fonction g\’en\’eratrice $E(zn)(z\in L, n\in N_{0})$ :

$E(zn)=\sum_{\chi}J_{\chi}(z)\chi(n)$

o\‘u $\chi$ parcourt les caract\‘eres de $N_{0}$ .
PROPOSITION 2. La repr\’esentation $(\ovalbox{\tt\small REJECT}, U^{\rho})$ est irr\’eductible.
$D^{\prime}EMONSTRATION$ . Soit Yl, la cl\^oture dans $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ du sous-espace invariant

engendr\’e par 1. Alors $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}$ est irr\’eductible. Soit en effet $A$ un op\’erateur born\’e
de $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}$ qui commute avec tous les op\’erateurs $U_{g}^{\rho}(g\in G)$ . On a d’abord $U_{n}^{\rho}A1$

$=AU_{n}^{\rho}1=A1$ pour tout $n\in N_{0}$ . On a donc $A1=c1(c\in C)$ . Pour un \’el\’ement
$g$ dans $G$ , on a

$AU_{g}^{\rho}1=U_{g}^{\rho}A1=cU_{g}^{\rho}1$ .

Comme les vecteurs $U_{g^{\rho}}1$ engendrent lin\’eairement un sous-espace partout dense
dans $c\mathscr{X}_{1},$ $A$ est un op\’erateur scalaire, d’o\‘u r\’esulte que $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}$ est irr\’eductible.

Soit ensuite $P$ le projecteur de $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ sur $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}$ . Pour un caract\‘ere $\chi$ de $N_{0}$ , il
$y$ a deux possibilit\’es: $ P\chi=\chi$ ou $P\chi=0$ . Il suffit alors de montrer que $ P\chi=\chi$

pour tout $\chi$

Supposons qu’il $y$ ait un caract\‘ere $\chi$ tel que $P\chi=0$ . Soient $\hat{N}_{0}$ le groupe
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dual de $N_{0}$ et $cg\hat{\ell}=L^{2}(\hat{N}_{0})$ . $Conside^{\prime}rons$ la repr\’esentation $(\hat{\ovalbox{\tt\small REJECT}},\hat{U}^{\rho})$ donn\’ee par
la formule

$U_{g}^{\rho}\hat{f}(\omega)=U_{g}^{\rho}f(\omega)=\wedge\int_{N_{0}}U_{g}^{\rho}f(n)\overline{\omega(n)}dn$

o\‘u $f$ est la transform\’ee de Fourier de $f\in\ovalbox{\tt\small REJECT}$ et ru un caract\‘ere de $N_{0}$ . Elle est
alors unitairement \’equivalente \‘a $(\ovalbox{\tt\small REJECT}, U^{\rho})$ . Pour un \’el\’ement $n_{0}$ dans $N_{0}$ , on a

$\hat{U}_{n_{0}}^{\rho}\hat{f}(\omega)=\int_{N_{0}}f(nn_{0})\overline{\omega(n)}dn=\omega(n_{0})\hat{f}(\omega)$ .

Par cons\’equent, l’op\’erateur $\hat{P}:\hat{P}\hat{f}(\omega)=Pf(\omega)\wedge$ commute avec l‘operateur de
multiplication par tout caract\‘ere $n_{0}$ : $\omega\rightarrow\omega(n_{0})$ de $\hat{N}_{0}$ . Il existe donc une fonc-
tion born\’ee $a(\omega)$ sur $\hat{N}_{0}$ telle qu’on ait $\hat{P}\hat{f}(\omega)=a(\omega)f(\omega)$ pour toute $f$ dans $\hat{\ovalbox{\tt\small REJECT}}*$ )

On a en particulier

$a(1)=a(1)\hat{1}(1)=\hat{P}\hat{1}(1)=P1(1)\wedge=\hat{1}(1)=1$ .

Pour un el\’ement $g$ dans $G_{0}$ de la forme $\left(\begin{array}{ll}1 & z\\0 & 1\end{array}\right)$ , on a les \’egalit\’es

$\hat{U}_{g^{\rho}}\hat{\chi}(1)=\int_{N_{0}}E(\rho zn^{-1})\chi(r_{\iota})\overline{1(n)}dn=J_{\chi}(pz)$ ,

$\hat{P}\hat{U}_{g^{\rho}}\hat{\chi}(1)=a(1)\hat{U}_{g}^{\rho}\hat{\chi}(1)=f_{\chi}(\rho z)$ ,

$\hat{U}_{g^{\beta}}\hat{P}\hat{\chi}(1)=0$ .

La fonction $J_{\chi}$ serait donc identiquement $0$, ce qui contredit le Th\’eor\‘eme 3
dans le \S 3. La Proposition 2 est $d\prime onc$ d\’emontr\’ee.

$CoROLLAIRE$ . Toute repr\’esentation $U^{\rho}(\rho\in L^{*})$ est de classe 1 par rapport
\‘a $N_{0}$ et la fonction sph\’erique zonale $\Phi^{\rho}$ de $G_{0}$ associ\’ee \‘a $U^{\rho}$ est de la forme
suivante:

$\Phi^{\rho}(z)=J_{1}(\rho z)$ $(z\in L)$ .
PROPOSITION 3. Pour que deux repr\’esentations $U^{\rho}$ et $U^{\sigma}$ soient unitaire-

ment $\acute{e}qu\iota valentes$ , il faut et $j[su^{I}ffit$ que $\rho^{-1}\sigma$ appartienne \‘a $N_{0}$ .
D\’EMONSTRATION. Supposons d’abord $\sigma=\rho m,$ $m\in N_{0}$ . Alors l’operateur $A$

de $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ donn\’e par la formule

$Af(n)=f(nm^{-1})$ $(f\in\ovalbox{\tt\small REJECT})$

est un op\’erateur unitaire de $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ satisfaisant \‘a $1’\acute{e}galit\acute{e}AU_{g^{\rho}}=U_{g}^{\sigma}$ $A$ pour tout
$g$ dans $G_{0}$ .

$*)$ Ceci est bien connu, mais il me semble que sa d\’emonstration compl\‘ete ne se
trouve dans aucune litt\’erature. On en a donc mis, $a\backslash $ toutes fins utiles, une d\’emonstra.
tion \‘a la fin de ce memoire (Lemme 6).
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Supposons r\’eciproquement que $U^{p}$ et $U^{\sigma}$ soient unitairement \’equivalentes.
On a alors $J_{1}(\rho z)=J_{1}(\sigma z)$ pour tout $z$ dans $L$ . L’analyse simple du Th\’eor\‘eme
2 dans le \S 3 entraine que $\rho^{-1}\sigma$ appartient \‘a $N_{0}$ et d\’emontre la Proposition 3.

On donnera ci-dessous la formule de Plancherel pour $G_{0}$ au sens de Gode-
ment [1] et en n\’eduira une formule analogue \‘a la formule de Fourier-Bessel.

D\’EFINITION. Une fonction $f$ sur $L$ est dite radiale si 1‘on a $f(zn)=f(z)$

pour tout $n$ dans $N_{0}$ .
Une fonction radiale peut s’identifier \‘a une fonction sur $\Gamma U\{0\}$ , ou aussi

\‘a une fonction sur $G_{0}$ bi-invariante par $N_{0}$ .
Pour une bonne fonction $f$ sur $L$ , sa transform\’ee de Fourier $f$ est, par d\’e-

finition, une fonction sur $L$ d\’efinie par la formule

$\grave{f}(w)=\int_{L}f(z)\overline{E(zw)}dz$ .

Gr\^ace au choix du caract\‘ere $E(z)$ , on a la formule d’inversion

$f(z)=\int_{L}\tilde{f}(w)E(zw)dw$ .

Soit $f$ une fonction continue radiale \‘a support compact. On a alors, vu la
Proposition 1,

$\tilde{f}(w)=\int_{L}f(z)\overline{E(zw)}dz=\int_{\Gamma}f(r)[\int_{N_{0}}\overline{E(rnw})dn]|r|dr$

$=\int_{r^{f(r)\overline{J_{1}(rw)}|r|dr}}$ .

La fonction $J_{1}$ \’etant radiale et tendant vers $0$ \‘a l’infini, il en est de m\^eme de
la fonction $f$ ;

$\tilde{f}(s)=\int_{r^{f(r)\overline{J_{1}(rs)}|r|dr}}$ $(s\in\Gamma)$ .
D’o\‘u

$f(0)=\int_{L}\hat{f}(w)dw=\int_{\Gamma}\tilde{f}(s)|s|ds$ .

TH\’EOR\‘EME 1. L’espace $\Gamma$ est consid\’er\’e comme espace de Plancherel et la
mesure $|r|dr$ sur $\Gamma$ est la mesure de Planclterel au sens de Godement [1] pour
$G_{0}$ et $N_{0}$ . En plus, pour une fonction continue \‘a support compact sur $\Gamma$ , la
formule suivante a lieu:

$f(r_{0})=\int_{\Gamma}\int_{\Gamma}f(r)J_{1}\overline{(rs)}J_{1}(r_{0}s)|r||s|drds$ .

La premi\‘ere moiti\’e a d\’ej\‘a \’et\’e d\’emontr\’ee. Consid\’erons les fonctions radiales
$comIIle$ fonctions sur $G_{0}$ bi-invariantes par $N_{0}$ et posons
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$\varphi(g)=\int_{N_{0}}f(gng_{0})dn$ .

La fonction $\varphi$ est continue, \‘a support compact et bi-invariante par $N_{0}$ . Vu la
posilivit\’e et l’\’equation fonctionnelle pour les fonctions $\Phi^{s}(g)=J_{1}(rs)$ :

$\Phi^{s}(g^{-1})=\overline{\Phi^{s}(g)}$, $\int_{N_{0}}\Phi^{s}(g_{1}ng_{2})dn=\Phi^{\epsilon}(g_{1})\Phi^{s}(g_{2})$ ,

on a

$\tilde{\varphi}(s)=\int_{\Gamma}\varphi(r)J_{1}\overline{(rs)}|r|dr=\int_{c_{0}}\varphi(g)\overline{\Phi^{s}(g)}dg=\int_{c_{0}}\int_{N_{0}}f(gng_{0})\overline{\Phi^{s}\prime\prime_{(}g)}dndg$

$=\int_{G_{0}}\int_{N_{0}}f(gng_{0}n^{-1})\overline{\Phi^{s}(g})dndg=\int_{G_{0}}\int_{N_{0}}f(g^{\prime})^{s}(g^{\prime}ng_{0^{-1}}\ovalbox{\tt\small REJECT} n^{-1})dndg^{\prime}$

$=\int_{G_{0}}f(g)\overline{\Phi^{s}(g)}\Phi^{s}(g_{0})dg=\int_{r^{f(r)\overline{J_{1}(r_{0}s)}J_{1}(r_{0}s)|r|dr;}}$

d’o\‘u

$f(r_{0})=f(g_{0})=\varphi(e)=\varphi(0)=\int_{\Gamma}\tilde{\varphi}(s)|s|ds=\int_{\Gamma}\int_{r^{f(r)\overline{J_{1}(rs)J}_{1}(r_{0}s)|r||s|drds}}$

ce qui d\’emontre le Th\’eor\‘eme. La technique utilis\’ee ici est d’un caract\‘ere
tout \‘a fait g\’en\’eral. On ne s’est servi que de $1’ unimodularit\acute{e}$ de $G_{\mathfrak{g}}$ et de la
commutativit\’e de l’alg\‘ebre par convolution des fonctions continues, \‘a support
compact et bi.invariantes par $N_{0}$ .

\S 3. Calcul des fonctions de Bessel.

D\’EFINITION. Soit $k$ un nombre naturel. D\’esignons par $N_{k}$ l’ensemble des
\’el\’ements dans $N_{0}$ de la forme $1+t^{2k+1}a+\tau t^{k}b(a, b\in 0)$ .

LEMME 1. L’ensemble $N_{k}(k>0)$ est identique \‘a chacun des ensembles $sui$

vants:
a) $N_{0\cap}(1+\mathfrak{P}^{2k})$

b) $N_{0}\cap(1+\mathfrak{P}^{2k+1})$

c) $\{n\in N_{0} ; n=1+a^{\prime}+\tau t^{k}b (a^{\prime}, b\in 0)\}$

d) $\{n\in N_{0} ; n=1+t^{2k+1}a+\tau b^{\prime} (a, b^{\prime}\in 0)\}$ .
En particulier, $N_{k}$ est un sous-groupe ouvert de $N_{0}$ .

D\’EMONSTRATION. On a \’evidemment

$N_{k}\subset N_{0\cap}(1+\mathfrak{P}^{2k+1})\subset N_{0}\cap(1+\mathfrak{P}^{2k})$ .
Prenons un \’el\’ement $n=1+t^{k}a^{\prime}+\tau t^{k}b^{\prime}(a^{\prime}, b^{\prime}\in 0)$ dans $N_{0\cap}(1+\mathfrak{P}^{2k})$ . Puisque
$n\overline{n}=1$ , on a l’\’egalit\’e $2a^{\prime}+t^{k/2}a-t^{k+1}b^{\gamma 2}=0,$ $d’ 0\grave{u}a^{\prime}\in p^{k}$, et par cons\’equent
$a^{\prime}\in \mathfrak{p}^{2k+\mathfrak{l}}$ . On a donc $N_{k}\supset N_{0}\cap(1+\mathfrak{P}^{2k})$ .
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Soit ensuite $n=1+a^{\prime}+\tau t^{k}b(a^{\prime}\in \mathfrak{p}, b\in 0)$ dans $N_{0}$ . On a alors $2a^{\prime}+a^{\prime 2}$

$-t^{2k+1}b^{2}=0$. Puisque $a^{\prime}\in \mathfrak{p}$ , on a $a^{\prime}\in \mathfrak{p}^{2}$ . En proc\’edant successivement, on
atteint \‘a avoir $a^{\prime}\in p^{2k+1}$ . Soit finalement $n=1+t^{2k+1}a+\tau b^{\prime}\in N_{0}(a, b^{\prime}\in \mathfrak{o})$ . On
a alors 2 $t^{2k}a+t^{4k+1}a^{2}-b^{\prime 2}=0$, ce qui implique que $b^{\prime}\in p^{k}$, et d\’emontre le Lemme.

LEMME 2. Soit $k$ un entier non-negatif de \’ecrivons un \’el\’ement $n$ de $N_{k}$

sous la forme $1+t^{2k+1}a+\tau t^{k}b(a, b\in \mathfrak{o})$ . Alors l’application $n\rightarrow b$ est une bijection
de $N_{k}$ sur $\mathfrak{o}$ et applique $N_{k+1}$ sur $p$ . En particulier, $N_{k+1}$ est d’indice $q$ dans $N_{k}$ .
On $a$ en plus $2a\equiv b^{2}(mod p)$ .

D\’EMONSTRATION. Rappelons qu’un \’el\’ement $x$ dans $1+p^{\iota}(1$ \’etant un nom-
bre naturel) admet une seule racine carr\’ee dans $1+\mathfrak{p}^{\iota}$ , que 1‘on d\’esignera par
$\chi^{1/2}$ . L’egalit\’e $n\overline{n}=1$ \’equivaut \‘a l’\’egalit\’e $2a+t^{2k+1}a^{2}-b^{2}=0$ , d’o\‘u $2a\equiv b^{2}$ (mod

p). Cette \’egalit\’e, comme \’equation quadratique on $a$ , admet, pour tout $b$ donn\’e
dans $0$ , une seule solution dans $0$ :

$a=t^{-2k-1}[-1+(1+t^{2k+1}b)^{1/2}]$ .

Donc l’application $n\rightarrow b$ est bijective, et applique $N_{k+1}$ sur $\mathfrak{p}$ en vertu du Lemme
1, c). Le Lemme 2 est donc d\’emontr\’e.

Calculons d’abord la fonction de Bessel d’indice 1:

$J_{1}(z)=\int_{N_{0}}E(zn)dn$ .

Cette fonction \’etant radiale, il suffit de calculer $J_{1}(z)$ pour $z\in\Gamma U\{0\}$ .
TH\’EOR\‘EME 2. Pour $z\in K$, on a

$J_{1}(z)=\left\{\begin{array}{l}1 siz\in o,\\0 siz\not\in o.\end{array}\right.$

Pour $z=\tau y(y\in K)$ dans $\tau K$, on a

$J_{1}(z)=\left\{\begin{array}{l}1 siy\in o,\\q^{-l}E(z) si|y|=q^{2l+1},l\geqq 0,\\q^{-l}E(z)G(q,u) si|y|=q^{2l},l>0.\cdot\end{array}\right.$

o\‘u, dans la derni\‘ere ligne, $y=t^{-2l}u(u\in n)$ et $G(q, u)$ est une somme de Gauss
$du$ corps des restes $0/\mathfrak{p}$ :

$G(q, u)=\sum_{b\sigma_{-}omod \mathfrak{p}}e(t^{-1}ub^{2})$ .

D\’EMONSTRATION. Soit d’abord $z$ un \’el\’ement de O. Alors $E(zn)=1$ pour
tout $n\in N_{0}$ , d’o\‘u $J_{1}(z)=1$ .

Supposons ensuite que $z\in K,$ $z\not\in 0$ et posons $z=t^{-k}u(k>0, u\in\iota\downarrow)$ . On $ai$

alors
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$J_{1}(z)=\int_{A_{0}}.E(t^{-k}un)dn=q^{-k}\sum_{N_{k}n\in N_{0}mod}E(t^{-k}un)$ .

Cas $k=1$ . $J_{1}(z)=q^{-1}\sum_{n\in N_{0}mod N_{1}}E(t^{-1}un)$

$=q^{-1}\sum_{b\in on\backslash od\mathfrak{p}}e(t^{-1}2ub)=0$ ,

o\‘u on a \’ecrit $n=1+ta+\tau b(a, b\in 0)$ .
Cas $k>1$ . $ J_{1}(z)=q^{-k}\sum_{n\in N0^{mod N_{k-1}}}\eta$

}
$\in N_{l-1}\sum_{mod N_{k}}E(t^{-k}unm)$ .

Ecrivons $m=1+t^{2k-1}c+\tau t^{k-1}d(c, d\in 0)$ . On a alors

$\sum_{m\in N_{k-1}mod N_{k}}E(t^{-k}unm)=E(t^{-k}un)\sum_{a\in omod b}e(t^{-1}2ud)=0$
,

d’o\‘u $J_{1}(z)=0$ .
Soit ensuite $z=\tau y(y\in K, y\not\in 0)$ et posons $y--t^{-k}u(k>0, ueu)$ . On a

comme ci-dessus

$J_{1}(z)-q^{\sim k}\sum_{n\in N_{0}mod N_{k}}E(zn)$ .

Cas $k=1$ . $J_{1}(z)=q^{-1}\sum_{n\in N_{0}mod N_{1}}E(t^{-1}un)=E(z)$ .

Cas $k>1$ . L’\’egalit\’e
$\sum_{m\in N_{k-1}mod N_{k}}E(znm)=qE(zn)$

entraine la formule

$J_{1}(z)=q^{1-k}\sum_{n\in N0^{mod N_{k-1}}}E(zn)$ .
Mettons un Lemme.
LEMME 3. Soient $0\leqq i<j,$ $i+j=k-1$ . On $a$ alors les formules suivantes:

$\sum_{n\in N_{l}mod N_{\int}}E(zn)=\left\{\begin{array}{l}E(z)G(q,u) sii+l=j,\\qE(z) sii+2=j,\\q \Sigma E(zn) sii+2<j.\end{array}\right.n\in N_{i+1}mod N$

D\’EMONSTRATION. Ecrivons $n=1+t^{2i+1}a+\tau t^{t}b(a, b\in 0)$ .

a) $\iota+1=$ ].
$n\subset N_{x}ndN_{j}n\in N_{i}\sum_{1O}E(zn)=E(z)\sum_{mod N_{j}}e(t^{-1}2ua)$

$=E(z)\sum_{0b\in omod}e(t^{-1}ub^{2})=E(z)G(q, u)$ .

Supposons que $i+2\leqq j$ . Soit $m$ un \’el\’ement g\’en\’erique de $N_{j-1}mod N_{J}$ et
\’ecrivons $m=1+t^{2j-1}c+\tau t^{j-1}d(c, d\in \mathfrak{o})$ . On a alors
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$\sum_{m\in N_{j-1}mod N_{f}}E(znm)=E(zn)\sum_{d\in 0mod \mathfrak{p}}E(t^{j-k}und)$

$=E(zn)\Sigma e(t^{-1}2ubd)a\in omod \mathfrak{p}=\left\{\begin{array}{l}qE(zn) sin\in N_{i+1}\\0 sinC_{-}N_{i+l}.\end{array}\right.$

b) $i+2=j$. $\sum_{n\in N_{i}mod N_{\dot{7}}}E(zn)=_{n\in N_{i}}\sum_{mod N_{i-l}}\sum_{m\in N_{f-1}mod N_{f}}E(\tau t^{-k}unm)=qE(z)$
.

c) $t+2<j$ . $\sum_{n\in N_{i}mod N_{\dot{7}}}E(zn)=\sum_{n\in N_{i}mod N_{f-1}}\sum_{m\in N_{j-1}mod N_{\dot{f}}}E(znm)$

$=q\sum_{n\in N_{i+1}mod N_{j-1}}E(zn)$ .

Le Lemme 3 est donc d\’emontr\’e.
Suite de la d\’emonstration du Th\’eor\‘eme 2.
Cas $k-2l+1(1>0)$ . On obtient par l’application successive du Lemme 3

$J_{1}(z)=q^{1\rightarrow k}\sum E(zn)=q^{-l-1}\sum_{nn\in N_{0^{mod N_{k-1}}}\in N_{l-1}mod N_{l+1}}E(zn)=q^{-l}E(z)$ .

Cas $k=2l(1>0)$ . On obtient encore par l’application successive du Lem-
me 3

$J_{1}(z)=q^{1-k}\sum_{n\in N_{0}mod N_{k-1}}E(zn)-q^{-\ell}\sum_{n\in N_{l-1}mod N_{\mathfrak{l}}}E(zn)=q^{\rightarrow\iota}E(z)G(q, u)$ .

Le Th\’eor\‘eme 2 est donc \’etabli.

Le reste du \S 3 est consabre’ au calcul des fonctions de Bessel d’indices
non-triviaux, dont le r\’esultat n’est d’ailleurs pas complet.

LEMME 4. Soit $n$ un \’el\’ement g\’en\’erique de $N_{k-1}(k>0)$ et icrivons $n=$

$1+t^{2k-1}a+\tau t^{k-1}b(a, b\in 0)$ . Alors l’application $n\rightarrow b$ de $N_{k-1}$ sur $0$ induit un iso-
morphisme de $N_{k-1}/N_{k}$ sur $0/p$ . En particulier, un caract\‘ere $\chi$ de $N_{k-1}$ qui est
trivial sur $N_{k}$ induit un caract\‘ere de $0$ qui est trivial sur $p$ .

DBMONSTRATION. On connait d\’ej\‘a que 1‘application $n\rightarrow b$ applique $N_{k}$ sur
$\mathfrak{p}$ (Lemme 2). Soient $n_{1},$ $n_{2}$ des \’el\’ements de $N_{k-I}$ et \’ecrivons $n_{i}=1+t^{2k-1}a_{i}+\tau t^{k-1}b_{i}$

$(a_{i}, b_{i}\in 0, i=1,2)$ . Montrons d’abord que $n_{1}\equiv n_{2}(mod N_{k})$ si et seulement si
$b_{1}\equiv b_{2}(mod p)$ . Soit $n_{1}=n_{2}n_{a}(n_{8}\in N_{k-1})$ et \’ecrivons $n_{\$}=1+t^{2k-1}a_{3}+\tau t^{k-1}b_{8}$

$(a_{a}, b_{3}\in \mathfrak{o})$ . On a facilement $b_{1}\equiv b_{2}+b_{a}(mod \mathfrak{p})$ et notre assertion se d\’eduit du
Lemme 1.

Soient ensuite $n_{\iota},$ $n_{2}$ des \’el\’ements de $N_{k-1}$ et soit $n_{0}$ P\’el\’ement de $N_{k\rightarrow 1}$ de
la forme $1+t^{2k-1}a_{0}+\tau t^{k-1}(b_{1}+b_{2})$ . L’assertion ci-dessus implique que $n_{1}n_{2}\equiv n_{0}$

$(mod N_{k})$ , d’o\‘u le Lemme.
Calculons la fonction de Bessel d’indice $\chi$ ( $\chi$ : non-trivial):

$J_{\chi}(z)=\int_{N\sigma}E(zn)\overline{\chi(n)}dn$ .

La famille de sous-groupes $\{N_{k}\}$ forme un syst\‘eme fondamental de voisi-
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ages de l’\’el\’ement neutre de $N_{0}$ . Il existe donc un nombre naturel $h$ (dit “ con-
ducteur” du caract\‘ere $\chi$) tel que $\chi$ soit trivial sur $N_{h}$ et nontrivial sur $N_{h-1}$ .

Rappelons que les caract\‘eres $e_{v}$ de $\mathfrak{o}:x\rightarrow e(t^{-1}vx)(v\in 0)$ \’epuisent tous les
caract\‘eres de $0$ qui est trivial sur $p$ . Le Lemme 4 implique qu’il existe un
\’el\’ement non-nul $v$ de $\mathfrak{v}$ d\’etermin\’e modulo $\mathfrak{p}$ tel qu’on ait

$\chi(n)=e(t^{-1}vb)$

pour tout $n=1+t^{2h-1}a+\tau t^{h-1}b(a, b\in 0)$ dans $N_{h-1}$ . R\’eservons dans ce qui suit
la lettre $v$ toujours pour cet usage.

TH\’EOR\‘EME 3. Pour un \’el\’ement 2 dans $K$, on a

$[x(z)=\left\{\begin{array}{l}0 si|z|\neq q^{h}\\1 siz=t^{-1}u(u\in\iota\iota),2u\equiv v(modp)\\q^{1-h}\sum_{n\in N_{0^{modN_{h-1}}}}E(zn)\overline{\chi(n)} siz=t^{-h}u(h>1,u\in\iota\iota)2u\equiv v(modp1\\0 siz=t^{-h}u(u\in\iota\downarrow),2u\not\equiv v(modp).\end{array}\right.$

Pour un \’el\’ement $z=\tau t^{-k}u(u\in n)$ dans $\tau K$, la fonction $J_{\chi}(z)$ est donn\’ee par la
table suivante:

Ici, $n_{0}$ est l’\’el\’ement de $N_{0}$ de la forme $1+ta+\tau 2^{-1}u^{-1}v(a\in 0)$ .
D\’EMONSTRATION. Supposons d’abord $z\in K$. Si $z\in 0$ , on a

$J_{\chi}(z)=\int_{N_{0}}\overline{\chi(n)}dn=0$ .

Soit $2\not\in 0$ et posons $z=t^{-k}u(u\in n, k>0)$ . Si $k<h$ , on a
$\int_{N_{k}}E(znm)\overline{\chi(nm)}dm=E(zn)\overline{\chi(n)}\int_{N_{k}}\overline{\chi(m)}dm=0$, d’o\‘u $J_{x}(z)=0$. Si $k\geqq h$ , on a

$\int_{N_{k}}E(znm)\overline{\chi(nm)}dm=q^{-k}E(zn)\overline{\chi(n)}$, et par suite

$J_{\chi}(z)=q^{-k}\sum_{mn\in N_{()}odN_{k}}E(zn)\overline{\chi(n)}$ .
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Si $k>h$ , on a, en \’ecrivarlt $m=1+t^{2k-1}c+\tau t^{k-1}d(c, d\in 0)$,

$\sum_{m\in N_{k^{\wedge}1}mod N_{k}}E(znm)\overline{\chi(nm)}=E(zn)\overline{\chi(n)}\sum_{b\in omod \phi}e(t^{-1}2ud)=0$ ,

d’o\‘u $J_{\chi}(z)=0$ .
Si $k=h$ , on a

$\sum_{m\in N_{h-1}mod N_{h}}E(znm)\overline{\chi(nm)}=E(zn)\overline{\chi(n)}_{\Pi}\sum_{0mod \mathfrak{p}}e(t^{-1}2ud)e(-t^{-1}vd)$

$=|qE(zn)\overline{\chi(n)}0$ $sisi2u\equiv v2u\not\equiv v(mod p)(mod \mathfrak{p})$

,

d’o\‘u r\’esulte la premi\‘ere moiti\’e du Th\’eor\‘eme.
Supposons ensuite $z=\tau y(y\in K)$ . Si $y\in 0$ , on a

$J_{\chi}(z)=\int_{N_{0}}\overline{\chi(n)}dn=0$ .

Soit $yeo$ et posons $y=t^{-k}u(u\in n, k>0)$ . On a, pour tout $n$ dans $N_{0}$ ,

$\int_{N_{k}}E(znm)\overline{\chi(nm)}dm=E(zn)\overline{\chi(n)}\int_{N_{k}}\overline{\chi(m})dm=\{qE(zn)^{\frac{<h}{\chi(n)}}0_{-k}sik$

si $k\geqq h$ .
On a donc $J_{\chi}(z)=0$ si $k<h$ . Si $k\geqq h$ , on a pour tout $n$ dans $N_{0}$

$m\in N_{k-1}mod N_{k}\Sigma E(znm)\overline{\chi(nm)}=E(zn)\overline{\chi(n_{m\not\in N_{k-1}mod N_{k}})}\Sigma\overline{\chi(m})$

$=\{0sik=hqE(zn)\overline{\chi(n)}$

si $k>h$ ,

d’o\‘u $J_{\chi}(z)=0$ si $k\leqq h$ . Supposons d\’esormais que $k>h$ . On a alors

$J_{\chi}(z)=q^{1-k}\sum_{n\in N_{0^{mod N_{k-1}}}}E(zn)\overline{\chi(n)}$ .

Mettons un lemme qui g\’en\’eralise le Lemme 3.
LEMME 5. Soient $0\leqq i<j,$ $i+j=k-1,$ $j\geqq h$ et

$A_{i,j}(z)=\sum_{n\in N_{i}mod N_{f}}E(zn)\overline{\chi(n)}$ .

Alors $A_{i,j}(z)$ est donn\’e par la table suivante:

$|_{\overline{\frac{--\frac{+1}{+2}--i=ji=j}{i+2<j}}}\overline{|_{\frac{qE(z)}{qA_{i+1,j-1}(z)}}^{\frac{j>h}{E(z)G(q,u)}}\frac|_{\frac{E(z)e(-t^{-1}4^{-1}u^{-1}v_{0^{2}})G(q,u)qE(zn_{0})\overline{\chi(n})-}{qA_{i+1,j-1}(zn_{0})---}}^{\frac{j=h}{\frac}}|}$
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D\’EMONSTRATION. Ecrivons $n=1+t^{2\iota+1}a+\tau t^{t}b(a, b\in 0)$ .
a) $i+1=J$ . $A_{\iota,;}(z)=E(z)\Sigma e(t^{-1}ub^{2})\overline{\chi(n)}b\in omod \mathfrak{p}$

Cas $j>h$ . $A_{i,j}(z)=E(z)G(q, u)$ .
Cas $J=h$ . $A_{i,j}(z)=E(z)\sum_{b\in omod \mathfrak{v}}e(t^{-1}ub^{2})e(-t^{-1}vb)$

$=E(z)e(-t^{-1}4^{-1}u^{-1}v^{2})G(q_{J}u)$ .
Supposons ensuite que $i+2\leqq j$ . Soit $m$ un \’el\’ement g\’en\’erique de $N_{f-1}$

modulo $N_{j}$ et \’ecrivons $m=1+t^{2j-1}c+\tau t^{f\leftarrow 1}d(c, d\in 0)$ . On a alors

$m\in N_{J^{\leftarrow 1}}mod N_{f}\Sigma E(znm)\overline{\chi(nm)}=E(zn)\overline{\chi(n)}a\sum_{e\in omod_{r^{\prime}}}E(t^{j-k}und)\overline{\chi(m})$

$=E(zn)\overline{\chi(n})\sum_{a\in omod \nu}e(t^{-1}2ubd)\overline{\chi(m})$

$=\left\{\begin{array}{l}E(zn)\overline{\chi(n)}\sum_{d\in omod\mathfrak{p}}e(t^{-1}2ubd) sij>h,\\E(zn)\overline{\chi(n)}\sum_{a\in omod\mathfrak{p}}e[t^{-1}(2ub-v)d] sij=h\end{array}\right.$

$=\left\{\begin{array}{l}Casj>h|qE(zn)\chi(n)0\\Casj=h|qE(zn)\overline{\chi(n)}0\end{array}\right.$
$sisisisib_{2}0(mod p)b\not\equiv 0(mod p)2_{ub\not\equiv v(mod p)}^{\equiv_{ub\equiv v(mod \mathfrak{p})}}$

d’o\‘u le Lemme.
L’application successive du Lemme 5 \‘a la formule

$f_{\chi}(z)=q^{1-k}\sum_{n\in N0^{mod N_{k-1}}}E(zn)\overline{\chi(n})$

entraine le Th\’eor\‘eme 3.

Appendice.

Soit $G$ un groupe commutatif, localement compact et d\’enombrable \‘a 1‘infini.
D\’esignons par $L^{2}(G)$ l’espane hilbertien des fonCtions sur $G$ de carr\’e int\’egrable
par rapport \‘a une mesure de Haar $dx$ . Pour une fonction mesurable born\’ee
$\varphi$ sur $G,$ $M_{\varphi}$ d\’esignera l’op\’erateur born\’e dans $L^{2}(G)$ d\’efini par la formule
$M_{\varphi}f(x)=\varphi(x)f(x)(f\in L^{2}(G))$ .

LEMME 6. Soit A un op\’erateur born\’e dans $L^{2}(G)$ qui commute avec $M_{\chi}$

pour tout caract\‘ere unitaire $\chi$ de G. Il existe alors une fonction mesurable
born\’ee $a(x)$ telle qu’on ait $A=M_{a}$ .

$D6MONSTRATION$ . $1^{o}$ . Soient $L^{1}(G)$ Pespace des fonctions int\’egrables sur
$G$ et $L^{\infty}(G)$ l’espace des fonctions mesurables born\’ees sur $G$ . Alors $L^{\infty}(G)$ est
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l’espace dual de $L^{1}(G)$ .
Si $f$ est une fonction dans $L^{1}(G)$ telle que $\int_{G}f(x)\chi(x)=0$ pour tout caract\‘ere

unitaire $\chi$ de $G$ , alors le th\’eor\‘eme d’unicit\’e de la transformation de Fourier
implique que $f=0$. Rappelons que tout sous-espace faiblement ferm\’e dans
1‘espace dual d’un espace localement convexe $L$ est 1‘annulateur d’un sous-espace
ferm\’e dans $L$ (voir par exemple Naimark [4], p. 65). Par cons\’equent, les
$caracteres\backslash $ de $G$ engendrent lin\’eairement un sous-espace $S$ partout dense dans
$L^{\infty}(G)$ . Ceci equivaut \‘a dire que pour toute fonction $\varphi$ dans $L^{\infty}(G)$, il existe
une suite de fonctions $\{\chi_{n}\}$ dans $S$ telle qu’on ait

$\int_{a}\varphi(x)f(x)dx=\lim_{n\rightarrow\infty}\int_{G}\chi_{n}(x)f(x)dx$

pour toute fonction $f$ dans $L^{1}(G)$ .
Pour deux fonctions $f,$ $g$ dans $L^{2}(G)$ , les fonctions $f(x)\cdot\overline{A^{*}g(x})$ et $Af(x)\cdot\overline{g(x)}$

appartiennent \‘a $L^{1}(G)$ , o\‘u $A^{*}$ est 1‘operateur adjoint de $A$ . On a par consequent

$(AM_{\varphi}J, g)---(M_{\varphi}f, A^{*}g)=\int_{G}\varphi(x)f(x)\overline{A^{*}g(x})dx$

$=\lim\int_{G}\chi_{n}(x)f(x)\overline{A^{*}g(x})dx=\lim(M_{\chi_{n}}f, A^{*}g)$

$=\lim(AM_{x_{n}}f, g)=\lim(M_{\chi_{n}}Af, g)$

$=\lim\int_{G}\chi_{n}\phi x)Af(x)\cdot\overline{g(x)}dx$

$=\int_{G}\varphi(x)Af(x)\cdot\overline{g(x)}dx=(M_{\varphi}Af, g)$ .

On a donc d\’emontr\’e que l’op\’erateur $A$ commute avec $M_{\varphi}$ pour toute fonction
$\varphi$ dans $L^{\infty}(G)$ .

$2^{Q}$ . Soit $\{G_{n}\}_{n=1,2},\cdots$ une suite de sous-espaces compacts de $G$ telle que

$G_{n}\subset G_{n+1}$ et $G=\bigcup_{n=1}^{\infty}G_{n}$ . Soit $e_{n}$ la fonction caract\’eristique de $G_{n}$ et posons

$a(x)=Ae_{n}(x)$ pour $x$ dans $G_{n}$ . La fonction $a$ sur $G$ est bien-d\’efinie, parce que
1‘on a $e_{n}=e_{n}e_{m}$ pour $n\leqq m$ et que l’on a par cons\’equent $Ae_{n}(x)=A(e_{n}e_{m})(x)$

$=e_{n}(x)Ae_{m}(x)=Ae_{m}(x)$ pour $x$ dans $G_{n}$ .
Il existe une fonction continue, partout positive, born\’ee et de carr\’e int\’e-

grable $f_{0}$ sur $G$ . On a alors $a(x)=Af_{0}(x)/f_{0}(x)$ . En effet, pour $x$ dans $G_{n}$, on a

$f_{0}(x)a(x)=f_{0}(x)Ae_{n}(x)=A(f_{0}e_{n})(x)=e_{n}(x)Af_{0}(x)=Af_{0}(x)$ .
Pour une fonction continue $\varphi$ \‘a support compact, la fonction $\varphi(x)/f_{0}(x)$ est
born\’ee, d’o\‘u
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$A\varphi(x)=A(\frac{\varphi}{f_{0}}f_{0})(x)=\frac{\varphi(x)}{f_{0}(x)}Af_{0}(x)=\frac{\varphi(x)}{f_{0}(x)}a(x)f_{0}(x)=a(x)\varphi(x)$ .
$L$ ‘espace des fonctions continues \‘a support compact etant partout dense dans
$L^{2}(G)$ , il en r\’esulte que $A=M_{a}$ .

Il suffit donc de montrer que la fonction $a$ est bornee. Soit $N$ la norme
de Pop\’eratour $A$ :

$N=\sup_{\varphi\neq\theta}\frac{\Vert A\varphi\Vert}{||\varphi||}$ .

Soient $G_{0}$ l’ensemble des \’el\’ements $x$ dans $G$ tels que $|a(x)|\geqq N+1$ et $\varphi_{n}$ la
fonction caract\’eristique de $G_{0}\cap G_{n}$ . Les fonctions $\varphi_{n}$ sont born\’ees, \‘a support
compact et de carr\’e int\’egrable. On a alors

$(N+1)^{2}\mu(G_{0}\cap G_{n})=(N+1)^{2}\int_{G_{0}}|\varphi_{n}(x)|^{2}dx\leqq\int_{c_{0}}|a(x)\varphi_{n}(x)|^{2}dx$

$\leqq\int_{0}|A\varphi_{n}(x)|^{2}dx\leqq N^{2}\int_{\zeta,},$ $|\varphi_{n}(x)|^{2}dx=N^{2}\mu(G_{0}\cap G_{n})$

o\‘u $\mu(G_{0\cap}G_{n})$ est la masse totale de 1‘ensemble $G_{0}\cap G_{n}$ . D’o\‘u r\’esulte que
$\mu(G_{0}\cap G_{n})=0$ pour tout $n$ , ce qui implique que $\mu(G_{0})=0$. La fonction $a(x)$

est donc born\’ee et le Lemme 6 est d\’emontr\’e.

Universit\’e de Tokyo
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