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1. Pr\’esentation des r\’esultats.

Soient $k$ un corps quadratique imaginaire, $p$ un nombre premier impair et
$K/k$ une extension cyclique de degr\’e $p$ . Soit $G=Gal(K/k)$ . On note $h_{K}$ (resp.
$h_{k})$ le nombre de classes, $E_{K}$ (resp. $E_{k}$ ) le groupe des unit\’es de $K$ (resp. de $k$ ),

$\mu_{K}$ (resp. $\mu_{k}$ ) son sous-groupe de torsion et $w_{K}$ (resp. $w_{k}$ ) l’ordre de $\mu_{K}$ (resp.

de $\mu_{k}$ ). On plonge tous les corps consid\’er\’es dans $C$ et pour tout entier $m$ , on
pose $\zeta_{m}=\exp(2\pi i/m)$ .

THEOREME $1^{*}$ a) $h_{K}/h_{k}$ est norme d’un id\’eal de $Z[\zeta_{p}]$ . b) Pour que
$E_{K}/\mu_{K}$ soit $Z[G]$ -monog\‘ene, il suffit (resp. il faut) que tout (resp. au moins un)

id\’eal de $Z[\zeta_{p}],$ de norme $(h_{K}\cdot w_{k})/(h_{k}\cdot w_{K})$ soit Principal.
Un th\’eor\‘eme analogue a \’et\’e \’etabli par A. Brumer [1], pour $k=Q;$ la

m\’ethode suivie ici s’inspire d’ailleurs de celle de [1]. Le r\’esultat a) peut \^etre

\’etabli directement et est connu dans un cadre g\’en\’eral.
La d\’emonstration du th\’eor\‘eme 1 est faite aux \S 2 et 3. Au \S 4, on retrouve

des r\’esultats de N. Moser, dans le cas o\‘u $K/Q$ est di\’edrale. Au \S 5, on \’etudie

le cas o\‘u l’extension $K$ est ab\’elienne sur $Q$ . Si $F$ est son sous-corps r\’eel
maximal, on compare la th\’eorie pour $K/k$ \‘a celle pour $F/Q$ au moyen de [2].

Enongons tout de suite le lemme:
LEMME. On a $w_{K}=w_{k}$ , sauf si l’extension $K/k$ est $Q(\zeta_{9})/Q(\zeta_{3})$ (on $a$ alors

$w_{K}=3w_{k})$ ou $Q(\zeta_{l})/Q(\sqrt{-}1)$ (on $a$ alors $w_{K}=lw_{k}$ ) avec $1=2p+1$ et 1 premier.
DEMONSTRATION. Si un nombre premier 1 divise $w_{K}/w_{k}$ , on a $Q(\zeta_{l})\subseteqq K$,

d’o\‘u $1=3$ ou $2p+1;$ le lemme en r\’esulte aussit\^ot.

2. Cas ramifi\’e.

Soient $f$ le conducteur de $K/k,$ $f$ le plus petit entier rationnel $>0$ contenu
dans $\mathfrak{f}$ et $e(\mathfrak{f})$ le nombre d’\’el\’ements de $\mu_{k}$ congrus \‘a 1 modulo $\mathfrak{f}$ . Designons par
$I$ l’id\’eal d’augmentation de $Z[G]$ et par $J$ l’annulateur du $Z[G]$ -module $\mu_{K}$ .
Posons

*Ceci r\’epond \‘a une question de J. J. Payan pos\’ee lors de la soutenance de th\‘ese de
N. Moser.
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$\varphi_{K}=\prod\varphi_{f}(C)$ ,

o\‘u $\varphi_{f}(C)$ est d\’efini comme dans [6, \S 2.2]; le produit est pris sur le noyau de
l’application de r\’eciprocit\’e $Cl(\mathfrak{f})\rightarrow G$ , avec $Cl(\mathfrak{f})$ groupe des classes de rayon $\mathfrak{f}$ de
$k$ . En \’etendant par multiplicativit\’e l’action de $G$ sur $E_{K}$ , on d\’efinit $\varphi_{K}^{u}$ pour
$u\in Z[G]$ . Si $u$ est dans $I\cap J,$ $\varphi_{K}^{u}$ est une puissance d’ordre $12fe(t)$ dans $E_{K}$ ;
posons

$\Omega_{K}=\{x\in E_{K}|x^{12fe(\uparrow)}\in\varphi_{K}^{I\cap J}\}$ .
D’apr\‘es [3], on sait que $[E_{K} : \mu_{K}\Omega_{K}]=h_{K}/h_{k}$ et on voit que [I: $I\cap J$] $=w_{K}/w_{k}$ .
Consid\’erons l’application $Q[G]\rightarrow Q[\zeta_{p}]$ d\’efinie en envoyant un g\’en\’erateur $g$ de
$G$ sur $\zeta_{p}$ ; elle d\’efinit des isomorphismes

$I\rightarrow^{\sim}(\zeta_{p}-1)\cdot Z[\zeta_{p}]$ , $I\cap J\rightarrow^{\sim}(\zeta_{p}-1)\cdot \mathfrak{L}$ ,

avec $\sim f$’ id\’eal entier de $Z[\zeta_{p}]$ , de norme $w_{K}/w_{k}$ . On a donc aussi un isomor-
phisme

$\mu_{K}\Omega_{K}/\mu_{K}\rightarrow^{\sim}(\zeta_{p}-1)\cdot \mathfrak{L}$

envoyant la classe de $\varphi fi^{-1}$ sur $12fe(\mathfrak{f})\cdot(\zeta_{p}-1)$ . Cet isomorphisme se prolonge de
$fa\xi:on$ unique en un isomorphisme

$\phi_{K}$ : $E_{K}/\mu_{K}\rightarrow^{\sim}\mathfrak{A}_{K}$ ,

avec $\mathfrak{A}_{K}$ id\’eal fractionnaire de $Z[\zeta_{p}]$ . Posons $\mathfrak{B}_{K}=(\zeta_{p}-1)\cdot \mathfrak{A}_{K}^{-1}$ ; la norme de
$\mathfrak{L}\cdot \mathfrak{B}_{K}$ est $h_{K}/h_{k}$ , d’o\‘u la partie a) du theor\‘eme 1. La partie b) r\’esulte de ce
que $E_{K}/\mu_{K}$ est $Z[G]$ -monog\‘ene si et seulement si $\mathfrak{B}_{K}$ est principal et de ce
que la norme de $\mathfrak{B}_{K}$ est $(h_{K}w_{k})/(h_{k}w_{K})$ .

3. Cas non ramifi\’e.

D\’esignons par $I$ l’id\’eal d’augmentation de $Z[G]$ et par $J1’ id\acute{e}al\{\sum n(s)\cdot s$

$\in Z[G]|\Pi s^{n(s)}=1\}$ . Pour $s\in G$ , posons
$\delta_{K}(s)=\Pi\delta(C)$

o\‘u $\delta(C)$ est d\’efini comme dans [6, \S 3.1]; le produit est pris sur toutes les
classes absolues d’id\’eaux de $k$ dont l’image par l’application de r\’eciprocit\’e est
$s$ . Prolongeons $\delta_{K}$ par multiplicativit\’e \‘a $Z[G]$ . Pour $u\in I\cap J,$ $\delta_{K}(u)$ est une
puissance d’ordre $h_{k}\cdot w_{k}$ dans $E_{K}$ ; posons

$\Omega_{K}=\{x\in E_{K}|x^{h_{k}\cdot w_{k}}\in\delta_{K}(I\cap J)\}$ .
D’apr\‘es [6, \S 3], on sait que $[E_{K} : \mu_{K}\Omega_{K}]=12^{p-1}\cdot p\cdot(h_{K}/h_{k})\cdot(w_{k}/w_{K})$ et que
[I: $I\cap J$ ] $=p$ . D’apr\‘es le lemme du \S 1, on a ici $w_{k}=w_{K}$ . Pour $g$ g\’en\’erateur
de $G$ , consid\’erons l’application de $Q[G]$ dans $Q(\zeta_{p})$ qui envoie $g$ sur $\zeta_{p}$ . Elle
d\’efinit des isomorphismes

$I\rightarrow(\zeta_{p}-1)\cdot Z[\zeta_{p}]$ , $I\cap J\rightarrow(\zeta_{p}-1)^{2}\cdot Z[\zeta_{p}]$ .
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On a donc aussi un isomorphisme

$\mu_{K}\Omega_{K}/\mu_{K}\rightarrow(\zeta_{p}-1)^{2}Z[\zeta_{p}]$ ,

envoyant la classe de $\delta_{K}(g^{2}-2g+1)$ sur $h_{k}\cdot w_{k}\cdot(\zeta_{p}-1)^{2}$ . Cet isomorphisme se
prolonge de fagon unique en un isomorphisme

$\phi_{K}$ : $E_{K}/\mu_{K}\rightarrow \mathfrak{U}_{K}$ ,

avec $\mathfrak{A}_{K}$ ideal fractionnaire de $Z(\zeta_{p})$ . Posons $\mathfrak{B}_{K}=(\zeta_{p}-1)\cdot(12\mathfrak{A}_{K})^{-1}$ . Ainsi,
$h_{K}/h_{k}$ est la norme de $\mathfrak{B}_{K}$ ; de plus $\mathfrak{B}_{K}$ est principal si et seulement si $E_{K}/\mu_{K}$

est $Z[G]- monog\grave{e}ne,$ $d’ 0\grave{u}$ le th\’eor\‘eme 1 dans le cas non ramifi\’e.

4. Cas di\’edral.

Supposons de plus que $K$ soit une extension di\’edrale de $Q$ . Notons $t$ la
conjugaison complexe. Si $K/k$ est ramifi\’ee, avec les notations du \S 2, on a
$t\cdot f=f$ et $t\cdot\varphi_{f}(C)=\varphi_{f}(t\cdot C)$ si $C\in Cl(\mathfrak{f})$ ; on voit alors que $t\cdot\varphi_{K}=\varphi_{K}$ , d’o\‘u

$t\cdot\varphi_{K}^{s}=(ts)\cdot\varphi_{K}=(s^{-1}\cdot t)\cdot\varphi_{K}=p_{K}^{-1}$

De m\^eme dans le cas non ramifi\’e, on a $t\cdot\delta(C)=\delta(t\cdot C)$ pour $C$ classe absolue
d’id\’eaux d’o\‘u pour $s\in G$

$t(\delta_{K}(s))=\delta_{K}(s^{-1})$ .
Ceci prouve que les isomorphismes $\phi_{K}$ des \S 2 et 3 sont compatibles avec
l’action de $t$ sur $E_{K}$ et $Q(\zeta_{p})$ . Ainsi $\mathfrak{A}_{K}$ est un id\’eal de $Q(\zeta_{p})$ invariant par $t$ .
En identifiant la multiplication par un g\’en\’erateur fix\’e $g$ de $G$ \‘a celle par $\zeta_{p}$ ,

on munit $Q(\zeta_{p})$ et ses id\’eaux fractionnaires d’une action de $Z(Gal(K/Q))$ .
THEOREME 2. Si $K/Q$ est une extension di\’edrale, $E_{K}/\mu_{K}$ est $ Z(Gal(K/Q))\leftarrow$

isomorPhe \‘a $(1-\zeta_{p})^{\epsilon}\cdot \mathfrak{A}_{K}^{+}\cdot Z[\zeta_{p}]$ o\‘u $\mathfrak{A}_{K}^{+}$ d\’esigne un id\’eal $du$ sous corPs r\’eel

maximum de $Q(\zeta_{p})$ et o\‘u $\epsilon$ vaut $0$ ou 1. De plus $\epsilon$ vaut $0$ si et seulement si la
puissance de $P$ dans $(h_{K}\cdot w_{k})/(h_{k}\cdot w_{K})$ est impaire.

DEMONSTRATION. La structure de $E_{K}/\mu_{K}$ provient imm\’ediatement des con-
sid\’erations pr\’ec\’edentes et la valeur de $\epsilon$ s’obtient en consid\’erant la norme de
$\mathfrak{A}_{K}$ .

Ce th\’eor\‘eme redonne des r\’esultats de [5].

5. Cas ab\’elien.

Supposons maintenant $K$ ab\’elien sur $Q$ , on a alors $E_{K}/\mu_{K}=E_{F}/\{\pm 1\}$ , cf.
[4] Satz 24, o\‘u $E_{F}$ d\’esigne le groupe des unit\’es du sous-corps r\’eel maximum
$F$ de $K$ ; de plus l’extension $K/k$ est ramifi\’ee. Il est donc \’equivalent de dire
que $E_{K}/\mu_{K}$ est $Z[G]$ -monog\‘ene ou que $E_{F}/\{\pm 1\}$ l’est. La condition “

$\mathfrak{B}_{K}$ est
principal “ est donc \’equivalente \‘a la condition analogue de [1]. Rappelons celle-
ci. Soit $f_{0}$ le conducteur de $F$ et posons
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$\theta_{F}=[N_{Q(\zeta_{f_{0}})/F}(1-\zeta_{f_{0}})]^{1/2}$ .
Le groupe des unit\’es cyclotomiques de $F$, cf. [4], est $\theta_{F}^{t}$ et on a un isomorphisme

$\theta_{F}^{I}\rightarrow^{\sim}(\zeta_{p}-1)\cdot Z[\zeta_{p}]$ ,

qui se prolonge \‘a $E_{F}/\{\pm 1\}=E_{K}/\mu_{K}$ de $fa\sigma on$ unique en un isomorphisme

$\phi_{F}$ : $E_{K}/\mu_{K->}-\mathfrak{A}_{F}$ ,

avec $\mathfrak{A}_{F}$ id\’eal fractionnaire de $Q(\zeta_{p})$ . Posons $\mathfrak{B}_{F}=(\zeta_{p}-1)\cdot \mathfrak{A}_{F}^{-1}$ : sa norme est
\’egale au nombre $h_{F}$ de classes de $F$ et $E_{K}/\mu_{K}$ est monog\‘ene si et seulement si
$\mathfrak{B}_{F}$ est principal.

Soit $\theta$ le caract\‘ere de Dirichlet d\’efini par $k/Q$ et $f_{1}$ le conducteur de $K/Q$ .
$D’ apr\grave{e}s[2]$ corollaire du th\’eor\‘eme 2, on a

$\mu_{K}\cdot\Omega_{K}=\mu_{K}\cdot\theta_{F}^{(I\cap J)\cdot\alpha}$ avec $\alpha=\sum_{s\in G}\alpha(s)\cdot s^{-1}$ ;

on a pos\’e $\alpha(s)=\sum B_{1}(\frac{a}{f_{1}})$ o\‘u $B_{1}(X)=X-(1/2)$ et o\‘u dans la somme, a parcourt

l’ensemble des entiers de 1 \‘a $f_{1}$ , premiers \‘a $f_{1}$ et tels que la restriction \‘a $K$ de
l’automorphisme $\zeta_{f_{1}}\rightarrow\zeta_{f_{1}}^{a}$ soit pr\’ecis\’ement $s$ . On v\’erifie imm\’ediatement que
$(I\cap J)\alpha$ est inclus dans $I$ ; avec les notations du \S 2, l’image de $\mu_{K}\cdot\Omega_{K}/\mu_{K}$ par
$\phi_{F}$ est $x\cdot(\zeta_{p}-1)\cdot \mathfrak{L}$ avec

$x=\sum_{i=0}^{p- 1}\alpha(g^{i})\cdot\zeta_{p}^{-i}$

Ainsi $\phi_{F}$ est \’egal \‘a $x$ fois le plongement $\phi_{K}$ de $E_{K}/\mu_{K}$ dans $Q(\zeta_{p})$ utilis\’e au
\S 2. On a donc $\mathfrak{B}_{K}=x\cdot \mathfrak{B}_{F}$ , ce qui fait le lien entre la condition du \S 2 et celle
de [1]. On peut retrouver par un calcul direct la valeur de la norme de $x$ :

$N(x)=\prod_{x\neq 1}(\sum_{s\in G}\chi(s)\cdot\alpha(s))$

$=\prod(\frac{1}{2}$
$\sum_{a=1,(a,f_{1})=1}^{f_{1}}\chi_{1}(a)\cdot B_{1}\left(\begin{array}{l}a\\f_{1}\end{array}\right))$

$=\pm(h_{K}\cdot w_{k})/(h_{F}\cdot h_{k}\cdot w_{K})$ .
Dans la premi\‘ere \’egalit\’e $\chi$ d\’ecrit l’ensemble des caract\‘eres non triviaux de $G$

et dans la deuxi\‘eme $\chi_{1}$ d\’ecrit l’ensemble des caract\‘eres de Dirichlet impairs $\neq\theta$

d\’efinis par $K/Q$ ; La derni\‘ere \’egalit\’e provient de la formule analytique du
nombre de classes, cf. [4], appliqu\’ee \‘a $K$ et $k$ .
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