
J. Math. Soc. Japan
Vol. 36, No. 4, 1984

Sur le dual d’un groupe de Lie r\’esoluble exponentiel

Par Hid\’enori FUJIWARA

(Regu le 28 oct., 1983)

\S 0. Introduction.

Soit $G$ un groupe de Lie r\’esoluble exponentiel, connexe et simplement
connexe, d’alg\‘ebre de Lie $\mathfrak{g}$ . $G$ agit dans l’espace dual $\mathfrak{g}^{*}$ de $\mathfrak{g}$ par la repr\’esen-
tation coadjointe et il est bien connu que le dual $\hat{G}$, l’ensemble des classes
d’\’equivalence des repr\’esentations unitaires irr\’eductibles, de $G$ est param\’etr\’e par
l’espace des orbites $\mathfrak{g}^{*}/G$ (cf. [1], [12]).

On munit $\hat{G}$ de la topologie de Fell [7] et $\mathfrak{g}^{*}/G$ de la topologie quotient.
Depuis que Kirillov [12] a annonc\’e cette m\’ethode des orbites dans la th\’eorie de
repre’sentations unitaires d’un groupe de Lie nilpotent, il est bien conjectur\’e que
l’application de Kirillov $\rho_{G}$ : $\mathfrak{g}^{*}/Garrow\hat{G}$ est un hom\’eomorphisme.

On va $y$ donner dans cette note un r\’esultat partiel: il existe dans $\mathfrak{g}^{*}/G$ une
partie ouverte partout dense o\‘u $\rho_{G}$ est un hom\’eomorphisme, et dont l’image par
$\rho_{G}$ est aussi ouverte dense dans $\hat{G}$ .

Groupons des r\’esultats connus sur cette conjecture.
1. L’application de Kirillov est continue [12], [14].

2. La conjecture est v\’erifi\’ee pour le cas nilpotent [4], [11].

3. Pour $f\in \mathfrak{g}^{*}$ , posons $\mathfrak{m}(f)=\mathfrak{g}(f)+[\mathfrak{g}, \mathfrak{g}]$ avec $\mathfrak{g}(f)=\{X\in \mathfrak{g};f([X, Y])=0$

quel que soit $Y\in \mathfrak{g}$}. On consid\‘ere la suite centrale descendante de $\mathfrak{m}(f)$ :

$\mathfrak{m}^{0}(f)=\mathfrak{m}(f)\supset \mathfrak{m}^{1}(f)=[\mathfrak{m}(f), \mathfrak{m}(f)]\supset\cdots\supset \mathfrak{m}^{k}(f)=[\mathfrak{m}(f), \mathfrak{m}^{k-1}(f)]\supset\cdots$ .

La conjecture est alors \’etablie \‘a condition que $f( \bigcap_{k=0}^{\infty}\mathfrak{m}^{k}(f))=0$ pour $f\in \mathfrak{g}^{*}$

quelconque [3].

4. Soit $\mathfrak{g}$ l’alg\‘ebre de Lie compl\‘etement r\’esoluble de dimension 4 d\’efinie
sur la base $(T, X, Y, Z)$ par les crochets $[T, X]=-X,$ $[T, Y]=Y,$ $[X, Y]=Z$ .
Alors $G=\exp \mathfrak{g}$ est le plus simple des groupes qui ne satisfont pas \‘a l’hypoth\‘ese
du r\’esultat pr\’ec\’edent. En faisant usage de la continuit\’e des caract\‘eres infini-
t\’esimaux [2], Rosenberg a montr\’e la conjecture pour $G$ et il $m’ a$ tenu au courant
du fait que cette m\’ethode avait r\’ecemment permis \‘a Boidol de trouver le m\^eme

r\’esultat pour des groupes de dimension inf\’erieure ou \’egale \‘a 5.

Cette recherche a \’et\’e partiellement support\’e par “Grant-in.Aid for Scientific Research
(No. 56740039), Ministry of Education”.
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Je tiens \‘a remercier M. Jonathan Rosenberg des conversations instructives sur
ce probl\‘eme.

\S 1. Quelques lemmes.

Dans tout ce qui suit, soit $G=\exp \mathfrak{g}$ un groupe de Lie r\’esoluble exponentiel
d’alg\‘ebre de Lie $\mathfrak{g}$ (avec cette notation, $G$ est sous-entendu connexe et simple-
ment connexe). Toutes les repr\’esentations d’un groupe seront suppos\’ees impli-
citement continues et on confondra parfois une repr\’esentation unitaire d’un
groupe avec sa classe d’\’equivalence.

Choisissons une fois pour toutes un id\’eal $\mathfrak{g}_{0}$ de codimension 1 contenant $[\mathfrak{g}, \mathfrak{g}]$

et un \’el\’ement non nul $l\in \mathfrak{g}^{*}s’ annulant$ sur $\mathfrak{g}_{0}$ . On identifie toujours $\mathfrak{g}_{0}^{*}$ avec
un sous-espace de $\mathfrak{g}^{*}$ de sorte que $\mathfrak{g}^{*}=Rl\oplus \mathfrak{g}_{0}^{*}$, au moyen d’une injection fixe de
$\mathfrak{g}_{0}^{*}$ dans $\mathfrak{g}^{*}$ .

Il s’agit de la repr\’esentation coadjointe de $G$ dans $\mathfrak{g}^{*}$ et l’\’el\’ement $l\in \mathfrak{g}^{*}$ est
\’evidemment invariant. Posons, pour $f\in \mathfrak{g}^{*}$ arbitrairement fix\’e, $L_{f}=f+Rl$ . Il
se produit deux possibilit\’es:

ou bien $L_{f}\cap G\cdot f=\{f\}$ , ou bien $L_{f}\cap G\cdot f=L_{f}$ .
En d’autres termes, la droite $L_{f}$ rencontre l’orbite $G\cdot f$ en un seul point, ou
bien $y$ est compl\‘etement contenue.

Suivant ces deux possibilit\’es, qui ne d\’ependent que de l’orbite, une orbite
sera dite respectivement non-satur\’ee ou satur\’ee (cf. [10], [13], [15]).

On note $\rho_{G}$ : $\mathfrak{g}^{*}/Garrow\hat{G}$ l’application de Kirillov pour $G$ . Remarquons d’abord
le:

LEMME 1. Soit $f\in \mathfrak{g}^{*}$ tel que l’orbite $G\cdot f$ soit non-satur\’ee. On $a$ alors
$\rho_{G}(G\cdot(f+\alpha l))=x_{\alpha}\otimes\rho_{G}(G\cdot f)$ , o\‘u $\chi_{\alpha}$ est le caract\‘ere unitaire de $G$ d\’efini par, pour
$X\in \mathfrak{g},$ $\chi_{\alpha}(\exp X)=e^{\sqrt{-1}\alpha 1(X)}$ avec $\alpha\in R$.

LEMME 2. Soit $O$ un sous-ensemble ouvert partout dense de $\hat{G}_{0}$ . On consid\‘ere
la partie de $\hat{G}$ constitu\’ee par les repr\’esentations dont la restriction au sous-groupe
$G_{0}$ contient faiblement un \’el\’ement de $0$ . Elle est alors ouverte et partout dense
dans $\hat{G}$ .

D\’EMONSTRATION. On note $\mathfrak{T}(G)$ l’ensemble des classes d’\’equivalence des
repr\’esentations unitaires de $G$ de dimension au plus d\’enombrable muni de la
topologie de Fell [8]. Chaque $\pi\in \mathfrak{T}(G)$ est faiblement \’equivalente \‘a un unique
sous-ensemble ferm\’e $Sp(\pi)$ de $\hat{G}$ appel\’e spectre de $\pi$ .

Pour $\pi\in \mathfrak{T}(G)$ , on note $\pi|G_{0}$ la restriction de $\pi$ au sous-groupe $G_{0}$ . Con-
sid\’erons deux applications continues:

$p$ : $\hat{G}\ni\sigmaarrow\sigma|G_{0}\in \mathfrak{T}(G_{0})$ et $\beta$ : $\hat{G}_{0}\ni\tauarrow ind_{G_{0}}^{G}\uparrow\tau\in \mathfrak{T}(G)$ .



Groupe de Lie r\’esoluble exp0nentiel 631

Sur d\’efinition, $U(O)=\{\pi\in \mathfrak{T}(G_{0});Sp(\pi)\cap 0\neq\emptyset\}$ est ouvert dans $\mathfrak{T}(G_{0})$ , et la
partie \’enonc\’ee dans le lemme est \’egale \‘a l’ouvert $\overline{p}^{1}(O)=p^{-1}(U(O))$ .

Supposons maintenant qu’il existe une partie ouverte $O’$ non vide et dis-
jointe de $\overline{p}^{1}(O)$ . On sait que $O’’=\tilde{p}^{-1}(U(O’))$ est une partie ouverte non vide de
$\hat{G}_{0}$ (cf. [10], [15]). Montrons par l’absurde que $0’’$ est disjointe de $O$ , ce qui
est contradictoire.

Supposons donc qu’il existe $\pi\in\hat{G}_{0}$ appartenant \‘a $O\cap O’’$ . Puisque $\pi$ apparti-

ent \‘a $O’’,$ $Sp(ind_{G_{0}}^{G}\uparrow\pi)\cap O’$ n’est pas vide. Quant \‘a la repr\’esentation $ind_{G_{0}}^{G}\uparrow\pi$ , il se
produit deux possibilit\’es: elle est irr\’eductible, on la note $\tilde{\pi}$ , ou bien elle se
d\’ecompose en l’int\’egrale hilbertienne des repr\’esentations irr\’eductibles $\pi_{t}\in\hat{G}$ \‘a

un param\‘etre $t\in R$ telles que, pour $t\in R$ quelconque, $\pi_{t}|G_{0}$ soit \’equivalente \‘a $\pi$

(cf. [10], [15]):

$ind_{G_{0}}^{G}\uparrow\pi=\int_{R}\pi_{t}dt$ , $\pi_{t}|G_{0}\simeq\pi$ .

Suivant l’alternative, on observe que $Sp(ind_{G_{0}}^{G}\dagger\pi)$ est l’adh\’erence ou de $\tilde{\pi}$ ou

de l’ensemble $\{\pi_{t} ; t\in R\}\subset\hat{G}$ pour la topologie de Fell. D’apr\‘es ce qui pr\’ec\‘ede,
on a $\tilde{\pi}\in\overline{p}^{1}(O)\cap O’$ , car $\tilde{\pi}|G_{0}$ contient faiblement $\pi$ , ou bien $\{\pi_{t} ; t\in R\}\subset\overline{p}^{1}(O)$

et $\{\pi_{t} ; t\in R\}\cap O’$ n’est pas vide. En tout cas, on en a tir\’e le fait que $O’\cap\overline{p}^{1}(O)$

n’est pas vide, ce qui est absurde. $c.q.f.d$ .
Le lemme suivant reste valable pour un groupe localement compact s\’eparable

de type I. La $C^{*}$-alg\‘ebre de $G$ se notera $C^{*}(G)$ .
LEMME 3. On cosid\‘ere la partie de $\hat{G}$ constitu\’ee par les repr\’esentations $\pi\in\hat{G}$

telles qu’il existe un \’el\’ement positif $x$ de $C^{*}(G)$ ayant les deux propri\’et\’es suivantes:
(i) $\pi(x)$ ne soit pas nul;
(ii) la fonction $\hat{G}\ni\sigmaarrow Tr\sigma(x)$ soit finie et continue en $\pi$ . C’est alors une

partie ouverte part0ut dense dans $\hat{G}$ .
D\’EMONSTRATION. D’apr\‘es le lemme 4.4.2 dans [5], on voit aussit\^ot que la

partie $0$ dans l’\’enonc\’e est ouverte dans $\hat{G}$ , car la $C^{*}$ -alg\‘ebre $C^{*}(G)$ est post-
liminaire.

Supposons qu’il existe une partie ouverte $O’$ de $\hat{G}$ non vide et disjointe de
$O$ . Alors $O’$ s’identifie au spectre d’un id\’eal bilat\‘ere ferm\’e non nul de $C^{*}(G)$

(cf. Propositions 3.2. 1, 3. 2.2, [5]), qui est une $C^{*}$ -alg\‘ebre postliminaire. Ceci
\’etant, d’apr\‘es le lemme 4.4.4 dans [5], $O’$ contient une partie ouverte $O’’$

contenue en m\^eme temps dans $O$ , ce qui est absurde. $c.q$ . $f.d$ .

\S 2. Un th\’eor\‘eme.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver un r\’esultat partiel sur notre
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probl\‘eme.

TH\’EOR\‘EME. Il existe dans $\hat{G}$ une partie ouverte partout dense o\‘u l’application
$\rho_{G}^{-1}$ est continue, et dont l’image par $\rho_{G}^{-1}$ est aussi ouverte dense dans $\mathfrak{g}^{*}/G$ .

D\’EMONSTRATION. La d\’emonstration se fait par r\’ecurrence sur la dimension
de $G$ . Si dimG $=1,$ le th\’eor\‘eme est trivial. On suppose le th\’eor\‘eme d\’emontr\’e
pour les groupes de dimension strictement inf\’erieure \‘a celle de $G$ . En gardant
les notations pr\’ec\’edentes, on consid\‘ere le sous-groupe invariant $G_{0}=\exp \mathfrak{g}_{0}$ de
codimension 1. Par hypoth\‘ese de r\’ecurrence, il existe dans $\hat{G}_{0}$ une partie
ouverte $O_{0}$ partout dense sur laquelle $\rho_{G_{0}}^{-1}$ soit continue et $\rho_{G_{0}}^{-1}(O_{0})$ soit dense dans
$\mathfrak{g}_{0}^{*}/G_{0}$ . En appliquant le lemme 3 a $\hat{G}_{0}$ , on obtient la partie $O_{1}$ \’enonc\’ee l\‘a de
$\hat{G}_{0}$ ouverte partout dense. Alors $O_{0}\cap O_{1}$ est un sous-ensemble partout dense de
$\hat{G}_{0}$ , auquel s’applique le lemme 2 pour nous donner une partie cherch\’ee $O$ de $\hat{G}$

ouverte partout dense.
On constate tout d’abord que le sous-ensemble ouvert $\rho_{G}^{-1}(O)$ est partout

dense dans $\mathfrak{g}^{*}/G$ . En effet, $\rho_{G}^{-1}(O)$ contient toutes les orbites dont la projection
sur $\mathfrak{g}_{0}^{*}$ contient une orbite appartenant \‘a $\rho_{G_{0}}^{-1}(O_{0}\cap O_{1})$ (cf. [10], [15]) qui est
ouvert dense dans $\mathfrak{g}_{0}^{*}/G_{0}$ , d’o\‘u le r\’esultat.

Puisque la topologie de Fell pour $\hat{G}$ admet une base d\’enombrable, donnons-
nous maintenant une suite $\{\pi_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ dans $O$ convergeant vers un \’el\’ement $\pi$ de $O$ .
Soit $\Omega_{n}=\rho_{G}^{-1}(\pi_{n})$ (resp. $\Omega=\rho_{G}^{-1}(\pi)$ ) l’orbite dans $\mathfrak{g}^{*}$ correspondante \‘a $\pi_{n}$ (resp. $\pi\rangle$

pour chaque $n$ . Il s’agit de trouver dans $\mathfrak{g}^{*}$ une suite $\{f_{n}\}_{n\approx 1}^{\infty}$ v\’erifiant $f_{n}\in\Omega_{n}$

pour tout $n$ et convergeant vers un \’el\’ement $f$ de $\Omega$ .
D\’esignons par $q:\mathfrak{g}^{*}=Rl\oplus \mathfrak{g}_{0}^{*}arrow \mathfrak{g}_{0}^{*}$ la projection naturelle. Vu la continuit\’e

de l’application de restriction $p:\hat{G}arrow \mathfrak{T}(G_{0})$ , l’hypoth\‘ese de r\’ecurrence nous assure
qu’il existe dans $\mathfrak{g}_{0}^{*}$ une suite $\{f_{n}^{0}\}_{n=1}^{\infty}$ v\’eriPant $f_{n}^{0}\in q(\Omega_{n})$ quel que soit $n$ et
tendant vers un \’el\’ement $f^{0}$ de $q(\Omega)$ (cf. [10], [15]). En extrayant au besoin
une sous-suite, on peut se placer dans le cas o\‘u toutes les orbites $\Omega_{n}$ sont de la
m\^eme esp\‘ece.

Pourvu qu’elles soient toutes satur\’ees, il ne reste rien \‘a montrer. Supposons
d\’esormais que toutes les orbites $\Omega_{n}$ soient non-satur\’ees. Quand on regarde $f_{n}^{0}$

et $f^{0}$ comme des \’el\’ements de $\mathfrak{g}^{*}$, l’application de Kirillov $\rho_{G}$ \’etant continue, on
se donne des repr\’esentations $\pi_{n}^{0}=\rho_{G}(f_{n}^{0})\in\hat{G}$ tendant vers $\pi^{0}=\rho_{G}(f^{0})\in\hat{G}$ .
D’apr\‘es le lemme 1, en posant $L_{f_{n}^{0}}\cap\Omega_{n}=\{f_{n}^{0}+\beta_{n}l\}$ avec $\beta_{n}\in R$, on voit d’ail-

leurs que $\pi_{n}\simeq\chi_{\beta_{n}}\otimes\pi_{n}^{0}$ pour tout $n$ .
En r\’esum\’e, il existe dans $O$ deux suites convergentes:

$\pi_{n}arrow\pi=\rho_{G}(\Omega)$ et $\pi_{n}^{0}\simeq\chi_{-\beta_{n}}\otimes\pi_{n}arrow\pi^{0}=\rho_{G}(G\cdot f^{0})$ , (1)

o\‘u $f^{0}$ appartient \‘a $q(\Omega)$ .
Si $\Omega$ est satur\’ee, $\Omega=G\cdot f^{0}$ et $\pi=\pi^{0}$ . Si $\Omega$ est non-satur\’ee, en posant

$L_{f^{0}}\cap\Omega=\{f^{0}+\beta_{0}l\}$ avec $\beta_{0}\in R$, on observe que $\pi^{0}\simeq\chi_{-\beta_{0}}\otimes\pi$ . Compte tenu de



Groupe de Lie r\’esoluble exponentiel 633

$\pi_{n}^{0}\simeq\chi_{-\beta_{n}}\otimes\pi_{n}arrow\pi^{0}\simeq\chi_{-\beta_{0}}\otimes\pi$ , on voit \’egalement que $x_{\beta_{0}-\beta_{n}}\otimes\pi_{n}arrow\pi$ (cf. [9]). En
tout cas, on r\’ecrit les donn\’ees (1) comme suit:

$\pi_{n}arrow\pi$ et $x_{\alpha_{n}}\otimes\pi_{n}arrow\pi$ , (2)

o\‘u on a not\’e $\alpha_{n}$ au lieu de $-\beta_{n}$ ou $\beta_{0}-\beta_{n}$ conform\’ement aux deux possibilit\’es.
S’il en est ainsi, on se propose de montrer que la suite $\{\alpha_{n}\}_{n\Leftarrow 1}^{\infty}$ reste born\’ee,

ce qui ach\‘evera la d\’emonstration \‘a condition que $\Omega$ soit satur\’ee. On suppose
pour cela, extrayant au besoin encore une sous-suite, que $\alpha_{n}$ tende vers l’infini.

On notera $\mathcal{H}_{n}$ (resp. $\mathcal{H}$ ) l’espace de Hilbert o\‘u op\‘ere la repr\’esentation $\pi_{n}$

(resp. $\pi$). Pour $\xi_{0}$ un \’el\’ement arbitraire, qui sera pr\’ecis\’e plus tard, non nul de
$\mathcal{H}$ , il existe, d’apr\‘es (2), un \’el\’ement $\xi_{n}$ (resp. $\eta_{n}$ ) dans $\mathcal{H}_{n}$ tel que la fonction
de type positif d\’efinie par $(\pi_{n}, \xi_{n})$ (resp. $(\chi_{\alpha_{n}}\otimes\pi_{n},$ $\eta_{n})$ ) tende vers celle d\’ePnie
par $(\pi, \xi_{0})$ uniform\’ement sur des compacts de $G$ . Comme les vecteurs ind\’efini-
ment diff\’erentiables pour $\pi_{n}$ sont partout dense dans $\mathcal{H}_{n}$ , on peut imposer \‘a $\eta_{n}$

d’\^etre ind\’efiniment diff\’erentiable pour $\pi_{n}$ .
Par cons\’equent, \’etant donn\’es un nombre positif 6 et une fonction $\phi$ ind\’efini-

ment diff\’erentiable \‘a support compact sur $G$ , il existe un entier $n_{0}$ tel que

$|\chi_{\alpha_{m}}(g)(\pi_{m}(g)\eta_{m}|\eta_{m})-\chi_{\alpha_{n_{0}}}(g)(\pi_{n_{0}}(g)\eta_{n_{0}}|\eta_{n_{0}})|<\epsilon$

quels que soient $m\geqq n_{0}$ et $g$ appartenant au support de $\phi$ . Il s’ensuit que, une
mesure de Haar \‘a gauche sur $G$ se notant $dg$ ,

$|( \pi_{m}(\phi)\eta_{m}|\eta_{m})-\int_{G}\phi(g)\chi_{\alpha_{n_{0}}-\alpha_{m}}(g)(\pi_{n_{0}}(g)\eta_{n_{0}}|\eta_{n_{0}})dg|<\epsilon\int_{G}|\phi(g)|dg$

pour $m\geqq n_{0}$ . Lorsque $marrow\infty$ , compte tenu de notre hypoth\‘ese $\alpha_{m}arrow\infty$ , il est
\’evident que

$\int_{G}\phi(g)\chi_{\alpha_{n_{0}^{-\alpha}m}}(g)(\pi_{n_{0}}(g)\eta_{n_{0}}|\eta_{n_{0}})dgarrow 0$ .

On voit ainsi que $(\pi_{m}(\phi)\eta_{m}|\eta_{m})arrow 0$ , d’o\‘u $(\pi_{m}(x)\eta_{m}|\eta_{m})arrow 0$ pour tout $x\in C^{*}(G)$ .
Cela revient au m\^eme de dire que $\Vert\pi_{m}(x)\eta_{m}\Vertarrow 0$ pour $x\in C^{*}(G)$ quelconque.

D’autre part, la fonction $\Vert\pi_{m}(g)\xi_{m}-\xi_{m}\Vert^{2}=2\{\Vert\xi_{m}\Vert^{2}-{\rm Re}(\pi_{m}(g)\xi_{m}|\xi_{m})\}$ tend
vers 2 $\{\Vert\xi_{0}\Vert^{2}-{\rm Re}(\pi(g)\xi_{0}|\xi_{0})\}$ uniform\’ement sur tout compact de $G$ . Il en r\’esulte
que, pour $\epsilon>0$ arbitraire, on peut trouver un petit voisinage sym\’etrique $U_{\epsilon}$ de
l’\’e16ment neutre de $G$ de sorte qu’on ait

$\Vert\pi_{m}(g)\xi_{m}-\xi_{m}\Vert<\epsilon$

pour tout $g\in U_{\text{\’{e}}}$ et tout $m$ assez grand.
Soit $T$ un \’el\’ement non nul de $\mathfrak{g}$ suppl\’ementaire au id\’eal $\mathfrak{g}_{0}$ de sorte qu’on a

$\mathfrak{g}=RT\oplus \mathfrak{g}_{0}$ . Chaque \’el\’ement $g$ de $G$ s’\’ecrit alors de mani\‘ere unique sous la
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forme $g=g(t)g_{0}$ avec $g(t)=exttT(t\in R)$ et $g_{0}\in G_{0}$ . On consid\‘ere une fonction
$\phi$ continue \‘a support compact sur $G$ de la forme $\phi(g)=\phi_{\text{\’{e}}}(t)\phi_{0}(g_{0})$ pour $g=g(t)g_{0}$ ,
o\‘u $\phi_{\epsilon}$ (resp. $\phi_{0}$) est une fonction continue \‘a support compact sur $R$ (resp. $G_{0}$ ).

On impose de plus \‘a $\phi_{\epsilon}$ de jouir des propri\’et\’es:

i) $\phi_{\epsilon}\geqq 0$ ; $ii$) $\int_{R}\phi_{\text{\’{e}}}(t)dt=1$ ; iii) sup $\psi_{\epsilon}\subset\{t\in R;g(t)\in U_{\epsilon}\}$ .

Posons maintenant, pour chaque $n,$
$\pi_{n}’=p(\pi_{n})=\pi_{n}|G_{0}\in\hat{G}_{0}$ et $\pi’=p(\pi)=\pi|G_{0}$

$\in \mathfrak{T}(G_{0})$ . D’apr\‘es ce qui pr\’ec\‘ede, on voit, pour $m$ assez grand, que

$\Vert\int_{R}\phi_{\epsilon}(t)\pi_{m}(g(-t))\xi_{m}dt-\xi_{m}\Vert<\epsilon$

et donc que
$|(\pi_{m}(\phi)\eta_{m}|\xi_{m})-(\pi_{m}’(\phi_{0})\eta_{m}|\xi_{m})|<\epsilon\Vert\psi_{0}\Vert_{C(G_{0})}\cdot\Vert\eta_{m}\Vert$ .

Puisqu’on a d\’ej\‘a vu que $\Vert\pi_{m}(\phi)\eta_{m}\Vertarrow 0$, et que $\Vert\eta_{m}\Vert$ restent born\’ees, il en est

de m\^eme de $(\pi_{m}’(\phi_{0})\eta_{m}|\xi_{m})$ : $(\pi_{m}’(\phi_{0})\eta_{m}|\xi_{m})arrow 0$ . Vu l’arbitraire de $\phi_{0}$ , on v\’erifie
\’egalement que

$(\pi_{m}’(x)\eta_{m}|\xi_{m})arrow 0$ (3)

quel que soit $x\in C^{*}(G_{0})$ .
Lorsque $\Omega$ est non-satur\’ee, $\pi’\in\hat{G}_{0}$ appartient \‘a $O_{1}$ et, $C^{*}(G_{0})$ \’etant post-

liminaire, il existe un \’el\’ement positif $x_{0}$ de $C^{*}(G_{0})$ tel $que\sigma(x_{0})$ soit un pro-
jecteur de rang 1 pour tous les $\sigma\in\hat{G}_{0}$ d’un voisinage de $\pi’$ (cf. Lemme 4.4.2,
[5]). Si tel est le cas, prenons dans l’image de $\pi’(x_{0})$ l’\’el\’ement $\xi_{0}$, suppos\’e de
norme 1, utilis\’e dans ce qui pr\’ec\‘ede.

Lorsque $\Omega$ est satur\’ee, la d\’esint\’egration de $\pi’$ en repr\’esentations irr\’educti-
bles s’effectue comme

$\pi’=\int_{R}\pi(t)dt$ , $\pi(t)\in\hat{G}_{0}$ (cf. [10], [15]).

Il existe donc un $t_{0}\in R$ tel que $\pi(t_{0})\in O_{1}\subset\hat{G}_{0}$ , et on peut trouver un \’el\’ement
positif $x_{0}$ de $C^{*}(G_{0})$ de m\^eme mani\‘ere qu’avant. Soit $\xi_{0}’$ un \’el\’ement de norme
1 contenu dans l’image du projecteur $\pi(t_{0})(x_{0})$ de rang 1. La forme positive sur
$C^{*}(G_{0})$ dePnie par $(\pi(t_{0}), \xi_{0}’)$ est limite faible de formes positives associ\’ees \‘a $\pi’$

\langle cf. [7]). On peut donc prendre cette fois l’\’el\’ement $\xi_{0}\in \mathcal{H}$ introduit ci-dessus
de telle sorte que, \’etant donn\’e $\epsilon>0$ arbitrairement,

$|(\pi’(x_{0})\xi_{0}|\xi_{0})-(\pi(t_{0})(x_{0})\xi_{0}’|\xi_{0}’)|<\epsilon$ ,

c’est-\‘a-dire $|(\pi’(x_{0})\xi_{0}|\xi_{0})-1|<\epsilon$ .
D’apr\‘es notre choix de $\xi_{0}\in \mathcal{H}$ , que l’orbite $\Omega$ soit satur\’ee ou non, la valeur

$\gamma=(\pi’(x_{0})\xi_{0}|\xi_{0})$ v\’erifie
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$|\gamma-1|<\epsilon$ . (4)

Or $\chi_{\alpha}|G_{0}\equiv 1$ pour tout $\alpha\in R$ et $x_{0}\in C^{*}(G_{0})$ , d’o\‘u

$(\pi_{m}’(x_{0})\xi_{m}|\xi_{m})arrow\gamma$ et $(\pi_{m}’(x_{0})\eta_{m}|\eta_{m})arrow\gamma$ . (5)

Lorsque $m$ est suffisamment grand, choisissons un \’el\’ement $\zeta_{m}\in \mathcal{H}_{m}$ de norme 1
tel que $\pi_{m}’(x_{0})$ soit le projecteur sur $C\zeta_{m}$ . D’apr\‘es (5),

$|(\xi_{m}|\zeta_{m})|^{2}arrow\gamma$ et $|(\eta_{m}|\zeta_{m})|^{2}arrow\gamma$ . (6)

D’autre part, d’apr\‘es (3),
$(\eta_{m}|\zeta_{m})(\zeta_{m}|\xi_{m})arrow 0$ . (7)

En groupant les r\’esultats (4), (6) et (7), on $y$ trouve une contradiction cherch\’ee.
Il nous reste donc \‘a envisager le cas o\‘u $\Omega$ est non-satur\’ee, ce qui sera

suppos\’e dor\’enavant. En tenant compte de ce qu’on vient de voir et en suppo-
sant la suit $\{\alpha_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ convergente, on d\’esigne $\alpha_{0}$ sa limite finie. Pour terminer la
d\’emonstration, il suffit de montrer que $\alpha_{0}$ n’est autre que $0$ .

Reprenant les notations pr\’ec\’edentes,

$(\pi_{m}(g)\xi_{m}|\xi_{m})arrow(\pi(g)\xi_{0}|\xi_{0})$ ,

$(\pi_{m}(g)\eta_{m}|\eta_{m})arrow\chi_{-\alpha_{0}}(g)(\pi(g)\xi_{0}|\xi_{0})$

pour $g\in G$ . Comme dans le paragraphe 1 de [6], quelle que soit $\phi\in L^{1}(G)$ ,

$(\pi_{m}’(x_{0}^{*})\pi_{m}(\phi)\pi_{m}’(x_{0})\xi_{m}|\xi_{m})arrow(\pi’(x_{0}^{*})\pi(\phi)\pi’(x_{0})\xi_{0}|\xi_{0})$ ,

$(\pi_{m}’(x_{0}^{*})\pi_{m}(\phi)\pi_{m}’(x_{0})\eta_{m}|\eta_{m})arrow(\pi’(x_{0}^{*})(\chi_{-\alpha_{0}}\otimes\pi)(\phi)\pi’(x_{0})\xi_{0}|\xi_{0})$ .

Cela revient \‘a dire que, car $\pi’(x_{0})$ est le projecteur sur $C\xi_{0}$ ,

$|(\xi_{m}|\zeta_{m})|^{2}(\pi_{m}(\phi)\zeta_{m}|\zeta_{m})arrow(\pi(\phi)\xi_{0}|\xi_{0})$ ,

$|(\eta_{m}|\zeta_{m})|^{2}(\pi_{m}(\phi)\zeta_{m}|\zeta_{m})arrow((\chi_{-\alpha_{0}}\otimes\pi)(\phi)\xi_{0}|\xi_{0})$ .
Compte tenu de (6), on a n\’ecessairement

$(\pi(\phi)\xi_{0}|\xi_{0})=((\chi_{-\alpha_{0}}\otimes\pi)(\phi)\xi_{0}|\xi_{0})$

pour toute $\phi\in L^{1}(G)$ . Enfin, en utilisant $\phi$ de la forme $\phi(g)=\phi_{1}(t)\phi_{2}(g_{0})$ pour
$g=g(t)g_{0}\in G$ , on en d\’eduit que

$\int_{R}(’-1^{a}0^{t}-1)\phi(t)(\pi(g(t))\xi_{0}|\eta)dt=0$

quels que soient $\phi\in L^{1}(R)$ et $\eta\in \mathcal{H}$ . D’o\‘u visiblement $\alpha_{0}=0$ . $c.q.f.d$ .
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