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1. Introduction.

1.1. A l’origine de ces notes se trouve un article de J. Sekiguchi ([S]).

L’auteur consid\‘ere une alg\‘ebre de Lie simple complexe $\underline{g}$ , son groupe adjoint $G$ ,

une sous-alg\‘ebre de Cartan $\underline{h}$ de $\underline{g}$ et le groupe de Weyl $W$ de la paire $(\underline{g},\underline{h})$ .
Il rappelle le th\’eor\‘eme (de Chevalley), selon lequel l’op\’eration de restriction \‘a $\underline{h}$

est un isomorphisme d’alg\‘ebres de l’alg\‘ebre $P(\underline{g})^{G}$ (des fonctions polyn\^omes G-
invariantes sur g) sur celle $P(\underline{h})^{W}$ des fonctions polyn\^omes W-invariantes sur $\underline{h}$ ,

et pose la question de savoir dans quelle mesure un tel isomorphisme existe
encore lorsqu’il s’agit de champs de vecteurs G-invariants sur $\underline{g}$ .

1.2. La r\’eponse qu’il apporte \‘a cette question est essentiellement la suivante:
il existe une bijection entre l’ensemble des champs de vecteurs invariants sur $\underline{g}$

et une certaine alg\‘ebre de Lie de champs de vecteurs sur $\underline{h}/W$ (celle des champs
“logarithmiques le long de l’ensemble discriminant de $\underline{h}/W’$ ). Pour pr\’eciser ce
r\’esultat, donnons quelques d\’etails (voir le paragraphe 4 pour des compl\’ements).
Sekiguchi choisit une transversale (de Kostant) $\underline{t}$ ; c’est un sous-espace affine de
$\underline{g}$ , de dimension \’egale au rang $r$ de $\underline{g}$ , qui rencontre chaque G-orbite r\’eguli\‘ere
en un point et un seul; l’op\’eration de restriction \‘a $\underline{t}$ est un isomorphisme
d’alg\‘ebres de $P(\underline{g})^{G}$ sur l’alg\‘ebre $P(\underline{t})$ des fonctions polynomiales sur $\underline{t}$ . On note
$D$ la fonction polynomiale (sur g) qui est le coefficient de $\lambda^{r}$ dans le d\’evelop-

pement du polyn\^ome caract\’eristique d\’et$(\lambda+adX)$ de (–ad $X$ ) et $F$ la restriction
de $D$ \‘a $t$ On d\’esignera par $\mathfrak{C}_{F}$ l’alg\‘ebre de Lie de tous les champs de vecteurs
$L$ sur $t$ , \‘a coefficients polyn\^omes, qui pr\’eservent l’id\’eal engendr\’e par $F$ dans
$P(t)$ : un champ $L$ appartient \‘a $\mathfrak{C}_{F}$ si et seulement s’il existe une fonction
polyn\^ome $c(L)$ sur . telle que $LF=c(L)F$, et on a donc une application (en fait
un cocycle) $c:\mathfrak{C}_{F}arrow P(\underline{t})$ . Les \’el\’ements de $\mathfrak{C}_{F}$ sont les champs logarithmiques
auxquels il a \’et\’e fait allusion plus haut. Ceci \’etant, Sekiguchi \’etablit sa bijec-
tion selon les \’etapes suivantes:

1) En construisant d’une mani\‘ere tr\‘es technique des fonctions polynomiales
$X_{i}$ ; $\underline{t}arrow\underline{g},$

$(1\leqq i\leqq r)$ , d\’efinies (seulement) dans $\underline{t}$ et \‘a valeurs dans $\underline{g}$ ([S], Pro-
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position 2.2).

2) En calculant les “composantes radiales” $L_{i}$ des $X_{i}(1\leqq i\leqq r)$ le long de $\underline{t}$

([S], Theorem 3.4).

3) En montrant que les champs ainsi calcul\’es $L_{1},$ $\cdots$ , $L_{r}$ , forment une base
de $\mathfrak{C}_{F}$ , consid\’er\’ee comme module sur $P(\underline{t})$ (il utilise pour cela des r\’esultats
ant\’erieurement connus concernant la structure de $\mathfrak{C}_{F}$) ([S], Theorem 3.6.1).

Enfin, il montre que les fonctions $X_{i}$ admettent des prolongements holomor-
phes $M_{i}$ : $\underline{g}arrow\underline{g}$ , qui sont des champs de vecteurs invariants sur $\underline{g}$ .

1.3. Dans ces notes, on propose de montrer que:

1) Le r\’esultat principal de Sekiguchi, \’enonc\’e de la mani\‘ere suivante: il
existe un isomorphisme naturel entre l’alg\‘ebre de Lie des champs de vecteurs
invariants sur $\underline{g}$ et l’alg\‘ebre de Lie $\mathfrak{C}_{F}$ , est une illustration du th\’eor\‘eme de
rel\‘evement des champs de vecteurs de G. Schwarz ([Sch 1]). On en donnera
une g\’en\’eralisation dans le cadre des espaces sym\’etriques, et pour d’autres types
de champs de vecteurs: polynomiaux, holomorphes, $C^{\infty}$ .

2) Si on souhaite faire intervenir les $M_{i}$ , afin d’obtenir comme cons\’equence
du th\’eor\‘eme de Schwarz, des renseignements sur la structure de $\mathfrak{C}_{F}$ , il est tout
\‘a fait satisfaisant de constater que les champs de vecteurs $M_{1},$ $M_{2},$ $M_{r}$ de
Sekiguchi ont en fait une d\’efinition tr\‘es simple comme gradients de polyn\^omes
invariants $p_{1},$ $p_{2},$ $\cdots$ , $p_{r}$ , constituant un syst\‘eme de g\’en\’erateurs de $P(\underline{g})^{G}$ , et que
le calcul de leurs composantes radiales le long de $\underline{t}$ r\’esulte imm\’ediatement de
leur d\’efinition.

Dans un aPpendice, on donne la formule explicite du cocycle (dans le cas
d’une alg\‘ebre de Lie quelconque), et on montre comment la formule de la com-
posante radiale du Casimir d’une alg\‘ebre de Lie r\’eductive r\’eelle (formule d\^ue \‘a
Harish-Chandra) en r\’esulte.

L’auteur remercie bien sinc\‘erement le referee qui a relev\’e une erreur plut\^ot
importante dans la Premi\‘ere version de ce texte et qui a fourni l’exemple 3.7.

2. Le th\’eor\‘eme de Schwarz.

2.1. A l’origine, Schwarz consid\‘ere un groupe de Lie compact $K$ op\’erant
diff\’erentiablement dans une vari\’et\’e diff\’erentielle $V$ , mais se ram\‘ene tr\‘es vite
au cas o\‘u $V$ est un espace vectoriel r\’eel de dimension finie, l’op\’eration de $K$

dans $V$ \’etant celle associ\’ee \‘a une repr\’esentation lin\’eaire continue de $K$ dans $V$ .
Dans cette situation, on consid\‘ere l’alg\‘ebre $C^{\infty}(V)^{K}$ des fonctions r\’eelles de
classe $C^{\infty}$ et K-invariantes sur $V$ avec l’alg\‘ebre Der $(C^{\infty}(V)^{K})$ de ses d\’erivations
R-lin\’eaires d’une part, et l’alg\‘ebre de Lie $x^{\infty}(V)^{K}$ des champs de vecteurs $C^{\infty}$

et K-invariants sur $V$ d’autre part. Chaque \’el\’ement de $x^{\infty}(V)^{K}$ , consid\’er\’e comme
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un ope’rateur diff\’erentiel sur $V$ , induit naturellement dans $C^{\infty}(V)^{K}$ une d\’erivation
R-lin\’eaire. D’o\‘u un homomorphisme d’alg\‘ebres de Lie $\theta;x\infty(V)^{K}arrow Der(C^{\infty}(V)^{K})$ ,
qu’on aPpellera l’application comPosante radiale (abstraite). Le th\’eor\‘eme fonda-
mental de Schwarz ([Sch 1], 0.2) d\’etermine l’image de $\theta$ : elle est constitu\’ee
par les champs de vecteurs sur l’espace des orbites $V/K$, qui sont tangents aux
strates de $V/K$.

2.2. Plus pr\’ecis\’ement, soient $L$ un sous-groupe d’isotropie de $K$ et $(L)$

l’ensemble des sous-groupes de $K$, conjugu\’es de $L$ . On note $V^{(L)}$ l’ensemble des
points de $V$ dont le sous-groupe d’isotropie appartient \‘a $(L)$ et $I^{\infty}(L)$ l’id\’eal de
$C^{\infty}(V)^{K}$ constitu\’e par les fonctions nulles sur $V^{(L)}$ . On a alors le th\’eor\‘eme de
rel\‘evement des champs de vecteurs $C^{\infty}$ ([Sch 1], 0.2 et 3.1):

TH\’EOR\‘EME. L’image de $\theta$ est constitu\’ee $pr\acute{e}\alpha s\acute{e}ment$ par les d\’erivations de
$C^{\infty}(V)^{K}$ qui pre’servent chacun des id\’eaux $I^{\infty}(L),$ $(L)$ d\’ecrivant l’ensemble des classes
$d’ isotrope$ .

2.3. Pour ce qui nous int\’eresse ici, on doit ajouter que ce th\’eor\‘eme admet
deux analogues alg\’ebriques, l’un sur le corps des r\’eels, l’autre sur le corps des
complexes:

Notons $\chi(V)^{K}$ l’ensemble des champs de vecteurs K-invariants \‘a coefficients
polyn\^omes sur $V$ , et $P(V)^{K}$ l’alg\‘ebre des fonctions polynomiales K-invariantes
sur $V$ ; on a encore une application composante radiale $\theta;x(V)^{K}arrow Der(P(V)^{K})$ .
Pour chaque classe d’isotropie $(L)$ , on d\’esigne par $I(L)$ l’id\’eal de $P(V)^{K}$ con-
stitu\’e par les fonctions nulles sur $V^{(L)}$ . On a alors le th\’eor\‘eme de rel\‘evement
des champs de vecteurs polynomiaux ([Sch 1], 3.7).

TH\’EOR\‘EME. L’image de $\theta;x(V)^{K}arrow Der(P(V)^{K})$ est constitu\’ee pre’cjse’ment par
les d\’erivations de $P(V)^{K}$ qui pre’servent chacun des id\’eaux $I(L),$ $(L)$ d\’ecrivant
l’ensemble des classes $d’ isotroffie$ .

L’analogue alg\’ebrique complexe concerne le complexifi\’e $K_{c}$ du groupe $K$ et
la repr\’esentation naturelle de $K_{c}$ dans le complexifi\’e $V\otimes C$ de $V$ . Il s’\’enonce de
mani\‘ere analogue (voir [Sch 1], 5 et 6).

2.4. Pour d\’eterminer l’image de $\theta$ , il importe donc de connaitre les id\’eaux
associ\’es aux $V^{(L)}$ ; en fait n’interviennent r\’eellement que ceux associ\’es aux $V^{(L)}$

dont l’image canonique dans $V/K$ est (une strate) de codimension 1. On a en
effet ([Sch 1], Proposition 3.5): pour qu’une d\’erivation de l’alg\‘ebre des invariants
soit induite par un champ de vecteurs invariant sur $V$ , il (faut et il) suffit qu’elle
pr\’eserve les id\’eaux associ\’es aux strates de codimension 1 de $V/K$ ; (il peut ar-
river qu’il n’y ait pas de strate de codimension 1 dans $V/K$, auquel cas toute
d\’erivation de l’alg\‘ebre des invariants est la composante radiale d’un champ de
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vecteurs invariant). Il reste donc \‘a examiner les id\’eaux associ\’es aux strates de
codimension 1 (les strates l-sous-principales selon la terminologie de Schwarz).

D’apr\‘es [Sch 1] (Lemme 8.3), chaque tel id\’eal est premier et principal, engendr\’e
par un polyn\^ome homog\‘ene de degr\’e pair, qu’on peut m\^eme choisir positif sur
$V$ , au moins si $K$ est connexe (ou plus g\’en\’eralement si $P(V)^{K}$ est un anneau
factoriel). Lorsqu’il en est ainsi et s’il $y$ a des strates de codimension 1 dans
$V/K$, il est donc possible de trouver $un$ polyn\^ome homog\‘ene invariant $D$ (ir-

r\’eductible lorsqu’il $y$ a une seule strate de codimension 1 dans $V/K$), tel que
l’image de $\theta$ soit exactement l’ensemble des d\’erivations pr\’eservant l’id\’eal en-
gendr\’e par $D$ .

3. Illustrations.

3.1. Soit $B$ un produit scalaire (euclidien) K-invariant sur $V$ . Pour chaque
fonction r\’eelle d\’erivable $f$ d\’ePnie dans $V$ , on d\’esignera par $df:Varrow V$ la dif-
f\’erentielle de $f$ (pour \^etre plus correct, il faudrait dire le gradient de $f$):

$B(df(v), w)=( \frac{d}{dt})_{0}f(v+tw)$ ( $v,$ $w$ dans $V$ ).

Si $f$ est K-invariante, il est imm\’ediat que $df$ est K-invariante: $df(x\cdot v)=$

$x\cdot df(v)(x\in K, v\in V)$ , et d\’efinit donc un champ de vecteurs K-invariant sur $V$ ,
dont la composante radiale $\theta(df)$ sera not\’ee $A(f)$ .

Soit $(p_{1}, \cdots , p_{r})$ un syst\‘eme de g\’en\’erateurs de $P(V)^{K}$ ; chaque composante
radiale $A(p_{i})$ est enti\‘erement d\’etermin\’ee par:

$(A(p_{l})p_{f})(v)=B(dp_{i}(v), dp_{j}(v))$ $(1\leqq j\leqq r)$ . (3.1)

Si $\phi$ est une fonction d\’erivable de $r$ variables, il vient trivialement:

$A(p_{i}) \phi^{Q}p=\sum_{1\leqq k\leqq r}B(dp_{i}, dp_{k})(\partial_{k}\phi)\circ p$ (3.2)

o\‘u $p:Varrow R^{r}$ est l’application dont les composantes sont $p_{1},$ $\cdots,$ $p_{r},$ $p=(p_{1}, \cdots, p_{r})$ ,

et $\partial_{k}\phi$ est la d\’eriv\’ee partielle de $\phi$ par rapport \‘a sa $k^{i\grave{e}me}$ variable.

3.2. Si le groupe $K$ est fini, tout champ de vecteurs sur $V$ qui annule tous
les polyn\^omes invariants est nul; donc l’application composante radiale est in-
jective. Supposons maintenant $K$ fini engendr\’e par des r\’eflexions. Pour chaque
r\’eflexion $\tau$ appartenant \‘a $K$, on d\’esignera par E. l’hyperplan des points fixes
de $\tau$ et par $\alpha_{\tau}$ une forme lin\’eaire sur $V$ dont le noyau est $E_{\tau}$ . On pose $J=$

$\Pi_{\tau}\alpha_{\tau}$ , de sorte que $J$ est le semi-invariant fondamental de $K$ ([Bou], Chapitre5,
Proposition 5) et $D=J^{2}$ . L’identification des strates de codimension 1 se fait
comme suit: soient $v$ un point de $V$ et $L$ le stabilisateur de $v$ dans $K$. Alors
l’image canonique de $V^{(L)}$ dans $V/K$ est une strate de codimension 1 si et seule-
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ment si l’une des conditions (\’equivalentes) suivantes est r\’ealis\’ee:
(i) Il existe une r\’eflexion $\tau$ telle que $L=\{1, \tau\}$ .
(ii) Le point $v$ appartient \‘a un et un seul hyperplan $E_{\tau}$ .
(iii) Le rang de l’application $p:Varrow R^{r}$ (notations de 3.1), calcul\’e au point

$v$ , est $n-1$ .
Il en r\’esulte que les id\’eaux associ\’es aux strates de codimension 1 sont ceux

engendr\’es par les facteurs (invariants) irr\’eductibles de $D$ . L’application com-
posante radiale est donc un isomorphisme de $\chi^{\infty}(V)^{K}$ (resp. $\chi(V)^{K}$ ) sur l’alg\‘ebre
de Lie des d\’erivations de $C^{\infty}(V)^{K}$ (resp. $P(V)^{K}$ ) qui pr\’eservent l’id\’eal engendr\’e
par $D$ . Il est utile de noter ici un point supPl\’ementaire:--Soit $(p_{1}, \cdots , p_{r})$ un
syst\‘eme minimal de g\’en\’erateurs homog\‘enes de $P(V)^{K}$ . Alors $\chi(V)^{K}$ (resp. $x^{\infty}(V)^{K}$ )

est un $P(V)^{K}$-module (resp. $C^{\infty}(V)^{K}$-module) libre de rang $r$ , qui admet $(dp_{1}, \cdots, dp_{r})$

comme base (voir [So] et ([Sch 1], 7.8) pour l’\’enonc\’e polynomial et ([Sch 1],

6.14) pour l’\’enonc\’e $C^{\infty}$).

3.3. Soit $\underline{g}=\underline{k}\oplus\underline{p}$ une d\’ecomposition de Cartan d’une alg\‘ebre de Lie r\’educ-
tive r\’eelle $\underline{g}$ ([He], Chapitre III, \S 7). On note $G$ le groupe adjoint de $\underline{g}$ et $K$

le sous-groupe analytique de $G$ , d’alg\‘ebre de Lie $\underline{k}$ . Le groupe $K$ op\‘ere dans $\underline{p}$

au moyen de la repr\’esentation adjointe. On choisit un sous-espace de Cartan (un

sous-espace ab\’elien maximal) $\underline{a}$ dans $\underline{p}$ et on note $W$ le groupe de Weyl de la
paire $(\underline{g},\underline{a})$ . Soit $(q_{1}, \cdots , q_{r})$ un syst\‘eme minimal de g\’en\’erateurs homog\‘enes de
$P(\underline{p})^{K}$ ; si $p_{i}$ est la restriction \‘a $\underline{a}$ de $q_{i}(1\leqq i\leqq r)$ , on sait que $(p_{1}, \cdots , p_{r})$ est
un syst\‘eme de g\’en\’erateurs de $P(\underline{a})^{W}$ (Th\’eor\‘eme de Chevalley, [He], Chapitre
X, Theorem 6.10); donc l’op\’eration de restriction \‘a $\underline{a}$ des fonctions d\’efinies
dans $\underline{p}$ , not\’ee $R_{\underline{a}}$ , est un isomorphisme d’alg\‘ebres de $P(\underline{p})^{K}$ sur $P(\underline{a})^{W}$ . D’apr\‘es
le th\’eor\‘eme de Hilbert-Schwarz sur les fonctions K-invariantes de classe $C^{\infty}$

([Sch 2]), l’application $R_{\underline{a}}$ est aussi un isomorphisme d’alg\‘ebres de $C^{\infty}(\underline{p})^{K}$ sur
$C^{\infty}(\underline{a})^{W}$ . Notons $M$ le centralisateur de $\underline{a}$ dans $K$ et $M^{*}$ le normalisateur de $\underline{a}$

dans $K$, ( $M^{*}$ est l’ensemble des $x$ dans $K$ tels que $Ad(x)\underline{a}\subset\underline{a}$ ). Soit $\underline{b}$ l’ensemble
des points fixes de $M$ dans $\underline{p}$ , qu’on peut d\’ecomposer en somme directe ortho-
gonale $\underline{b}=\underline{a}+\underline{a}’$ , o\‘u $\underline{a}’=\underline{b}\cap\underline{a}^{\perp};$ le groupe $M^{*}$ op\‘ere dans $\underline{b}$ (car il normalise $M$ )

et respecte la d\’ecomposition orthogonale $\underline{a}+\underline{a}’$ (car il op\‘ere dans $\underline{a}$ par sa
d\’efinition); donc le groupe de Weyl $M^{*}/M$ op\‘ere aussi bien dans $\underline{a}$ que dans $\underline{a}’$ .
Soit maintenant $L:\underline{p}arrow\underline{p}$ une fonction Polynomiale (resP. $C^{\infty}$) K-invariante; sa
restriction 1 \‘a $\underline{a}$ est une fonction du m\^eme type $l:\underline{a}arrow\underline{b}$ , qui est W-invariante,
et qu’on peut \’ecrire $l=l_{1}+l_{2}$ (en utilisant la d\’ecomposition orthogonale $\underline{b}=\underline{a}+\underline{a}’$ ),
$l_{1}$ et $l_{2}$ \’etant des fonctions W-invariantes, d\’efinies dans $\underline{a}$ , et \‘a valeurs respec-
tivement dans $\underline{a}$ et dans $\underline{a}’$ ; en posant $R_{\underline{a}}(L)=l_{1}$ , on aura bien d\’efini une ap-
plication R-lin\’eaire $R_{\underline{a}}$ de $\chi(\underline{p})^{K}$ (resp. $x^{\infty}(\underline{p})^{K}$ ) dans $\chi(\underline{a})^{W}$ (resp. $\chi^{\infty}(\underline{a})^{W}$ ). Soient
maintenant $f$ une fonction d\’erivable K-invariante sur $\underline{p}$ et $f_{0}$ sa restriction \‘a $\underline{a}$

et consid\’erons $L,$ $l_{1}$ et $l_{2}$ comme des op\’erateurs de d\’erivation; comme $l_{2}$ prend
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ses valeurs dans $\underline{a}’\subset\underline{a}^{\perp}$ , et comme $\underline{a}^{\perp}$ est, pour tout \’el\’ement r\’egulier $X$ de $\underline{a}$ ,
exactement l’espace tangent au point $X$ \‘a l’orbite $K\cdot X$, on voit que $(Lf)(X)=$

$(l_{1}f_{0})(X)$ pour tout \’el\’ement r\’egulier $X$ de $\underline{a}$ , et par densit\’e, pour tout $X$ dans
$\underline{a}$ ; on a donc:

$L$

$C^{\infty}(\underline{p})^{K}arrow C^{\infty}(\underline{p})^{K}$

$R_{\underline{a}}\downarrow$

$R_{\underline{a}}(L)$

$\downarrow R_{\underline{a}}$

$C^{\infty}(\underline{a})^{W}arrow C^{\infty}(\underline{a})^{W}$

$R_{g}(L\cdot f)=R_{g}(L)\cdot R_{g}(f)$

ce qu’exprime la commutativit\’e du diagramme ci-contre (il $y$ a \’evidemment un
diagramme analogue avec les fonctions et champs polynomiaux).

De cette derni\‘ere formule, il r\’esulte en particulier que $R_{\underline{a}}$ est un morphisme
d’alg\‘ebres de Lie de $\chi(\underline{P})^{K}$ (resp. $x^{\infty}(p)^{K}$ )

$-$

dans $\chi(\underline{a})^{W}$ (resp. $\chi^{\infty}(\underline{a})^{W}$ ).

3.4. LEMME. 1/ Le morphisme composante radiale $\theta$ et le morphisme $R_{q}$

ont m\^eme noyau.
2/ Le morphjsme d’alg\‘ebres de Lie $R_{\mathfrak{g}}$ admet une section. En partjculjer, $il$

est surjectif et:
$\chi^{\infty}(\underline{p})^{K}=ker\theta\oplus \mathfrak{M}^{\infty}$

$o\iota 1\mathfrak{M}^{\infty}$ est le $sous- C^{\infty}(\rho)^{K}$-module de $x^{\infty}(\underline{p})^{K}$ engendr\’e Par les gradients $dq_{1},$ $\cdots$ , $dq_{r}$ .
3/ L’appljcatjOn composante radiale $\theta$ , restreinte \‘a $\mathfrak{M}^{\infty}$ , est un isomorphisme

d’alg\‘ebres de Lie de $\mathfrak{M}^{\infty}$ sur l’alg\‘ebre de Lie des d\’erivatims de $C^{\infty}(\underline{p})^{K}$ qui Pr\’e-
servent l’id\’eal engendr\’e par $D$ , o\‘u $D$ est le d\’eterminant de la matrice de Gramm:

$(B(dq_{i}, dq_{j}))_{i.j}$ .
D\’EMONSTRATION. 1/ Soit $L$ un champ de vecteurs $C^{\infty}$ , K-invariant sur $\underline{p}$ .

Dire que $\theta(L)=0$ , c’est dire que $Lf=0$ pour tout $f$ dans $C^{\infty}(\underline{p})^{K}$ , ou encore c’est
dire que $R_{\mathfrak{g}}(L)$ est un champ de vecteurs sur $\underline{a}$ qui annule toutes les fonctions
$C^{\infty}$ W-invariantes sur $Q$ . Donc $\theta(L)=0$ \’equivaut \‘a $R_{g}(L)=0$ .

2/ Soit 1 un champ de vecteurs $C^{\infty}$ , W-invariant sur $\underline{a}$ . Comme indiqu\’e en
3.2, il existe des fonctions $g_{1},$ $g_{r}$ , de classe $C^{\infty}$ et W-invariantes sur $\underline{a}$ ,
telles que:

$l=g_{1}dp_{1}+g_{2}dp_{2}+\cdots+g_{r}dp_{r}$ .
Pour $1\leqq k\leqq r$ , notons $f_{k}$ l’unique fonction $c\propto$ et K-invariante sur $\underline{p}$ , dont la
restriction \‘a $\underline{a}$ est $g_{k}$ . Alors le champ:

$L=f_{1}dq_{1}+$ $+f_{r}dq_{r}$

est $C^{\infty}$ , K-invariant sur 2 et $R_{\mathfrak{g}}(L)=l$ (en effet $dp_{k}(X)\in\underline{a}$ pour tout $X$ dans $\underline{a}$ ).

Donc $R_{g}$ admet une section et $x^{\infty}(\rho)^{K}$ est somme directe du noyau de $R_{g}$ et de
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$\mathfrak{M}^{\infty}$ .
3/ Soit $D$ le d\’eterminant de la matrice $(B(dq_{i}, dq_{j}))_{ij}$ ; $D$ est un $polyn\hat{c}me$

K-invariant sur $\underline{p}$ et sa restriction \‘a $\underline{a}$ est, \‘a un coefficient num\’erique pr\‘es, le
carr\’e $J^{2}$ du semi-invariant fondamental de $W$ .

La troisi\‘eme partie du lemme r\’esulte donc de ce qui pr\’ec\‘ede et de la carac-
t\’erisation de l’image de $\theta;x\infty(\underline{a})^{W}arrow DerC^{\infty}(\underline{a})^{W}$ , donn\’ee dans 3.2.

3.5. REMARQUES. $1/\mathfrak{M}^{\infty}$ est un $C^{\infty}(\underline{p})^{K}$ -module libre engendr\’e par $dq_{1},$ $\cdots$ , $dq_{\tau}$ .
Donc l’image de $\theta$ , \‘a savoir $\theta(\chi\infty(\underline{p})^{K})=\mathfrak{C}_{D}$ , est le $C^{\infty}(\underline{p})^{K}$ -module libre engendr\’e
par les composantes radiales $\theta(dq_{1}),$ $\cdots$ $\theta(dq_{\tau})$ .

2/ Il existe un \’enonc\’e analogue au lemme 3.4 pour les champs et fonc-
tions polynomiaux. Dans un tel \’enonc\’e, $\mathfrak{M}^{\infty}$ doit \^etre remplac\’e par le $P(\underline{p})^{K}-$

module libre $\mathfrak{M}$ engendr\’e par les gradients $dq_{1},$
$\cdots,$

$dq_{r}$ .

3.6. Supposons que l’alg\‘ebre r\’eelle $\underline{g}=\underline{k}\oplus\underline{p}$ soit obtenue par $restricti_{3}n$ du
corps des scalaires \‘a partir d’une alg\‘ebre r\’eductive complexe; il est bien $c\supset nnu$

que dans ce cas, le centralisateur $M$ de $\underline{a}$ dans $K$ est un tore maximal de $K$,
et l’ensemble des points fixes de $M$ dans $\underline{p}$ est exactement $\underline{a}$ . Chaque fois qu’il
en est ainsi, c’est-\‘a-dire chaque fois que $\underline{a}$ est l’ensemble des points fixes de $M$

dans $\underline{p}$ , les morphismes $R_{g}$ et $\theta$ sont des isomorPhismes d’alg\‘ebres de Lie et:

$\chi(\underline{p})^{K}=\mathfrak{M}$ , $\chi^{\infty}(\underline{p})^{K}=\mathfrak{M}^{\infty}$ .
En g\’en\’eral, l’application $\theta$ n’est pas injective, comme le montre l’exemple

suivant, que je dois au referee, et contrairement \‘a ce qui \’etait affirm\’e dans la
premi\‘ere version de cet article.

3.7. EXEMPLE. $g=sl(2, R)=so(2)\oplus R^{2}$ et l’action adjointe de $K=SO(2)$ dans
$\underline{p}$ “est” l’action naturelle dans $R^{2}$ . Notant $(x, y)$ les coordonn\’ees habituelles de
$R^{2}$ et

$L_{1}=x \frac{\partial}{\partial y}-y\frac{\partial}{\partial x}$ , $L_{2}=x \frac{\partial}{\partial x}+y\frac{\partial}{\partial y}$ .

On constate que $\chi(p)^{K}$ est un $P(\underline{p})^{K}$-module libre admettant $(L_{1}, L_{2})$ comme
base. Or $L_{1}$ annule toutes les fonctions invariantes, et $L_{2}$ est le gradient de la
fonction invariante $f(x, y)=(x^{2}+y^{2})/2$ . En fait ker $\theta=R[f]L_{1}$ et $\mathfrak{M}=R[f]L_{2}$ ,
et l’ensemble des points fixes de $M$ dans $\underline{p}$ est \’egal \‘a 2 (alors que $\underline{a}$ est de
dimension 1).

3.8. On ComPlexifie la situation \’etudi\’ee dans le num\’ero Pr\’ece’dent. Dans ce
qui suit, l’indice $c$ d\’esigne la complexification; on a par exemple $\underline{g}_{c}=\underline{k}_{c}\oplus\underline{p}_{c}$ , o\‘u
$\underline{g}_{c},\underline{k}_{c},\underline{p}_{c}$ sont les complexifi\’es de $\underline{g},\underline{k},\underline{p}$ , et le groupe r\’eductif complexe con-
nexe $K_{c}$ op\‘ere dans $\underline{p}_{c}$ . On d\’esignera par $B$ la forme C-bilin\’eaire sur $\underline{p}_{c}$ qui
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prolonge celle (d\’ej\‘a not\’ee $B$ ) sur $\underline{p}$ , et d’une fagon g\’en\’erale par la m\^eme lettre
le prolongement d’une fonction polyn\^ome d\’efinie sur $\underline{p}$ en une fonction Polyn\^ome
(holomorphe) d\’efinie sur $\underline{p}_{c}$ ; en particulier $q_{1},$ $q_{r}$ et $D$ sont maintenant
d\’efinis sur $\underline{p}_{c}$ . Soient $\chi(\underline{p}_{c})^{K_{C}}$ l’alg\‘ebre de Lie des champs de vecteurs poly-
nomiaux $K_{c}$-invariants sur $\underline{p}_{c}$ et $P(\underline{p}_{c})^{K_{C}}$ l’alg\‘ebre des fonctions polynomiales
$K_{c}$-invariantes sur $\underline{p}_{c}$ . La consid\’eration des isomorphismes naturels:

$P(\underline{p}_{c})^{K_{C}}\cong P(\underline{p})^{K}\otimes C$ , $\chi(\underline{p}_{c})^{K_{C}}\cong\chi(\underline{p})^{K}\otimes C$

permet d’\’enoncer:
1) Chaque chamP de vecteur Polynomial $L,$ $K_{c}$-invariant sur $\underline{p}_{c}$ , d\’efinit une

d\’erivation C-lin\’eaire $\theta(L)$ de $P(\underline{p}_{c})^{K_{C}}$ . L’application composante radiale ainsi
d\’efinie $\theta;x(\underline{p}_{c})^{K_{C}}arrow DerP(\underline{p}_{c})^{K_{C}}$ est un morphisme d’alg\‘ebres de Lie dont l’image

$\mathfrak{C}_{D}$ est:
–d’une part l’alg\‘ebre de Lie de toutes les d\’erivations C-lin\’eaires qui pr\’eservent

l’id\’eal engendr\’e par $D$ dans $P(\underline{p}_{c})^{K_{c}}$ .
–d’autre part le sous-P $(\underline{p}_{c})^{K_{C}}$-module libre de Der $P(\underline{p}_{c})^{K_{C}}$ engendr\’e par les com-

posantes radiales des gradients $dq_{1},$ $\cdots$ $dq_{r}$ .
2) Lorsque $\underline{g}$ est une alg\‘ebre r\’eductive complexe (cas \’etudi\’e par Sekiguchi)

(et plus g\’en\’eralement lorsque $\underline{a}$ est l’ensemble des points fixes de $M$ dans $\underline{p}$ )

on a:
(i) L’application composante radiale est un isomorphisme d’alg\‘ebres de Lie

de $\chi(\underline{p}_{c})^{K_{C}}$ sur l’alg\‘ebre de Lie $\mathfrak{C}_{D}$ de toutes les d\’erivations C-lin\’eaires de $P(\underline{p}_{c})^{K_{C}}$

qui pr\’eservent l’id\’eal engendr\’e par $D$ .
(ii) $x(\underline{p}_{c})^{K_{c}}$ est le $P(\underline{p}_{c})^{K_{C}}$-module libre engendr\’e par les gradients $dq_{1},$

$\cdots,$
$dq_{r}$ .

(iii) L’op\’eration de restriction \‘a $\underline{a}_{c}$ est un isomorphisme de $\chi(\underline{p}_{c})^{K_{C}}$ sur
$\chi(\underline{a}_{c})^{W_{C}}$ .

On notera que les analogues holomorphes de ces \’enonc\’es sont encore vrais
(voir [Sch 1], Theorem 6.6).

3.9. REMARQUES. On donne ici sans d\’emonstration des indications sur
l’injectivit\’e de l’application composante radiale et plus particuli\‘erement sur Ia
question de savoir dans quel cas $\underline{a}$ est l’ensemble des points fixes de $M$ dans $\underline{p}$ .
Pour cela, supposons que $\underline{g}=\underline{k}\oplus\underline{p}$ soit au d\’epart une alg\‘ebre de Lie simple r\’eelle,
de sorte que la repr\’esentation adjointe de $K$ dans $\underline{p}$ est irr\’eductible.

1) Ou bien la repr\’esentation de $K$ dans $\underline{p}_{c}$ est aussi irr\’eductible. Alors $\underline{a}$

est l’ensemble des points fixes de $M$ dans $\underline{p}$ (il s’agit d’un calcul de multiplicit\’e,
voir [K-R], Remark 24).

2) Ou bien il existe une structure complexe K-invariante $J:\underline{p}arrow\underline{p}$ . Si $L$

est un champ de vecteurs sur $\underline{p}$ , on notera $JL$ le champ tel que $(JL)(X)=J(L(X))$

pour tout $X$ dans $\underline{p}$ . Il est facile de voir que les champs Jdq1, , $Jdq_{r},$ $dq_{1},$
$\cdots,$ $dq_{r}$

sont K-invariants et forment un syst\‘eme libre sur $C^{\infty}(\underline{p})^{K}$ . L’auteur conjecture
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que $(Jdq_{1}, Jdq_{r})$ est une base du noyau de $\theta$ , consid\’er\’e comme module sur
$C^{\infty}(\underline{p})^{K}$ .

4. Composantes radiales concretes le long d’une transversale de Kostant.

4.1. On reprend les notations pre’ce’dentes. Soit $X_{0}$ un \’el\’ement nilpotent
regulier de $\underline{p}_{c}$ . On sait (pour tout ceci, on renvoie \‘a [K-R], particuli\‘erement
les th\’eor\‘emes 11, 12 et 13) que $X_{0}$ peut \^etre plong\’e dans un $sl(2)$-triPlet normal
principal: il existe $H_{0}$ dans $\underline{k}_{c}$ , et un \’el\’ement nilpotent r\’egulier $Y_{0}$ dans $\underline{p}_{c}$ tels
que:

$[H_{0}, X_{0}]=2X_{0}$ , $[H_{0}, Y_{0}]=-2Y_{0}$ , $[X_{0}, Y_{0}]=H_{0}$ .
Soit $\underline{z}(Y_{0})$ le centralisateur de $Y_{0}$ dans $\underline{p}_{c}$ . On pose:

$\underline{t}=X_{0}+\underline{z}(Y_{0})$ .
Alors $1’ espace$ affine $\underline{t}$ est contenu dans l’ensemble des \’el\’ements r\’eguliers de

$p_{c}$ et l’ope’ration de restriction \‘a $\underline{t}$ des fonctions d\’efinies dans $\underline{p}_{c}$ , not\’ee $R_{\zeta}$ , est
un isomorphisme de l’alg\‘ebre $P(\underline{p}_{c})^{K_{c}}$ sur l’alg\‘ebre affine $P(\underline{t})$ de -.

4.2. Soit $L$ un champ de vecteurs $K_{c}$-invariant polynomial sur $\underline{p}_{c}$ . Sa com-
posante radiale $\theta(L)$ est une d\’erivation C-lin\’eaire de $P(\underline{p}_{c})^{K_{\iota}}$ ; il existe donc un
et un seul champ de vecteurs $\theta’(L)$ sur - tel que: $(L\cdot f)|_{\underline{t}}=\theta’(L)\cdot f|_{\underline{t}}$ , pour tout
$f$ dans $P(\underline{p}_{c})^{K_{c}}$ ; d’o\‘u une application composante radiale concr\‘ete $\theta’$ , qui est un
morphisme d’alg\‘ebres de Lie de $\chi(\underline{p}_{c})^{K_{C}}$ sur l’alg\‘ebre de Lie $\mathfrak{C}_{F}$ de tous les
champs de vecteurs sur $\underline{t}$ pr\’eservant l’id\’eal engendr\’e par $F$ (o\‘u $F$ est la restric-
tion \‘a $\underline{t}$ du polyn\^ome invariant $D$). Le calcul des composantes radiales concr\‘etes
est imm\’ediat. D\’esignons en effet par $u_{1},$

$\cdots$
$u_{r}$ les restrictions \‘a . des poly-

n\^omes $q_{1},$ $q_{\gamma}$ , de sorte que $P(\underline{t})=C[u_{1}, \cdots u_{r}]$ et par $\partial_{k}$ la d\’erivation $\partial/\partial u_{k}$

de $P(\underline{t})$ . La composante radiale concr\‘ete du gradient de $q_{i}(1\leqq i\leqq r)$ , est le
champ de vecteurs $L_{i}$ d\’efini pour tout $Z$ dans $\underline{t}$ par:

$L_{i}(Z)= \sum_{k}B(dq_{i}(Z), dq_{k}(Z))\partial_{k}$ . (4.1)

Ceci n’est autre que la formule (3.2). On en d\’eduit, sans aucune connais-
sance pre’alable de $\mathfrak{C}_{F}$ , que $(L_{1}, \cdots , L_{r})$ est une base du $P(\underline{t})$-module $\mathfrak{C}_{F}$ ; enfin, la
composante radiale concr\‘ete $\theta’(L)$ d’un champ de vecteurs invariant $L$ est
donn\’ee par:

$\theta’(L)(Z)=\sum_{k}B(L(Z), dq_{k}(Z))\partial_{k}$ . (4.2)

4.3. Il reste \‘a identifier les champs de vecteurs $M_{1},$ $M_{r}$ de Sekiguchi.
Rappelons que dans la situation \’etudi\’ee par Sekiguchi, le sous-espace de Cartan

$\underline{a}_{c}$ est en fait une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\underline{g}_{c}$ (et $g$ est la forme r\’eelle normale
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de $g_{c}$). Ceci \’etant, il est possible de construire une base $v_{1},$ $\cdots,$ $v_{r}$ de $\underline{z}(Y_{0})$

ayant les proprie’t\’es suivantes:
Soit $s:C^{r}arrow l$ l’application d\’efinie par $s(z)=X_{0}+ \sum z_{k}v_{k}$ , pour tout $z=(z_{1}, \cdots, z_{r})$

dans $C^{r}$ . Alors, pour chaque $i,$ $1\leqq i\leqq r$ , il existe un et un seul polyn\^ome $K_{c^{-}}$

invariant homog\‘ene $P_{i}$ sur $\underline{p}_{c}$ tel que $P_{i}(s(z))=z_{i}$ pour tout $z$ dans $C^{r}$ et $P(\underline{p}_{c})^{K_{C}}$

$=C[P_{1}, P_{r}]$ (voir [K], en particulier les th\’eor\‘emes 6 et 7).

Soit $t$ un nombre complexe. Du fait que $P_{l}(s(z)+tv_{j})$ est $z_{t}+t$ si $i=$ ], ou $z_{\iota}$

si $i\neq j$ , (ceci par la d\’efinition m\^eme des $P_{i}$ ), on a:

$B(dP_{i}(s(z)), v_{j})=( \frac{d}{dt})_{0}P_{t}(s(z)+tv_{j})=\delta_{ij}$

o\‘u $\delta_{ij}$ est le symbole de Kronecker. Ceci montre que les fonctions polynomiales
$X_{i}$ : $C^{r}arrow\underline{p}_{c}$ dont l’existence est affirm\’ee par Sekiguchi dans sa proposition 2.2
ne sont autres que $X_{i}(z)=dP_{i}(s(z))$ , et du m\^eme coup, que les champs $M_{i}$ de
Sekiguchi ne sont autres que $M_{i}=dP_{i}(1\leqq i\leqq r)$ ([S], Theorem 3.8.1). Finale-
ment, la formule (4.2) donn\’ee ci-dessus contient celle du num\’ero 3.3 de [S].

5. Notes bibliographiques.

1) Dans la situation examin\’ee par Sekiguchi, deux circonstances particuli\‘eres
se trouvent r\’ealis\’ees: d’une part, $\chi(V)^{K}$ est un $P(V)^{K}$ -module libre et d’autre
part les gradients des Polyn\^omes invariants engendrent ce module.
–Par un th\’eor\‘eme de Vust ([Vu], Chapitre $m$ , \S 1, Proposition 2), pour que

$\chi(V)^{K}$ soit un $P(V)^{K}$-module libre, il suffit que $P(V)$ soit un $P(V)^{K}$-module libre,
ou autrement dit que la repr\’esentation de $G=K_{c}$ dans $W=V\otimes C$ soit une re-
pr\’esentation colibre, selon la terminologie de Schwarz, qui a classifi\’e les re-
pr\’esentations colibres des groupes $G$ simples complexes ([Sch 3]). La condi-
tion de colibert\’e est suffisante pour assurer la libert\’e du $P(V)^{K}$ -module $\chi(V)^{K}$ ,
mais n’est pas n\’ecessaire. Dans le cas $\underline{g}=\underline{k}\oplus\underline{p}$ examin\’e plus haut, $\chi(\underline{p})^{K}$ est
libre (sur $P(\underline{p})^{K}$ ) de rang \’egal \‘a la dimension de l’espace vectoriel des points
fixes de $M$ dans $\underline{p}$ ([Vu], Chapitre $m$ , \S 1, Corollaire de la proposition 2).

–D’une fagon g\’en\’erale, si les gradients des polyn\^omes invariants engendrent le
module des champs de vecteurs invariants, alors l’application composante radiale
$\theta$ est injective, mais il peut arriver que $\theta$ soit injective sans que $\chi(V)^{K}$ soit
engendr\’e par les gradients des polyn\^omes invariants.

2) Le noyau de l’application composante radiale est constitu\’ee par les champs
de vecteurs invariants qui annulent tous les Polyn\^omes invariants. Plus g\’en\’erale-
ment, on peut s’int\’eresser aux champs de vecteurs (invariants ou non) qui an-
nulent les polyn\^omes invariants. Dans certaines circonstances, l’ensemble de
ces champs de vecteurs est, en tant que $P(V)$-module, engendr\’e par les champs
de Killing associ\’es \‘a l’op\’eration de $K$ dans $V$ (voir par exemple [Sch 1], Pro-
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position 9.3 et [D1]).
3) Le noyau $\mathfrak{N}$ de $\theta;x(V)^{K}arrow \mathfrak{C}_{D}$ n’est pas en g\’en\’eral un facteur direct dans

$\chi(V)^{K}$ . Par contre, si $K$ est un groupe de Lie compact qui op\‘ere sur une vari\’et\’e
compacte $V$ , le noyau de l’application composante radiale $\theta;x^{\infty}(V)^{K}arrow DerC^{\infty}(V)^{K}$

est toujours un facteur direct dans $x^{\infty}(V)^{K}$ ([Sch 1], Theorem 4.3).

4) Dans l’exemple de Sekiguchi, on a pu remarquer que l’op\’eration $R_{\underline{h}}$ de
restriction \‘a une sous-alg\‘ebre de Cartan $\underline{h}$ est un isomorphisme de $\chi(\underline{g})^{G}$ sur
$\chi(\underline{h})^{W}$ , o\‘u $W$ est le groupe de Weyl. D’une fagon g\’en\’erale, soient $v$ un point
Principal de $V$ , de sorte que son stabilisateur $K_{v}$ dans $K$ aPpartient \‘a la classe
d’isotropie principale, et $V_{0}$ l’ensemble des points fixes de $K_{v}$ dans $V$ . Alors
l’op\’eration de restriction $R_{0}$ \‘a $V_{0}$ transforme un champ de vecteurs K-invariant
sur $V$ en un champ de vecteur W-invariant sur $V_{0}$ , o\‘u $W$ est le groupe $N(K_{v})/K_{v}$

(quotient par $K_{v}$ du normalisateur de $K_{v}$ dans $K$). L’application $R_{0}$ est $tou$] $ours$

injective. Elle est surjective dans certaines circonstances, Pr\’ecis\’ees en particulier
par le th\’eor\‘eme 3 du \S 2 du chapitre $I\Pi$ de [Vu]. On pourra aussi consulter
[Sch 1], Theorem 11.2.

5) Dans la formule (3.2) de la composante radiale, on a vu apparaitre de
fagon naturelle les produits scalaires $B(dp_{i}, dp_{j})$ des gradients des polyn\^omes
invariants $p_{1},$ $\cdots$ $p_{r}$ . Ces produits scalaires interviennent dans les travaux
d’Arnold (on ne citera que [A]), qui affirme qu’il est souvent utile de connaitre
leurs expressions en fonction des polyn\^omes invariants basiques, et donne ces
expressions (d\^ues \‘a D. B. Fuks) pour les invariants du groupe sym\’etrique ([A],

Remark 3.9). Pour d’autres situations, li\’ees aux invariants des groupes de Weyl
des alg\‘ebres de Lie simples, on pourra consulter ([Gi]).

Appendice: Le calcul du cocycle.

A.l. Soit $\underline{g}$ une alg\‘ebre de Lie de dimension finie $n$ (sur un corps de carac-
t\’eristique nulle) et soit $L:\underline{g}arrow\underline{g}$ un champ de vecteurs (disons polynomial) in-
variant, c’est-\‘a-dire tel que $L(Ad(x)X)=Ad(x)L(X)$ pour tous $X$ dans $\underline{g}$ et $x$

dans le groupe adjoint $G$ de $\underline{g}$ . Par d\’erivation, on obtient:

$dL(X)\circ adX=ad(L(X))$ $(X\in\underline{g})$ (A.1)

o\‘u $dL:\underline{g}arrow$End $\underline{g}$ est la diff\’erentielle de $L$ . Il en r\’esulte en particulier que pour
chaque $X$ dans $\underline{g}$ , la valeur $L(X)$ du champ invariant $L$ appartient au centre
du centralisateur $\underline{z}(X)$ de $X$ dans $\underline{g}(L(X)\in\underline{z}(X)$ et $[L(X), Y]=0$ pour tout $Y$

dans $\underline{z}(X))$ . En d\’erivant l’identit\’e $[L(X), X]=0$ , on trouve:

ad $X\circ dL(X)=ad(L(X))$ $(X\in\underline{g})$ . (A.2)

La comparaison de (A. 1) et (A.2) montre que $dL(X)$ commute \‘a ad $X$, et par
suite laisse stable les nilespaces de ad $X$ ; par exemple, si $\underline{h}(X)$ est le noyau de
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$($ad $X)^{n}$ et $\underline{q}(X)$ est l’image de $($ad $X)^{n}$ , l’endomorphisme $dL(X)$ respecte la d\’e-
composition $\underline{g}=\underline{h}(X)\oplus\underline{q}(X)$ .

A.2. On \’ecrit:

$\det(\lambda+adX)=\lambda^{n}+Q_{1}(X)\lambda^{n-1}+\cdots+Q_{n}(X)$

et on d\’efinit des fonctions polynomiales $B_{k}$ : $\underline{g}arrow End(\underline{g})(0\leqq k\leqq n-1)$ , en posant:
$B_{0}(X)=id_{\underline{g}},$ $B_{k}(X)+(adX)\circ B_{k-1}(X)=Q_{k}(X)id_{\underline{g}}$ , de sorte que:

$C(\lambda;X)=\lambda^{n-1}+B_{1}(X)\lambda^{n- 2}+\cdots+B_{n-1}(X)$ (A.3)

est l’adjointe de $\lambda+adX$ (voir [Ga], Chapitre IV, \S 4), $i$ . $e$ . v\’erifie:

$(\lambda+adX)C(\lambda;X)=d\acute{e}t(\lambda+adX)$ . (A.4)

A.3. Soit $r$ le rang de $\underline{g}$ ; alors $Q_{k}(X)=0$ pour $k>n-r$ ([D2], 1.9.8), $Q_{n-r}$

est le polyn\^ome discriminant de $\underline{g}$ et:

$B_{n-r}(X)=(adX)^{n-r}+Q_{1}(X)(adX)^{n-r-1}+\cdots+Q_{n- r}(X)id_{g}$

(A.5)
$B_{n-r+s}(X)=(adX)^{s}B_{n-\gamma}(X)$ $s\geqq 1$ .

On notera, pour un usage ult\’erieur, que l’endomorphisme $B_{n-r}(X)$ est nul
sur l’image de $($ad $X)^{n}$ (Th\’eor\‘eme de Hamilton-Cayley).

A.4. LEMME. Soit $L$ un champ de vecteurs invariant sur $\underline{g}$ . On $a,$ $pmr$

tout $X$ dans $\underline{g}$ :

$(LQ_{n-r})(X)=Q_{n-r}(X)tr_{\underline{g}.\underline{h}(X)}(dL(X))$ (A.6)

o\‘u $\underline{h}(X)$ est le noyau de $(adX)^{n}$ et $tr_{\underline{g}/E^{(X)}}(dL(X))$ d\’esigne la trace de l’endo-
morphisme de $\underline{g}/\underline{h}(X)$ induit par $dL(X)$ .

D\’EMONSTRATION. D’apr\‘es (A.4) et la formule de d\’erivation des d\’eterminants,
on a:

$( \frac{d}{dt})_{0}$ d\’e $t$ ($\lambda+adX+t$ ad $L(X)$ ) $=tr_{\underline{g}}(C(\lambda;X)\circ adL(X))$ .

D’apr\‘es (A.3), le second membre de l’\’egalit\’e pr\’ec\’edente est un polyn\^ome en
$\lambda$ o\‘u le coefficient de $\lambda^{\gamma}$ (par ailleurs \’egal \‘a $LQ_{n-r}(X)$ ) est:

$tr(B_{n-r-1}(X)\circ adL(X))=tr(B_{n-r-1}(X)\circ adX\circ dL(X))$

(on a utilis\’e la formule (A.2)). Comme $B_{n-r-1}(X)\circ adX+B_{n-\gamma}(X)=Q_{n-r}(X)id_{\underline{g}}$ ,

il vient:

$LQ_{n-r}(X)=Q_{n-r}(X)tr_{\underline{g}}(dL(X))-tr_{\underline{g}}(B_{n-r}(X)\circ dL(X))$ .
L’endomorphisme $B_{n-r}(X)\circ dL(X)$ \’etant nul sur le suppl\’ementaire de $\underline{h}(X)$
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constitu\’e par l’image de $($ad $X)^{n}$ , et stabilisant $\underline{h}(X)$ , sa trace coincide avec celle
de sa restriction \‘a $\underline{h}(X)$ ; comme ad $X$ est nilpotent sur $\underline{h}(X)$ et commute \‘a
$dL(X)$ , on voit en utilisant (A.5):

$tr_{\underline{g}}(B_{n-\gamma}(X)\circ dL(X))=tr_{\underline{h}(X)}(B_{n-r}(X)\circ dL(X))=Q_{n- r}(X)tr_{\underline{h}(X)}(dL(X))$ .

D’o\‘u il r\’esulte que:

$LQ_{n-r}(X)=Q_{n-r}(X)(tr_{\underline{g}}(dL(X))-tr_{\underline{h}(X)}(dL(X))=Q_{n-r}(X)tr_{\underline{g}/\underline{h}(X)}(dL(X))$ .

A.5. Soit $\underline{h}$ une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\underline{g}$ ([D2], 1.9.9). Il r\’esulte im-
m\’ediatement du lemme pr\’ec\’edent que, pour tout $X$ dans $\underline{h}$ , on a:

$LQ_{n-r}(X)=Q_{n-r}(X)tr_{\underline{g}/\underline{h}}(dL(X))$ .

A.6. Consid\’erons en particulier le cas o\‘u
$\underline{g}$ est une alg\‘ebre de Lie r\’eductive

r\’eelle. On fixe une forme bilin\’eaire sym\’etrique non d\’eg\’en\’er\’ee $B$ sur $\underline{g}$ , qui
coincide avec la forme de Killing sur $[\underline{g},\underline{g}]\cross[\underline{g},\underline{g}]$ . On dispose alors de
l’op\’erateur de Casimir $\square$ , qui est un op\’erateur diff\’erentiel invariant, \‘a coefficients
constants, naturellement associ\’e \‘a $B$ , de la mani\‘ere suivante: si $f$ est une fonc-
tion $C^{\infty}$ sur un ouvert $\Omega$ de $\underline{g}$ , on calcule son gradient (au moyen de $B$ ) $df:\Omega$

$arrow\underline{g}$ , puis la d\’eriv\’ee $d^{2}f$ de $df$ , de sorte que, pour chaque $X$ dans $\Omega$ , $d^{2}f(X)$

est un endomorphisme de $\underline{g}$ , et on a alors: $\square f(X)=tr_{\underline{g}}(d^{2}f(X))$ .

A.7. Soit $\underline{h}$ une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\underline{g}$ ; comme la restriction $B_{0}$ de
$B$ \‘a $\underline{h}\cross\underline{h}$ est non d\’eg\’en\’er\’ee, on dispose sur $\underline{h}$ d’un op\’erateur $\triangle$ associ\’e \‘a $B_{0}$

comme $\square$ \’etait associ\’e \‘a $B$ ; si $f_{0}$ est une fonction $C^{\infty}$ sur un ouvert de $\underline{h}$ , on
a donc $\triangle f_{0}(X)=tr_{\underline{\hslash}}(d^{2}f_{0}(X))$ . La restriction $D_{0}$ \‘a $\underline{h}$ du polyn\^ome discriminant
$D$ de $\underline{g}$ est Ie carr\’e d’un polyn\^ome harmonique $J:D_{0}=J^{2}$ et $\triangle J=0$ . Soit main-
tenant $f:\Omegaarrow R$ une fonction G-invariante de classe $C^{\infty}$ , d\’efinie dans un ouvert
invariant $\Omega$ de $\underline{g}$ et $f_{0}$ sa restriction \‘a $\Omega\cap\underline{h}$ . On a alors, pour tout $X$ dans
$\underline{h}$ : $df_{0}(X)=df(X)$ et $tr(d^{2}f_{0}(X))=tr_{\underline{h}}(d^{2}f(X))$ . Comme (Formule (A.6)):

tr $\underline{g}/n(d^{2}f(X))D(X)=B(dD(X), df(X))=B_{0}(dD_{0}(X), df_{0}(X))$

$=2J(X)B_{0}(dJ(X), df_{0}(X))$

pour $X$ dans $\underline{h}$ , on d\’eduit:

$2B_{0}(dJ(X), df_{0}(X))=J(X)tr_{\underline{g}/4}(d^{2}f(X))$ .
D\‘es lors:

$\triangle(Jf_{0})(X)=2B_{0}(dJ(X), df_{0}(X))+(J\triangle f_{0})(X)=J(X)(tr_{\underline{g}/g}(d^{2}f(X))+tr_{\iota!}(d^{2}f(X)))$

$=J(X)tr_{\underline{g}}(d^{2}f(X))$ .

Donc $\triangle(Jf_{0})(X)=J(X)\square f(X)$ pour $X$ dans $\underline{h}$ . C’est la formule de la composante
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radiale de Harish-Chandra (voir par exemple [Wa], 7.10.26).
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