J. Math. Soc. Japan
Vol. 47, No. 1, 1995

Ideaux /Z-reduits des ordres des corps
quadratiques réels

Par Pierre KAPLAN

(Regu le 28 juin, 1993)

§1. Intreduction.

Soit A un discriminant positif, c¢’est-a-dire un entier positif non carré con-
gru 2 0 ou 1 modulo 4. Il existe un discriminant fondamental A, et un entier
>0 tel que A=A,f2. Soit O, lordre de conducteur f du corps Q(~/A,). Les

idéaux primitifs de ’anneau O, sont les Z-modules I:[a, 13+—2\/A} tels que
—b?

A
(]..l) a > 0, —Za—

=ceZ, (a, b c)=1.

En particulier O, est obtenu en prenant a=1 dans [I.I). Le nombre a est la
norme N(I) de I'idéal I et est déterminé par I. Le nombre ¢=(b++/A)/2a est
déterminé modulo 1 par I et, inversement, ¢ détermine I. Nous dirons que [
et ¢ sont associés et écrirons I=1I(p), ce qui signifie que

b+ /A
="

(1.2) I=all, ¢], 5y

ou ¢ et b vérifient [I.I]. Le nombre ¢, qui dépend de ¢, sera noté c(¢).
Parmi les représentants de ¢ modulo 1, il en existe un, et un seul, ¢([),

dont le conjugué ¢=(b—+/A)/2a vérifie —1<3<0. Alors les coefficients b et

¢ de ¢, définis par et [1.2), sont bien déterminés et seront notés b(I) et

¢(I) de sorte que

b(I)-+vA

2N(I)

Nous pouvons maintenant définir les idéaux k-réduits. Soit %# un entier =0

et I un idéal de I’anneau O, nous dirons que

(1.3) I=NDLL, o], o) =

, —1<a)<0.

lidéal I est k-réduit si k<g(I),
(1.4)

I'idéal I est strictement k-réduit si bk <e([)<k-+1.

De méme nous dirons que
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5 { le nombre ¢ est k-réduit si —1<¢<0, 2<g,
(1.
le nombre ¢ est strictement R-réduit si —1<¢<0, k<ep<k+1.

Ainsi les idéaux l-réduits sont les idéaux réduits au sens usuel et les idéaux
0-réduits sont les idéaux “négativement réduits” introduits dans ; les nom-
bres 1-réduits sont les nombres réduits.

Désignons par [4] la partie entiére du nombre réel 4. Comme —1<A+
[—4]<0 on voit que, sil’on ne précise pas le choix de ¢ dans sa classe modulo 1,

l'idéal I est k-réduit si ¢+[—@]> 4,
(1.6)

I’idéal I est strictement k-réduit si 2<e+[—@]<k-+1.

On sait que le nombre des idéaux O-réduits de O est fini et donc le nom-
bre des idéaux kA-réduits pour tout 2=0. Voici une démonstration trés simple
de ce fait,

I suffit de voir que le nombre des nombres 0-réduits est fini, c’est-a-dire
que le nombre des solutions entiéres (a, b, ¢) de
b—~/A

2a

A=0b*+4ac, a>0 —-1< b+z/A

<0< e,

est fini. Or les deux derniéres inégalités montrent que |b| <+/A, donc le nom-
bre des choix possibles pour a, b et ¢ tels que A=b*+4ac, |b]<~+/A, a>0 et
2a+b>+/A est fini.

Nous pouvons maintenant indiquer le but de ce travail.

Soit D=1 (mod4) un discriminant positif. Nous allons relier les idéaux
primitifs réduits de ’anneau O,p a ceux de I’anneau Op,. Nous désignerons par
I un idéal primitif de O,p et par J un idéal primitif de O, et nous posons

N = card{7; I réduit},
N_ = card{/; I 0-réduit},
N* = card{]; J réduit},
N* = card{J; J 0-réduit}.
Si D=5 (mod 8):
N¥ = card{J; J strictement 1-réduit},
N¥ = card{J; J strictement 2-réduit},
N#¥=card{J; J 3-réduit}.
Si D=1 (mod8):

N* =card{J; J réduit, N(J)=0, ¢(J)=1 (mod 2)},
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¥ = card{J; J strictement 2-réduit, N(J)=0, ¢(/)=1 (mod 2)},
N¥ = card{/J; J 3-réduit, N(J)=0 (mod 2)},
N* = card{J; J O-réduit, N(/)=1 (mod 2)},
N*, = card{J; J 0-réduit, N(J)=0, ¢(J)=1 (mod 2)}.
Alors nous obtenons les résultats nouveaux suivants pour les idéaux réduits:
THEOREME 1. (D=5 (mod8)). Si D=5 (mod8) on a N=N*¥+3N¥+5N¥%.
THEOREME 2. (D=1 (mod8)). Si D=1 (mod8) on a N=N*¥+2N¥+2N%.

En ce qui concerne les idéaux négativement réduits (0-réduits), le cas D=5
(mod 8) est traité dans [3], mais nous obtenons un résultat nouveau si D=1
(mod 8):

THEOREME 3. (D=5 (mod 8)) ([3], Théoréme 2). Si D=5 (mod8) on a N_=
3N*4-N*,

THEOREME 4. (D=1 (mod8)). Si D=1 (mod8) on a N.=N*+2N*,+N*¥

On sait d’autre part qu’il existe un homomorphisme 6 du groupe des classes
d’idéaux H,p, de O,p sur le groupe Hp des classes d’idéaux de Op. Nous mon-
trerons que les Théorémes 1 a 4 restent vrais si, au lieu de considérer tous
les idéaux d’un type indiqué, cn se limite a ceux d’une classe C*=H)p et a ceux
de son image inverse #-'(C*), et nous obtiendrons ainsi la solution suivante a
un probléme posé par Gauss ([2], §256, V) et Eisenstein ([1]); pour d’autres
critéres voir [7], et [3].

THEOREME 5. Soit (D=5 (mod8)), L le nombre des idéaux primitifs réduits
d’une classe C de O,p, et L¥, L%, L% les nombres des idéaux de la classe 6(C)
qui sont rvespectivement strictement l-réduits, strictement 2-réduits et 3-réduits.
Alors Uéquation x*—Dy?*=4 a des solutions impaires x et vy si, et seulement si,

L= L¥+3L%+5L%.

Au paragraphe suivant (§2) nous allons démontrer les Théorémes 1 et 2.
Pour ceci nous définirons et étudierons une application ¢ de l’ensemble E des
idéaux primitifs réduits de O,p dans 'ensemble E* des idéaux primitifs réduits
de Op.

Cette application ¢ est différente de celle utilisée dans pour démontrer
le Théoréme 3. La démonstration du Théoréme 4, que nous ommettons, s’obtient
en modifiant la démonstration du Théoréme 3 de facon a tenir compte de ce
que D=1 (mod 8) comme nous procédons ici pour le Théoréme 2, en utilisant
le Lemme 3.
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Au §3 nous démontrons le Théoréme 5.
Au §4 nous donnons des exemples numériques.

§2. Démonstration des Théorémes 1 et 2.

Nous commengons par trois lemmes. Les Lemmes 2 et 3 décrivent respec-
tivement les idéaux de O,p et de Ojp.

LEMME 1. Les idéaux I(p) et I1(1/¢) sont équivalents.

DEMONSTRATION. On a l/o=(po+¢q)/(ro+s) avec p=s=0, g=r=1, d’ot
ps—qr=—1 ce qui, d’aprés [4, Proposition 3], prouve le Lemme 1.

LEMME 2. Soit I=a[l, ¢] un idéal primitif de O,p, avec a=N(I).

@) 1l existe b=b(p)=Z tel que p=(b++~/D)/a et D=b*+ac. Si ¢ vérifie
—1<3<0 alors b(I)=20(p).

B) Si N(I)=0 (mod 2) alors N(I)=0 (mod 4) et b(p)=c(p)=1 (mod 2).

7) Si N(I)=1 (mod 2) alors blo+1)=b(¢)+1 (mod 2).

DEMONSTRATION, D’aprés ¢ sécrit o=(0"++/4D)/2a avec 4D =
b'*+4ac, donc b’'=2b et o=(b++/D)/a avec D=b+ac, ce qui prouve a).

Si a est pair alors b est impair, donc ac=0 (mod 4) et, comme (a, 2b, ¢)=1,
on voit que a=0 (mod4), b=c=1 (mod 2), ce qui prouve J).

Comme b(¢+1)=>b(p)+a on voit que, si a est impair, b(p+1)=b(¢)+1 (mod 2),
ce qui achéve la démonstration du Lemme 2.

LEMME 3. Soit J=all, ¢1=1(¢) avec ¢=(b+ VD)/2a un idéal primitif de
Op. Alors b=1 (mod 2) et

a) Si D=5 (mod8) on a N(J)=c(p)=1 (mod 2).

B) Si D=1 (mod8) et N(J)=1 (mod 2) alors c(¢)=0 (mod 2).

7) Si D=1 (mod8) et N(J)=0 (mod 2) alors c(p+1)=c(¢)-+1 (mod 2).

0) Les idéaux I(p/2) et 1(2/¢) sont desidéaux primitifs de Oup si, et seule-
ment si, c(p)=1 (mod 2).

DEMONSTRATION. L’égalité D=b*+4ac montre que b=1 (mod 2) ainsi que
a) et B). De I'égalité o+1=(b+2a-++/D)/2a on déduit c(p+1)=(D—(b+2a)*/4a
=c—a—>b, et, si a=N(J)=a (mod2), on voit que c(p+1)=c(p)+1 (mod 2), ce
qui prouve 7). On a ¢/2=(2b+~/4D)/2.4a d’oi c(@/2)=4D—(2b)%)/16a=c(p) et,
comme (a, b, ¢)=1, on voit que (4a, 2b, c)=1 si, et seulement si, c=c(¢p)=1
(mod 2). Pour achever la démonstration de ¢) et du Lemme 2, il suffit de re-
marquer que, d’apres le Lemme 1, les idéaux I(p/2) et I(2/¢) sont équivalents.

Nous pouvons maintenant définir ’application ¢». Pour ceci nous commen-
cons par définir une partition de ’ensemble E des idéaux [ primitifs réduits de
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O,p en trois sous-ensembles E,, E{ et E, de la maniére suivante:
E,, si N(J) =1 (mod 2) et b(I) =2 (mod4),

(2.1) Ie< Ej si N(J) =1 (mod 2) et b(I) =0 (mod4),
E,, si N(I) =0 (mod4).

Puis nous définissons l’application ¢ ainsi:

DEFINITION 1. Soit I un idéal primitif réduit de O,p. Alors

1(;?[—)), si I€E,,
2.2) o= . -
(m), S IEEl,

\ 12p(I)), si I€E,.

Rappelons maintenant la définition de Vapplication #. Soit C une classe
d’idéaux de I’anneau O,p et soit I=a[l, ¢’] un idéal primitif de C ou ¢'=
(blp"++/D)/a est tel que blp)=1 (mod 2). Alors la classe (C) contient I'idéal

o'\ b(go/)—i-«/ﬁ} .o
I<7) = [a, 5 | si a=1 (mod 2),
(2.3)

a w}, si a=0 (mod4).

|12 = 7
(Voir [4], Theorem 1 et Corollary 4).

LEMME 4. Soit C(I) la classe de ’idéal primitif réduit IEE et §(C(I)) son
image par 6. L’idéal P(I) défini par (2.2) est un idéal de G(C(I)), primitif,
réduit, et de norme paire si D=1 (mod 8).

DEMONSTRATION. On a I=a[l, ¢] ou ¢=¢(I) est réduit. D’apres [2.1),
(2.3) et Lemme 2, 7), la classe 6(C(I)) contient I(¢/2) si I€E,, I((¢—1)/2) si
IeE;, et I(2¢p) si I€E,. Appliquant (2.3), et aussi le Lemme 1 si I€E, ou
E}, on voit que ¢(I)=0(CU)).

Considérons le cas ou N(I)=1 (mod 2) et posons ¢’=¢ si pE,, ¢'==¢p—1
si pE{. Alors I=I(¢") ot ¢’=("++/D)/a avec b'=1 (mod2) et donc D=
b’?+4ac’. Comme [ est primitif on a (g, 2b’, 4c’)=1 et, comme [ est réduit,
¢’>0 et $’<0 donc ¢’¢’<0 ce qui montre que d*<D et ¢’>0. D’autre part
2/¢"'=2a/(b'+ v/D)y=(—b"++/D)/2¢’ ce qui prouve que 1’idéal dI)=1(2/¢’) est
un idéal primitif de Op de norme ¢/, ot ¢’=0 (mod 2) si D=1 (mod 8). Comme
@ est réduit on a 2/9>0, —2/6>2 et 2/(p—1)>0, —2/(g—1)>1 ce qui, d’apres
1.6), prouve que ’idéal ¢(I) est réduit.

Si N(I)=0 (mod4) on a ¢o=(b-+ v/D)/4a’ avec (4a’, 2b, ¢)=1, et ¢=1 (mod 2)
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d’aprés le Lemme 3, ). Donc 2¢p=(b++/D)/2a’ avec (a’, b’, ¢)=1 ce qui mon-
tre que ¢(I) est un idéal primitif de Op et, comme 2¢+[—25]1=2¢+2[—5]>2,
on voit d’aprés que ¢(I) est 2-réduit. Enfin I'égalité D=b*+4a’c montre
que a’=N(¢())=0 (mod 2) si D=1 (mod 8). Ceci termine la démonstration du
Lemme 4.

Nous désignerons par ¢y, ¢1, ¢, les restrictions de ¢ a E,, E; et E, respec-
tivement. Avec ces notations nous avons

PROPOSITION 1. Cas ou D=5 (mod 8).

a) Les images de ¢, et de ¢, sont formées des idéaux 2-réduits de E*.
Chaque image réciproque ¢1'(J) ou ¢3'(J) est formée de deux ou d’'un idéal de E
sutvant que | est 3-réduit ou non,

b) 1 est une bijection de Ei sur E*.

PROPOSITION 2. Cas ou D=1 (mod 8).

Si D=1 (mod 8) les trois applications ¢y, ¢1, ¢, sont des injections.

a) Les images de ¢, et de ¢, sont égales et formées chacune de U'ensemble
des idéaux de E* qui sont soit 3-réduits avec N(J)=0 (mod 2), soit strictement 2-
réduits avec N(J)=0, ¢(J)=1 (mod 2).

b) L’image de i est I’ensemble des idéaux JEE* tels que N{(J)=c(])=0
(mod 2).

DEMONSTRATION. Soit J=a[l, w] un idéal de E*, avec w réduit et a=0
(mod 2) si D=1 (mod8). Nous démontrons les deux propositions ensemble.

a,) Les nombres réduits ¢ définissant les idéaux I€E, tels que ¢,([)=]
sont tels qu’il existe neZ tel que 2/¢=w—n et que 'idéal I(¢) soit primitif.
Ce sont donc des nombres ¢p=2/(w—n) tels que 2/(w—n)>1, 0<2/(n—®)<1 et
que I(p) soit primitif. La premiere condition montre que n=[w] ou n=[w]—1
et, comme 0<—@<1, la deuxiéme équivaut & n=2. Donc aucune valeur de =
ne peut convenir si w<<2, n=[w] peut convenir si 2<w<3 et les deux valeurs
n=[w], n=[w]—1 peuvent convenir si w>3. Il reste a voir quand I(¢) est
primitif. Le Lemme 3 montre que c’est toujours le cas si D=5 (mod 8).

Si D=1 (mod 8) et w>3 alors, d’aprés le Lemme 3, exactement une des
deux valeurs n=[w] ou n=[w]—1 est telle que c(w—n) soit impair.

Si 2<w<3 alors [w]=2 convient si, et seulement si, c(w) est impair. Ceci
prouve les Propositions 1 et 2 pour ¢,.

a,) Les idéaux de ¢3'(J) sont les idéaux [(¢) avec 2¢=w (mod 1), donc
sont a chercher parmi les idéaux I,=I(w/2) et I,=I1((w—1)/2). Or, si o=
(b++/D)/2a avec D=b*+4ac on a w/2=(2b++/4D)/8a avec 4D=4b>+16ac ce
qui montre que c(w/2)=c(w). Appliquant cette remarque a I, et I, on a, puis-
que —1<@—1)/2<@/2<0, c)=clow/2)=clw) et c,)=c{(w—1)/2)=clw—1).
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D’aprés le Lemme 3 les idéaux I, et I, sont primitifs si D=5 (mod8) et si
D=1 (mod 8) I, est primitif si ¢(J)=c(w) est impair et I, est primitif si c(J) est
pair. D’autre part

I, est réduit si, et seulement si, w—l—Z[— %] > 2,
I, est réduit si, et seulement si, w—1+2[— w;l] > 2.

Or [—@/2]=[—(®w—1)/2]=0, ce qui montre que I, est réduit si, et seulement
si, w>2 tandis que I, est réduit si, et seulement si, @>3.

Ainsi on voit que, si D=5 (mod 8), ¢3'(J)=1, si 2<w<3 et ¢3'([)=1,Ul,
si @>3. Si D=1 (mod8) ¢3'())=1I, si ¢(J) est impair et w>2, et ¢z'(J)=1, si
c(J) est pair et @>3. Ceci prouve les propositions 1 et 2 pour ¢,.

b) Les nombres réduits ¢ associés définissant les idéaux I€E] tels que
¢i(I)=] sont les nombres ¢ réduits pour lesquels il existe n€Z tels que
2/(¢p—1)=w—n et que l'idéal I(¢p) soit primitif. Ce sont donc des nombres ¢=
2/(w—n)+1 tels que 2/(w—n)>0 et —2<2/(@—n)<—1, soit n<w et 1+a<n<
2+, c’est-a-dire n=1. Maintenant nous appliquons le Lemme 3 a I’idéal
12/(w—1)+1)=I12/(w—1)). Si D=5 (mod8) I'idéal I(2/(w—1)) est toujours
primitif, tandis que, si D=1 (mod8), I(2/(w—1)) est primitif si, et seulement
si, clw—1)=1 (mod 2) c’est-a-dire si, et seulement si, c(w)=0 (mod2). Ceci
achéve la démonstration des propositions 1 et 2.

Nous pouvons maintenant démontrer les Théorémes 1 et 2.
Posons N,=card (F,), N,=card (E,) et Ni=card (F}). Quand D=5 (mod 8),
la implique

(2.4) 1= N, = N§+2N¥, N{=N¥+Ni+N%.

Ceci montre que N=N,+N,+N|=N*¥+3N%+5N%, ce qui est le Théoréme 1.
Quand D=1 (mod 8) la proposition 2 implique

2.5 N, =N, = N%+N%, N;=N%
d’ot N=N,+N{+N,=N*+2N%+2N%, ce qui est le Théoréme 2.

§3. Démonstration du Théoreme 5.

D’apres le Lemme 4 I'application ¢ est compatible avec 1’homomorphisme 4.
I en est d’ailleurs de méme de ’application ¢ utilisée dans pour prouver
le Théoréme 3 et qui permet aussi de prouver le Théoréme 4. Donc dans
I’énoncé des Théorémes 1 et 2 on peut remplacer les nombres N¥, N¥, N¥* des
idéaux réduits des types indiqués par les nombres L¥, L%, L¥ des types indiqués
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appartenant a une classe C* de Op, et N par le nombre L des idéaux réduits
de 6-1(C*).
Or on sait que

3.1 card Ker 6

{ 3, si D=5 (mod8) et x2*—Dy*=4 n’a pas de solution impaire,
1, sinon.
(Voir [2], §256, VI ou [5], § 151).

Si D=1 (mod 8), 6 est une bijection donc le Théoréme 2 implique le résultat
suivant

COROLLAIRE 1. S7 D=1 (mod8), L=L*+2L%+2L%.

Si D=5 (mod 8) on obtient le Théoréme 5 a partir du Théoréme 1, de (3.1),
et de la remarque qui précéde.

Exemples numériques.

a) Théoréme 1. (D=5 (mod 8)).

Nous donnons la liste des discriminants D=5 (mod 8) de 5 a 189 ainsi que
485, et les valeurs de N*, N¥, N*¥ N, h=card (Hp), + ou — suivant que x*—Dy*
=4 a ou non des solutions impaires. Dans la plupart des cas h=1 et le signe
est +.

D N¥ N¥ N N h +/—
5 1 0 0 1 1 +
13 0 0 1 5 1 +
21 1 0 1 6 1 +
29 0 0 1 5 1 +
37 1 2 0 5 1 —
45 1 0 1 6 1 +
93 0 0 1 5 1 +
61 0 2 1 11 1 +
69 3 0 1 8 1 +
7 1 0 1 6 1 +
85 1 2 1 12 2 +
93 0 0 2 10 1 +
101 2 0 1 7 1 -
109 4 2 1 15 1 -
117 1 0 1 6 1 +
125 0 0 1 5 1 +
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133 1 0 3 16 1 +
141 0 2 2 16 1 —
149 4 0 1 9 1 +
157 2 0 3 17 1 +
165 4 0 2 14 2 +
173 0 0 1 5 1 +
181 0 2 3 21 1 +
189 1 2 1 12 1 —
485 4 2 2 20 2 —

On voit bien sur ce tableau que 'égalité N=N*¥+3N§-+5N¥ est vérifiée.
Il est vraiment étonnant qu’un résultat si simple et si élégant soit resté ignoré
jusqu’a 'aube du troisiéme millénaire.

b) Théoréme 5. Si h=1 et si le signe est + le Théoréme 5 se rameéne
au Théoréme 1. Nous étudions donc les nombres du tableau précédent qui
restent et indiquons pour chacun d’eux les nombres des idéaux primitifs réduits
de la classe principale situés dans E¥ E¥, E% et E respectivement.

D LY L¥ L¥ L h iy

37 2 0 1 1 1 -

85 o o0 1 5 2 4+
101 2 0 1 1 1 -
141 o 2 2 4 1 -
165 1 0 1 6 2  +
189 1 2 1 4 1 =
485 2 0 1 1 2z @ -

On voit bien que la relation L=L*¥+3L¥+5L% est vérifiée exactement quand
le signe est +, et que L<L¥+3L¥+5L% quand le signe est —.

Nous allons examiner le cas de 485 qui est le plus petit discriminant fonda-
mental pour lequel 2>1 et x*—Dy®=4 n’a pas de solution impaire. Nous don-
nons la liste des idéaux sous la forme [N([I), b(I), ¢(I)] de chaque classe des
discriminants D=485 et 4D=4Xx485=1940

D=485 P+:[1, 21, 11], [11, 1, 113, [11, 21, 1]; L¥=2, L$=0, L¥=1;
A*:[5, 15, 13], [13, 11, 71, [7, 17, 71, [7, 11, 13], [13, 15, 57;
Li*=2, Ly*=2, Li*=1;
D=1940 P,:[1, 44, 1]; L,=1;
P,:[4, 42, 117, [11, 24, 317, [31, 38, 4]; L,=3;
Py: [11, 42, 4], [4, 38, 311, [31, 24, 11]; L,=3;
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A,: 5,40, 171, [17, 28, 17], [17, 40, 5]; L|=3;
A, [7, 36, 23], [23, 10, 20], [20, 30, 131, [13, 22, 28], [28, 34, 71;
L}=5;
Ay [7, 34, 287, [28, 22, 137, [13, 30, 207, [20, 10, 23], [23, 36, 71;
4=5.
Ici {Py, P,, P} =6"'(P*) et {A,, A, A} =0"'(A*) et on vérifie que
Li+ Lo+ Ly=T=L¥+5L%=2+5=7,
Li4+Lj+Li=13: L{*+3L{*+5L*=2+6+5=13.

¢) Cas D=1 (mod8). Théorémes 2 et 4. Nous donnons pour les discri-

minants D=1 (mod 8) de 17 a 129 les valeurs de N*, N¥, N¥ N, N* N*, et N_.

qui

D N¥ N% N¥% N N*, N*%, N
17 1 0 0 1 1 3 8
33 0 2 0 4 2 6 14
41 3 0 0 3 3 5 16
57 2 0 2 6 4 8 22
65 2 0 2 6 4 8 22
73 3 0 2 7 5 11 30
89 1 0 2 5 5 11 28
97 3 2 2 11 7 13 36
105 2 0 2 6 6 14 36
113 5 0 2 9 7 9 30
129 2 2 2 10 8 16 42

On vérifie bien sur tous ces exemples les deux relations
N=N¥+2(N¥+N¥) et N_=N*-+2N*%+N¥,

sont les contenus des Théorémes 2 et 4.
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