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\S 1. Introduction et g\’en\’eralit\’es

Dans cet article nous allons proposer de continuer une suite des \’etudes qui remontent
\‘a la th\’ese de Benoist [1]. Soit $G=\exp \mathfrak{g}$ un groupe de Lie nilpotent d’alg\‘ebre de Lie
$\mathfrak{g}$ . Etant donn\’es un sous-groupe ferm\’e connexe $H=\exp \mathfrak{h}$ de $G$, ayant l’alg\‘ebre de Lie
$\mathfrak{h}$ , et son caract\‘ere unitaire $\chi$, on consid\‘ere la repr\’esentation induite $\tau=ind_{H}^{G}\chi$ de
$G$ . Elle se r\’ealise par translation \‘a gauche dans l’espace $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\tau}$ des fonctions mesurables
$\varphi:Garrow C$ telles que $\varphi(gh)=\chi(h)^{-1}\varphi(g)(g\in G,h\in H)$ et que $\int_{G/H}|\varphi(g)|^{2}d\dot{g}<\infty$ pour
une mesure invariante $d\dot{g}$ sur $G/H$ .

Si l’on \’ecrit la d\’esint\’egration de $\tau$ :

$\tau c\int_{\hat{G}}^{\oplus}m(\pi)\pi d\mu(\pi)$ , (1)

les multiplicit\’es $m(\pi)$ et la mesure $\mu$ sur le dual unitaire $\hat{G}$ de $G$ s’obtiennent en termes
de la m\’ethode des orbites (cf. [4], [9]). Le caract\‘ere $\chi$ s’\’ecrit $\chi(\exp X)=e^{if(X)}=$

$\chi_{f}(\exp X)(X\in \mathfrak{h})$ pour une certaine forme lin\’eaire $f\in \mathfrak{g}^{*}$ sur $\mathfrak{g}$ telle que $f([\mathfrak{h}, \mathfrak{h}])=\{0\}$ .
Alors la mesure $\mu$ est l’image par l’application de Kirillov (cf. [5], [13]) d’une mesure finie
sur $\mathfrak{g}^{*}$ equivalente \‘a la mesure de Lebesgue sur $\Gamma_{\tau}=f+\mathfrak{h}^{\perp}$ , o\‘u $\mathfrak{y}^{\perp}=\{l\in \mathfrak{g}^{*} : l|\mathfrak{h}=0\}$ .
Et la multiplicit\’e $m(\pi)$ est \’egale au nombre des $H$-orbites contenues dans $\Omega(\pi)\cap\Gamma_{\tau}$ , o\‘u
$\Omega(\pi)=\Omega_{G}(\pi)$ d\’esigne l’orbite coadjointe de $G$ associ\’ee \‘a $\pi\in\hat{G}$ .

On se trouve dans l’altemative suivante: ou bien il existe un bome uniforme pour
toutes les multiplicit\’es $m(\pi)$ ou bien $m(\pi)=\infty$ pour $\pi$ quelconque. Dans toute la suite
il nous s’agit du cas o\‘u $m(\pi)$ sont finies.

Pour une repr\’esentation unitaire $\rho$ de $G$, on note $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\rho},$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\rho}^{\infty}$ et $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{p}^{-\infty}$ respectivement
l’espace de $\rho$ , l’espace des vecteurs $C^{\infty}$ de $p$ et l’antidual de $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\rho}^{\infty}$ . Pour $a\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{p}^{\pm\infty}$ et
$b\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\rho}^{\mp\infty}$ , on note $\langle a, b\rangle$ l’image de $b$ par $a$ . Donc $\langle a, b\rangle=\overline{\langle b,a\rangle}$ . On pose

$(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{p}^{-\infty})^{H,\chi}=\{a\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\rho}^{-\infty} : \rho(h)a=\chi(h)a, h\in H\}$ .

Dans cette situation il $y$ a (cf. [11]) une question concemant une sorte de r\’eciproc-
it\’e: $\dim(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ se qualifie-t-elle pour la multiplicit\’e $m(\pi)$ dans la d\’esint\’egration (1)?
On \’etablira plus loin une version affaiblie de cette r\’eciprocit\’e dans un cas bien particulier,
c’est-\‘a-dire dans le cas sym\’etrique nilpotent.

Soit $e$ l’\’el\’ement neutre de $G$ . On sait (cf. [16]) que $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\tau}^{\infty}\subset C^{\infty}(G)$ et que $\delta_{\tau}$ :
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\tau}^{\infty}arrow C,$ $\delta_{\tau}(\psi)=\overline{\psi(e)}$, d\’efinit un \’el\’ement de $(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\tau}^{-\infty})^{H,\chi}$ . Penney [15] a montr\’e que la
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d\’esint\’egration (1) de $\tau$ entraine celle de $\delta_{\tau}$ :

$\delta_{\tau}=\int_{\hat{G}}^{\oplus}\sum_{k=1}^{m(\pi)}a_{\pi}^{k}d\mu(\pi)$ (2)

avec certains $a_{\pi}^{k}\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}(1\leq k\leq m(\pi))$ .
C’est la formule (2) que nous appelons “formule de Plancherel pour $\tau’$ . Soit $\mathscr{B}(G)$

l’espace des fonctions $C^{\infty}$ sur $G$ \‘a support compact. Pour $\varphi\in \mathscr{B}(G)$ on fabrique un
\’el\’ement $\varphi_{H}^{f}$ de $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\tau}^{\infty}$ :

$\varphi_{H}^{f}(g)=\int_{H}\varphi(gh)\chi_{f}(h)M$ $(g\in G)$ ,

$dh$ \’etant une mesure invariante fix\’ee sur $H$ . Alors la formule de Plancherel (2) se r\’ecrit
[11]: quelle que soit $\varphi\in \mathscr{B}(G)$ ,

$\varphi_{H}^{f}(e)=\int_{\hat{G}}\sum_{k=1}^{m(\pi)}\langle\pi(\varphi)a_{\pi}^{k}, a_{\pi}^{k}\rangle d\mu(\pi)$ . (3)

On d\’efinit maintenant une certaine alg\‘ebre d’op\’erateurs diff\’erentiels. Soit

$C^{\infty}(G, \tau)=\{\varphi\in C^{\infty}(G) : \varphi(gh)=\chi(h)^{-1}\varphi(g)g\in G, h\in H\}$ ,

et soit Diff $(G, \tau)$ l’alg\‘ebre des op\’erateurs diff\’erentiels qui sont $C^{\infty}$ et qui laissent
$C^{\infty}(G, \tau)$ stable. Notre objet \‘a \’etudier, c’est $D_{\tau}(G/H)$ qui se constitue des restrictions
$D|C^{\infty}(G, \tau)$ de $D\in Diff(G, \tau)$ commutant avec translations \‘a gauche de $G$ sur
$C^{\infty}(G, \tau)$ . On a le:

TH\’EOR\‘EME ([6]). Si $m(\pi)<\infty\mu$-presque partout, l’alg\‘ebre $D_{\tau}(G/H)$ est commutative.

Corwin et Greenleaf ont d\’emontr\’e ce th\’eor\‘eme en montrant que $D_{\tau}(G/H)$ est iso-
morphe \‘a une sous-alg\‘ebre du corps $C(\Gamma_{\tau})^{H}$ des fonctions rationnelles sur $\Gamma_{\tau}$ qui sont
$H$-invariantes, et en outre cette sous-alg\‘ebre engendre $C(\Gamma_{\tau})^{H}$ . En examinant de pr\‘es
cette d\’emonstration et bien des exemples, ils posent la:

CONJECTURE (Corwin-Greenleaf). Si $m(\pi)<\infty$ presque partout pour $\mu$ , alors
$D_{\tau}(G/H)$ est isomorphe \‘a l’alg\‘ebre $C[\Gamma_{\tau}]^{H}$ des fonctions polynomiales $H$-invariantes sur
$\Gamma_{\tau}$ .

Et puis, plus r\’ecemment ils ont des r\’esultats affirmatifs sous une hypoth\‘ese assez
g\^enante. Supposons:

(i) $m(\pi)<\infty\mu$-presque partout,
(ii) il existe une polarisation $b$ commune pour $\mu$-presque toutes $1\in\Gamma_{\tau}$ telle que $\mathfrak{h}$

normalise $b$ .
Sous ces conditions ils \’etablissent le:

TH\’EOR\‘EME ([7]). L’alg\‘ebre $D_{\tau}(G/H)$ est isomorphe \‘a $C[\Gamma_{\tau}]^{H}$ .

Dans toutes les d\’emonstrations de ces deux th\’eor\‘emes, Corwin et Greenleaf ont
pleinement utilis\’e des coordonn\’ees bien adapt\’ees, des transformations de Malcev-Fourier
et des analyses tr\‘es d\’etaill\’ees des orbites coadjointes.
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Nous nous proposons ci-apr\‘es d’\’etudier leurs r\’esultats et conjecture mention\’es
ci-dessus par une m\’ethode toute diff\’erente de la leur. Notre outil principal, c’est la for-
mule de Plancherel (3) pour $\tau$ , et il nous s’agit d’une g\’en\’eralisation du travail de Benoist
[1]. Toutefois il doit \^etre not\’e que nos r\’esultats ne nous foumit pas un chemin court aux
r\’esultats de Corwin-Greenleaf.

Cette \’etude a \’et\’e mis au point, lorsque l’auteur s\’ejoumait \‘a l’Universit\’e de Poitiers.
$n$ remercie G\’erard Gr\’elaud pour des discussions tr\‘es utiles, Pierre Torasso et d’autres
coll\‘egues pour leur aimable hospitalit\’e.

Enfin l’auteur t\’emoigne sa vive gratitude au referee pour ses efforts destin\’es \‘a l’am\’e-

lioration du manuscrit.

\S 2. Rappels

Quant \‘a la m\’ethode des orbites, on renvoie \‘a [2], [5], [10], [13], [17] ou [18]. Re-
venons \‘a la formule de Plancherel (3) pour notre repr\’esentation monomiale $\tau$ , suppos\’ee
toujours avoir les multiplicit\’es finies \‘a la d\’esint\’egration (1). Les distributions temp\’er\’ees
$a_{\pi}^{k}$ intervenant \‘a la formule (3) s’obtiennent comme suit (cf. [11]). Pour $\mu$-presque part-
out, l’orbite coadjointe $\Omega(\pi)$ rencontre le sous-espace affine $\Gamma_{\tau}$ de $\mathfrak{g}^{*}$ en nombre $m(\pi)$ de
$H$-orbites, soient $\omega_{\pi}^{k},$ $1\leq k\leq m(\pi)$ . On fixe $l\in\Omega(\pi)$ et une polarisation $b$ en $l$ pour
r\’ealiser $\pi=ind_{B}^{G}\chi_{l}$ , o\‘u $B=\exp b$ et $\chi_{l}(\exp X)=e^{il(X)}(X\in b)$ . Pour $1\leq k\leq m(\pi)$ , on
prend un \’el\’ement $g_{k^{E}}G$ tel que $g_{k}\cdot l\in\omega_{\pi}^{k}$ .

Tout cela nous permet d’\’ecrire $a_{\pi}^{k}$ explicitement: il existe une mesure invariante $d_{k}\dot{h}$

sur l’espace homog\‘ene $H/H\cap g_{k}Bg_{k}^{-1}$ telle qu’on ait

$\langle a_{\pi}^{k}, \psi\rangle=\int_{H/H\cap g_{k}Bg_{k}^{-1}}\overline{\psi(hg_{k})\chi_{f}(h)}d_{k}\dot{h}$ (4)

pour $\psi\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ quelconque. D’o\‘u le support de $a_{\pi}^{k}$ colncide avec la double classe $Hg_{k}B$

qui est bien ferm\’ee dans $G$ . On v\’erifie [11] que les $suppat_{\pi},$ $1\leq k\leq m(\pi)$ , sont disjoints
l’un de l’autre.

Ensuite, suivant [6], [7] (voir aussi [8]), d\’ecrivons l’alg\‘ebre $D_{\tau}(G/H)$ en termes de
l’alg\‘ebre enveloppante %(g) de $\mathfrak{g}_{C}$ . Pour $g\in G$ ou A\in %(g), on note $R_{g}$ ou $R(A)$ (resp.
$L_{g}$ ou $L(A))$ l’action \‘a droite (resp. \‘a gauche). Soient %$($ g, $\tau)$ l’ensemble des A\in %(g)
tels que $R(A)$ laisse $C^{\infty}(G, \tau)$ stable, $\mathfrak{a}_{\tau}$ le sous-espace vectoriel de %(g) engendr\’e par
$Y+if(Y),$ $Y$ parcourant $\mathfrak{h}$ , et %(g)a\mbox{\boldmath $\tau$} l’id\’eal \‘a gauche de %(g) engendr\’e par $\mathfrak{a}_{\tau}$ . Alors
il vient que

$\%(\mathfrak{g}, \tau)=\{A\in\%(\mathfrak{g}):[A, Y]\in\%(\mathfrak{g})\mathfrak{a}_{\tau}, \forall Y\in \mathfrak{h}\}$ (5)

et que l’application $Aarrow R(A)|C^{\infty}(G, \tau)$ nous donne un homomorphisme $\gamma$ de %$($ g, $\tau)$ sur
$D_{\tau}(G/H)$ avec le noyau %(g)a\mbox{\boldmath $\tau$}. En somme,

$D_{\tau}(G/H)\cong\%(\mathfrak{g}, \tau)/\%(\mathfrak{g})\mathfrak{a}_{\tau}$ . (6)

De plus, si le couple $(\mathfrak{g}, \mathfrak{h})$ est r\’eductif dans le sens qu’il existe un suppl\’ementaire $\mathfrak{m}$

de $\mathfrak{h}$ dans $\mathfrak{g}$ tel que $[\mathfrak{h}, \mathfrak{m}]\subset \mathfrak{m}$ , on voit que

%(g, \mbox{\boldmath $\tau$})=% $(\mathfrak{g})+\%(\mathfrak{g})\mathfrak{a}_{\tau}$ (7)
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avec $\%^{H}(\mathfrak{g})=$ {A\in %(g) : $[A,$ $Y]=0,$ $\forall Y\in \mathfrak{h}$ }. D’o\‘u

$D_{\tau}(G/H)\cong\%^{H}(\mathfrak{g})/\%^{H}(\mathfrak{g})\cap\%(\mathfrak{g})\mathfrak{a}_{\tau}$ . (8)

\S 3. Commutativit\’e de $D_{\tau}(G/H)$

Commengons par une remarque sur laquelle se reposeront tous nos raisonne-
ments. D’apr\‘es la formule de Plancherel (3) pour $\tau=ind_{H}^{G}\chi(\chi=\chi_{f})$ , on a

$\varphi_{H}^{f}(g)=(L_{g^{-1}}\varphi)_{H}^{f}(e)=\int_{\hat{G}}\sum_{k=1}^{m(\pi)}\langle\pi(L_{g^{-1}}\varphi)a_{\pi}^{k}, a_{\pi}^{k}\rangle d\mu(\pi)$ $(\forall g\in G)$ (9)

pour n’importe quelle $\varphi\in 9(G)$ . En $y$ appliquant $R(X),$ $X\in \mathfrak{g}$ , on calcule

$(R(X)\varphi_{H}^{f})(g)=(R(X)(L_{g^{-1}}\varphi_{H}^{f}))(e)=(L(-X)(L_{g^{-1}}\varphi_{H}^{f}))(e)$

$=(L(-X)L_{g^{-1}} \varphi)_{H}^{f}(e)=\int_{\hat{G}}\sum_{k=l}^{m(\pi)}\langle\pi(L(-X)L_{g^{-1}}\varphi)a_{\pi}^{k},a_{\pi}^{k}\rangle d\mu(\pi)$

$= \int_{\hat{G}}\sum_{k=1}^{m(\pi)}\langle\pi(-X)\pi(L_{g^{-1}}\varphi)a_{\pi}^{k}, a_{\pi}^{k}\rangle d\mu(\pi)=\int_{\hat{G}}\sum_{k=1}^{m(\pi)}\langle\pi(L_{g^{-1}}\varphi)a_{\pi}^{k}, \pi(X)a_{\pi}^{k}\rangle d\mu(\pi)$ .

Par cons\’equent, on \’etablit pour tous $\varphi\in 9(G)$ et A\in %(g)

$(R(A) \varphi_{H}^{f})(g)=\int_{\hat{G}}\sum_{k=1}^{m(\pi)}\langle\pi(L_{g^{-1}}\varphi)a_{\pi}^{k}, \pi(\overline{A})a_{\pi}^{k}\rangle d\mu(\pi)$ $(\forall g\in G)$ , (10)

o\‘u $\overline{A}$ signifie le conjugu\’e complexe de $A$ .
La formule (10) nous sugg\‘ere un argument. Pour $\pi\in\hat{G}$ , on fixe $l\in\Omega(\pi)$ et

une polarisation $b$ en $l$ au moyen desquelles se r\’ealise $\pi=ind_{B}^{G}\chi_{l}$ , o\‘u $B=\exp b$ ,
$\chi_{l}(\exp X)=e^{il(X)}(X\in b)$ . Nous allons poser $S=\{g\in G:g\cdot(l+b^{\perp})\cap(f+\mathfrak{h}^{\perp})\neq\emptyset\}$

et $(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}=\{a\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi} : suppa\subset\overline{S}\}$ . Ici $supp$ $a$ d\’enote le compl\’ement du plus
grand ouvert $U\subset G$ tel que $U$ est $B$-invariant \‘a droite et que $\langle a, \psi\rangle=0$ pour tout
$\psi\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ ayant le support compact modulo $B$ . Il est clair que $S$ est stable par $H$ (resp.
$B)$ \‘a gauche (resp. \‘a droite). En r\’ealit\’e, on a vu dans [11] que, pour $\mu$-presque toute
$\pi\in\hat{G},$ $S$ est ferm\’e dans $G$ et consiste en double classes $Hg_{k}B$ en nombre $m(\pi)$ avec
$g_{k}\in G$ tels que $g_{k}\cdot l\in\omega_{\pi}^{k}(1\leq k\leq m(\pi))$ . Soit $A\in\%^{H}(\mathfrak{g})$ par exemple, alors il vient
$\pi(A)a_{\pi}^{k}\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ . Donc si l’on pouvait montrer la r\’eciprocit\’e faible, i.e.

$m(\pi)=\dim(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}$

presque partout pour $\mu$, l’op\’erateur $\pi(A)$ pr\’eservant les $suppa_{\pi}^{k}(1\leq k\leq m(\pi))$ qui sont
disjoints l’un de l’autre, $\pi(A)a_{\pi}^{k}$ serait un multiple de $a_{\pi}^{k}$ , c’est-\‘a-dire $\pi(A)a_{\pi}^{k}=\lambda_{\pi}^{k}(A)a_{\pi}^{k}$

avec $\lambda_{\pi}^{k}(A)\in C$ . Il en r\’esulterait qu’il existe, pour $\mu$-presque toute $\pi\in\hat{G}$, des caract\‘eres
$\lambda_{\pi}^{k}$ : $\%^{H}(\mathfrak{g})arrow C,$ $1\leq k\leq m(\pi)$ , tels que

$\pi(A)a_{\pi}^{k}=\lambda_{\pi}^{k}(A)a_{\pi}^{k}$ . (11)

S’il en est ainsi, la formule (10) montrerait la commutativit\’e de $D_{\tau}(G/H)$ dans le cas o\‘u
s’\’etablirait l’\’egalit\’e (7).
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Dans ce chemin de raisonnement il nous reste \‘a d\’emontrer la r\’eciprocit\’e (faible), et
jusqu a pr\’esent l’auteur n’en sais ni d\’emonstration ni contre-exemple. N\’eanmoins la
forme explicite (4) de $a_{\pi}^{k}$ nous laisse de la chance.

Soient $1\in\Gamma_{\tau}=f+\mathfrak{h}^{\perp}\subset \mathfrak{g}^{*},$ $b$ une polarisation en $l$ et $\pi=\pi_{l}=ind_{B}^{G}\chi_{l}\in\hat{G}$ . Au
moyen d’une base coexponentielle (cf. [2], Chap. I) \‘a $b$ dans $\mathfrak{g},$

$\pi$ se r\’ealise dans $L^{2}(R^{m})$

$(m=\dim \mathfrak{g}/b)$ et $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ s’identifie avec $\mathscr{L}(R^{m})$ , l’espace des fonctions de Schwartz (cf.
[5] $)$ . Comme il existe une telle base dont une partie forme celle \‘a $b\cap b$ dans $\mathfrak{h}$, on trouve
un \’el\’ement $a(l)$ de $(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ par la formule

$\langle a(l), \psi\rangle=\int_{H/H\cap B}\overline{\psi(h)\chi(h)}d\dot{h}$ (12)

pour tout $\psi\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ . L\‘a, $d\dot{h}$ d\’enote une mesure invariante sur l’espace homog\‘ene
$H/H\cap B$. On consid\‘ere la forme bilin\’eaire $B_{l}$ sur $\mathfrak{g}\cross \mathfrak{g}$ d\’efinie par $B_{l}(X, Y)=$

$l([X, Y])$ . On note $\mathfrak{g}(l)$ le noyau de $B_{l}$ et $Q(l, \mathfrak{g})$ l’ensemble des sous-alg\‘ebres $f$ de $\mathfrak{g}$

telles que $f+g(l)$ est un sous-espace lagrangien pour $B_{l}$ . Il vaut noter que

$f\in Q(l, \mathfrak{g})\Leftrightarrow\langle l, [f, Q\rangle=\{0\}$ et $\dim G\cdot l=2\dim K\cdot l$ avec $K=\exp f$ .

Si $\mathfrak{h}\in Q(l, \mathfrak{g}),$ $a(l)$ ne d\’epend essentiellement pas du choix de $b$ . Cela veut dire qu’\‘a
un scalaire multiplicatif pr\‘es $a(l)=a(l, b)$ et $a(l, b’)$ se transf\‘erent par l’op\’erateur
d’entrelacement entre deux r\’ealisation de la classe de $\pi$ au moyen de deux polarisations
$b$ et $b’$ \‘a $l\in\Gamma_{\tau}$ (cf. [11], p. 345). Donc, si $a(l, b)$ est un vecteur propre de $\pi(l, b)(V)$

(V\in %(g)), $a(l, b’)$ est celui de $\pi(l, b’)(V)$ et ils ont la m\^eme valeur propre.
$Tffl^{r}OR\grave{E}ME1$ . Supposons que $\tau$ est \‘a multiplicit\’es finies, $1\in\Gamma_{\tau}$ et que $\mathfrak{h}\in Q(l, \mathfrak{g})$ .

Pour A\in % $($ g, $\tau),$ $\pi(\overline{A})a(l)$ est un multiple de $a(l)$ , c’est-\‘a-dire qu’il existe un caract\‘ere
$\lambda_{l}$ : %(g, $\tau$ ) $arrow C$ tel que

$\pi_{l}(\overline{A})a(l)=\overline{\lambda_{l}(A)}a(l)$ . (13)

D\’EMONSTRATION. Remarquons d’abord que nous avons $\pi_{l}(\overline{A})a(l)=0$ pour tout
$A\in\%(\mathfrak{g})\mathfrak{a}_{\tau},$ $cara(l)\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ . $onPeutSupPOSerque\mathfrak{h}ContientleCentre\mathfrak{z}de\mathfrak{g}$ . En
effet, posons $f=\mathfrak{h}+\mathfrak{z},$ $K=\exp f$ et $\sigma=ind_{K}^{G}\chi_{l}$ . $n$ se voit alors que $f\in Q(l, \mathfrak{g})$ ,
$a(l)\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{K,\chi_{l}}$ et que %(g, \mbox{\boldmath $\tau$})\subset % $($ g, $\sigma)$ .

Cela pos\’e, on proc\‘ede par r\’ecurrence sur la dimension de $G$ . En passant au quo-
tient par $\exp(3\cap kerf)$ si besoin est, on se ram\‘ene au cas o\‘u $3\cap kerf=\{0\}$ . Soient
$3=RZ$ et $f(Z)=1$ . $n$ est bien connu [13] qu’il existe deux \’el\’ements $X,$ $Y$ dans $\mathfrak{g}\cap kerf$

tels que [X, $Y$] $=Z$ et que $\mathfrak{g}=RX+\mathfrak{g}_{0}$ avec $\mathfrak{g}_{0}=\{W\in \mathfrak{g} : [W, Y]=0\}$ . De plus il est
faisable de prendre $b$ dans $\mathfrak{g}_{0}$ . Posons $G_{0}=\exp \mathfrak{g}_{0},$ $l_{0}=l|\mathfrak{g}_{0}\in \mathfrak{g}_{0}^{*}$ et $\pi_{0}=ind_{B}^{G_{0}}\chi_{l_{0}}$ .

On distingue deux cas. Premi\‘erement soit $\mathfrak{h}\subset \mathfrak{g}_{0}$ . Le th\’eor\‘eme 5.4, (b) dans [6] dit
que %$($ g, $\tau)=\%(\mathfrak{g}_{0}, \tau_{0})+\%(\mathfrak{g})\mathfrak{a}_{\tau}$ avec $\tau_{0}=ind_{H}^{G_{0}}\chi$ . D’o\‘u il suffit d’appliquer l’hypoth-
\‘ese de r\’ecurrence au sous-groupe $G_{0}$ , car $\mathfrak{h}\in Q(l_{0}, \mathfrak{g}_{0})$ et que $a(l)$ se regarde comme $a(l_{0})$

dans $(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi_{0}}^{-\infty})^{H,\chi}$ .
Deuxi\‘emement soit $\mathfrak{h}\not\subset \mathfrak{g}_{0}$ . On prend $X$ dans $b\cap kerf$ et pose $b_{0}=bn_{gO}$ ,

$H_{0}=\exp b_{0}$ . II est imm\’ediat que $\mathfrak{h}_{0}\in Q(l_{0}, \mathfrak{g}_{0})$ . Chaque \’el\’ement A\in %(g) s’\’ecrit
$A= \sum_{j=0}^{j=d}A_{j}X^{j}$ avec certains $A_{j}\in\%(\mathfrak{g}_{0}),$ $0\leq j\leq d$ . D’o\‘u $A\equiv A_{0}$ modulo %(g)a\mbox{\boldmath $\tau$} et
$\pi(\overline{A})a(l)=\pi(\overline{A}_{0})a(l)$ .
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D’ailleurs, si A\in % $($ g, $\tau),$ $[A_{0}, W]\in\%(\mathfrak{g}_{0})\mathfrak{a}_{\tau_{0}}$ pour $W\in \mathfrak{h}$ arbitraire. On en d\’eduit le
r\’esultat attendu. Pour cela, rappelons que $b\subset \mathfrak{g}_{0}$ , ce qui signifie que $b$ est une polari-
sation \‘a $l\in \mathfrak{g}^{*}$ et \‘a $l_{0}\in \mathfrak{g}_{0}^{*}$ . Calculons $\langle\pi(\overline{A}_{0})a(l), \psi\rangle$ pour $\psi\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ de la forme
$\psi(\exp\chi X\cdot g_{0})=\zeta(x)\xi(g_{0})(x\in R, g_{0}\in G_{0})$ avec $\zeta\in \mathscr{L}(R),$ $\xi\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi_{0}}^{\infty}$ . Pour V\in %(g), on
note $g\cdot V(\forall g\in G)$ l’image de $V$ sous l’action adjointe de $g$ et ${}^{t}V$ celle par l’anti-auto-
morphisme principal de %(g). Posons $h(x)=\exp(xX)\in H(\forall x\in R)$ . On constate
alors

$\langle\pi(\overline{A_{0}})a(l), \psi\rangle=\langle a(l), \pi(^{t}A_{0})\psi\rangle$

$= \int_{R}\overline{\zeta(x)}(\int_{H_{0}/H_{0}\cap B}\overline{(\pi_{0}(^{t}(h(-x)\cdot A_{0}))\xi)(h_{0})\chi(h_{0})}d\dot{h}_{0})d\kappa$

$= \int_{R}\overline{\zeta(x)}\langle\pi_{0}\overline{(h(-x)\cdot A_{0})}a(l_{0}), \xi\rangle dx=(\int_{R}\overline{\zeta(x)}dx)\langle\pi_{0}(\overline{A_{0}})a(l_{0}), \xi\rangle$ ,

o\‘u $a(l_{0})\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi_{0}}^{-\infty})^{H_{0x}}$ s’obtient par

$\langle a(l_{0}), \xi\rangle=\int_{H_{0}/H_{0}\cap B}\overline{\xi(h_{0})\chi(h_{0})}d\dot{h}_{0}$

si $d\dot{h}=dxd\dot{h}_{0}$ pour $h=\exp xX\cdot h_{0}\in H$ . Par hypoth\‘ese de r\’ecurrence, $\pi(\overline{A}_{0})a(l_{0})=$

$\overline{\lambda_{l_{0}}(A_{0})}a(l_{0})$ et donc $\langle\pi(\overline{A})a(l), \psi\rangle=\overline{\lambda_{l_{0}}(A_{0})}\langle a(l), \psi\rangle$ pour $\psi=\zeta\otimes\xi$ . Puisque
$\mathscr{L}(R)\otimes\wedge\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi_{0}}^{\infty}\cong\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ , on en d\’eduit $\pi(\overline{A})a(l)=\overline{\lambda_{l_{0}}(A_{0})}a(l)$ pour A\in % $($ g, $\tau)$ . c.q.f.d.

COROLLAIRE 1 (Corwin-Greenleaf [6]). Si $\tau$ est \‘a multiplicit\’es finies, l’alg\‘ebre
$D_{\tau}(G/H)$ est commutative.

REMARQUE 1. Dans la d\’emonstration du th\’eor\‘eme 1 on a utilis\’e essentiellement le
th\’eor\‘eme 5.4, (b) de [6]. Comme ce dernier lui-m\^eme demande une longue d\’emon-
stration, le corollaire 1 ne r\’eclame pas grand-chose.

Rappelons que $--=\{l\in\Gamma_{\tau} : beQ(l, g)\}$ contient un ouvert de Zariski de $\Gamma_{\tau}$ , et
que la fonction $l\mapsto P_{A}(l)=\lambda_{l}(A)$ (A\in %(g, $\tau$)) est $H$-invariante $sur^{-}-$ , car $a(l)$ l’est \‘a un
scalaire multiplicatif pr\‘es modulo l’op\’erateur d’entrelacement (cf. [11]). La conjecture
de $Co$rwin-Greenleaf nous am\‘ene aux questions suivantes.

La fonction $P_{A}(l)$ se prolonge-t-elle en une fonction polynomiale sur $\Gamma_{\tau}$? Si c’est
vrai, l’application $A\vdasharrow P_{A}(l)$ de %$($ g, $\tau)$ dans $C[\Gamma_{\tau}]^{H}$ est-elle surjective?

Lorsque $l\in\omega_{\pi}^{k}$ , \’ecrivons aussi $\lambda_{\pi}^{k}$ au lieu de $\lambda_{l}$ . Comme signal\’e dans [14], la formule
de Plancherel (4) nous foumit un op\’erateur d’entrelacement entre deux membres de (1):
pour $\varphi\in \mathscr{B}(G)$ ,

$\varphi_{H}^{f}\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\tau}^{\infty}\mapsto\int_{\hat{G}}^{\oplus}\sum_{k=1}^{m(\pi)}\pi(\varphi)a_{\pi}^{k}d\mu(\pi)$ .

De m\^eme elle $entra^{\wedge}1ne$ de ce qui pr\’ec\‘ede une diagonalisation de $\gamma(A)\in D_{\tau}(G/H)$ , un
\’el\’ement du commutant de $\tau|\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\tau}^{\infty}$ : pour A\in % $($ g, $\tau)$ ,

$\gamma(A)\mapsto\int_{\hat{G}}^{\oplus}\sum_{k=1}^{m(\pi)}\lambda_{\pi}^{k}(A)d\mu(\pi)$ .
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\S 4. Espaces sym\’etriques nilpotents

Nous allons \’etudier la r\’eciprocit\’e faible dans un cas bien particulier. Il nous s’agit
du cas sym\’etrique, ce qui veut dire que $H$ coincide avec l’ensemble des points fixes
d’une involution $\sigma$ de $G$ . C’est ce que nous supposons d\’esormais. On note encore
$\sigma$ l’automorphisme de $\mathfrak{g}$ d\’eriv\’e de $\sigma$ . Donc $\mathfrak{h}=\{X\in \mathfrak{g}:\sigma(X)=X\}$ . Soit $p=$

$\{X\in \mathfrak{g} : \sigma(X)=-X\}$ de sorte qu’on ait $\mathfrak{g}=\mathfrak{h}\oplus p,$ $[\mathfrak{h}, p]\subset \mathfrak{p}$ et $[p, p]\subset \mathfrak{h}$ . On garde les
notations $\chi=\chi_{f}$

$(f\in \mathfrak{g}^{*})$ , $\tau=ind_{H}^{G}\chi=\int_{\hat{G}}^{\oplus}m(\pi)\pi d\mu(\pi)$ avec $m(\pi)<\infty$ etc. Pour
$l\in \mathfrak{g}^{*},$ $M(l, \mathfrak{g})$ d\’enote l’ensemble des polarisations (r\’eelles) de $\mathfrak{g}$ en $l$ . G\’en\’eralisons

maintenant un r\’esultat de Benoist [1] qui conceme le cas o\‘u $\chi$ est trivial.

TH\’EOR\‘EME 2. Supposons que $\tau$ est \‘a multiplicit\’es finies. On \’etablit la r\’eciprocit\’e
faible, c’est-\‘a-dire que $m(\pi)=\dim(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}$ presque partout pour $\mu$ . Plus encore, $si$

$0<\dim(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}<\infty$ , alors $\Omega(\pi)\cap\Gamma_{\tau}\neq\emptyset$ . Enfin soit $E=\{\pi\in\hat{G}$ : $\dim(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}<$

$\infty,$
$(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}\neq(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}\}$ . Alors, on a $\mu(E)=0$ .

REMARQUE 2. Il est connu (cf. [15]) que $m(\pi)\leq\dim(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ presque partout pour
$\mu$ . Donc si $m(\pi)\equiv\infty$ uniform\’ement, la r\’eciprocit\’e de Frobenius s’ensuit dans ce cas-l\‘a.

D\’EMONSTRATION. Tout d’abord, on sait d\’ej\‘a (cf. [12], pp. 165-166) que la condition
$0<\dim(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}<\infty entra^{\wedge}1ne\Omega(\pi)\cap\Gamma_{\tau}\neq\emptyset$ . $Pour\mu- presquetoutes\pi\in\hat{G}onad\acute{e}j\grave{a}$

construit les \’el\’ements $a_{\pi}^{k}(1\leq k\leq m(\pi))$ de $(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}$ qui sont des mesures de Radon.
Ce que nous allons d\’emontrer, c’est que $m(\pi)=\dim(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}$ , autrement dit que chaque
\’el\’ement de $(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}$ ne contient pas de d\’erivation dans la direction transversale \‘a
$S=\{g\in G:g\cdot(l+b^{\perp})\cap(f+\mathfrak{h}^{\perp})\neq\emptyset\}$ , et que la condition $\dim(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}<\infty$

entrafne $(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}=(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ .
Comme d’habitude, on proc\‘ede par r\’ecurrence sur $\dim G$ . Soit 3 le centre de

$\mathfrak{g}$ . Soient $\pi\in\hat{G}$ et $a\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ . On fixe $l\in\Omega(\pi)$ et $b\in M(l, \mathfrak{g})$ au moyen desquelles
on r\’ealise $\pi=ind_{B}^{G}\chi_{l}$ , o\‘u $B=\exp b,$ $\chi_{l}(\exp X)=e^{il(X)}$ (Xeb) comme avant. Si
$\mathfrak{z}\cap \mathfrak{h}\cap kerf\neq\{0\}$ ou $3\cap p\cap kerl\neq\{0\}$ , on peut passer au quotient. Supposons donc
$\mathfrak{z}\cap \mathfrak{h}\cap kerf=\mathfrak{z}\cap p\cap kerl=\{0\}$ .

Comme $f=p+[p, p]$ est un id\’eal $\sigma$-stable de $\mathfrak{g}$ , et que $\mathfrak{g}$ est nilpotente, il est capable
de construire un drapeau $(\mathfrak{g}_{j})_{0\leq j\leq n}$ , qui passe $f$, d’id\’eaux a-stables de $\mathfrak{g}$ . Cela signifie
que

$\{0\}=\mathfrak{g}_{0}\subset \mathfrak{g}_{1}\subset\cdots\subset \mathfrak{g}_{n-1}\subset \mathfrak{g}_{n}=\mathfrak{g},$ $\dim \mathfrak{g}_{j}=j$ $(0\leq j\leq n)$ (14)

et qu’il existe un indice $j_{0}$ tel que $\mathfrak{g}_{j_{0}}=f$ .
I. En premier lieu, soit dim3 $=1$ , ce qui entraine $3=\mathfrak{g}_{1}$ et $f|3\neq 0$ . On prend un

triplet d’Heisenberg $(X, Y, Z)$ , $[X, Y]=Z$ , de telle fagon que $3=RZ$ , $l(Z)=1$ ,
$\mathfrak{g}_{2}=RY\oplus \mathfrak{z}$ et que $\mathfrak{g}=RX+\mathfrak{g}’$ avec le centralisateur $\mathfrak{g}’$ de $Y$ dans $\mathfrak{g}$ . On choisit
comme $b$ la polarisation de Vergne (cf. [2], Chap. IV) construite \‘a partir du drapeau
(14). De temps \‘a autre on change de polarisations, mais la proposition 3 de [11] nous
confirme que l’op\’erateur d’entrelacement d\^u \‘a Lion entre ces r\’ealisations diff\’erentes de $\pi$

fait correspondre l’espace $(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}$ l’un \‘a l’autre. D’apr\‘es la construction, $b\subset \mathfrak{g}’$ . On
pose $G’=\exp \mathfrak{g}’,$ $\pi’=ind_{B}^{G’}\chi_{l}\in\hat{G}’$ .

(i) Soit d’abord $3\subset p$ . Reprenons les arguments utilis\’es dans [11]. Si $\mathfrak{g}_{2}\not\subset p$ , on
choisit $Y$ dans $\mathfrak{h}$ . D’apr\‘es la semi-invariance de $a$ relative \‘a $\exp yY(y\in R)$ , on voit que
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$a$ n’est autre que la mesure de Dirac pour la coordonn\’ee de $X$ . En effet, on calcule pour
$\psi\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ :

$\langle\pi(\exp yY)a, \psi(g)\rangle=\langle a, \psi(\exp(yY)g’\exp xX)\rangle$

$=\langle a, \psi(g’\exp xX\exp yY\exp(-xyZ))\rangle=\langle a, e^{iy(x-l(Y))}\psi(g)\rangle$ ,

ici $g=g’\exp xX$ avec $x\in R,$ $g’\in G’$ . Donc la semi-invariance demand\’ee pour $a$ exige

$(e^{iyf(Y)}-e^{iy(l(Y)-x)})a=0$ $(\forall y\in R)$ ,

d’o\‘u d\’ecoulent $suppa\subset G’\exp x_{0}X$ avec $x_{0}=l(Y)-f(Y)$ et le fait que $a$ ne contient
pas de d\’eriv\’ee transversale \‘a $G’$ .

Remarquons que cette valeur $x_{0}$ se donne par la condition
$((\exp x_{0}X)\cdot l)(Y)=f(Y)$ . Soient $g_{0}=\exp x_{0}X,$ $F=g_{0}Bg_{0}^{-1}$ et $\tilde{\pi}=ind_{B}^{G’}\chi_{g0^{\cdot}l}$ . Notons
ici que $\mathfrak{h}\subset \mathfrak{g}’$ . $n$ r\’esulte de ce qu’on vient de voir qu’il existe $a’\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\overline{\pi}}^{-\infty})^{H,\chi}$ tel que
$\langle a, \psi\rangle=\langle a’, \psi_{g0}(g’)\rangle$ , o\‘u $\psi_{g0}\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\tilde{\pi}}^{\infty}$ s’obtient simplement par $\psi_{g0}(g’)=\psi(g’go)$ . C’est
ce qui nous am\‘ene \‘a la conclusion cherch\’ee. On descend au sous-groupe $G’$ auquel
s’applique l’hypoth\‘ese de r\’ecurrence. Plus pr\’ecisement si $a\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}$ , alors $d\in$

$(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\overline{\pi}}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}$ et d’apres l’hypoth\‘ese de r\’ecurrence $a’$ , et donc $a$ non plus, ne contient pas
de d\’eriv\’ee transversale. Par ailleurs, l’espace $(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\overline{\pi}}^{-\infty})^{H,\chi}$ s’injecte dans $(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ et si
celui-ci est de dimension finie, alors celui-l\‘a l’est aussi. Ceci pos\’e, l’hypoth\‘ese de re-
currence dit que $d\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\overline{\pi}}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}$ et par cons\’equent que $a\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}$ .

Si $Y\in \mathfrak{p}$ , alors $X$ peut \^etre choisi dans $\mathfrak{h}$ . La semi-invariance de $a$ par rapport \‘a

$\exp xX(x\in R)$ nous dit qu’il existe un certain $d\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H_{0,\mathcal{X}}},$ $H_{0}=\exp(\mathfrak{h}\cap \mathfrak{g}’)$ , tel
qu’on ait

$\langle a, \psi(g)\rangle=\int_{R}\langle a’, \psi_{X}(g’)\rangle\overline{\chi(\exp xX)}dx$

pour $\psi\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ quelconque, o\‘u $\psi_{X}\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H_{0,x}}$ donn\’e par $\psi_{X}(g’)=\psi(\exp(xX)g’)$

$(x\in R, g’\in G’)$ .
Posons $\mathfrak{h}_{0}=\mathfrak{h}\cap \mathfrak{g}’,$ $\tau’=ind_{H_{0}}^{G’}(\chi|H_{0})$ et $\Gamma_{\tau’}=(f|\mathfrak{g}’)+\mathfrak{h}_{0}^{\perp}\subset(\mathfrak{g}’)^{*}$ Lorsque $l\in\Gamma_{\tau}$ et

que $\mathfrak{h}\in Q(l, \mathfrak{g})$ , il est clair que $\mathfrak{h}_{0}\in Q(l|\mathfrak{g}’, \mathfrak{g}’)$ . D’o\‘u $\tau’$ est aussi \‘a multiplicit\’es finies.
D’autre part, $\pi=ind_{G}^{G},$ $\pi’$ et l’on v\’erifie que les $H_{0}$ -orbites dans $\Omega_{G’}(\pi’)\cap\Gamma_{\tau’}$ corre-
spondent bijectivement avec $H$-orbites dans $\Omega_{G}(\pi)\cap\Gamma_{\tau}$ .

D’apr\‘es tout ce qu’on vient d’observer, on peut passer de $(H,\chi)$ dans $G$ \‘a $(H0,\chi|H_{0})$

dans $G’$ , ce qui nous permet d’appliquer l’hypoth\‘ese de r\’ecurrence.
(ii) Soit maintenant $\mathfrak{z}\subset \mathfrak{h}$ . C’est le cas essentiel. La condition $f|3\neq 0$ nous

am\‘ene au cas o\‘u $X,$ $Y\in p$ .
A) Supposons d’abord $f\cap b\neq 3$ . Soit $i_{0}(3\leq i_{0}\leq j_{0})$ le premier indice v\’erifiant

$\mathfrak{g}_{i_{0}}\cap \mathfrak{h}\neq \mathfrak{z}$, et prenons $W\in \mathfrak{h}\cap[p, p]$ de sorte qu’on ait $\mathfrak{g}_{i_{0}}=RW+\mathfrak{g}_{i_{0}-1}$ . $H$ est \’evident

que $W$ est central dans $\mathfrak{h}$ , ce qui entraine $[p, W]\neq\{0\}$ . Signalons ensuite que $W$

appartient au centre de $\mathfrak{g}_{i_{0}}$ qui est $G$-stable et contenu dans $b$ . En effet,

$[W, \mathfrak{g}_{i_{0}}]\subset[[p, p],$ $\mathfrak{g}_{i_{0}-1}]\subset[p, [\mathfrak{p}, \mathfrak{g}_{i_{0}-1}]]\subset[\mathfrak{p}, \mathfrak{z}]=\{0\}$ .

En fixant une base coexponentielle \‘a $b$ dans $\mathfrak{g}$ (cf. [2], Chap. I), on identifie $G/B$ a un
ferm\’e $E\subset G$ et par cons\’equent $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ (resp. $a$ ) \‘a l’espace des fonctions de Schwartz (resp.
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une distribution temp\’er\’ee) sur $E$ . Quels que soient $\psi\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ et $t\in R$ , on a

$\langle\pi(\exp tW)a, \psi(g)\rangle=\langle a, \psi(\exp tW\cdot g)\rangle=\langle a,\overline{\chi_{l}(\exp(tg^{-1}W)}\psi(g)\rangle$ $(g\in E)$ .

D’o\‘u $(\chi_{f}(\exp tW)-\chi_{g\cdot l}(\exp tW))a=0$ pour tout $t\in R$ , et l’on v\’erifie

$suppa\subset\{g\in E:g\cdot l(W)=f(W)\}$ . (15)

Faisons attention \‘a l’id\’eal $[p, W]\oplus 3$ . En remplagant le dapeau (14) si besoin est,
on peut supposer que $\mathfrak{g}_{i_{0^{-}}1}=[\mathfrak{p}, W]\oplus 3$ et $\mathfrak{g}_{i_{0}}=RW\oplus \mathfrak{g}_{i_{0}-1}$ . On voit facilement que $\mathfrak{g}_{i_{0}}$

est ab\’elien. Maintenant on consid\‘ere la forme quadratique sym\’etrique non nulle

$F(U, V)=l([U, [V, W]])$

sur $\mathfrak{p}\cross \mathfrak{p}$ . Soient $p_{0}$ le noyau de $F$ , ce qui signifie $[p, [p_{0}, W]]=\{0\},$ $p_{1}$ un suppl\’emen-
taire de $p_{0}$ dans $p$ et $\{X_{j} : 1 \leq j\leq m\}$ une base de $p_{1}$ telle que l’on ait

$F(U, V)= \sum_{j=1}^{r}u_{j}v_{j}-\sum_{j=r+1}^{m}u_{j}v_{j}$

pour $U= \sum_{j=1}^{m}u_{j}X_{j},$ $V= \sum_{j=1}^{m}v_{j}X_{j}$ . Soit $\{Y_{j} : 1 \leq j\leq m\}$ une base de $[p_{1}, W]$ v\’eri-
fiant $[X_{j}, Y_{k}]=\delta_{j,k}Z$ . Il en vient que $[X_{j}, W]$ est \’egal \‘a $Y_{j}$ (resp. $-Y_{j}$ ) si $1\leq j\leq r$ (resp.
$r+1\leq j\leq m)$ .

En outre $[[p, p],$ $\mathfrak{g}_{i_{0}}]=\{0\}$ et $[\mathfrak{h}, p_{0}]\subset p_{0}$ . En effet, la premi\‘ere relation est claire, la
seconde r\’esulte de

$l([\mathfrak{p}, [[\mathfrak{h}, p_{0}], W]])=l([\mathfrak{p}, [\mathfrak{h}, [p_{0}, W]]])=l([[p, \mathfrak{h}], [\mathfrak{p}_{0}, W]])\subset l([p, [p_{0}, W]])=\{0\}$ .

Cela $entralne\wedge$ que $[p_{0}, W]$ est $\mathfrak{h}$-stable et que, si $[p_{0}, W]\neq\{0\}$ , il existe
$0\neq V\in[p_{0}, W]\subset \mathfrak{p}$ tel que $[\mathfrak{h}, V]=\{0\}$ . Comme $[p, V]=\{0\},$ $V$ appartient au centre
3, ce qui est contradictoire. Par cons\’equent, $[p_{0}, W]=\{0\}$ . En r\’esum\’e,

$p_{0}=$ (centralisateur de $W$) $\cap p$ .

Remarquons que $G=H\cdot\exp \mathfrak{p}_{0}\cdot\exp p_{1}$ et que $\tilde{G}=H\cdot\exp p_{0}$ est un sous-groupe
ferm\’e connexe. En effet, la seconde \’egalit\’e est claire. V\’erifions la premi\‘ere. On a

$[p, [[p, [p, p]], W]]=[p, [[\mathfrak{p}, W], [p, p]]]\subset[\mathfrak{p}, [[[p, W], p], p]]=\{0\}$

car $[[p, W],$ $p]\subset \mathfrak{z}$ . A savoir $[p, [p, p]]\subset p_{0}$ . S’il en est ainsi, chaque \’el\’ement $g\in G$

s’\’ecrit $g=h\exp(X_{0}+X_{1})$ avec $h\in H,$ $X_{k}\in p_{k}(k=0,1)$ et d’apr\‘es la formule de
Campbell-Hausdorff on a $g\exp(-X_{1})\in\tilde{G}$ . S\’eparons encore deux sous-cas.

a) Si $[\mathfrak{h}, \mathfrak{g}_{i_{0}-l}]=\{0\}$ , alors $\tilde{\mathfrak{g}}=\mathfrak{h}+\mathfrak{p}_{0}$ est un id\’eal qui contient $b$ . Au fait, $\tilde{\mathfrak{g}}$ n’est
autre que le centralisateur de $\mathfrak{g}_{i_{0}}$ . En effet, rappelons d’abord $\mathfrak{g}_{i_{0}-1}=[p, W]\oplus \mathfrak{z}$ et
$\mathfrak{g}_{i_{0}}=RW\oplus \mathfrak{g}_{i_{0}-1}$ . D’o\‘u

$[\tilde{\mathfrak{g}}, \mathfrak{g}_{i_{0}-1}]=[p_{0}, \mathfrak{g}_{i_{0}-1}]=[p_{0}, [p_{1}, W]]\subset[\mathfrak{y}, W]+[p_{1}, [p_{0}, W]]=\{0\}$ .

La relation $[\tilde{\mathfrak{g}}, W]=\{0\}$ \’etant triviale, on en d\’eduit $[\tilde{\mathfrak{g}}, \mathfrak{g}_{i_{0}}]=\{0\}$ . D’autre part, comme
$\mathfrak{p}_{1}=\sum_{j=1}^{m}RX_{j,\mathfrak{g}_{i_{0}-1}}\cap p_{0}\supset[p_{1}, W]=\sum_{j=1}^{m}RY_{j}$ et que $l([X_{j}, Y_{k}])=\delta_{j,k}$ , on observe que
$\tilde{\mathfrak{g}}$ coincide avec le centralisateur de $\mathfrak{g}_{i_{0}}$ et encore avec l’orthogonal de $\mathfrak{g}_{i_{0}}$ par rapport \‘a la
forme bilin\’eaire $B_{l}$ . Comme $\mathfrak{g}_{i_{0}}\subset b,\tilde{\mathfrak{g}}$ contient $b$ . $\tilde{G}=\exp\tilde{\mathfrak{g}}$ est un sous-groupe dis-
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tingu\’e, $\sigma$-invariant et contenant le produit $HB$ . Nous allons reprendre les arguments
d\’evelopp\’es dans [12], pp. 165-166.

Suivant $G=\exp \mathfrak{p}_{1}\cdot\tilde{G}$ , on \’ecrit chaque $g\in G$ comme $g= \exp(\sum_{j=1}^{m}x_{j}X_{j}$ ) $\cdot\tilde{g}$ avec
$x_{j}\in R$ et $\tilde{g}\in\tilde{G}$ . Comme $[, \mathfrak{g}_{i_{0}-1}]=\{0\},$ $\pi(\mathfrak{g}_{i_{0^{-}}1})a$ et donc $P(x_{1},x_{2}, \ldots, x_{m})a$ appar-
tiennent \‘a $(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ pour tous les polyn\^omes $P$ \‘a $m$-variables. Cela r\’esulte des calculs
suivants. Nous calculons $Y_{j}\psi=\sqrt{-1}(l(Y_{j})-x_{j})\psi$ $(1 \leq j\leq m)$ pour tout vecteur
$\psi\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ . D’o\‘u $x_{j}a=l(Y_{j})a+\sqrt{-1}Y_{j}a\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ et ainsi de suite. En particulier,
pour $1\leq j\leq m,$ $l_{j}a\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}(\forall d\in N)$ et si $\dim(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}<\infty$ , il existe un poly-
$n\hat{o}meP_{j}\neq 0\grave{a}unevariabletelqueP_{j}(x_{j})a=0$ . D’o\‘u suppa se projette en nombre fini
de points dans $\exp p_{1}$ .

Montrons que $m(\pi)=\dim(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}$ presque partout pour $\mu$ . La dimension en
membre droit ne d\’epend pas de r\’ealisation de $\pi$ . On consid\‘ere (cf. \S 2) $\pi\in\hat{G}$ telle que
$\Omega(\pi)\cap\Gamma_{\tau}$ soit une r\’eunion disjointe de $H$-orbites $\omega_{\pi}^{k}$ en nombre $m(\pi)$ , i.e. $\Omega(\pi)\cap\Gamma_{\tau}=$

$\square _{k=}^{m(\pi_{1})}\omega_{\pi}^{k}$ et choisit $l$ dans $\Omega(\pi)\cap\Gamma_{\tau}$ , soit dans $\omega_{\pi}^{k_{0}}$ . On sait que $S=II_{k=1}^{m(\pi)}Hg_{k}B$ (r\’e-
union disjointe), o\‘u $g_{k}\in G$ v\’erifie $g_{k}\cdot l\in\omega_{\pi}^{k}(1\leq k\leq m(\pi))$ , et que toutes les doubles
classes sont ferm\’ees dans $G$ . Prenons par exemple $g_{k_{0}}=e$ .

Etant donn\’ee $a\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}$ , il s’agit de montrer que $a$ ne contient pas de d\’eriv\’ee
transversale \‘a $S$ . Comme $a$ se d\’ecompose uniquement dans la somme $a= \sum_{k=1}^{m(\pi)}\tilde{a}_{k}$

avec certains $\tilde{a}_{k}\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})_{0}^{H,\chi}$ v\’erifiant $supp\tilde{a}_{k}\subset Hg_{k}B$ , il nous suffit d’\’etablir l’assertion
suivante. Supposons que $suppa\subset HB\subset\tilde{G}$ et montrons que $a$ est un multiple de $a_{\pi}^{k_{0}}$ ,
i.e. qu’il existe un scalaire $c\in C$ tel qu’on ait

$\langle a, \psi\rangle=c\int_{H/H\cap B}\overline{\psi(h)\chi(h)}d\dot{h}$

pour tout $\psi\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ . Si $a$ est une distribution sur le sous-groupe $G^{2}=$

$\exp\zeta jm=2j)\cdot\tilde{G}’ i1suffitd’ appe1er[],07_{\grave{J}}1’ hypoth\grave{e}sede_{1}r\acute{e}currence$

non triviale, comme
une somme de d\’eriv\’ees transversales de distributions sur $G^{2}$ :

$a= \sum_{j=0}^{s}\frac{\partial^{j}}{\partial x_{1}^{j}}a_{j}$ $(a_{s}\neq 0)$ . (16)

Supposons $s\geq 1$ et cherchons une contradiction. D’apr\‘es (16),

$a_{s}=(-1)^{s}(s!)^{-1}x_{1}^{s}$ a, $a’=a_{s-1}+s \frac{\partial}{\partial x_{1}}a_{s}=(-1)^{s-1}((s-1)!)^{-1}x_{1}^{s}$ a

se trouvent dans $(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ . L’hypoth\‘ese de r\’ecurrence dit que $a_{s}=c_{1}a_{\pi}^{k}$ avec un cer-
tain $0\neq c_{1}\in C$ . On examine ensuite $x_{2}d=x_{2}a_{s-1}$ de $(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ . Si $x_{2}d=0,$ $suppd$

$deS\acute{e}trinc1usdans1esous- groupeG^{1}=\exp RX_{1}\exp(\begin{array}{lll}\sum_{j=3}^{m} RX_{j} O d\end{array})$

currence que $a’=c’a_{\pi}^{k}$ avec un certain scalaire $d$ , ce qui est absurde.
En cons\’equence, $x_{2}d\neq 0$ et encore une fois $x_{2}a’=-c_{2}a_{\pi}^{k}$ avec $c_{2}\in C$ . D’o\‘u

$a_{s-1}=c_{2}(\partial/\partial x_{2})a_{\pi}^{k}+b$ , $b$ \’etant une distribution sur le sous-groupe $G^{3}=$

$\exp(\sum_{j=3}^{m}RX_{j})\cdot\tilde{G}$ . Cette situation se reproduit par le fait que $x_{3}d=x_{3}b$ appartient \‘a



Analyse harmonique 763

$(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ . En r\’ep\’etant ce proc\’ed\’e, on arrive \’eventuellement jusqu’\‘a l’expression

$d=( \sum_{j=1}^{m}c_{j}\frac{\partial}{\partial x_{j}})a_{\pi}^{k}+\tilde{a}$ $(c_{j}\in C)$ , (17)

o\‘u $\tilde{a}$ est une distribution sur $\tilde{G}$ .
Calculons l’action de $\exp tW$ $(t\in R)$ sur $a$ : en notant $g=\exp U\cdot\tilde{g}$ avec

$U= \sum_{j=1}^{m}x_{j}X_{j}\in p_{1},\tilde{g}\in\tilde{G}$ et posant $l_{j}=l([X_{j}, W])(1\leq j\leq m)$ , i.e. $l_{j}=l(Y_{j})$ pour
$1\leq j\leq r$ et $l_{j}=-l(Y_{j})$ pour $r+1\leq j\leq m$ , on a

$\langle\pi(\exp tW)d, \psi(g)\rangle=\langle a’, \psi(\exp tW\exp U\cdot\tilde{g})\rangle$

$=\langle d,$ $\psi(\exp U\exp t(W-[U, W]+\frac{1}{2}[U,$ $[U, \eta])\cdot\tilde{g})\rangle$

$=\langle a’, e^{-itl(W-[U,\iota\eta+1/2[U,[U,W]])}\psi(g)\rangle$

$=\{d,$ $e^{-it\{f(W)-\sum_{j\Rightarrow 1}^{m}x_{j}l_{j}+1/2(\sum_{j\Leftarrow 1}^{r}x_{j}^{2}-\sum_{j=r+1}^{m}x_{j}^{2})\}_{\psi(g)\}}}$

pour tout $\psi\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ . La semi-invariance de $d$ signifie donc

$(1-e^{it\{\sum_{J\Leftarrow 1}^{m}x_{j}l_{j}-1/2(\sum_{J^{\Leftarrow 1}}^{r}x_{j}^{2}-\sum_{j=r+1}^{m}x_{j}^{2})\}_{)d=0}}$ (18)

pour $t\in R$ quelconque.
Les relations (17), (18) impliquent $\sum_{j=1}^{m}c_{j}l_{j}=0$ . Il en r\’esulte que, si $l|\mathfrak{g}_{i_{0}-1}\cap \mathfrak{p}$

$\neq 0,$ $d$ n’a pas de d\’eriv\’ee dans la direction $R(l_{1}, l_{2}, \ldots, l_{m})$ , c’est \‘a dire que $d$

est une distribution sur $D=MH\exp p_{0}$ , o\‘u $M=\exp \mathfrak{m}$ et $\mathfrak{m}=$

$\{U=\sum_{j=1}^{m}x_{j}X_{j}\in p_{1}$ : $\sum_{j=1}^{m}l_{j}x_{j}=0\}$ . Or, $D$ \’etant un sous-groupe $\sigma$-invariant de
codimension 1, l’expression (17) contredit l’hypoth\‘ese de r\’ecurrence.

Quand on part de l’hypoth\‘ese $\dim(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}<\infty$ , \’etant donn\’ee $a\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ on a
vu que $supp$ $a$ se projette en nombre fini de points dans $\exp p_{1}$ . En d\’ecomposant $a$ dans
la somme des distributions semi-invariantes dont le support se projette en un point dans
$\exp p_{1}$ , on se ram\‘ene au cas o\‘u $suppa\subset\exp X_{0}\cdot\tilde{G}=\tilde{G}\cdot\exp X_{0}$ avec un certain
$X_{0}\in \mathfrak{p}_{1}$ . Quitte \‘a transf\’erer $l\in\Omega(\pi)$ et $b\in M(l, g)$ par l’\’el\’ement $g_{0}=\exp X0$ , l’op\’era-
teur d’entrelacement \’etant foumi comme translation \‘a droite par $g_{0}$ , il nous suffit
d’\’etudier $a\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ dont le support est contenu dans $\tilde{G}$ . Ici $\pi’=ind_{B}^{G},\chi_{l}$ avec
$R=g_{0}Bg_{0}^{-1}$ et $l’=g_{0}\cdot 1\in\Omega(\pi)$ . Cela pos\’e, les raisonnements faits plus haut permettent
de conclure que $a$ est une combinaison lin\’eaire des $a_{\pi}^{k}(1\leq k\leq m(\pi))$ donn\’es en \S 2.

b) Si $[\mathfrak{h}, \mathfrak{g}_{i_{0}-1}]\neq\{0\}$ , alors $i_{0}\geq 4$ et soit $j_{1}(2\leq j_{1}\leq i_{0}-2)$ le plus grand des indices
$j$ v\’erifiant $[\mathfrak{h}, \mathfrak{g}_{j}]=\{0\}$ . II se voit que $[bn[g, \mathfrak{g}],$ $\mathfrak{g}_{j_{1}+1}]=\{0\}$ . En effet, il est clair que

$[[\mathfrak{h}, \mathfrak{h}],$ $\mathfrak{g}_{j_{1+}1}]=\{0\}$ , et d’autre part $[[p, p],$ $\mathfrak{g}_{j_{1+l}}]\subset[p, [p, p\cap \mathfrak{g}_{i_{0}-1}+\mathfrak{z}]]\subset[P, 3]=\{0\}$ . Soit
$\pi\in\hat{G}$ telle que $\Omega(\pi)\cap\Gamma_{\tau}=II_{k=1}^{m(\pi)}\omega_{\pi}^{k}$ , o\‘u l’on prend $l$ . Notons encore que $\mathfrak{g}_{j\iota+1}\cap \mathfrak{p}\subset$

$\mathfrak{g}_{i_{0}-1}\cap p=([\mathfrak{p}, W]\oplus\delta)\cap \mathfrak{p}=[p_{1}, W]\cap \mathfrak{p}\subset p_{0}$ , et envisageons une partie de la structure
d’Heisenberg introduite juste avant de s\’eparer les deux sous-cas. Quitte \‘a remplacer si
besoin est les vecteurs $y$ introduits, prenons des \’el\’ements $P_{j}\in p_{1},$ $Q_{j}\in p_{0}(1\leq j\leq j_{1})$ et
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$T\in \mathfrak{h}$ de faqon qu’on ait $[P_{j}, Q_{k}]=\delta_{j,k}Z,$ $[T, Q_{j_{1}}]=Q_{1},$ $l(Q_{1})=\lambda,$ $l(Q_{j})=0(2\leq j\leq j_{1})$

et $\mathfrak{g}_{j}=\mathfrak{z}\oplus\sum_{k=1}^{j-1}RQ_{k}(2\leq j\leq j_{1}+1)$ . Ne cherchons le r\’esultat que $\mu$-presque partout,
on suppose $\lambda\neq 0$ et regarde $\mathfrak{g}(l|\mathfrak{g}_{j_{1}+1})=\{V\in \mathfrak{g} : B_{l}(V, \mathfrak{g}_{j_{1+}1})=0\}$ . $n$ en vient $p=$

$\sum_{j=1}^{j\iota}RP_{j}+p\cap \mathfrak{g}(l|\mathfrak{g}_{j_{1}+1}),$ $\mathfrak{h}=RT+\mathfrak{h}’$ avec $\mathfrak{h}’=\mathfrak{y}\cap \mathfrak{g}(l|\mathfrak{g}_{j\iota+1})$ .
Si $\mathfrak{g}(l)$ est inclus dans l’id\’eal $\mathfrak{g}^{0}=\mathfrak{h}’+\mathfrak{p}$ , on a $\mathfrak{g}=RT+\mathfrak{g}^{0}$ et la semi-invariance de $a$

pour $\exp RT$ nous am\‘ene au sous-groupe $G_{0}=\exp \mathfrak{g}^{0}$ , justement comme \‘a la fin du cas
(i). Si ensuite $\mathfrak{g}(l)\not\subset \mathfrak{g}^{0}$ , on consid\‘ere $l’\in\Omega(\pi)$ qui s’annule sur $\mathfrak{g}_{j_{1}+1}\cap p$ . Comme
$\mathfrak{g}_{j_{1}+1}\cap p\subset \mathfrak{g}_{i_{0}-1}\cap p=[\mathfrak{p}, W]$ , on a $[p_{0}, \mathfrak{g}_{j_{1+1}}\cap p]\subset[\mathfrak{p}_{0}, [p, W]]=\{0\}$ . fl s’en voit que
$\mathfrak{g}(l’|\mathfrak{g}_{j\iota+1})=p_{1}\cap \mathfrak{q}+\mathfrak{h}+p_{0}=\mathfrak{h}+\mathfrak{p}\cap q$ , $q$ \’etant le centralisateur de $\mathfrak{g}_{j_{1}+1}$ . Car
$l(Q_{j})=0(2\leq j\leq j_{1})$ et que $l’|(\mathfrak{g}_{j_{1+}1}\cap p)=0,$ la condition $g\cdot l’=l$ pour $g\in G$ entrafne
$g\cdot l’|\mathfrak{g}_{j_{1}+1}=\exp(-\lambda P_{1})\cdot l’|\mathfrak{g}_{j_{1}+1}$ , d’o\‘u $g\in\exp(-\lambda P_{1})\exp(\mathfrak{y}+p\cap q)$ . Alors $\mathfrak{g}(l)\not\subset \mathfrak{g}^{0}$ im-
plique $\mathfrak{g}(l’)\not\subset \mathfrak{g}^{0}$ et il existe $X’\in \mathfrak{g}(l’)\subset \mathfrak{h}+\mathfrak{p}\cap q$ tel que $X’=T+X’’+P$ avec certains
$X^{\prime J}\in \mathfrak{h}’$ et $P\in p\cap q$ . D’o\‘u

$\tilde{X}=\exp(-\lambda P_{1})\cdot(T+X’’+P)\equiv T-\lambda[P_{1}, T]+X’’(mod q)$

appartient \‘a $\mathfrak{g}(l)$ , car on a [X”, $\mathfrak{g}_{j_{1}+1}$ ] $\subset \mathfrak{g}_{j_{1+1}}\cap p\cap kerl=\sum_{j=2}^{j_{1}}RQ_{j}$ et par suite que
$[P_{1}, [X’’, \mathfrak{g}_{j_{1}+1}]]=\{0\}$ .

Or, pour tout $g\in G$ , il existe uniquement $t,$ $p_{j}(1\leq j\leq j_{1}-1)$ dans $R$ qui v\’erifient

$g \cdot l|\mathfrak{g}_{j\iota+1}=\exp tT(\prod_{j=1}^{j_{1}-1}\exp p_{j}P_{j})\cdot l|\mathfrak{g}_{j_{1+}1}$ ,

ce qui signifie la d\’ecomposition suivante qui nous donne des coordonn\’ees sur $G$ :

$G= \exp RT(\prod_{j=1}^{j_{1}-1}\exp RP_{j})G(l|\mathfrak{g}_{j\iota+1})=\exp RT(\prod_{j=1}^{j_{1}-1}\exp RP_{j})\exp \mathfrak{h}’\exp(\mathfrak{p}\cap q)\exp R\tilde{X}$ ,

o\‘u $G(l|\mathfrak{g}_{j_{1+}1})$ d\’enote le stabilisateur de $l|\mathfrak{g}_{j_{1+l}}$ dans $G$ .
N\’egligeons d’abord $\exp R\tilde{X}\subset G(l)$ et utilisant ensuite la semi-invariance

de $a$ pour $\exp RT$ , ce qui nous am\‘ene au sous-groupe distingu\’e $G’’=$

$( \prod_{j=1}^{j_{1}-1}\exp RP_{j})\exp \mathfrak{h}’\exp(p\cap \mathfrak{q})$ . On finit par remarquer que $G’’$ est $\sigma$-stable, de codi-
mension 2 et que la repr\’esentation induite par $\chi$ restreint \‘a $H’=\exp \mathfrak{h}’$ est \‘a multiplicit\’es
finies. Le passage de $(G, H,\chi)$ \‘a $(G’’, H’,\chi|H’)$ s’assure par l’observation de la structure
d’orbites coadjointes, ce qui est identique \‘a la fin du cas (i).

B) Maintenant soit $fnb=3$ . Ici encore restent valables les raisonnements d\’evel-
opp\’es dans le cas A). L\‘a on a utilis\’e le vecteur $W\in \mathfrak{h}$ et la forme $F$ pour introduire la
structure d’Heisenberg dans une partie de $p+\mathfrak{z}$ . Ici c’est faisable plus directe-
ment. Soit $q=\{X\in p:[X, p]=\{0\}\}$ . Si $q\neq\{0\}$ , on constate que $qn_{3}\neq\{0\}$ car $\mathfrak{q}$

est $\mathfrak{h}$-stable. D’o\‘u $q=\{0\}$ et la sous-alg\‘ebre $f=p+[p, p]$ est une alg\‘ebre d’Heisenberg
ayant le centre $3=[p, p]$ .

Soit $\pi\in\hat{G}$ telle que $\Omega(\pi)\cap\Gamma_{\tau}=\prod_{k=1}^{m(\pi)}\omega_{\pi}^{k}$ , o\‘u l’on choisit $l\in\Omega(\pi)$ . Soit $l’\in\Omega(\pi)$

v\’erifiant $l’|\mathfrak{p}=0$ . Si $l’([\mathfrak{h}, \mathfrak{h}])\neq 0$ , on peut supposer que $\mathfrak{g}(l’)\subset \mathfrak{g}_{n-1}$ au drapeau
(14). En effet, $\mathfrak{g}=\mathfrak{h}+f,$ $[\mathfrak{g}, \mathfrak{g}]\subset[\mathfrak{h}, \mathfrak{h}]+\mathfrak{p}+\mathfrak{z}$ et $[\mathfrak{h}, \mathfrak{h}]\cap f=\{0\}$ puisque $l([\mathfrak{h}, \mathfrak{h}])=\{0\}$ .
Si $l’([\mathfrak{h}, \mathfrak{h}])\neq\{0\},$ $\mathfrak{h}$ n’est pas ab\’elienne. Comme $\mathfrak{g}(l’)=(\mathfrak{h}\cap \mathfrak{g}(l’))+\mathfrak{z}$ , on prend un
id\’eal $\mathfrak{h}_{0}$ de $\mathfrak{h}$ et $T\in \mathfrak{h}\cap kerf$ de fagon qu’on ait $\mathfrak{h}=RT+\mathfrak{h}_{0}$ . Finalement remlacons au
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(14) $\mathfrak{g}_{n-1}$ par $b_{0}+f$ s’il en est besoin. Cela entraine $\mathfrak{g}=RT+\mathfrak{g}_{n-1},$ $\mathfrak{g}(l)\subset \mathfrak{g}_{n-1}$ et nous
utilisons $T$ pour donner la premi\‘ere coordonn\’ee dans $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}$ . L’invariance de $a$ pour
$\exp RT$ nous permet de passer au sous-groupe $G_{n-1}=\exp \mathfrak{g}_{n-1}$ .

Si $l’([\mathfrak{h}, \mathfrak{h}])=0,$ $\mathfrak{h}\subset \mathfrak{g}(l’)$ , et la polarisation de Vergne $b’$ construite au moyen du
drapeau (14) est de la forme $b’=\mathfrak{h}+\mathfrak{a},$

$\mathfrak{a}$ \’etant un id\’eal ab\’elien de $\mathfrak{g}$ v\’erifiant
$\dim \mathfrak{a}=\frac{1}{2}\dim p+1$ . Dans le cas o\‘u $[\mathfrak{h}, \mathfrak{a}]\neq\{0\}$ , on peut adopter les arguments de A),
b). Dans le cas contraire, la commutativit\’e $[\mathfrak{h}, \mathfrak{a}]=\{0\}$ entraine $[\mathfrak{h}, \mathfrak{p}]\subset \mathfrak{a}$ et que $b’$ est
un id\’eal de $\mathfrak{g}$ . D’o\‘u $b=b’=\mathfrak{h}+\mathfrak{a}$ .

Cette fois c’est les arguments de A), a) qui nous aident. Soient $\mathfrak{a}=\sum_{j=1}^{m}RY_{j}+\mathfrak{z}$,

$eetxp\{$

\‘a $B$

$X_{j}$ : $1\leq j\leq m$ } les \’el\’ements de $\mathfrak{p}$ tels que $[X_{j}, Y_{k}]=\delta_{j,k}Z$ . On identifie
$\sum_{j=1}^{m}RX_{j})$ avec $G/B$ . Supposons $l\in\omega_{\pi}^{k}$ et $a\in(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ dont le support est \’egal

Il nous s’agit de montrer que $a$ est un multiple de $a_{\pi}^{k}$ , ici $a_{\pi}^{k}$ : $\psi\mapsto\overline{\psi(e)}$ pour
$\psi\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ .

D’une part, $\mathfrak{h}\in Q(l, \mathfrak{g})$ , c’est-\‘a-dire que $\mathfrak{h}+\mathfrak{g}(l)$ est un sous-espace lagrangien pour la
forme bilin\’eaire altem\’ee $B_{l}$ (cf. [4], [11]). Il s’ensuit que $\mathfrak{a}\subset b+\mathfrak{g}(l)$ .

D’autre part, on identifie $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ \‘a $\mathscr{L}(R^{m})$ par $\psi(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{m})=\psi(\exp(\sum_{j=1}^{m}x_{j}X_{j}))$ .
Si $a$ est une distribution sur un certain sous-groupe, l’hypoth\‘ese de r\’ecurrence nous donne
le r\’esultat. Sinon, justement comme dans A), a), on trouverait dans $(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}$ un \’el\’e-

ment ayant la forme

$d= \sum_{j=1}^{m}c_{j}\frac{\partial}{\partial x_{j}}a_{\pi}^{k}+b$ $(c_{j}\in C,$ $\sum_{j=1}^{m}|c_{j}|^{2}\neq 0)$ (19)

avec une distribution $b$ sur $B$ . Soit par exemple $c_{1}\neq 0$ .
En utilisant le fait $a\subset b+g(l)$ , nous ecrivons $Y_{1}=T+V$ avec $T\in \mathfrak{h},$ $V\in \mathfrak{g}(l)$ et

calculons $\pi(\exp T)d$ : pour $\psi\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$

$\langle\pi(\exp T)d, \psi\rangle$

$=\{d,$ $\psi(\exp(\sum_{j=1}^{m}x_{j}X_{j})\exp(T-\sum_{j=1}^{m}x_{j}[X_{j}, T]+\frac{1}{2}\sum_{j,k=1}^{m}x_{j}x_{k}[X_{j}, [X_{k}, T]]))\}$

$=\{d,$ $e^{-i\{l(T)-\sum_{J^{\Leftarrow 1}}^{m}x_{/}l([x_{j},\eta)+1/2\sum_{j,k=1}^{m}x_{j}x_{k}l([X_{j},[X_{k},T]])\}_{\psi\}}}$

$=\{d,$ $e^{-i\{l(T)-x\iota+1/2\sum_{j,k=1}^{m}d_{jk}x_{j}x_{k}\}_{\psi\}}}$ ,

l\‘a-dessus on a pos\’e $d_{jk}=l([X_{j}, [X_{k}, T]])$ .
D’apr\‘es la semi-invariance de $d$ , on en d\’eduit

$\langle d,$ $(1-e^{i(x_{1}-1/2\sum_{j,k=1}^{m}d_{J^{k}}x_{j}x_{k})})\psi\rangle=0$ (20)

pour $\psi\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{\infty}$ arbitraire. Mais il est \’evident que les deux relations requises (19), (20)
r\’ev\‘elent une contradiction.

On peut cheminer tout \‘a fait pareillement sous l’hypoth\‘ese $\dim(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi}^{-\infty})^{H,\chi}<\infty$ (cf.
$A))$ .
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II. Soit finalement $\dim \mathfrak{h}\cap \mathfrak{z}=\dim p\cap \mathfrak{z}=1$ , car on a suppos\’e au d\’ebut de la
d\’emonstration, en passant au quotient si besoin est, que $\mathfrak{y}\cap \mathfrak{z}\cap kerf=p\cap \mathfrak{z}\cap kerl=\{0\}$ .
Posons $\mathfrak{q}=\{Y\in p : [p, Y]=\{0\}\}$ . Il se voit aussit\^ot que $\mathfrak{q}$ est $\mathfrak{h}$-stable. Si $q\neq pn_{3}$, il
existe $0\neq Y\in q$ tel que $\{0\}\neq[\mathfrak{h}, Y]\subset \mathfrak{p}\cap \mathfrak{z}$ . On se trouve alors dans la situation trait\’ee
dans la seconde moiti\’e du cas I, (i). A la fin, si $\mathfrak{q}=\mathfrak{p}\cap \mathfrak{z}$ , on peut raisonner tout \‘a fait
comme dans le cas I, (ii) pour achever la d\’emonstration du th\’eor\‘eme 2. c.q. $f.d$ .

D’apr\‘es ce qu’on a expliqu\’e au d\’ebut de \S 3, on retrouve dans le cas sym\’etrique le
th\’eor\‘eme 1 et le corollaire 1.

COROLLAIRE 2. Avec les notations introduites en \S 2, on constate que $\pi(\overline{X})a_{\pi}^{k}$ est un
multiple de $a_{\pi}^{k}(1\leq k\leq m(\pi))$ pour tout X\in % $($ g, $\tau)$ et par suite que l’alg\‘ebre $D_{\tau}(G/H)$

est commutative.
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