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Abstract. The problem discussed in that paper is to find a characterization on the
Arthur’s conjectural parameters for the representations occuring in the residual spectrum
for a classical group. Only conjectures are given but it is proved that the global
conjectures can be reduced to very natural local conjectures, in the case of cohomo-
logical square integrable automorphic forms.

Soit G un groupe réductif défini sur un corps de nombres k. Dans cette
note, on donne une conjecture pour qu'une représentation automorphe de carré
intégrable du groupe G(A4) (A sont les adéles de k) ne soit pas cuspidale. Les
spécialistes savent qu’il doit y avoir une condition globale (non nullit¢ de cer-
taines fonctions L) et des conditions locales portant sur les opérateurs d’en-
trelacement normalisés convenablement. Ci-dessous on suggere que ces con-
ditions sont plus simples qu’il n’y parait et peuvent se lire directement sur les
objets qu’Arthur a associés aux représentations de carré intégrable [A; et ;).
Dans cette note, on admet les conjectures d’Arthur. Je suppose que les con-
structions faites ci-dessous pourraient s’écrire dans un cadre totalement général,
mais pour rester concret, on a choisi de se limiter aux groupes réductifs pour
lesquel le L-groupe est un groupe classique. Plus précisément on suppose qu’il
existe un espace vectoriel complexe, V' (de dimension finie) et que I'on est dans
I'un des 2 cas suivants:

+ 1l existe @ une forme bilinéaire non dégénérée sur V' tel que

LG ~ Aut(d, V) x Wy,

ou seulement le groupe des automorphismes de déterminant 1.
+ il existe une extension quadratique k' de k et une action de W sur Aut(V)
se factorisant par Gal(k'/k) tel que:

LG -l GL( V) oC Wk.
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Remarquons que cette situation s’applique aux groupes suivants:

* cas 1: G est un groupe symplectique ou orthogonal (non nécessairement
déployé) opérant sur un espace Y; alors on pose V' =Y* ou si Y est
symplectique, Y * est un espace orthogonal complexe de dimension 1 de
plus que Y, si Y est orthogonal de dimension impaire (G étant alors le
groupe spécial orthogonal), Y* est un espace symplectique de dimension
paire et si Y est orthogonal de dimension paire, on prend bien pour G le
groupe orthogonal et non pas le groupe spécial orthogonal et Y * est ’espace
orthogonal complexe de méme dimension que Y. Ce dernier cas peut
surprendre; il est suggéré par les constructions locales de et [My]. 1l
faut remarquer que quand on localise en une place finie, les objets que ’on
associe aux représentations dans le -groupe refléte I'invariant de Hasse et
le discriminant de la forme (cf. [My]).

* cas 2: G est un groupe unitaire.

A la fin de l'article, on démontre la partie globale des conjectures pour les
représentations ayant de la cohomologie ou plus généralement ayant un caractere
infinitésimal entier régulier. Dans ce cas, il reste donc a démontrer des con-
jectures locales sur les opérateurs d’entralecement, données en 5, mais c’est
certainement tres difficile.

Décrivons maintenant plus précisément I’article:

Pour unifier les deux cas considérés, on pose dans le premier cas considéré
ci-dessus k' = k. Soit 7 une représentation automorphe irréductible de carré
intégrable de G(4). Les conjectures d’Arthur associent a une telle représentation
2 objets; ici L est le groupe tannakien conjecturalement associ¢ par Langlands a
k; on utilisera le fait que L; contient pour toute place v le groupe de Weil-
Deligne local, Wy, x SU(2,R);

+ un homomorphisme ¥ de L; x SL(2,C) dans G qui a un certain nombre
de propriétés et en particulier dont I'image n’est pas incluse dans le L-groupe d’un
Levi d’'un parabolique propre de G défini sur k; pour toute place v de k, on note
¥, la restriction de ¥ a W), x SU(2,R) x SL(2,C);

+ une collection de caractéres (représentations a priori non nécessairement
irréductibles) (&) du groupe des composantes de

CentrgoIm Y,

triviaux sauf en un nombre fini de places, satisfaisant une condition globale que
nous n’avons pas besoin de rappeler ici. Arthur a imposé que ces caracteres
soient triviaux pour tout v sur le centre de CentLG(kv)o LG(k,), en précisant que
cette condition est négociable; on ne la fait pas ici ou on impose plutot les
conditions de [M;]. Mais ceci n’a aucune importance pour ce qui suit ou nous
n’avons pas besoin dune description explicite des e,.
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La non-irréductibilité des caracteres ¢, est nécessaire dans certains cas
connus, mais nous pouvons ici raisonnablement supposer que ces caracteres sont
irréductibles. Il n’y a de toute fagon aucun probléme a généraliser les con-
jectures ci-dessous sans supposer I'irréductibilité. Aux places archimédiennes et
pour les représentations ayant de la cohomologie, I'irréductibilité est justifiée par
les travaux d’Adams et Johnson [Ad-J].

Un point apparamment plus sérieux est le fait que les & ne sont pas
canoniquement définis. Toutefois, je n’ai pas a utiliser tout le caractére ¢, mais
seulement sa restriction a certains sous-groupes précises dans le texte. Or je
pense que pour cette restriction la définition est canonique. Quoiqu’il en soit, la
seule chose que je demande ici est que des choix aient ét¢ faits de fagon cohérente
pour le groupe G et ses sous-groupes de Levi.

Si ¥ et (g) sont associés a la représentation z, on dit que 7 e I1(¥, (&,)).

Dans tout I'article, on dit que M est un sous-groupe de Levi de G, s’il existe
un sous-groupe parabolique de G défini sur k admettant M comme k-sous groupe
de Levi.

CONJECTURE. Si 7 n'est pas cuspidale, il existe un sous-goupe de levi M
propre maximal de G et des données d’ Arthur ¥y, (ey,) pour le groupe M tels que
¥ soit “induit” par ¥y, ceci détermine un demi-entier positif sy et une repre-
sentation irréductible Ay de Ly (cf. 1). Les propriétés suivantes étant satisfaites:

le paquet pour M associé a Wy et (ey.,) est non vide,

(ey) est totalement compatible (cf. 2) a (em.,) (c’est un peu plus fort, mais de
méme nature, que de demander que, pour tout v, les caracteres ¢, et &y, ont méme
restriction sur lintersection des groupes sur lesquels ils sont définis)

et notons rvy la représentation de Ly dans le radical unipotent d'un para-
boliqgue de * G de Levi * M obtenue via

||1/2 0

Ado | Yy r, ® Yy sLe, o) 0 | )

on peut la tordre naturellement par se€ C pour tenir compte des caractéres de

M(A). Alors, pour toute représentation irréductible o de Ly tel que L(a,1/2) =0
e , . +1/2 , : ,

les multiplicités des représentations o|| dans la représentation r .y 5 sont égales.

Pour la réciproque, il faut étre prudent, comme me I’a fait remarquer le
referee; et ce qu’il est raisonable de conjecturer est:

soit (¥, (&) et (W, (em,»)) comme dans la condition ci-dessus et supposons
précisément que ces données sont liées comme dans la condition ci-dessus.  Alors
il existe une représentation automorphe de carré intégrable, n, telle que 7 e
II(¥,(e)) et @ est un résidu de série d’Eisenstein (que 'on peut construire
explicitement a 1'aide de 7y, et sp).
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Avec les notations introduites a la fin de 1’énoncé ci-dessus, la définition de
I'induction entraine que si ¥ est induit par ¥, en notant, pour ¢€ {—1,0,1},
[riyg,€l la multiplicité de la représentation ||° de Ly dans riy -

[VLM7S()7 1] > [rLM,S()?O] = [rLM7S07_1]' (1)

Cette condition ne dépend que de ¥, et sp; si elle est vérifice ¥ se décrit alors
assez aisément (cela est fait au 1). Cette condition et la condition de la derniere
partie de 1’énoncé assurent que la fonction:

L(rep,s)/L(repy,s+1)

a un pole en s=us5y. On peut alors espérer construire des résidus de séries
d’Eisenstein de carré intégrable et c’est la condition sur les (¢,) et (ear,,) qui est 1a
pour assurer que 7 est réalis¢ dans I’ensemble de ces résidus. Mais la réciproque
n’est pas vraie, c’est-a-dire qu’il y a d’autres points ou les séries d’Eisenstein
peuvent avoir des résidus de séries d’Eisenstein mais la conjecture dit alors que
I’espace engendré a déja été¢ obtenu en ne considérant que les parametres sat-
isfaisant a 1’énoncé. (cf la fin de 4 pour une discussion plus détaillée.)

On peut encore expliquer d’ou vient la représentation Ay. Il faut fixer M un
sous-groupe de Levi d’'un parabolique propre maximal de G et my; une repré-
sentation de carré intégrable de M(A) et supposons qu’on ait pu lui associer
¥, (ém,y) suivant les conjectures d’Arthur. Comme M a un facteur GL(k',b)
(ou be N est convenable). La restriction de ny, a ce facteur détermine un
diviseur @ de b et une unique représentation cuspidale unitaire p, de GL(A',b/a)
de telle sorte que cette restriction soit le module de Speh associé a p et a (cf. [M-
W]). A p, on associe, conjecturalement, une représentation irréductible bornée
de Ly, 4p. On peut alors définir Py = R.y comme I’ensemble des points s = s
ou (1) est vrai; grace a un élément sy de Py, on peut alors construire un ho-
momorphisme ¥ et on peut alors réécrire la conjecture ci-dessus sous la forme:

CONJECTURE. Les séries d Eisenstein a partir de my ont un pole en s = sy
avec residu de carré intégrable si et seulement si Ay est autoduale dans le cas
des groupes orthogonaux ou symplectiques et est isomorphe a la conjuguée de
la représentation duale sous Gal(k'/k) dans le cas des groupes unitaires et il
existe une famille de caracteres (&,) ou v parcourt I'ensemble des places de k
des groupes Cent g0V |1, xsr,c) totalement compatible a la famille des (e,,)
et la derniere condition de la conjecture précédente est vraie.

Toutes les représentations de carré intégrable non cuspidale de G(A) se réalise
dans I'un de ces espaces de résidus quand M, ¥y, (e, ,) varient.

Une remarque amusante est que pour ¥ comme dans cette introduction, il
existe M, ¥y, Ao, 5o tel que ¥ soit induit par ¥y, si et seulement si la restriction
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de ¥ a SL(2,C) n’est pas triviale. La conjecture dit que pour que le paquet
associ¢ a ¥ contienne des représentations non cuspidales il faut une condition
globale bien naturelle puisqu’elle assure que le quotient de fonctions L a un
pole. Et il me semble que cette condition est alors aussi suffisante, c’est-a-dire
que 'on peut toujours trouver des systemes de caracteres (ey,,) et (&) totalement
compatibles.

Dans cet article, on étudie spécialement le cas des représentations ayant de la
cohomologie a I'infini (pour un bon systéme de coefficients). Dans ce cas, on
ramene la conjecture globale a une conjecture locale sur les opérateurs d’en-
trelacement expliquée au paragraphe 5.

Je remercie vivement le referee qui m’a permis d’améliorer mes conjectures.

1. Définition de P’induction.

Dans ce paragraphe, on va décrire explicitement la notion d’induction; c’est
a mon avis le seul moyen de comprendre ce qui se passe. L’idée de départ est la
suivante: on suppose ici que k' =k, pour qu'un homomorphisme ¥ de L; x
SL(2,C) soit induit par un sous-groupe parabolique P défini sur k de Levi M
défini sur k, il faut que ¥(L;) soit inclus dans LM; on note R le commutant de
Y(L,) dans LG et Rp son intersection avec P; on peut vérifier que Rp est un
sous-groupe parabolique du groupe réductif R de Levi Ry, := RN M. On a
envie de demander que Y(SL(2,C)) qui est uniquement déterminé par une orbite
unipotente de R corresponde a une orbite unipotente de R induite a partir d’une
orbite unipotente de Rj;. Cela est correct si les représentations dans le paquet
correspondant a ¥ ont un caractére infinitésimal entier régulier ou plus gén-
éralement si I'orbite unipotente correspondant a ¥Y(SL(2,C)) est I'orbite uni-
potente réguliecre de R, mais ce n'est pas assez général pour I'ensemble des
représentations de carré intégrable. On donne donc une définition plus com-
pliquée. On revient évidemment au cas général ou k' n’est pas nécessairement
¢gal a k.

On fixe 7 comme ci-dessus et on suppose qu’on sait lui associer ¥ et (¢,) en
suivant les conjectures d’Arthur. On remarque que L. est envoyé par ¥ dans le
produit direct GL(V') x W} et opere donc naturellement sur . On décompose
V' sous cette action:

V=@ Vi

leL,,

ou V[A] est la composante isotypique associée a la représentation irréductible A;
on fixe un espace V, pour A. On rappelle que les hypotheéses imposées par
Arthur assure que si I'on voit A comme une représentation irréductible de Ly
dans GL(V,), alors la représentation cuspidale irréductible de GL(Ay qui doit
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lui correspondre est unitaire). L’action de ¥(SL(2,C)) permet de décomposer
encore chaque V'[A] sous cette action. Dans le premier cas, i.e. k' = k, Henniart
a remarqué que I’hypothese que I'image de ¥ n’est pas centralisée par le L-
groupe d’un tore déployé sur k entraine que si V[1] # 0 alors 4 est isomorphe a la
représentation duale.

En effet, fixons 4 tel que V[l #0. L’orthogonal pour @ de V[1] est
D, V[A']. Ainsi, si 4 %A%, V[A] est un sous-espace isotrope de V stabilisé par
I'image de ¥. Remarquons aussi que cela entraine que A est soit symplectique
soit orthogonal et donc la décomposition de V'[4] sous I’action de ¥ (SL(2,C)) se
fait en somme de représentations irréductibles (intervenant avec multiplicité 1)
dont les dimensions ont toutes méme parité.

Le cas 2 est Iégerement différent, on n’a pas la condition de parit¢ mais on
verra ci-dessous, qu’il est seulement faussement différent.

Soit M un sous-groupe de Levi d’un parabolique propre maximal de G défini
sur k; il correspond dualement a une décomposition de V en:

V=1, X® X"

La premiere condition que ¥ doit satisfaire pour é€tre induit a partir de M
est que I'image ¥(Ly) doit stabiliser ¥y ainsi que X et X*. Supposons que cette
condition soit satisfaite.

On suppose ici que k' = k. Sous 'action de ¥(Ly) on a une décomposition
de X et de X* et la propriété de dualité assure que:

X[2] #£0 < X*[)] #0.

On peut alors changer de Levi M de tel sorte que X[4] = 0 pour tout A sauf
une unique représentation Jyo. C’est une simplification essentiellement technique
qui revient a considérer des séries d’Eisenstein a partir du spectre discret des sous-
groupes de Levi et non de .<7,, notation de [F].

Supposons maintenant que k' est une extension quadratique de k. Ici le fait
que M soit un sous-groupe de Levi d'un parabolique propre de G défini sur k
se traduit par le fait que GL(X) et GL(X*) sont échangés sous I’action de
Gal(k'/k). Pour 4 une représentation irréductible de Ly/, on note * " I'image de
2" (la représentation contragrédiente de 1) apres conjugaison de Gal(k'/k) sur
L. La multiplicit¢ de 4 dans X est égal a la multiplicité de */ dans X*. En
outre, pour un tel 4 le centre de GL(V'[A]) centralise ¥(Ly x SL(2,C)). Si 4
n’est pas isomorphe a “A" le centralisateur de 'image de ¥ n’est pas fini. Ainsi
certainement 1 ~ “A*. Comme ci-dessus, on se raméne au cas ou X[l =0 sauf
pour une représentation Ay.

On considére la décomposition de V[lg| sous laction de Y(SL(2,C)).
Cette décomposition se fait sans multiplicité grace a I’hypothése que I'image de ¥
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n’est pas incluse dans le L-groupe d’'un Levi d’un parabolique propre de G défini
sur k. On écrit cette décomposition:

o VMO]23®VAO®Y/M
U

ou u parcourt un sous-ensemble fini des entiers et Y, représentation la repré-
sentation de SL(2, C) de dimension x et ou V), est une représentation irréductible
de L, de type Ao.

Pour que ¥ soit induit a partir de M, on demande qu’il existe soit u, >
2dim X /dim V, soit g > ug > 0 tels que (u;+ p)/2 = dim X /dim ¥, (donc en
particulier y; < 2dim X /dim V) et tel que dans I'isomorphisme o ci-dessus

(—B Vio ® Y,u — Vo[/l()]

HFEHy o pg, 1

Dans le cas des groupes unitaires y; est nécessairement 0. Comme on verra ci-
dessous cela est nécessaire pour que ¥ (SL(2,C)) soit dans le commutant de
Y (Li) et non seulement ¥(Ly).

On peut alors definir ¥, de telle sorte que sa restriction a L coincide avec
celle de ¥ et de telle sorte que I'action de SL(2,C) (définie par ¥,,) coincide
avec celle de ¥ sur (D), ,, V/[4] ainsi que sur I'image de (P, ,, o Vio ® Yy
avec plus précisément, dans le premier cas:

j.-_/é)»() ﬂ?éﬂo

Vo =~ (@ VW) ® (@ Vie ® Yu) ® <V7»0 ® Y,y —2dim X /dim V/lo)

et dans le deuxiéme cas:

Vo ~ (@ VW) @( @ V,10®Yﬂ>

A# Ao G 1
tandis que dans les 2 cas
*
X > X" >V ® Yaimx/dim v, -

On demande en plus la condition technique suivante: si Y, intervient dans la
décomposition de V[ig] avec u de méme parité que u, ou w, /), on a:

p ¢ [py — 2dim X /dim V;, p1o]
ou

1 (g 14g).

La condition de parit¢ n’est réelle que pour les groupes unitaires.
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On va maintenant interpréter ces conditions comme dans l'introduction en
terme de multiplicité des représentations qui donnent des podles aux fonctions L en
0 ou 1, C’est-a-dire les représentation ||° de Ly ou ¢ = —1,0,1. On a besoin de
quelques constructions supplémentaires pour définir les représentations dont on
parle:

Fixons Z€ L,,. On note || la valeur absolue sur Ly (cest le produit des
valeurs absolues locales). On obtient une représentation de Ly dans V[4] grace a

”1/2 0
i, ® ¥y sLe,c) o V)

Cette torsion a été introduite par Arthur. Cette représentation laisse stable X[/
et X *Mo]
On pose, pour A # Ao:

;. == Lie “G" N (Hom(X [4o], Vo[2]) ® Hom(V[A], X *[20])).

En composant avec les représentations de L définies précédemment, on obtient
une représentation naturelle de ;s dans w;, ; que 'on note r;, ;. Si A= 49, on
définit:

w, 7, = Lie “G° N (Hom(X 4], Vo[4o]) ® Hom(V[Ao], X *[A0])
@® Hom(X [0, X [4o]))-

Et on définit r;, ;, en tordant ¥ comme ci-dessus.

Pour définir les fonctions L, on introduit un paramétre supplémentaire s € C;
pour s fixé dans C, on note r;, , , la représentation obtenue de fagon identique a
r;,., mais ou la torsion introduite dépend de s:

(R .
Vi, ® Yy sce, o 0o | ® i,

ou is est un homomorphisme de L, dans le centre de M de tel sorte que is(Ly)
opere sur X par ’homothétie ||°.

On remarque que la représentation 7.y, ; de I'introduction est la somme sur
. des représentations r;, ;. Les représentation ||*, xe R de Ly ne peuvent
intervenir que dans r;, ; ; ou 4 ~7 Ay c’est-a-dire 4 ~ 4y avec ce que I'on a vu ci-
dessus.

On reprend les notations [ry, ;, s, € pour la multiplicit¢ de la représentation
|* dans r, ,, s analogues a celles de I'introduction et on pose:

PO = {SO € R>0Hr}.0,/{0,_¥0) 1] > [’7,0,;»0,5‘070] - [r}vo,/lo,Soa _1]}
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REMARQUE. I/ existe une bijection entre I'ensemble des homorphismes ¥ (a
conjugaison pres) induits a partir d'un homomorphisme pour M et les triplets
Y, Ao, So ou Wy est un homomorphisme relativement a M vérifiant les conditions
d’ Arthur, (d'image non incluse dans le L-groupe d'un Levi) ou Ay est une rep-
résentation irréductible de Ly et ou so€ Py. Le rapport entre sy et g, 1y, 1y
utilisé ci-dessus est donné par les formules:

si 2s) —dim X /dim V;, > 0 alors on est dans le premier cas de I'induction, i.e.
ou U, est défini par

Uy = 280 + dim X /dim V), ;

sinon on est dans le deuxiéme cas de l'induction ou ) et i sont définis par:
to =250 +dim X /dim V;,,  p) = —2s + dim X /dim V.

Il est plus simple de fixer ¥,; imposer ’hypothése que I'image de ¥, n’est
incluse dans aucun sous-L-groupe de Levi, est inutilement restrictif et on ne la fait
pas pour les calculs ci-dessous. La seule chose que 'on va utiliser, et on peut
toujours s’y ramener, est que sur le facteur GL(Aj/) est un multiple dune
représentation de carré intégrable. D’ou Ay comme dans ce qui précede 1’énonce
et Ao~ "A;. On décompose ¥} sous laction de ¥y (Ly x SL(2,C)) que I'on
¢crit pour fixer les notations:

Vo == (—B V,{ @ Yﬂ,
AeL}(,, U
ou u parcourt un sous-ensemble E des entiers.
Pour alléger les notations, on pose:

a :=dim X' /dim V,

et on utilise systématiquement que Ay ~ 4, si k' =k et que 1y ~ “4; dans 'autre
cas.

La décomposition de la représentation r; ; , est la somme des repré-
sentations:

P, 0,51 = @D (lox2) @, (1)
de[—(a—1)/2,(a=1)/2],d" e[~(p=1)/2,(u=1)/2]

ou u parcourt 'ensemble E défini ci-dessus ainsi que des représentations:
si V' est orthogonal:

r7~0,io,s[/\2] = @ (/\2/10) ® ||2s+d+d’
d<d'.d,d'e[-(a-1)/2,(a-1)/2]
et de

i ns[S 1= P (Sym” 7o) ® [
d<d’',d,d’ e[—(a—1)/2,(a—1)/2]



404 C. MOEGLIN

si 1 est symplectique: les 2 représentations ci-dessus mais ou A et Sym? sont
¢changés. Pour la commodité du lecteur on remarque que la différence tient en

I'inégalité entre d et d’ qui dans un cas est large et dans l'autre est stricte;
si k' # k:

”io,/lo,s[nal] = (—B (g X /10)||2S+d+d’.
d,d'e|-(a—1)/2,(a—1)/2]

Pour alléger, pour toute représentation r de L, et pour ¢ € {—1,0,1}, on note |[r, ¢
la multiplicité dans r de la représentation |°.
Fixons g€ E. On va d’abord montrer que:

[rZo,A”O-,S[:u]a _1] < [rio,/lo,s[iu]ao] < [r/lo,A"O.,s[:u]a 1]

et donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que ces inégalités soient
strictes. On a, pour tout ¢ comme ci-dessus:

[UOJO,S[M?S] = |{(d7d/)7d € [_(a - 1)/27 (Cl - 1)/2]7
d e[—(u—1)/2,(u—1)/2;s+d —d" = ¢&}|,
[UOJOJ[/‘] ) 8]
=H{del-(a—1)/2,(a=1)/2;s+dele—(u—1)/2,¢+ (u—1)/2]}].  (2)

Symétriquement, on a aussi:

[mo,f»o,é‘[ﬂ] ) 8]
=[{d" e[-(u-1)/2,(u=1)/2ss+d ele—(a—1)/2,e+ (a—1)/2]}]. (3)

On utilise 1’égalité (2) si u > a et I'égalité¢ (3) si x <a. En utilisant 'hypothese
de positivité sur s, on voit qu’alors la borne inféricure ne peut étre obtenue que
pour ¢ = +1. Cela prouve immédiatement les inégalités (1).

Ces multiplicités sont certainement toutes nulles si s n’est pas un demi-entier
ou si:

2s+a et u n'ont pas méme parité.

Faisons ces hypotheses. Alors [ry, 1,.s[¢], —1] < [F1,.5.s[4], 0] si et seulement si il
existe, quand u <a, dy e [—(u—1)/2,(x—1)/2] tel que

s+dy=(a-1)/2
et quand x> a, il existe d) € [—(a—1)/2,(a—1)/2] tel que:
s+dp = (u—1)/2.
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D’ou:
[rio7io,é'[ﬂ]7 _1] = [rio,/lo,s[:u]?()] Ang
st u<a
s=(a=1)/2¢[-(u—1)/2,(u—=1)/2]; (4)
sl 4> a:
s—(u—=1)/2¢[-(a—1)/2,(a—1)/2]. (5)

En outre [r;, 5, s[4 : 0] < [r1y.70.5144] : 1] si et seulement si, quand x < a, il existe
di e [~(u—1)/2, (1~ 1)/2) tel que

s+di=(a—-1)/2+1
et quand x> a, il existe d, € [—(a—1)/2,(a—1)/2] tel que:
s+d=(u—-1)/2+1.
Cela s’interprete comme ci-dessus. D’ou:
[Fia, 20, sLtdls =1] = [Pag, 20,5 0), 0] et [y g, s[4, O] < [, g, s 4], 1]
si et seulement si, quand u < a:
s—(@=1)/2=1+(u-1)/2,
et quand u > a:
s—(u—-1)/2=1+(a-1)/2.
Les deux cas s’unifient pour donner:
5= (u+a)/2 (6)

1l faut maintenant examiner les représentations r;, ;, s[A?] et 7, s[Sym?]. On
ne le fait que si V' est symplectique dans le cas oppos¢ ce sont les parités qui
changent. On va encore montrer:

[1",107,107S[/\2], _1] =< [V,107,107s[/\2],0] < [mmlo,s[/\z]? 1]7 (7)

et
[7’,107),075[51)217’12], _1] < [r/lov{o,S[Symz]aO] < [rlo,/lo,S[Symz]a 1] (8)

I1 est clair que toutes les multiplicités dans (7) (resp. (8)) sont nulles si /oy n’est pas
symplectique (resp. orthogonale).

Supposons que 4y est symplectique et démontrons (7) ainsi que des con-
ditions nécessaires et suffisantes pour avoir des inégalités strictes.
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Pour tout & comme ci-dessus, on a:
P0,20,5[N7] el = {d € [=(a = 1)/2,(a = 1)/2};2s + d € [e — (a — 1) /2,6 — d]}].

Pour avoir quelque chose de non nul, il faut certainement que s soit un demi-
entier. Faisons cette hypothése. La positivité de s assure alors que 2s+ d +
(a—1)/2>1. D’ou les inégalit¢ de (7).

On a aussi:

[mo,io,s[/\zL _1] = [rkﬂo,/lo,s[/\zLO] A

il n’existe pas d € [—(a—1)/2,(a—1)/2] tel que 2s+d = —d. D’ou encore, si et
seulement si:

s¢[-(a-1)/2,(a=1)/2]. ©)
Et on a:
[P0,20,5 115 1] > (134,20, 577, 0]
si et seulement si il existe d € [—(a —1)/2,(a —1)/2] tel que:
2s+2d = 1.

Cest-a-dire s—1/2€[—(a—1)/2,(a—1)/2]. Ici cette condition exclut auto-
matiquement la condition s € [—(a — 1)/2,(a — 1)/2] trouvée précedemment pour
des questions de parité. Plus précisément:

[rio,/lo,b‘[/\zL _1] = [rlo,?»o,é'[/\z]ao] et [rﬂuo-,io,S[/\z]? 1] > [mo,ﬂ-o,é‘[/\z]’o]

si et seulement si 2s a méme parité que a et se [—(a—1)/2,(a—1)/2].
Supposons maintenant que 4y est orthogonal et montrons (8) ainsi que des
conditions nécessaires et suffisantes pour avoir des inégalités strictes.
Pour tout & comme ci-dessus, on a:

P aasl?] ce] = {d € [-(a = 1)/2,(a = 1)/2}; 25 +d € [e — (a = 1)/2,e — d]}].
On obtient (8) comme ci-dessus et
[I/)»o,/lo?S[/\z]v _1] = [rio7io,S[A2]’0] A

il n’existe pas d € [—(a —1)/2,(a —1)/2] tel que 2s+d = —d — 1. D’ou encore,
si et seulement si:

s+1/2¢[—(a—1)/2,(a—1)/2]. (10)

On a aussi:

[7’107,1075[/\2], _1] = [”»072075[/\2]70] et [r)»o7io7s[/\2]a 1] > [7’,107),073[/\2],0]
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si et seulement si 2s et ¢ ont des parités opposées et s—1/2¢€[—(a—1)/2,

(a—1)/2].
On traite maintenant le cas des groupes unitaires. Il faut comparer les
multiplicités, [r;, ;, s[nat],e] pour e=—1,0,1. Le principe du calcul est comme

ci-dessus; on montre aisément les inégalités larges (en utilisant la positivité de s) et
la nullit¢ de toutes les multiplicités si s n’est pas un demi-entier. On montre
ensuite que:

[r)~o77»075[nat]7 O] = [}’,107,1075[11611], _1] @/Hdl € [—(CZ - 1)/2a (Cl - 1)/2]?
25+d =(a—1)/2.
Cette condition est encore équivalente a ce que 2s > a — 1. On montre aussi:
730,70, simat], 1] > [, 5. slnat], 0] & 3d e [—(a—1)/2,(a —1)/2];
25+d=(a—-1)/2+1.

Si on met cette condition avec la condition 2s > a — 1 on obtient 2s = a.
On est maintenant en mesure de donner une description de Py. Soit sy € P,
alors sy satisfait I'un des 3 cas ci-dessous dont on verra qu’ils sont exclusifs:
premier cas: 1l existe u; € E tel que 5o = (y; + a)/2; en particulier 25y > a.
On pose alors p, := y; + 2a et pour avoir I’égalit¢ des multiplicités des repré-
sentations H_l et trivial il faut d’une part que pour tout u€ E, si u < a (cf. (4)):

(i +a)/2=(a=1)/2¢[-(n—1)/2,(n—1)/2]
tandis que si x4 >a (cf. (5)):
(m+a)/2=(u=1)/2¢[-(a—1)/2,(a—1)/2].

Ces conditions sont trivialement vraies si 4 n’a pas méme parité que x; et si u a
méme parité que yu; (et donc que y,), on vérifie que les 2 cas se résument en:

et 2,y 20 )

D’autre part, on doit aussi avoir si p est une des représentation A%, Sym?, nat:

[rikooJ[p]v O] = [rioaio,s[p]v _1]'

On va montrer que ceci est vrai sans condition supplémentaire. Dans le cas des
groupes unitaires, p =nat et on a vu que la condition est sp >a — 1 qui est
vérifiée icl. Supposons que V' est orthogonal et il faut distinguer:

si g est symplectique, il faut

s0 ¢ [-(a—1)/2,(a—1)/2]
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tandis que si 4y est orthogonale:

so+1/2¢ [—(a—1)/2,(a—1)/2].

Remarquons que si 4y est symplectique (resp. orthogonal) y; est certainement
paire (resp. impaire). Les conditions sont alors automatiquement vérifiées.
deuxieme cas, si V est orthogonal: Jy est symplectique et sp—1/2¢€
[—(a—1)/2,(a—1)/2]. Ici on définit yxj et y par:
(= 1)/2=s0+(a—1)/2 (4 —1)/2= —so+ (a— 1)/2.
D’ou encore:

Uy =a+2s0;  uy =a—2s.

Ce sont donc des entiers pairs car 2sy et « ont méme parité. On remarque que
yy > 0 alors que g peut étre nul et que g >y par positivité de so.

Les conditions pour avoir I’égalit¢ des multiplicités de la représentation
triviale et de la représentation || s’écrivent ainsi:

pour tout ue E, si u <a:

—(pg = 1)/2 ¢ [=(u=1)/2, (e = 1)/2],
tandis que si u > a:
so—(u—=1)/2¢[-(a—1)/2,(a—1)/2].

Le premier cas se résume en g > 4. Le deuxieme cas se résume en uj < . Ou
encore (on remarque que uy < a < p)):

1 (g 14g).

Le troisieme cas quand V' est orthogonal est celui ou /4y est orthogonal, il est
totalement similaire au deuxieme cas. Le cas ou V est symplectique est analogue
et il reste le cas des groupes unitaires. La condition est ici:

250 = a.
On pose uj =2a et yy =0. Soit pe E, il faut écrire la condition pour que:
730, 20.sl0at], =1] = 1), 1.s[nat], 0].
Si u > a la condition est:
a/2—=(u—1)/2¢[=(a=1)/2,(a=1)/2],

tandis que si 4 < a:

af2—(a—=1)/2¢[=(u=1)/2,(u—1)/2].
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La deuxieme condition dit que si u < a il faut que u soit impair et la premicre
donne uniquement u > 2a.

Cela termine la preuve de la remarque; on reviendra sur le lien avec les pdles
de fonctions L au paragraphe 3.

Un des intéréts des constructions explicites est de montrer de fagon évidente:

PROPOSITION.  Etant donné un homomorphisme ¥ discret comme dans ce
paragraphe, il existe un sous-groupe parabolique de G défini sur k de Levi M défini
sur k et un homomorphisme discret Wy, ainsi que Ay, sy tel que ¥ soit induite par
Vo sioet seulement si ¥ n'est pas trivial sur SL(2,C).

2. Conditions sur les caracteres.

Dans tout ce qui suit, on suppose que ¥ est fixé ainsi que M et ¥, de tel
sorte que M soit induit par ¥, ce qui fixe une représentation irréductible 4y de
Ly et un ¢lément sy € Pp. On pose encore:

a:=dimX/dimV,.

D’ou aussi si sy > a/2, py :=2so+a et siso < a/2, uy =250+ a et y; = —2s0 + a.
On note R le commutant de ¥(L;) dans £ G° et Ry, son intersection avec
LMY 11 est clair que:

R=p (Aut, y[A) Sk 0L GO,
D’ou une décomposition:
R =: XieLAk,RZ'
Pour tout 4 eL}C,, on pose encore:
Cj = R;NCent ¥(SL(2,C)).
On a:
Centr ¥ = XjeL, C,.

On définit de méme Cj ; en remplagant G par M et clairement avec les
hypothéses que 'on a faites, pour tout A # Ay:

Cu., = C;.

Le rapport entre Cy ,, et C;, est plus subtil; ils ont un sous-groupe commun
Cum. s, N C;, qui s’envoie surjectivement sur le groupe des composantes de Cyy ;.
Ceci n’est pas important pour nous ici mais peut étre utilisé par le spécialiste pour
tester la condition globale d’Arthur.
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Pour définir les caracteres, il faut regarder les centralisateurs localement.
Fixons v une place de k; on note ¥, la restriction de ¥ a Wy, x SU(2,R) x
SL(2,C) et on définit de méme ¥, ,. On note C, le centralisateur dans L GO de
¥, et on définit de méme Cj,. Soient ey , un caractere de Cy , et ¢ un
caractere de C,; on dit qu’ils sont compatibles s’ils coincident sur I'intersection
Cu,yNC,. Le systtme (g) est compatible a (ep,) si cela est vrai en chaque
place.

Pour définir la notion de totalement compatible, il faut introduire de
nouvelles notations: soit ¢’ un entier avec

1 <d' <inf{2sp,a}.

On note P, un sous-groupe parabolique stabilisant un espace isotrope de di-
mension, sur k', égale a a’dim4y. On note M, un Levi de P, défini sur k’;
c’est le produit d’un groupe GL(a’dim Ay, k'), opérant sur un espace isotrope X,
et d’'un groupe de méme type que G mais de rang plus petit opérant sur un espace
V,; on suppose comme cela est loisible que V, contient Vj.

On va construire un homomorphisme ¥, relativement a M, de tel sorte que
¥ soit induit a partir de ¥,.. En fait ¥, est obtenu par induction a partir de
¥, mais on va faire la construction en détail.

On reprend les notations Ay, sy du paragraphe 1 qui permettent d’induire ¥ a
partir de ¥ y,.

On définit ¥, , de la fagon suivante: on note V'’ le supplémentaire dans V5,
¥y stable, de V;, ® Y, (en posant p; =0 si 5o <a/2 et yu; = 2sy —a sinon).
Pour définir ¥y, on demande que V, soit, comme ¥, ,-module, la somme,

sijy 00 V'OV @ Yy i2(4-a)

St =0 V'@V, ®@Yy20 @V, ® Yy,

ou on a repris les notations: uj = 25y + a et y) = —2sp +a. Pour que cela ait un
sens, on a utilisé le fait que uy—2a’+ uj = 2(a—a’).
On pose:

Sqg =80+ (a—a')/2.
On remarque qu'avec Ao et s, ¥ est induit a partir de ¥y, ,.

DEFINITION.  Les familles (ex,,) et (&) sont totalement compatibles, si pour
tout a’ € [1,inf{2sp,a}] il existe une famille de caractéres (¢, ,) relativement a
’homomorphisme ¥, tels que pour tout v, ¢, et &, , sont compatibles et &, , et
ey, coincident sur I'intersection des sous-groupes surlesquels ils sont définis.

Grace a ce que I'on a vu ci-dessus, celui qui sait ce qu’est la condition
globale d’Arthur pourra vérifier que si la famille des ¢, vérifie la condition globale
d’Arthur, 1l en est de méme de la famille des &y, si les 2 familles sont com-
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patibles. Le point a vérifier est que le caractere d’Arthur défini pour ¥ coincide
avec le caractére d’Arthur défini pour ¥, sur l'intersection du centralisateur de
¥ et du centralisateur de ¥),. La réciproque n’est ¢videmment pas vraie.
Toutefois, on va mettre des conditions en 3 tels qu’elle le deviendra; nous ne

développons pas ces points pour éviter de devoir donner la définition du caractére
d’Arthur.

3. Condition globale.

On reprend les notations du paragraphe 1. En particulier on fixe Ay et s.
Dans le cas ou k' =k, la condition globale est:

VAV #0 et 2# Ao, L(rs 15 0)/L(rsg 2.5 1)

est holomorphe non nulle en s=1s). Cela s’explicite aisément en termes de
multiplicité des représentations g x 17| 172 de Ly dans ry, ;  (définie comme en
2). Et cela donne une formulation valable y compris dans le cas des groupes
unitaires. Si Ay # 4, les représentation || pour m € Z n’interviennent pas, c’est
aussi vrai pour le deuxieme quotient de fonction L. Ainsi la non holomorphie
de ce quotient ne peut venir que de 0 du dénominateur non compens¢ par des
zéros du numérateur. Quant a la nullité, elle provient des zéros du numérateur
non compensés par des zéros du dénominateur. Comme sy est un demi-entier, il
n’y a aucun zéro si la condition suivante n’est pas satisfaite:

LU x 2,1/2) = 0.

Supposons donc qu’au moins I'une de ces conditions soit satisfaite. On a a
comparer la multiplicité des sous-représentations de (1o x A%)||'/? avec la mul-
tiplicit¢ des sous-représentations de (4o x i*)H_l/ 2 dans Tio.sso- ON noOte
[720.2.50, £ 1/2] la multiplicité de la représentation (49 x A7) *1/2 dans Flo.s.s05 DIEN
que ces représentations ne soient pas irréductibles, cela est bien défini comme on
le verra. La condition que I'on a imposée est donc, avec des notations voisines
de celles de 1:

[r}~07)~75071/2] = [}’,101,1’30,—1/2]. (1)

Si k' =k ces multiplicités sont nulles si 1~ 4y, c’est pour cela que 'on a pu
exclure ce cas. Mais il n’en est pas de méme si G est un groupe unitaire.
La condition globale imposée est (1) pour tout A, y compris A~ 4y si
LA x A%, 1/2) =0.
La preuve va montrer que I'on a pour tout sy > 0 I'inégalité > en (1) et cela

entraine que notre condition est équivalente a celle de 1’énoncé donné dans
I'introduction, a savoir:
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pour toute représentation irréductible ¢ de L telle que L(o,1/2) =0 les
multiplicités de aHil/ ? dans r: M5, sont égales.

Les calculs des multiplicités intervenant dans (1), sont parfaitement similaires
a ceux faits en 1, ou il suffit de remplacer ¢ par +1/2. La multiplicité
770,750, 1 /2] est supérieure ou égale a [r;, ; 5, —1/2] dans toutes les représentations
r,...s avec inégalité stricte pour 'une de ces représentation si et seulement si, il
existe x4 dans la décomposition de Vj[A] sous l'action de SL(2,C) tel que, si
u=a.

so=1/2=(u—=1)/2¢[-(a—1)/2,(a = 1)/2],

tandis que si u < a:

so=1/2—(a=1)/2¢[-(u—1)/2,(u—1)/2].

Pour interpréter ces inégalités, on distingue suivant la valeur de s.
premier cas sy > a/2: il existe x; dans la décomposition de Vy[4¢] sous
I'action de ¥y (SL(2,C)) tel que:

so = (a+u)/2.

On pose alors:

Ho = 1 + 2a.

Tout calcul fait, la multiplicité de ||'/* est strictement supérieure a celle de ||~/ si
et seulement si il existe A une représentation irréductible de L; et x dans la
décomposition de Vy[4] sous ¥(SL(2,C)) (ce qui est aussi ¥y (SL(2,C))) tels
que:

(o —1)/2€[1/2,a—1/2];

ou encore u est de parité opposé a w, et ue [, 1)
deuxiéme cas sy < a: il existe p),p; dans la décomposition de V[4g] sous
I'action de Y(SL(2,C)) liés a sy par:

o =2s0+a u =-2s+a.

Ici on trouve que la multiplicité de || 1/2 est strictement supérieure a celle de ||71/ 2

dans r;, ;. st et seulement si il existe u dans la décomposition de V[i] sous
Y(SL(2,C)) (ce qui est aussi ¥y (SL(2,C))) tels que:

w2 e (/2 + 1/2, /2~ 1/2).

Ou encore que p est de parité opposée a y; et uy et que u e [uf, 1yl

En termes imagés, on peut expliquer ce que cela signifie: on fixe ¥y, les u
qui interviennent dans la décomposition de Vy[4] sont trés naturellement appelé
les blocs de Jordan relativement a A.
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REMARQUE 1. Avec les notations précédentes, la construction de ¥ a partir de
VY respectant les conditions de 1 et 3 se fait de la facon suivante: soit on ajoute 2
nouveaux blocs de Jordan de taille p) > w; soit on augmente la taille d'un bloc de
Jordan relativement a Ay qui passe de la taille u, a la taille w,. La régle a
respecter est que:

dans le cas de la création de nouveaux blocs, il ne doit pas exister de bloc
relativement a iy de méme parité que y; et de taille comprise entre uj et p, ni de
bloc relativement a une représentation J. tel que L(ly x A*,1/2) =0 de parité
opposé a y et de taille incluse entre p et p);

dans le cas de I'augmentation de u, a p, de la taille d'un bloc de 1, on a les
mémes conditions, le segment [ug,p)] étant remplacé par le segment [uy, ).

La condition du paragraphe 2 est, elle, beaucoup plus compliquée parce que
les centralisateurs C, sont compliqués a décrire. On reviendra sur cette de-
scription au paragraphe 6.

4. Enoncé des conjectures.

CONJECTURE A. Fixons © une représentation de carré intégrable de G(A),
réalisée dans ['espace des formes automorphes de carré intégrable et supposons que
suivant les conjectures d Arthur, on sache lui associer ¥ et (g,), alors © est non
cuspidal seulement si il existe un Levi M d'un parabolique propre de G défini sur k
et des données ¥y, (eum,y) vérifiant les conditions d' Arthur pour M et correspondant
a au moins une représentation de carré intégrable de M(A) tels que

¥ soit induit par ¥y,

(ey) est totalement compatible a (eyr ;)

la condition globale du paragraphe 3 est satisfaite. Et alors © est réalisée
dans l'espace des résidus de séries d Eisenstein construit grdce a une représentation
v € (Y, (errv)) en le point sy du paragraphe 3.

Il serait aussi intéressant d’avoir une réciproque: c’est-a-dire, on se donne M,
¥ et la collection des (ep,). On construit les séries d’Eisenstein grace a une
représentation, 7y, associée conjecturalement par Arthur a ces données. On
suppose encore que la restriction de 7y, a GL(X)(Ays) est une représentation de
carré intégrable, d’ou Ay une représentation irréductible de L;. et on cherche en
quels points s =5y ces séries d’Eisenstein peuvent avoir des résidus de carré
intégrable.

CONJECTURE B. Si sy est un élément de Py, la représentation engendrée par
les résidus est de carré intégrable si et seulement si les conditions des paragraphes 2
et 3 sont vérifiées.
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Si la représentation induite de my @ |detgr X)|S° a de la cohomologie a I'infini
(pour un systeme de coefficient), la condtion que sy soit dans Py est aussi nécessaire
pour que les séries d Eisenstein aient un pole.

En général pour qu’il y ait des résidus de carré intégrable, il semble que la
description imagée donnée a la fin de 3 doit étre satisfaite en oubliant la
condition sur les blocs de Jordan relativement a 4y de méme parité que y, ou
Uos Uy Les conditions sur les caracteres de 2 ainsi que la condition globale de 3
doivent alors donner des conditions nécessaires et suffisante pour I’existence de
résidus de carré intégrable. Mais évidemment, I’espace alors obtenu est inclus
(conjecturalement) dans un espace de résidus de séries d’Eisenstein avec des
données satisfaisant les conditions de la conjecture, que I'on peut décrire trés
explicitement.

Le cas des représentations ayant de la cohomologie est ¢tudié en 6.

5. Conjecture sur les opérateurs d’entrelacement.

On fixe ici M un sous-groupe de Levi d’un parabolique de G, les deux étant
définis sur k et 7y, une représentation de carré intégrable (modulo le centre, mais
unitaire) de M(A). On suppose aussi pour simplifier, que X et V) qui sont
déterminés par M (cf 1) sont tels que X est isotypique sous I’action de L, d’ou
Jo. Ici on fixe 5o dans Py ce qui permet de définir ¥ par induction.

On a déja utilis¢ que M est le produit d’'un groupe de méme type que G
(mais de rang plus petit) par un groupe linéaire GL(dim X,%k’). On note || le
caractere valeur absolue du déterminant de ce groupe linéaire. On sait définir
Iopérateur d’entrelacement global:

M(w,my @)

que l'on sait aussi définir localement. On met alors un v en indice. Pour
normaliser, il faut introduire la représentation de L, dans le radical unipotent
d’un parabolique de Levi “M et il faut la tordre par s comme en 1, on la note
riy . On rappelle sa définition:

||1/2 0
royg=ado | ¥, ® ¥y sLec) 0 ”_1/2 & s |,

ou || est la valeur absolue de L; et ou i; est défini au paragraphe 1.
Pour chaque place v, on pose:

No(w, e @ ||°) .= My(w, tpr @ ||")Lo(repg 55 1)/ Lo(r ey 5, 0).
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Avec une telle formule, on ne peut espérer une bonne formule pour le produit
parce que I'on n’a pas mis de facteur epsilon; de toute fagon, aucune nor-
malisation n’est démontré en toute généralité; celle-ci est du type de celle de
Langlands mais en général le facteur de normalisation que I'on a mis me semble
étre un multiple de celui préconisé par celui de Langlands; cela fait que cet
opérateur peut avoir des zéros a cause du facteur de normalisation. Il est
difficile en général de comparer les 2 facteurs; le probleme est de déterminer le
support cuspidale de la représentation 7y , et cela dépend de ¥y, , et surtout de
eym,p- Clest la raison pourlaquelle la conjecture s’exprime a I'aide d’une con-
dition sur &y ,.

On note wy I'élément du groupe de Weyl de longueur minimale rendant
négative toutes racines hors de M.

CONJECTURE.  Pour w dans le groupe de Weyl de G(k,) de longueur minimale
modulo le groupe de Weyl de M(k,), N,(w,my ® ||°) est holomorphe pour tout s
avec Res > 0. Et pour w = wy, cet opérateur est non nul en s = s si et seulement
si il existe &, caractere du centralisateur de Wy, xsu@ryxsLe.c) totalement
compatible a ey ,. En outre son image est semi-simple et les composants ont des
données d’ Arthur, ¥, ¢e,, avec V¥, induit par ¥y , et ¢, totalement compatible a

EM,v-

Ces conjectures sont évidemment tres proches de celles d’Arthur, a la
différence prés que nous ne sommes pas sur I’axe unitaire et les propriétés
d’holomorphie sont certainement tres difficiles a démontrer.

6. Le cas des représentations a caracteére infinitésimal entier régulier.

LEMME. Soit © une représentation de carré intégrable ayant un caractere
infinitésimal entier régulier, alors elle ne peut étre associée qu’a un homomorphisme
¥ tel que l'orbite unipotente déterminé par ¥ (SL(2,C)) dans le commutant de
Y(Ly) dans LG° est I'orbite unipotente réguliére de ce groupe.

On peut méme étre plus précis I'hypothése d'intégralité ne sert que pour les
groupes unitaires. Et pour les groupes symplectiques et les groupes orthogonaux
sur des formes de dimension impaire, le commutant de W(Ly) qui en toute
généralité est un produit de groupes symplectiques et de groupes orthogonaux ne
contient ici que des groupes symplectiques et des groupes orthogonaux de forme de
dimension impaire.

Soit 7 comme dans 1’énoncé et soit ¥ I’homomorphisme lui corre-
spondant. Pour calculer le caractére infinitésimal en une place v archimédienne,
on regarde la restriction de ¥, a L¢. Le caractére infinitésimal est le caractére
par lequel le centre de l'algebre enveloppante agit; pour le calculer on peut
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remplacer le groupe G(k,) par sa forme quasidéployée, ce que nous ferons pour
les lignes qui suivent.

On traite d’abord le cas des groupes orthogonaux et symplectiques.

La propriété de base est que si V' en tant que ¥(L; x SL(2,C))-module,
contient une sous-représentation isomorphe a V), ® Y,, avec Ay une représen-
tation irréductible de L, et u e N, alors le caractére infinitésimal de 7 est celui
d’une induite de la forme:

-1)/2 —-1)/2—j
Piaol ety etV sy Ldet] x

ou p, est la représentation conjecturalement associce a Ao, ou e=1 si u est
impair et ¢ =1/2 si u est pair et ou x, est dans un paquet associé a un ho-
momorphisme ¥, pour un groupe (quasi-déployé) de rang [u/2] plus petit que
G(ky), qui se déduit de ¥, en remplacant le bloc de Jordan x (cf. la fin de 3, pour
cette notion) par un bloc de Jordan u — 2[u/2]. Dans le cas ou u et u' sont tels
que la somme V;, x Y, ® V,, x Y, apparait dans la décomposition de V), alors
le caractére infinitésimal de 7, est aussi celui de I'induite:

X e [=(ui—1) /2, (u1)/2Ps, o det] X 7],

ou ici ) est dans un paquet qui s’obtient a partir de ¥ en enlevant les blocs de
Jordan u et u'.

On déduit de cela, qu'une représentation de carré¢ intégrable ayant un
caractere infinitésimal régulier ne peut étre associé qu’a un homomorphisme ¥ tel
que pour tout A représentation irréductible de L, l'espace V[1] dans sa d¢-
composition sous SL(2, C) ne fait intervenir qu’au plus un bloc de Jordan pair et
au plus 2 blocs de Jordan impair I'un des deux si 2 apparaissent, ¢tant néc-
essairement de taille 1 et cela ne pouvant se produire que pour les groupes
orthogonaux d’une forme de dimension paire; sinon les induites écrites ont un
stabilisateur dans le groupe de Weyl. En outre ce dernier cas ne peut se produire
que pour au plus une valeur de 4 avec dim A impaire (les autres cas sont élimings
en montrant qu’un ¢élément du groupe de Weyl stabilise la représentation que I’on
induit). Dans le cas des groupes symplectiques ou orthogonaux, grace aux
conditions de parités déja obtenues, on obtient, sous les hypotheses de 1’énonce:

dans sa décompostion comme L; x SL(2,C)-module, via ¥

Ve @ mOpV®Y,
reL, ,ueN

ou m(A, 1) = 0 pour tout x € N sauf au plus une valeur de x (qui sera alors noté
u(4)). 11'y a une exception dans le cas des groupes orthogonaux d’une forme de
dimension paire, ou pour au plus un 4, V peut contenir V; ® ¥, ® V; ® Y| avec
u > 1 impaire. On note encore u par u(4) dans ce cas.
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Pour avoir le méme résultat pour les groupes unitaires, il faut ajouter
I’hypothese que le caractére infinitésimal est entier régulier. L’hypothese d’étre
entier empéche I'existence de bloc de Jordan de parit¢ opposée dans la dé-
composition de tout V[1] comme ci-dessus. Pour vérifier cela, on releve aux
points complexes c’est-a-dire directement a GL(dim V', C) et le caractere in-
finitésimal de =m, est celui de [lalgebre enveloppante non compléxifié de
GL(dim V', C) opérant sur I'induite:

. J
XieL,, XueNije[-(u=1)/2,(u=1)/2] Pﬂ,,wHwa

ou u parcourt 'ensemble des blocs de Jordan de V[i] et ou w est une place
complexe au-dessus de v.
Dans ce paragraphe, on va démontrer:

THEOREME. On suppose que la conjecture sur les opérateurs d’entrelacement
énoncée en 5 est vraie. Soit m une représentation de G(A) ayant un caractere
infinitésimal entier régulier, a laquelle on a associé ¥ et (g,). Alors si & n’est pas
cuspidale il existe M, ¥y, (em ), un Levi d'un parabolique maximal définis sur k,
un homomorphisme pour M et une famille de caractére correspondant a (au moins)
une représentation de carré intégrable pour M, tels que ¥ soit induit par ¥y, (&)
soit totalement compatible a (eyr ) et la condition globale de 3 soit satisfaite.

Réciproquement, soit M un sous-groupe de Levi de G d'un parabolique
maximal de G (définis sur k) et soit my une représentation de carré intégrable de
M (A) irréductible a laquelle on a associée par les conjectures d Arthur un ho-
momorphisme ¥y et une famille de caracteres (ey,,). Ainsi my détermine Ay une
représentation irréductible de Ly et M est le produit d'un facteur de la forme
GL(adim Zo,k") o ae N et d'un groupe dont le L-groupe est du méme type que
celui de G mais opérant sur un espace Vy de dimension 2adim Ay plus petite.  Soit
so € C tel que Resy > 0 et tel que I'induite automorphe de myr|deter (4 dim o, A)|S° ait
un caractere infinitésimal entier régulier.  Alors il existe f dans cette induite tel que
la série d’Eisenstein E(f,y) ait un pole en y =0, si et seulement si:

*s=(u +a)/2, ou p, est le sup des dimensions des représentations de
SL(2,C) induite par Wy dans Vo[l si celle ci est non nulle et sinon ou
vaut 0 sauf si G est un groupe orthogonal d’'une forme de dimension paire et
Lo est orthogonal de dimension impaire ot u; vaut —1; en particulier sy € Py
ce qui permet de définir ¥ par induction;

* pour toute représentation irréductible ). # Xy de Ly telle que L(Ay x A™,1/2)
=0 et pour tout pe[u; + 1,1, +2a—1], u#0 de parité opposé a u,, la
représentation de taille u de SL(2, C) n’intervient pas dans la représentation
de SL(2,C) dans Vy[2] induite par ¥y

* il existe une famille de caractere (&,) relativement a ¥ (construit par in-
duction) totalement compatible a la famille (ey ).
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Si ces trois conditions sont remplies, le pile de la série d Eisenstein et d ordre
exactement 1, son résidu est de carré intégrable. En outre la famille (e,) est
unique et elle vérifie la condition globale d Arthur. L'’unicité souffre malheur-
eusement d'une exception: il s’agit du cas du groupe orthogonaux paire quand p, =
—1 ou pour toute place v 2 &, peuvent éventuellement étre possibles.

Le cas exceptionnel est en fait la généralisation de ce qui se produit pour la
représentation triviale des groupes othogonaux d’une forme de dimension paire
déployée: cette représentation n’est évidemment pas cuspidale et s’obtient en
méme temps que la représentation signe comme quotient de I'induite d’un
caractere convenable d’un parabolique stabilisant un espace isotrope de dimension
maximal.

Il me semble aussi que sous les hypothéses de la deuxieme partie du thé-
oréme ci-dessus (et en excluant le cas ou x; = —1), quand les 3 conditions sont
remplies, la représentation résiduelle définie est irréductible; pour le démontrer, il
faut avoir une propriété supplémentaire sur I'image de I'opérateur d’entrelacement
associé a wy (cf 5); puisque la situation est locale, on fixe v et il faut savoir que
son image, qui est semi-simple, a une décomposition en bijection avec les
caracteres (&) du groupe des composantes du centralisateur de ¥, totalement
compatible a ¢y ,. Je ne connais pas de contre exemple a une telle proprieté.

Soit A une représentation irréductible de L;/, bornée, de dimension notée
dim V; (pour rappeler les notations déja utilisées). Soit b un entier. On note p;
la représentation cuspidale unitaire de GL(dim V;, Ay/) (conjecturalement associée
a ) et n(4,b) le module de Speh c’est-a-dire la représentation de carré intégrable
de GL(bdim V,, Ay/) quotient de I'induite automorphe:

p,ldet| PV s psdet]PTIRT xxpy|det] 0D,

Avec cette notation, on écrit 7y ~ 7(4g,a) X my, ou 7wy est une représentation
d’un groupe de méme type que G mais de rang plus petit (c’est le facteur du Levi
M qui n’est pas le groupe linéaire).

On a évidemment p; =~ (o, 1) et pour a > 1, n(g,a) est 'unique quotient
irréductible de I'induite automorphe:

Py |det] "2 % 7(ig, a — 1)|det| /2. (1)

Plus précisément 7n(4g,a) se réalise dans I’ensemble des résidus en =0 de
I'induite:

p;,|det] I 5 1o, a — 1)|det| 2,

Dans toute la preuve, on admet ¢videmment les conjectures locales de 5 et
on procede par récurrence sur le rang de G. On commence par démontrer la
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deuxieme partie du théoreme; on obtiendra la premiere partie comme con-
séquence. On adopte la notation g, de I’énonce.

On commence par la remarque suivante. Les assertions d’holomorphie sur
les opérateurs d’entrelacement normalisés et le fait que le caractére infinitésimal
est entier, montrent qu’il ne peut y avoir de pole que si s, est un demi-entier.
On a donc certainement so > 1/2. Il montre aussi qu’il ne peut y avoir de pole
que si A est autoduale dans le cas des groupes symplectiques ou orthogonaux et
isomorphe a I'image de sa contragrédient sous Gal(k’/k) dans le cas des groupes
unitaires.

On va d’abord se ramener aux 2 cas ¢lémentaires suivants: a = 1 et a =2 ou
on examine l’existence éventuel d’un pole en s =1/2.

On suppose d’abord donc que a > 1, on utilise (1) pour écrire I'induite de
ny|det]’ comme résidu en 6 = 0 de I'induite:

PV g, a)ldet| PP x . (2)

En utilisant I’hypothése de récurrence 2 fois si @ > 2 ou ¢ =2 mais s > 1/2, les
poles éventuels (avec caractére infinitésimal entier régulier) sont sur les droites:
c0=0, (a—1)24+s4+d=(y+1)/2 et =1/2+s5= (g, +a—-1)/2.

On exclut le cas (¢ —1)/2+s+0J = (u; +1)/2: comme on fera d = 0 ce cas
nécessite par positivité¢ de s que u; >a— 1 mais on vérifie alors que l'induite
totale n’a pas son caractere infinitésimal régulier. Il ne reste donc que s=
(1 +a)/2, ce que I'on cherchait. En outre par récurrence on sait que le pole est
au plus simple. On doit donc calculer la représentation engendrée par les
fonctions:

(6(s — 50)E(,0, s))5=0,s:so’

ou ¢ est dans I'induite (2) ou on fait 6 =0. On calcule d’abord sur I’hyperplan
s =5y, en appliquant I’hypothe¢se de récurrence qui donne la nécessité des
conditions juqu’a a — 1 et aussi leur suffisance pour que ce résidu soit non nul;
mais il faut encore faire 6 =0, ce qui est précisément le cas ¢ =1 que nous
verrons ci-dessous.

On va éliminer partiellement le cas ou @ =2, et s = 1/2: 'hypothése sur le
caractere infinitésimal entraine que G est un groupe unitaire ou un groupe
orthogonal sur un espace de dimension paire car pour les groupes orthogonaux
sur un espace de dimension impaire ou pour les groupes symplectiques, les
induites:

Pildet| X p;; x mo

ont un stabilisateur dans le groupe de Weyl si 4y est autoduale. Dans le cas des
groupes orthogonaux pairs, le méme argument s’applique si dim 4, est pair. 1l
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reste donc a voir, pour ces groupes, le cas ou Ay est orthogonal de dimension
impaire. Ce cas sera laiss¢ pour la fin.

Dans le cas des groupes unitaires, on vérifie que ’hypothese sur le caractere
infinitésimal assure que Vy[dg] =0 et on en déduit que les facteurs de nor-
malisation n’ont pas de pole: ce n’est pas évident le probleme est les poles qui
pourraient venir des zéros des dénominateurs. Pour ce point, le cas des groupes
unitaires est exactement celui de GL(n) traité en [M-W].

On traite donc le cas ou a=1. Le cas ou 7mp est cuspidal est trés simple:
tous les termes constants d’une serie d’Eisenstein E(f,s) avec f dans I'induite
automorphe 7(4p,a)|det|* x 7y sont nuls sauf celui relatif au parabolique P de
Levi M. Le terme constant est de la forme:

E(f,8)p = fs+ M(wo,s)f,

avec les notations standard pour f,. On écrit encore
M (wo,8) = L(rrps,0)/L(reps 5, 1)N(wo, s).

On a déja étudi¢ le quotient de fonction L. L’irréductibilit¢ de Vy[dg] sous
I'action de ¥y, (Li x SL(2,C)) rend les choses trés simple: il a un pdle seulement
si s=(y; +1)/2 ous=1/2. La régularit¢ demandée du caractére infinitésimal
de 'induite exclu le deuxiéme cas si y; > 0. Ce point est vraiment un pole s’il
n’y a pas de zéro qui 'annule, c’est-a-dire la condition de 3. On vérifie que le
pole est alors d’ordre 1 exactement. Pour avoir un résidu de carré intégrable, il
faut encore que N(wy, (g, +1)/2) soit d’image non nulle. La condition sera
alors aussi suffisante et ceci est réglé par le lemme local.

Il faut maintenant considérer le cas ou 7y n’est pas cuspidale. On fixe f
comme ci-dessus. Pour /e N on note P, le sous-groupe parabolique de G (s’il
existe) stabilisateur d’un plan hyperbolique de dimension ¢; c’est un parabolique
maximal dont le Levi est le produit de GL(k’,¢) par un groupe de méme type que
G mais de rang ayant diminué¢ de /. Pour ¢ une représentation cuspidale ir-
réductible (non nécessairement unitaire) de GL(¢, Ay/) on note proj, la projection
sur le support cuspidal o des formes automorphes sur P(k)Up(A)\G(A).
On sait que E(f,s) est holomorphe en s = s, si et seulement si cela est vrai pour
tous les termes proj,E(f,s)p, quand £ et o varient. Cest assez facile d’étudier
chacun de ces termes séparément.

Considérons d’abord le cas ou £ =dimV, et ou 6 =p, ||”’. Ce terme est
exactement M (wy,s)f. A ce terme s’applique exactement les considérations du
cas cuspidal.

Un autre cas simple est le cas ou £ = dim V;, et o = p, |det|’. Ce terme est
exactement f.
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Considérons les autres termes possibles: nécessairement une fonction dans 7
a un terme constant de projection non nulle sur ¢ relativement a un parabolique
de méme type que P,. On va prendre une hypothése de récurrence supplé-
mentaire (que nous sommes en fait en train de démontrer) que cette propriété est
équivalent a ce que 7y soit résidu a partir d’une induite ¢* x 7 pour 7 de carré

intégrable convenable et que ¢* est alors de la forme p;b|det|(“()“)_1)/ 2 pour 4 tel
que Vo[A] # 0; ici u(A) est le sup des dimensions des représentations de SL(2,C)
intervenant dans Vy[A]. Si A= A4, u(4) estici y; et il y a un léger probléme si G
est un groupe orthogonal d’une forme de dimension paire; dans ce dernier cas 7
n’est pas nécessairement de carré intégrable, ce peut aussi eétre un sous-module de
I'induite (non nécessairement irréductible):

!
P, X Ty,

ou A est bien tel que o* = p,|det| (ici u(4) =2 et ou n] est de carré in-
tégrable). Il n’est pas vraiment difficile de généraliser ce qui suit a ce cas que
nous ne traiterons pas pour ne pas alourdir les notations. Les données pour r;
s’obtiennent sans probléme pour ’homomorphisme (on baisse x(4) en u(1) —2 et
en imposant ’hypothese de totale compatibilit¢ pour les caracteres des cen-
tralisateurs). En outre on utilisera aussi la propriété suivante: si 1 # Ay et si
Uy = pu(A) —1 alors L(4x Ao,1/2) #0, propriété qui s’obtient par récurrence.
En fait toutes les conditions nécessaires et suffisantes doivent étre satisfaites pour
ce cas.

Pour calculer proj; E(f,s)p, il suffit de réaliser /* dans p,|det|THATD/Z ).
Les séries d’Eisenstein dans GL(dim V), + dim V;, A;/) pour I'induite

S (uD—1)/2
psoldet]’ x p; |det|” WA=/

sont holomorphes ([M-W]) car s+ (u(4) — 1)/2 > 1 sauf dans le cas particulier
A=A s=1/2 et uy =2 ou ce nombre vaut 1. Ce cas est a exclure car le
caractere infinitésimal de l'induite n’est pas régulier. Ainsi la fonction de s
cherchée est certainement holomorphe si les séries d’Eisenstein pour l'induite

pi,ldet]® x mg

le sont. Ceci se traite par récurrence; on s’intéresse surtout a la non holo-
morphie; elle nécessite que s= (yu; +1)/2 sauf si 1=4p ou il faut s=
(y —2+1)/2. Ce dernier cas est encore exclure pour cause de non régularité.
Remarquons au passage que c’est ici que I'on conclut ’hypothése de récurrence
annexe que nous avons mise. Donc maintenant certainement 4 # Ay pour avoir
non holomorphie. On obtient aussi la nécessité¢ de la condition globale: si 4 est
tel que L(4o,A",1/2) =0 alors u(l) #uy—1 (ou py=pu; +2=2s0+1); on
utilise ici ’hypothese faite plus haut sur A. La nécessit¢ de la condition sur
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les caracteres des centralisateurs n’est malheureusement pas automatiquement
obtenue: en effet on 'obtient si u(A) # 1,. Ceci est du au fait qu’en toute place
v, pour calculer les centralisateurs, on commence par calculer le centralisateur de
Iimage de SL(2,C). Et ce centralisateur se décompose en produit suivant la
taille des représentations de SL(2,C) qui apparaissent.

Pour traiter les cas restants, il faut décrire plus précisément cette condition
locale. On va, en passant montrer I'assertion d’unicité¢ faite apres 1’énoncé.

Fixons une place v et supposons que k' = k pour éviter d’avoir a prendre des
invariants sous Gal(k,/k,). On considere:

Cr:= ] "GN CentawpypImawri(¥(Li,) x SL(2,C)).
AV #0

On note [C]] le groupe des composantes de C;. On va montrer que ce groupe
s’envoit surjectivement sur le groupe des composantes du centralisateur de ¥.
En effet, on décompose chaque 4, suivant les représentations irréductibles de Ly, .
Dans I’écriture ci-dessous, les v parcourt I’ensemble des classes d’isomorphie de
représentations irréductibles non autoduales de Ly, tandis que les ¢ parcourt les
classes d’isomorphie de représentations autoduales et les m(.,1,) représente la
multiplicite:

Ao = @Pmv, ko) v ® V) Dem(E, Ay)E.

Pour simplifier les notations, on exclut le cas des groupes orthogonaux d’une
forme de dimension paire. Pour 4 représentation irréductible de Ly, on note u(4)
la dimension des représentations irréductibles de SL(2,C) intervenant dans
V[A]; on rappelle que, grice a notre hypothese, V[l ~ V; ® Y,;) comme rep-
résentation de Ly x SL(2,C). Le commutant de ¥, est alors isomorphe a:

Xuen | XyGL Z m(v, Ay) xe H Z m(&, Ay) ,

Au(2)=p Alp(Z)=p

ou H est un groupe orthogonal ou symplectique, le choix dépendant de la nature
de & de la parité de u et de la nature de V. Avec ces notations,

Cb/ = XueN X/Wl(/l):ﬂ XVGL(WZ(V, ib)) X¢ H(m(f,ﬂ.y))

D’ou I’assertion.

On fait une construction du méme type pour M et ¥y on définit C, , qui
est naturellement produit de I’analogue de C; mais ou on ne regarde que les
A# A et de

Cent g (dim v;,,c) 40,0 X LG N Cent vy Imaue(voia) (P (Lic) x SL(2, C)).
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Le premier facteur ci-dessus est ¢videmment un produit de groupes linéaires.
Quand on passe au groupe des composantes, [C}, | le premier facteur ci-dessus se
trivialise donc et on a encore une application surjective sur le groupe des
composantes du centralisateur de ¥, ,. Avec ces descriptions il est clair que si
t # 0, il 'y a une bijection naturelle entre [C}] et [C), ] qui traduit le fait que 2
caractéres ont méme restriction a C;NCy, . Par contre dans cette bijection les
noyaux des applications ci-dessus ne sont respectés que pour tout ce qui ne fait
pas intervenir 9. Cela montre quand méme que si x; # 0, et si le caractere ¢,
est compatible au caractere ¢ ,, ces caracteres se déterminent I'un 'autre.

Dans le cas ou u; =0, le groupe LGoﬂCenzAut(V[;vO])ImAut(V[,«LO])(T(Lk) X
SL(2,C)) est un sous-groupe de Centgydim V;,O,C)io,v- Ainsi tout caractére ¢, du
groupe des composantes du centralisateur de ¥, compatible a un caractere du
groupe des composantes du centralisateur de ¥, est trivial sur ce sous-groupe.
Il y a donc au plus une seule fagon d’étendre les caracteres. De méme ¢, étant
fix¢, il y a au plus 1 caractére du groupe des composantes du centralisateur de
Yy qui lul est compatible.

On traite maintenant le cas ou u(4) = y,: on réalise effectivement f* comme
résidu.  Mais on commence par se rappeler que la famille des caractéres associée
a m, est uniquement déterminée par la famille des caractéres (ey ,); on la note
(¢,,)- Comme on peut deja le conclure, 'ordre des poles est inférieur ou égal
a 1, cest-a-dire est d’ordre 1 et donc par étage, on réalise E(f,s) comme la
valeur en y =0 de la fonction méromorphe E(g,s,y) ou ¢, , est dans l'induite
automorphe:

pruldet]* x pyldet| "2 s g (3)

On s’intéresse au point s=sy = (gy —1)/2=(u(A) —1)/2. En sp et y=0
I'induite (3) est isomorphe a I'induite ou on a échangé les 2 premiers facteurs (cas
tres simple de [M-W]). On note ¢;7S 'image de ¢, , apres cet entrelacement.
On note Q le sous-groupe paraboliqe qui sert a induire I'image de (3). Et la
fonction que l'on cherche est la valeur en y =0 de la fonction:

~ Pim
M(W()ay)EQd VA(¢J/;737.V7S)' (4)

Le wy l'analogue de wy, mais A remplagant /4y et y doit étre translaté par
(u(A) —1)/2 pour se ramener vraiment a 4 et non a A tordu. Comme le calcul
des résidus se fait en évaluant la fonction (4) multipliée par (s — (yy —1)/2) (ce
qui la rend holomorphe) en s = (g, — 1)/2,y =0, on peut échanger I'ordre du
calcul. C’est-a-dire, que I'on calcule d’abord sa valeur en s = (g, — 1)/2 puis en
y =0. La premiere évaluation donne un résidu de carré intégrable non nul si la
famille des caracteres peut s’étendre au groupe des composantes des central-
isateurs locaux de ’'homomorphisme associé¢ au résidu. Puis le calcul en y = 0 se
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fait grace au lemme local appliquée avec A remplagant Jy. Il donne encore
comme condition locale que la famille des caracteres (e(’)’v) que l'on a d¢ja
¢tendue s’étend aussi au groupe des composantes des centralisateurs des ho-
momorphismes ¥,. C’est bien ce que I'on cherchait.

Il reste a voir le cas que nous avions laissé de coté, c’est-a-dire le cas des
groupes orthogonaux pairs avec a =2 et Jy orthogonal au point so = 1/2. On
commence par verifier que les pdles des facteurs de normalisation ne peuvent
venir que des poles des fonctions L apparaissant au numérateur, ou encore que
les zéros éventuels des fonctions L au dénominateurs sont simplifiés par ceux du
numérateur. Comme Vy[lg] =0, il y a peu d’opérateur d’entrelacement dont le
facteur de normalisation a un pdle; ce pole est au plus simple et les éléments du
groupe de Weyl correspondant sont de la forme wywy ou 'opérateur N(wy, —so)
est holomorphe quand il est appliqué aux termes constants de la forme:

(N (wo,50)/5) .

ou Q est un parabolique inclus dans P. Le point est que ’on a des conditions de
positivité. 1l faut quand méme calculer ces facteurs de normalisation (ces calculs
sont tres voisins de ceux fait pour GL(n) et il faut vérifier qu’il n’y a vraiment de
pole que si il n’existe pas 4 tel que u(4) =1 et L(4y x 4,1/2) =0. On obtient
alors immédiatement I’équivalence:

((s —s50)E(f, s))szs0 # 0 < N(wo,s0)f #0.

Cela termine la preuve de la deuxieme partie du théoreme.

Montrons la premicre partic de I'’énoncé. Soit 7 une représentation au-
tomorphe irréductible de carré intégrable de G(A), réalisée dans un espace de
fonctions. Ce qu’il faut démontrer est que si 7 n’est pas cuspidal, il existe M un
Levi d’un parabolique maximal, 7), une représentation automorphe irréductible
de carré intégrable de M(A) a laquelle on associe (conjecturalement) ¥, et
(em,») satisfaisant les conditions de I'énoncé relativement a .

Pour simplifier les notations, on suppose que k' = k, c’est-a-dire que I'on ne
fait la démonstration que pour les groupes orthogonaux ou symplectiques. Le
résultat général de Langlands assure que I'espace de fonctions dans lequel 7 se
réalise, est de la forme, résidus en s; = s, 0, pour i € [1,J] avec J € N convenable:

E(f7 {Si; i€ [17‘]]})’
ou fi,) est dans une induite automorphe de la forme:
xie[17j]n(pi,al-)|det|s" X Teusp (5)

ou 7. est une représentation cuspidale d’un groupe de méme type que G mais
de rang plus petit, ou les p; sont des représentations cuspidales irréductible de
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groupe linéaires GL(b;, k) (ou b; est un entier convenable) et ou les @; sont des
entiers. En outre on se trouve dans la chambre de Weyl obtuse positive fermée,
ce qui entraine en particulier que les s;9 sont des réels positifs ou nuls. On
commence par mettre I’hypothése que 7= a un caractere infinitésimal entier
régulier. Il en est dans de méme de l'induite (5) quand on fait s; = s; ¢ pour tout
i€[l,J]. Cela montre que 'on doit avoir pour tout i€ [1,J]:

si0 = (a; —1)/2, (6)

avec inégalité stricte sauf éventuellement pour une valeur de 7 si G est un groupe
orthogonal paire et dimp; := b; est impaire. De plus 7.y, a aussi un caractere
infinitésimal entier régulier et les s;9 sont des demi-entiers. En utilisant
uniquement les résidus de séries d’Eisenstein, on est maintenant coincé par ce que
(6) assure que I'on est dans la chambre de Weyl obtuse positive fermée mais par
contre on peut trés bien avoir pour i<i'€[l,J] s; <sy et les opérateurs
d’entrelacement locaux peuvent fournir des poles dont les résidus ne seront pas de
carré¢ intégrable et les poles peuvent €tre situés sur un nombre d’hyperplan de
cardinal supérieur strictement a J, avec éventuellement méme des multiplicités.
Pour éviter ces ennuis, il faut revenir a la vraie méthode de Langlands [L] (cf.
aussi [M-W,]) qui décompose le produit scalaire des formes automorphes de carré
intégrable. Pour les groupes classiques, c’est la méthode suivie dans [M3]. En
général, c’est trés complique, mais ici on bénéficie de I’hypothése sur le caractére
infinitésimal; on vérifie que cela entraine que ’on peut supposer que pour tout
ie[l,J] on a un pole en s, = sy o pour i’ >1i et s;» général pour i < i d’ordre
supérieur ou égal a J —i+ 1 — |{i’ > i, 579 =0}

Supposons d’abord que G n’est pas le groupe orthogonal d’une forme de
dimension paire. Par régularité, on a exclu la possibilit¢ ou I'un des s;( est
nulle, on peut donc appliquer de proche en proche la partie du théoreme déja
démontré pour savoir que pour i fixé le pole en s; = s ¢ pour tout i’ >i est
d’ordre au plus J —i+ 1. On ne s’intéresse donc qu’au point s,/ o pour lequel cet
ordre est J —i+ 1, le résidu est alors I’évaluation convenanble d’une fonction
holomorphe et est de carré intégrable. Ceci permet de continuer la récurrence et
finalement on trouve que n se réalise dans I'ensemble des résidus des fonctions
E(f,s1) ou f est dans une induite automorphe de la forme:

n(p17a1)s1 X TC/?
avec 7’ irréductible de carré intégrable. 1l suffit encore d’appliquer la deuxiéme
partie du théoreme pour conclure.
Le cas des groupes orthogonaux d’une forme de dimension paire, on ne peut
plus exclure des le départ le cas ou I'un des s; o = 0. Supposons donc qu’il existe
ip € [1,J] tel que s;,0 =0. Par régularité du caractére infinitésimal, pour tout i €
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[1,J] i # iy, on a:
s,-—(al-—l)/2>0.

En outre 'homomorphisme Y. associé a m.y est tel quil n’induit pas la
représentation de Lj associ¢ a p;. Cela entraine que pour tout i > iy p; % p;;
sinon il n’y a pas de pole en (sy = s ) pour i’ > iy puisqu'un pole revient a
créer un bloc de Jordan relativement a la representation de Lj associe a p;.
Ce bloc de Jordan sera necessairement impaire et couplé avec p;, donne un
caractere infinitésimal non régulier. Comme ci-dessus, on peut remplacer la
représentation:

Xi>i07z(pi7ai)|det|Si‘0 X Teusp

par une représentation de carré intégrable 7’ tel que ’homomorphisme qui lui est
associ¢ n’induit pas la représentation associ€ a p; . Supposons d’abord que pour
tout i < iy, p; # p;,- On montre en utilisant la deuxiéme partie du théoreme (sur
I'ordre des poles) que le pole en s; = s, est d’ordre au plus / —1. On ne peut
donc pas avoir de résidu de carré intégrable. Il existe donc i < iy tel que p; ~ p; .
On note i; la plus grande valeur de i vérifiant cela. On suppose d’abord que
iy = 1. On montre alors, que 7 est nécessairement réalisée dans les résidus de la
représentation:

7'[(,01,611)|det|51 X Piy X 727/,

ou 7’ est une représentation de carré intégrable irréductible a laquelle on associe
un homomorphisme ¥’ qui n’induise pas la représentation associée a p; de Li;
on va noter Ay cette représentation. En outre s; 0 est nécessairement 1+
(a; —1)/2. En ce point le pole peut étre double; pour éviter cette difficulté, on
se place sur I'induite:

m(py, a)ldet|" x p |det|™ x 7',

au voisinage de s, = 0. Les poles sont sur les droites s; — (@ —1)/2 —s, =1 et
s1—(a;—1)/24+s =1 et sont au plus simples sur chacun de ces hyper-
plans. Quelque soit I'hyperplan surlequel on se place, on voit que 7 est réalisée
dans I'ensemble des résidus de la représentation:

n(py,ar + 1)|det|* x 7',

en s— (a;+1)/2=0. On peut alors appliquer la deuxiéme partie du théoreme,
qui dit qu’il y a un pole au plus simple et que son résidu est de carré in-
tégrable. Pour qu’il y ait vraiment pole, il faut que les hypotheses de 1’énoncé
soient satisfaites.
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On peut maintenant enlever ’hypotheése ij = 1: d’aprés ce que 1'on vient de
voir 7 se réalise dans les résidus de la représentation:

Xici (p;, ai)|det|” x 7",

ou " est une représentation irréductible de carré intégrable. Maintenant s; ¢ > 0
pour tout i < i; et on procede comme pour les autres groupes.

[M-W,]
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