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Abstract. The problem discussed in that paper is to ®nd a characterization on the

Arthur's conjectural parameters for the representations occuring in the residual spectrum

for a classical group. Only conjectures are given but it is proved that the global

conjectures can be reduced to very natural local conjectures, in the case of cohomo-

logical square integrable automorphic forms.

Soit G un groupe reÂductif deÂ®ni sur un corps de nombres k. Dans cette

note, on donne une conjecture pour qu'une repreÂsentation automorphe de carreÂ

inteÂgrable du groupe G�A� (A sont les adeÁles de k) ne soit pas cuspidale. Les

speÂcialistes savent qu'il doit y avoir une condition globale (non nulliteÂ de cer-

taines fonctions L) et des conditions locales portant sur les opeÂrateurs d'en-

trelacement normaliseÂs convenablement. Ci-dessous on suggeÁre que ces con-

ditions sont plus simples qu'il n'y paraõÃt et peuvent se lire directement sur les

objets qu'Arthur a associeÂs aux repreÂsentations de carreÂ inteÂgrable [A1 et 2].

Dans cette note, on admet les conjectures d'Arthur. Je suppose que les con-

structions faites ci-dessous pourraient s'eÂcrire dans un cadre totalement geÂneÂral,

mais pour rester concret, on a choisi de se limiter aux groupes reÂductifs pour

lesquel le L-groupe est un groupe classique. Plus preÂciseÂment on suppose qu'il

existe un espace vectoriel complexe, V (de dimension ®nie) et que l'on est dans

l'un des 2 cas suivants:
. il existe F une forme bilineÂaire non deÂgeÂneÂreÂe sur V tel que

LGFAut�F;V� �Wk

ou seulement le groupe des automorphismes de deÂterminant 1.
. il existe une extension quadratique k 0 de k et une action de Wk sur Aut�V�

se factorisant par Gal�k 0=k� tel que:

LGFGL�V�zWk:
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Remarquons que cette situation s'applique aux groupes suivants:
. cas 1: G est un groupe symplectique ou orthogonal (non neÂcessairement

deÂployeÂ) opeÂrant sur un espace Y ; alors on pose V � Y � ouÁ si Y est

symplectique, Y � est un espace orthogonal complexe de dimension 1 de

plus que Y , si Y est orthogonal de dimension impaire (G eÂtant alors le

groupe speÂcial orthogonal), Y � est un espace symplectique de dimension

paire et si Y est orthogonal de dimension paire, on prend bien pour G le

groupe orthogonal et non pas le groupe speÂcial orthogonal et Y � est l'espace

orthogonal complexe de meÃme dimension que Y . Ce dernier cas peut

surprendre; il est suggeÂreÂ par les constructions locales de [Ad ] et [M1]. Il

faut remarquer que quand on localise en une place ®nie, les objets que l'on

associe aux repreÂsentations dans le L-groupe re¯eÁte l'invariant de Hasse et

le discriminant de la forme (cf. [M1]).
. cas 2: G est un groupe unitaire.

A la ®n de l'article, on deÂmontre la partie globale des conjectures pour les

repreÂsentations ayant de la cohomologie ou plus geÂneÂralement ayant un caracteÁre

in®niteÂsimal entier reÂgulier. Dans ce cas, il reste donc aÁ deÂmontrer des con-

jectures locales sur les opeÂrateurs d'entralecement, donneÂes en 5, mais c'est

certainement treÁs di½cile.

DeÂcrivons maintenant plus preÂciseÂment l'article:

Pour uni®er les deux cas consideÂreÂs, on pose dans le premier cas consideÂreÂ

ci-dessus k 0 � k. Soit p une repreÂsentation automorphe irreÂductible de carreÂ

inteÂgrable de G�A�. Les conjectures d'Arthur associent aÁ une telle repreÂsentation

2 objets; ici Lk est le groupe tannakien conjecturalement associeÂ par Langlands aÁ

k; on utilisera le fait que Lk contient pour toute place v le groupe de Weil-

Deligne local, Wkv � SU�2;R�;
. un homomorphisme C de Lk � SL�2;C� dans LG qui a un certain nombre

de proprieÂteÂs et en particulier dont l'image n'est pas incluse dans le L-groupe d'un

Levi d'un parabolique propre de G deÂ®ni sur k; pour toute place v de k, on note

Cv la restriction de C aÁ Wkv � SU�2;R� � SL�2;C�;
. une collection de caracteÁres (repreÂsentations a priori non neÂcessairement

irreÂductibles) �ev� du groupe des composantes de

CentL G0 ImCv

triviaux sauf en un nombre ®ni de places, satisfaisant une condition globale que

nous n'avons pas besoin de rappeler ici. Arthur a imposeÂ que ces caracteÁres

soient triviaux pour tout v sur le centre de CentL G�kv�
0
LG�kv�, en preÂcisant que

cette condition est neÂgociable; on ne la fait pas ici ouÁ on impose plutoÃt les

conditions de [M1]. Mais ceci n'a aucune importance pour ce qui suit ouÁ nous

n'avons pas besoin d'une description explicite des ev.
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La non-irreÂductibiliteÂ des caracteÁres ev est neÂcessaire dans certains cas

connus, mais nous pouvons ici raisonnablement supposer que ces caracteÁres sont

irreÂductibles. Il n'y a de toute facÎon aucun probleÁme aÁ geÂneÂraliser les con-

jectures ci-dessous sans supposer l'irreÂductibiliteÂ. Aux places archimeÂdiennes et

pour les repreÂsentations ayant de la cohomologie, l'irreÂductibiliteÂ est justi®eÂe par

les travaux d'Adams et Johnson [Ad-J ].

Un point apparamment plus seÂrieux est le fait que les ev ne sont pas

canoniquement deÂ®nis. Toutefois, je n'ai pas aÁ utiliser tout le caracteÁre ev mais

seulement sa restriction aÁ certains sous-groupes preÂcisÂes dans le texte. Or je

pense que pour cette restriction la deÂ®nition est canonique. Quoiqu'il en soit, la

seule chose que je demande ici est que des choix aient eÂteÂ faits de facËon coheÂrente

pour le groupe G et ses sous-groupes de Levi.

Si C et �ev� sont associeÂs aÁ la repreÂsentation p, on dit que p A P�C ; �ev��.

Dans tout l'article, on dit que M est un sous-groupe de Levi de G, s'il existe

un sous-groupe parabolique de G deÂ®ni sur k admettant M comme k-sous groupe

de Levi.

Conjecture. Si p n'est pas cuspidale, il existe un sous-goupe de levi M

propre maximal de G et des donneÂes d'Arthur CM ; �eM; v� pour le groupe M tels que

C soit ``induit'' par CM ; ceci deÂtermine un demi-entier positif s0 et une repreÂ-

sentation irreÂductible l0 de Lk 0 (cf. 1). Les proprieÂteÂs suivantes eÂtant satisfaites:

le paquet pour M associeÂ aÁ CM et �eM; v� est non vide,

�ev� est totalement compatible (cf. 2) aÁ �eM; v� (c'est un peu plus fort, mais de

meÃme nature, que de demander que, pour tout v, les caracteÁres ev et eM; v ont meÃme

restriction sur l'intersection des groupes sur lesquels ils sont deÂ®nis)

et notons rL M la repreÂsentation de Lk dans le radical unipotent d'un para-

bolique de L G de Levi L M obtenue via

Ad � CM;jLk
nCM;jSL�2;C�

k1=2 0

0 kÿ1=2

 ! !

;

on peut la tordre naturellement par s A C pour tenir compte des caracteÁres de

M�A�. Alors, pour toute repreÂsentation irreÂductible s de Lk 0 tel que L�s; 1=2� � 0

les multipliciteÂs des repreÂsentations skG1=2
dans la repreÂsentation r LM;s0 sont eÂgales.

Pour la reÂciproque, il faut eÃtre prudent, comme me l'a fait remarquer le

referee; et ce qu'il est raisonable de conjecturer est:

soit �C ; �ev�� et �CM ; �eM; v�� comme dans la condition ci-dessus et supposons

preÂciseÂment que ces donneÂes sont lieÂes comme dans la condition ci-dessus. Alors

il existe une repreÂsentation automorphe de carreÂ inteÂgrable, p, telle que p A

P�C ; �ev�� et p est un reÂsidu de seÂrie d'Eisenstein (que l'on peut construire

explicitement aÁ l'aide de pM et s0).
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Avec les notations introduites aÁ la ®n de l'eÂnonceÂ ci-dessus, la deÂ®nition de

l'induction entraõÃne que si C est induit par CM en notant, pour e A fÿ1; 0; 1g,

�r LM; s0 ; e� la multipliciteÂ de la repreÂsentation ke de Lk 0 dans r LM; s0 :

�r LM; s0 ; 1� > �r LM; s0 ; 0� � �r LM; s0 ;ÿ1�: �1�

Cette condition ne deÂpend que de CM et s0; si elle est veÂri®eÂe C se deÂcrit alors

assez aiseÂment (cela est fait au 1). Cette condition et la condition de la dernieÁre

partie de l'eÂnonceÂ assurent que la fonction:

L�r LM ; s�=L�r LM ; s� 1�

a un poÃle en s � s0. On peut alors espeÂrer construire des reÂsidus de seÂries

d'Eisenstein de carreÂ inteÂgrable et c'est la condition sur les �ev� et �eM; v� qui est laÁ

pour assurer que p est reÂaliseÂ dans l'ensemble de ces reÂsidus. Mais la reÂciproque

n'est pas vraie, c'est-aÁ-dire qu'il y a d'autres points ouÁ les seÂries d'Eisenstein

peuvent avoir des reÂsidus de seÂries d'Eisenstein mais la conjecture dit alors que

l'espace engendreÂ a deÂjaÁ eÂteÂ obtenu en ne consideÂrant que les parameÁtres sat-

isfaisant aÁ l'eÂnonceÂ. (cf la ®n de 4 pour une discussion plus deÂtailleÂe.)

On peut encore expliquer d'ouÁ vient la repreÂsentation l0. Il faut ®xer M un

sous-groupe de Levi d'un parabolique propre maximal de G et pM une repreÂ-

sentation de carreÂ inteÂgrable de M�A� et supposons qu'on ait pu lui associer

CM ; �eM; v� suivant les conjectures d'Arthur. Comme M a un facteur GL�k 0; b�

(ouÁ b A N est convenable). La restriction de pM aÁ ce facteur deÂtermine un

diviseur a de b et une unique repreÂsentation cuspidale unitaire r0 de GL�Ak 0 ; b=a�

de telle sorte que cette restriction soit le module de Speh associeÂ aÁ r0 et a (cf. [M-

W]). A r0 on associe, conjecturalement, une repreÂsentation irreÂductible borneÂe

de Lk 0 , l0. On peut alors deÂ®nir P0 HR>0 comme l'ensemble des points s � s0
ouÁ (1) est vrai; graÃce aÁ un eÂleÂment s0 de P0, on peut alors construire un ho-

momorphisme C et on peut alors reÂeÂcrire la conjecture ci-dessus sous la forme:

Conjecture. Les seÂries d'Eisenstein aÁ partir de pM ont un poÃ le en s � s0
avec reÂsidu de carreÂ inteÂgrable si et seulement si l0 est autoduale dans le cas

des groupes orthogonaux ou symplectiques et est isomorphe aÁ la conjugueÂe de

la repreÂsentation duale sous Gal�k 0=k� dans le cas des groupes unitaires et il

existe une famille de caracteÁres �ev� ouÁ v parcourt l'ensemble des places de k

des groupes Cent LG0C jLkv�SL�2;C� totalement compatible aÁ la famille des �eM; v�

et la dernieÁre condition de la conjecture preÂceÂdente est vraie.

Toutes les repreÂsentations de carreÂ inteÂgrable non cuspidale de G�A� se reÂalise

dans l'un de ces espaces de reÂsidus quand M, CM ; �eM; v� varient.

Une remarque amusante est que pour C comme dans cette introduction, il

existe M;CM ; l0; s0 tel que C soit induit par CM si et seulement si la restriction
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de C aÁ SL�2;C� n'est pas triviale. La conjecture dit que pour que le paquet

associeÂ aÁ C contienne des repreÂsentations non cuspidales il faut une condition

globale bien naturelle puisqu'elle assure que le quotient de fonctions L a un

poÃle. Et il me semble que cette condition est alors aussi su½sante, c'est-aÁ-dire

que l'on peut toujours trouver des systeÁmes de caracteÁres �eM; v� et �ev� totalement

compatibles.

Dans cet article, on eÂtudie speÂcialement le cas des repreÂsentations ayant de la

cohomologie aÁ l'in®ni (pour un bon systeÁme de coe½cients). Dans ce cas, on

rameÁne la conjecture globale aÁ une conjecture locale sur les opeÂrateurs d'en-

trelacement expliqueÂe au paragraphe 5.

Je remercie vivement le referee qui m'a permis d'ameÂliorer mes conjectures.

1. DeÂ®nition de l'induction.

Dans ce paragraphe, on va deÂcrire explicitement la notion d'induction; c'est

aÁ mon avis le seul moyen de comprendre ce qui se passe. L'ideÂe de deÂpart est la

suivante: on suppose ici que k 0 � k, pour qu'un homomorphisme C de Lk �

SL�2;C� soit induit par un sous-groupe parabolique P deÂ®ni sur k de Levi M

deÂ®ni sur k, il faut que C�Lk� soit inclus dans LM; on note R le commutant de

C�Lk� dans LG et RP son intersection avec LP; on peut veÂri®er que RP est un

sous-groupe parabolique du groupe reÂductif R de Levi RM :� RVM. On a

envie de demander que C�SL�2;C�� qui est uniquement deÂtermineÂ par une orbite

unipotente de R corresponde aÁ une orbite unipotente de R induite aÁ partir d'une

orbite unipotente de RM . Cela est correct si les repreÂsentations dans le paquet

correspondant aÁ C ont un caracteÁre in®niteÂsimal entier reÂgulier ou plus geÂn-

eÂralement si l'orbite unipotente correspondant aÁ C�SL�2;C�� est l'orbite uni-

potente reÂgulieÁre de R, mais ce n'est pas assez geÂneÂral pour l'ensemble des

repreÂsentations de carreÂ inteÂgrable. On donne donc une deÂ®nition plus com-

pliqueÂe. On revient eÂvidemment au cas geÂneÂral ouÁ k 0 n'est pas neÂcessairement

eÂgal aÁ k.

On ®xe p comme ci-dessus et on suppose qu'on sait lui associer C et �ev� en

suivant les conjectures d'Arthur. On remarque que Lk 0 est envoyeÂ par C dans le

produit direct GL�V� �Wk 0 et opeÁre donc naturellement sur V . On deÂcompose

V sous cette action:

V � 0
l AL^

k 0

V �l�;

ouÁ V �l� est la composante isotypique associeÂe aÁ la repreÂsentation irreÂductible l;

on ®xe un espace Vl pour l. On rappelle que les hypotheÁses imposeÂes par

Arthur assure que si l'on voit l comme une repreÂsentation irreÂductible de Lk 0

dans GL�Vl�, alors la repreÂsentation cuspidale irreÂductible de GL�Ak 0 qui doit
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lui correspondre est unitaire). L'action de C�SL�2;C�� permet de deÂcomposer

encore chaque V �l� sous cette action. Dans le premier cas, i.e. k 0 � k, Henniart

a remarqueÂ que l'hypotheÁse que l'image de C n'est pas centraliseÂe par le L-

groupe d'un tore deÂployeÂ sur k entraõÃne que si V �l�0 0 alors l est isomorphe aÁ la

repreÂsentation duale.

En e¨et, ®xons l tel que V �l�0 0. L'orthogonal pour F de V �l� est

0
l
0
0l

�V �l 0�. Ainsi, si lF= l
�, V �l� est un sous-espace isotrope de V stabiliseÂ par

l'image de C . Remarquons aussi que cela entraõÃne que l est soit symplectique

soit orthogonal et donc la deÂcomposition de V �l� sous l'action de C�SL�2;C�� se

fait en somme de repreÂsentations irreÂductibles (intervenant avec multipliciteÂ 1)

dont les dimensions ont toutes meÃme pariteÂ.

Le cas 2 est leÂgeÁrement di¨eÂrent, on n'a pas la condition de pariteÂ mais on

verra ci-dessous, qu'il est seulement faussement di¨eÂrent.

Soit M un sous-groupe de Levi d'un parabolique propre maximal de G deÂ®ni

sur k; il correspond dualement aÁ une deÂcomposition de V en:

V � V0 lX lX �:

La premieÁre condition que C doit satisfaire pour eÃtre induit aÁ partir de M

est que l'image C�Lk 0� doit stabiliser V0 ainsi que X et X �. Supposons que cette

condition soit satisfaite.

On suppose ici que k 0 � k. Sous l'action de C�Lk� on a une deÂcomposition

de X et de X � et la proprieÂteÂ de dualiteÂ assure que:

X �l�0 0 , X ��l�0 0:

On peut alors changer de Levi M de tel sorte que X �l� � 0 pour tout l sauf

une unique repreÂsentation l0. C'est une simpli®cation essentiellement technique

qui revient aÁ consideÂrer des seÂries d'Eisenstein aÁ partir du spectre discret des sous-

groupes de Levi et non de Alog notation de [F ].

Supposons maintenant que k 0 est une extension quadratique de k. Ici le fait

que M soit un sous-groupe de Levi d'un parabolique propre de G deÂ®ni sur k

se traduit par le fait que GL�X� et GL�X �� sont eÂchangeÂs sous l'action de

Gal�k 0=k�. Pour l une repreÂsentation irreÂductible de Lk 0 , on note t l
� l'image de

l
� (la repreÂsentation contragreÂdiente de l) apreÁs conjugaison de Gal�k 0=k� sur

Lk 0 . La multipliciteÂ de l dans X est eÂgal aÁ la multipliciteÂ de t l dans X �. En

outre, pour un tel l le centre de GL�V �l�� centralise C�Lk 0 � SL�2;C��. Si l

n'est pas isomorphe aÁ tl
� le centralisateur de l'image de C n'est pas ®ni. Ainsi

certainement lF tl
�. Comme ci-dessus, on se rameÁne au cas ouÁ X �l� � 0 sauf

pour une repreÂsentation l0.

On consideÁre la deÂcomposition de V �l0� sous l'action de C�SL�2;C��.

Cette deÂcomposition se fait sans multipliciteÂ graÃce aÁ l'hypotheÁse que l'image de C
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n'est pas incluse dans le L-groupe d'un Levi d'un parabolique propre de G deÂ®ni

sur k. On eÂcrit cette deÂcomposition:

a : V �l0�F: 0
m

Vl0 nYm;

ouÁ m parcourt un sous-ensemble ®ni des entiers et Ym repreÂsentation la repreÂ-

sentation de SL�2;C� de dimension m et ouÁ Vl0 est une repreÂsentation irreÂductible

de Lk 0 de type l0.

Pour que C soit induit aÁ partir de M, on demande qu'il existe soit m0 >

2dimX=dimVl0 soit m 0
0 > m 00

0 V 0 tels que �m 0
0 � m 00

0 �=2 � dimX=dimVl0 (donc en

particulier m 0
0 U 2dimX=dimVl0 ) et tel que dans l'isomorphisme a ci-dessus

0
m0m0 ou m 0

0
;m 00

0

Vl0 nYm ,! V0�l0�:

Dans le cas des groupes unitaires m 00
0 est neÂcessairement 0. Comme on verra ci-

dessous cela est neÂcessaire pour que C�SL�2;C�� soit dans le commutant de

C�Lk� et non seulement C�Lk 0�.

On peut alors deÂ®nir CM de telle sorte que sa restriction aÁ Lk coõÈncide avec

celle de C et de telle sorte que l'action de SL�2;C� (deÂ®nie par CM ) coõÈncide

avec celle de C sur 0
l0l0

V �l� ainsi que sur l'image de 0
m0m0 ou m 0

0
;m 00

0
Vl0 nYm

avec plus preÂciseÂment, dans le premier cas:

V0 F 0
l0l0

V �l�

 !

l 0
m0m0

Vl0 nYm

 !

l Vl0 nYm0ÿ2dimX=dimVl0

� �

et dans le deuxieÁme cas:

V0 F 0
l0l0

V �l�

 !

l 0
m0m 0

0
;m 00

0

Vl0 nYm

 !

tandis que dans les 2 cas

X FX � FVl0 nYdimX=dimVl0
:

On demande en plus la condition technique suivante: si Ym intervient dans la

deÂcomposition de V �l0� avec m de meÃme pariteÂ que m0 ou m 0
0; m

00
0 , on a:

m B �m0 ÿ 2dimX=dimVl0 ; m0�

ou

m B �m 00
0 ; m

0
0�:

La condition de pariteÂ n'est reÂelle que pour les groupes unitaires.
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On va maintenant interpreÂter ces conditions comme dans l'introduction en

terme de multipliciteÂ des repreÂsentations qui donnent des poÃ les aux fonctions L en

0 ou 1, c'est-aÁ-dire les repreÂsentation k e de Lk 0 ouÁ e � ÿ1; 0; 1. On a besoin de

quelques constructions suppleÂmentaires pour deÂ®nir les repreÂsentations dont on

parle:

Fixons l A L^
k 0 . On note k la valeur absolue sur Lk 0 (c'est le produit des

valeurs absolues locales). On obtient une repreÂsentation de Lk0 dans V �l� graÃce aÁ

C jLk 0
nCM;jSL�2;C�

k1=2 0

0 kÿ1=2

 !

:

Cette torsion a eÂteÂ introduite par Arthur. Cette repreÂsentation laisse stable X �l0�

et X ��l0�.

On pose, pour l0 l0:

ul0;l :� Lie L
G

0 V �Hom�X �l0�;V0�l��lHom�V0�l�;X
��l0���:

En composant avec les repreÂsentations de Lk 0 deÂ®nies preÂceÂdemment, on obtient

une repreÂsentation naturelle de Lk 0 dans ul0;l que l'on note rl0;l. Si l � l0, on

deÂ®nit:

ul0;l0 :� Lie L
G

0 V �Hom�X �l0�;V0�l0��lHom�V0�l0�;X
��l0��

lHom�X �l0�;X
��l0���:

Et on deÂ®nit rl0;l0 en tordant C comme ci-dessus.

Pour deÂ®nir les fonctions L, on introduit un parameÁtre suppleÂmentaire s A C ;

pour s ®xeÂ dans C , on note rl0;l; s la repreÂsentation obtenue de facËon identique aÁ

rl0;l mais ouÁ la torsion introduite deÂpend de s:

C jLk 0
nCM;jSL�2;C�

k1=2 0

0 kÿ1=2

 !

n is;

ouÁ is est un homomorphisme de Lk 0 dans le centre de LM de tel sorte que is�Lk 0�

opeÁre sur X par l'homotheÂtie ks.

On remarque que la repreÂsentation r LM; s de l'introduction est la somme sur

l des repreÂsentations rl0;l; s. Les repreÂsentation kx, x A R de Lk 0 ne peuvent

intervenir que dans rl0;l; s ouÁ lFt l
�
0 c'est-aÁ-dire lF l0 avec ce que l'on a vu ci-

dessus.

On reprend les notations �rl0;l0; s; e� pour la multipliciteÂ de la repreÂsentation

k e dans rl0;l0; s analogues aÁ celles de l'introduction et on pose:

P0 :� fs0 A R>0j�rl0;l0; s0 ; 1� > �rl0;l0; s0 ; 0� � �rl0;l0; s0 ;ÿ1�g:
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Remarque. Il existe une bijection entre l'ensemble des homorphismes C (aÁ

conjugaison preÁs) induits aÁ partir d'un homomorphisme pour M et les triplets

CM ; l0; s0 ouÁ CM est un homomorphisme relativement aÁ M veÂri®ant les conditions

d'Arthur, (d'image non incluse dans le L-groupe d'un Levi) ouÁ l0 est une rep-

reÂsentation irreÂductible de Lk 0 et ouÁ s0 A P0. Le rapport entre s0 et m0; m
0
0; m

00
0

utiliseÂ ci-dessus est donneÂ par les formules:

si 2s0 ÿ dimX=dimVl0 > 0 alors on est dans le premier cas de l'induction, i.e.

ouÁ m0 est deÂ®ni par

m0 � 2s0 � dimX=dimVl0 ;

sinon on est dans le deuxieÁme cas de l'induction ouÁ m 0
0 et m 00

0 sont deÂ®nis par:

m 0
0 � 2s0 � dimX=dimVl0 ; m 00

0 � ÿ2s0 � dimX=dimVl0 :

Il est plus simple de ®xer CM ; imposer l'hypotheÁse que l'image de CM n'est

incluse dans aucun sous-L-groupe de Levi, est inutilement restrictif et on ne la fait

pas pour les calculs ci-dessous. La seule chose que l'on va utiliser, et on peut

toujours s'y ramener, est que sur le facteur GL�Ak 0� est un multiple d'une

repreÂsentation de carreÂ inteÂgrable. D'ouÁ l0 comme dans ce qui preÂceÁde l'eÂnonceÂ

et l0 F tl�
0 . On deÂcompose V0 sous l'action de CM�Lk 0 � SL�2;C�� que l'on

eÂcrit pour ®xer les notations:

V0 �: 0
l AL^

k 0
;m

Vl nYm;

ouÁ m parcourt un sous-ensemble E des entiers.

Pour alleÂger les notations, on pose:

a :� dimX=dimVl0

et on utilise systeÂmatiquement que l0 F l�
0 si k 0 � k et que l0 F tl�

0 dans l'autre

cas.

La deÂcomposition de la repreÂsentation rl0;l0; s est la somme des repreÂ-

sentations:

rl0;l0; s�m� :� 0
d A �ÿ�aÿ1�=2;�aÿ1�=2�;d 0 A �ÿ�mÿ1�=2;�mÿ1�=2�

�l0 � l0�n ks�dÿd 0

; �1�

ouÁ m parcourt l'ensemble E deÂ®ni ci-dessus ainsi que des repreÂsentations:

si V est orthogonal:

rl0;l0; s ^2
� �

:� 0
dUd 0;d;d 0 A �ÿ�aÿ1�=2;�aÿ1�=2�

^2l0
ÿ �

n k2s�d�d 0

et de

rl0;l0; s�Sym
2� :� 0

d<d 0;d;d 0 A �ÿ�aÿ1�=2;�aÿ1�=2�

�Sym2 l0�n k2s�d�d 0

;
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si V est symplectique: les 2 repreÂsentations ci-dessus mais ouÁ ^2 et Sym2 sont

eÂchangeÂs. Pour la commoditeÂ du lecteur on remarque que la di¨eÂrence tient en

l'ineÂgaliteÂ entre d et d 0 qui dans un cas est large et dans l'autre est stricte;

si k 0
0 k:

rl0;l0; s�nat� :� 0
d;d 0 A �ÿ�aÿ1�=2;�aÿ1�=2�

�l0 � l0�k
2s�d�d 0 :

Pour alleÂger, pour toute repreÂsentation r de Lk et pour e A fÿ1; 0; 1g, on note �r; e�

la multipliciteÂ dans r de la repreÂsentation ke.

Fixons m A E. On va d'abord montrer que:

�rl0;l0; s�m�;ÿ1�U �rl0;l0; s�m�; 0�U �rl0;l0; s�m�; 1�

et donner des conditions neÂcessaires et su½santes pour que ces ineÂgaliteÂs soient

strictes. On a, pour tout e comme ci-dessus:

�rl0;l0; s�m�; e� � jf�d; d 0�; d A �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�;

d 0
A �ÿ�mÿ 1�=2; �mÿ 1�=2�; s� d ÿ d 0 � egj;

ou encore:

�rl0;l0; s�m�; e�

� jfd A �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�; s� d A �eÿ �mÿ 1�=2; e� �mÿ 1�=2�gj: �2�

SymeÂtriquement, on a aussi:

�rl0;l0; s�m�; e�

� jfd 0
A �ÿ�mÿ 1�=2; �mÿ 1�=2�; s� d 0

A �eÿ �aÿ 1�=2; e� �aÿ 1�=2�gj: �3�

On utilise l'eÂgaliteÂ (2) si mV a et l'eÂgaliteÂ (3) si mU a. En utilisant l'hypotheÁse

de positiviteÂ sur s, on voit qu'alors la borne infeÂrieure ne peut eÃtre obtenue que

pour e � �1. Cela prouve immeÂdiatement les ineÂgaliteÂs (1).

Ces multipliciteÂs sont certainement toutes nulles si s n'est pas un demi-entier

ou si:

2s� a et m n'ont pas meÃme pariteÂ.

Faisons ces hypotheÁses. Alors �rl0;l0; s�m�;ÿ1� < �rl0;l0; s�m�; 0� si et seulement si il

existe, quand mU a, d1 A �ÿ�mÿ 1�=2; �mÿ 1�=2� tel que

s� d1 � �aÿ 1�=2

et quand mV a, il existe d1 A �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2� tel que:

s� d1 � �mÿ 1�=2:
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D'ouÁ:

�rl0;l0; s�m�;ÿ1� � �rl0;l0; s�m�; 0� ,

si mU a:

sÿ �aÿ 1�=2 B �ÿ�mÿ 1�=2; �mÿ 1�=2�; �4�

si mV a:

sÿ �mÿ 1�=2 B �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�: �5�

En outre �rl0;l0; s�m� : 0� < �rl0;l0; s�m� : 1� si et seulement si, quand mU a, il existe

d1 A �ÿ�mÿ 1�=2; �mÿ 1�=2� tel que

s� d1 � �aÿ 1�=2� 1

et quand mV a, il existe d1 A �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2� tel que:

s� d1 � �mÿ 1�=2� 1:

Cela s'interpreÁte comme ci-dessus. D'ouÁ :

�rl0;l0; s�m�;ÿ1� � �rl0;l0; s�m�; 0� et �rl0;l0; s�m�; 0� < �rl0;l0; s�m�; 1�

si et seulement si, quand mU a:

sÿ �aÿ 1�=2 � 1� �mÿ 1�=2;

et quand mV a:

sÿ �mÿ 1�=2 � 1� �aÿ 1�=2:

Les deux cas s'uni®ent pour donner:

s � �m� a�=2: �6�

Il faut maintenant examiner les repreÂsentations rl0;l0; s�^
2� et rl0;l0; s�Sym

2�. On

ne le fait que si V est symplectique dans le cas opposeÂ ce sont les pariteÂs qui

changent. On va encore montrer:

�rl0;l0; s�^
2�;ÿ1�U �rl0;l0; s�^

2�; 0�U �rl0;l0; s�^
2�; 1�; �7�

et

�rl0;l0; s�Sym
2�;ÿ1�U �rl0;l0; s�Sym

2�; 0�U �rl0;l0; s�Sym
2�; 1�: �8�

Il est clair que toutes les multipliciteÂs dans (7) (resp. (8)) sont nulles si l0 n'est pas

symplectique (resp. orthogonale).

Supposons que l0 est symplectique et deÂmontrons (7) ainsi que des con-

ditions neÂcessaires et su½santes pour avoir des ineÂgaliteÂs strictes.
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Pour tout e comme ci-dessus, on a:

�rl0;l0; s�^
2� : e� � jfd A �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�; 2s� d A �eÿ �aÿ 1�=2; eÿ d�gj:

Pour avoir quelque chose de non nul, il faut certainement que s soit un demi-

entier. Faisons cette hypotheÁse. La positiviteÂ de s assure alors que 2s� d �

�aÿ 1�=2V 1. D'ouÁ les ineÂgaliteÂ de (7).

On a aussi:

�rl0;l0; s�^
2�;ÿ1� � �rl0;l0; s�^

2�; 0� ,

il n'existe pas d A �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2� tel que 2s� d � ÿd. D'ouÁ encore, si et

seulement si:

s B �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�: �9�

Et on a:

�rl0;l0; s�^
2�; 1� > �rl0;l0; s�^

2�; 0�

si et seulement si il existe d A �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2� tel que:

2s� 2d � 1:

C'est-aÁ-dire sÿ 1=2 A �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�. Ici cette condition exclut auto-

matiquement la condition s A �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2� trouveÂe preÂcedemment pour

des questions de pariteÂ. Plus preÂciseÂment:

�rl0;l0; s�^
2�;ÿ1� � �rl0;l0; s�^

2�; 0� et �rl0;l0; s�^
2�; 1� > �rl0;l0; s�^

2�; 0�

si et seulement si 2s a meÃme pariteÂ que a et s A �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�:

Supposons maintenant que l0 est orthogonal et montrons (8) ainsi que des

conditions neÂcessaires et su½santes pour avoir des ineÂgaliteÂs strictes.

Pour tout e comme ci-dessus, on a:

�rl0;l0; s�^
2� : e� � jfd A �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�; 2s� d A �eÿ �aÿ 1�=2; eÿ d�gj:

On obtient (8) comme ci-dessus et

�rl0;l0; s�^
2�;ÿ1� � �rl0;l0; s�^

2�; 0� ,

il n'existe pas d A �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2� tel que 2s� d � ÿd ÿ 1. D'ouÁ encore,

si et seulement si:

s� 1=2 B �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�: �10�

On a aussi:

�rl0;l0; s�^
2�;ÿ1� � �rl0;l0; s�^

2�; 0� et �rl0;l0; s�^
2�; 1� > �rl0;l0; s�^

2�; 0�
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si et seulement si 2s et a ont des pariteÂs opposeÂes et sÿ 1=2 A �ÿ�aÿ 1�=2;

�aÿ 1�=2�:

On traite maintenant le cas des groupes unitaires. Il faut comparer les

multipliciteÂs, �rl0;l0; s�nat�; e� pour e � ÿ1; 0; 1. Le principe du calcul est comme

ci-dessus; on montre aiseÂment les ineÂgaliteÂs larges (en utilisant la positiviteÂ de s) et

la nulliteÂ de toutes les multipliciteÂs si s n'est pas un demi-entier. On montre

ensuite que:

�rl0;l0; s�nat�; 0� � �rl0;l0; s�nat�;ÿ1� ,6 bd1 A �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�;

2s� d1 � �aÿ 1�=2:

Cette condition est encore eÂquivalente aÁ ce que 2s > aÿ 1. On montre aussi:

�rl0;l0; s�nat�; 1� > �rl0;l0; s�nat�; 0� , bd A �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�;

2s� d � �aÿ 1�=2� 1:

Si on met cette condition avec la condition 2s > aÿ 1 on obtient 2s � a.

On est maintenant en mesure de donner une description de P0. Soit s0 A P0,

alors s0 satisfait l'un des 3 cas ci-dessous dont on verra qu'ils sont exclusifs:

premier cas: il existe m1 A E tel que s0 � �m1 � a�=2; en particulier 2s0 > a.

On pose alors m0 :� m1 � 2a et pour avoir l'eÂgaliteÂ des multipliciteÂs des repreÂ-

sentations kÿ1 et trivial il faut d'une part que pour tout m A E, si mU a (cf. (4)):

�m1 � a�=2ÿ �aÿ 1�=2 B �ÿ�mÿ 1�=2; �mÿ 1�=2�

tandis que si mV a (cf. (5)):

�m1 � a�=2ÿ �mÿ 1�=2 B �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�:

Ces conditions sont trivialement vraies si m n'a pas meÃme pariteÂ que m1 et si m a

meÃme pariteÂ que m1 (et donc que m0), on veÂri®e que les 2 cas se reÂsument en:

m B fm1 � 2; � � � ; m1 � 2i; � � � ; m0g:

D'autre part, on doit aussi avoir si r est l'une des repreÂsentation ^2;Sym2; nat:

�rl0;l0; s�r�; 0� � �rl0;l0; s�r�;ÿ1�:

On va montrer que ceci est vrai sans condition suppleÂmentaire. Dans le cas des

groupes unitaires, r � nat et on a vu que la condition est s0 > aÿ 1 qui est

veÂri®eÂe ici. Supposons que V est orthogonal et il faut distinguer:

si l0 est symplectique, il faut

s0 B �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�
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tandis que si l0 est orthogonale:

s0 � 1=2 B �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�:

Remarquons que si l0 est symplectique (resp. orthogonal) m1 est certainement

paire (resp. impaire). Les conditions sont alors automatiquement veÂri®eÂes.

deuxieÁme cas, si V est orthogonal: l0 est symplectique et s0 ÿ 1=2 A

�ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�. Ici on deÂ®nit m 0
0 et m 00

0 par:

�m 0
0 ÿ 1�=2 � s0 � �aÿ 1�=2; �m 00

0 ÿ 1�=2 � ÿs0 � �aÿ 1�=2:

D'ouÁ encore:

m 0
0 � a� 2s0; m 00

0 � aÿ 2s0:

Ce sont donc des entiers pairs car 2s0 et a ont meÃme pariteÂ. On remarque que

m 0
0 > 0 alors que m 00

0 peut eÃtre nul et que m 0
0 > m 00

0 par positiviteÂ de s0.

Les conditions pour avoir l'eÂgaliteÂ des multipliciteÂs de la repreÂsentation

triviale et de la repreÂsentation kÿ1 s'eÂcrivent ainsi:

pour tout m A E, si mU a:

ÿ�m 00
0 ÿ 1�=2 B �ÿ�mÿ 1�=2; �mÿ 1�=2�;

tandis que si mV a:

s0 ÿ �mÿ 1�=2 B �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�:

Le premier cas se reÂsume en m 00
0 > m. Le deuxieÁme cas se reÂsume en m 0

0 < m. Ou

encore (on remarque que m 00
0 < a < m 0

0):

m B �m 00
0 ; m

0
0�:

Le troisieÁme cas quand V est orthogonal est celui ouÁ l0 est orthogonal, il est

totalement similaire au deuxieÁme cas. Le cas ouÁ V est symplectique est analogue

et il reste le cas des groupes unitaires. La condition est ici:

2s0 � a:

On pose m 0
0 � 2a et m 00

0 � 0. Soit m A E, il faut eÂcrire la condition pour que:

�rl0;l0; s�nat�;ÿ1� � �rl0;l0; s�nat�; 0�:

Si mV a la condition est:

a=2ÿ �mÿ 1�=2 B �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�;

tandis que si mU a:

a=2ÿ �aÿ 1�=2 B �ÿ�mÿ 1�=2; �mÿ 1�=2�:
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La deuxieÁme condition dit que si mU a il faut que m soit impair et la premieÁre

donne uniquement m > 2a.

Cela termine la preuve de la remarque; on reviendra sur le lien avec les poÃ les

de fonctions L au paragraphe 3.

Un des inteÂreÃts des constructions explicites est de montrer de facËon eÂvidente:

Proposition. EÂ tant donneÂ un homomorphisme C discret comme dans ce

paragraphe, il existe un sous-groupe parabolique de G deÂ®ni sur k de Levi M deÂ®ni

sur k et un homomorphisme discret CM ainsi que l0; s0 tel que C soit induite par

CM si et seulement si C n'est pas trivial sur SL�2;C�.

2. Conditions sur les caracteÁres.

Dans tout ce qui suit, on suppose que C est ®xeÂ ainsi que M et CM de tel

sorte que M soit induit par CM ce qui ®xe une repreÂsentation irreÂductible l0 de

Lk 0 et un eÂleÂment s0 A P0. On pose encore:

a :� dimX=dimVl0 :

D'ouÁ aussi si s0 > a=2, m0 :� 2s0 � a et si s0 U a=2, m 0
0 � 2s0 � a et m 00

0 � ÿ2s0 � a.

On note R le commutant de C�Lk� dans L G0 et RM son intersection avec
L M 0. Il est clair que:

R � �l AL^
k 0
�AutLk 0

V �l��Gal�k 0=k�
V

L G0:

D'ouÁ une deÂcomposition:

R �: �l AL^
k 0
Rl:

Pour tout l A L^k 0 , on pose encore:

Cl :� Rl VCentC�SL�2;C��:

On a:

CentL G0C � �l AL^
k 0
Cl:

On deÂ®nit de meÃme CM;l en remplacËant G par M et clairement avec les

hypotheÁses que l'on a faites, pour tout l0 l0:

CM;l � Cl:

Le rapport entre CM;l0 et Cl0 est plus subtil; ils ont un sous-groupe commun

CM;l0 VCl0 qui s'envoie surjectivement sur le groupe des composantes de CM;l0 .

Ceci n'est pas important pour nous ici mais peut eÃtre utiliseÂ par le speÂcialiste pour

tester la condition globale d'Arthur.
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Pour deÂ®nir les caracteÁres, il faut regarder les centralisateurs localement.

Fixons v une place de k; on note Cv la restriction de C aÁ Wkv � SU�2;R��

SL�2;C� et on deÂ®nit de meÃme CM; v. On note Cv le centralisateur dans L G0 de

Cv et on deÂ®nit de meÃme CM; v. Soient eM; v un caracteÁre de CM; v et ev un

caracteÁre de Cv; on dit qu'ils sont compatibles s'ils coõÃncident sur l'intersection

CM; v VCv. Le systeÁme �ev� est compatible aÁ �eM; v� si cela est vrai en chaque

place.

Pour deÂ®nir la notion de totalement compatible, il faut introduire de

nouvelles notations: soit a 0 un entier avec

1U a
0
U inff2s0; ag:

On note Pa 0 un sous-groupe parabolique stabilisant un espace isotrope de di-

mension, sur k 0, eÂgale aÁ a 0 dim l0. On note Ma 0 un Levi de Pa 0 deÂ®ni sur k 0;

c'est le produit d'un groupe GL�a 0 dim l0; k
0�, opeÂrant sur un espace isotrope Xa 0

et d'un groupe de meÃme type que G mais de rang plus petit opeÂrant sur un espace

Va 0 ; on suppose comme cela est loisible que Va 0 contient V0.

On va construire un homomorphisme Ca 0 relativement aÁ Ma 0 de tel sorte que

C soit induit aÁ partir de Ca 0 . En fait Ca 0 est obtenu par induction aÁ partir de

CM , mais on va faire la construction en deÂtail.

On reprend les notations l0; s0 du paragraphe 1 qui permettent d'induire C aÁ

partir de CM .

On deÂ®nit CMa 0
de la facËon suivante: on note V 0 le suppleÂmentaire dans V0,

CM stable, de Vl0 nYm1 (en posant m1 � 0 si s0 U a=2 et m1 � 2s0 ÿ a sinon).

Pour deÂ®nir CMa 0
on demande que Va 0 soit, comme CMa 0

-module, la somme,

si m1 0 0: V 0 lVl0 nYm1�2�aÿa 0�

si m1 � 0: V 0 lVl0 nYm 0
0
ÿ2a 0 lVl0 nYm 00

0
,

ouÁ on a repris les notations: m 0
0 � 2s0 � a et m 00

0 � ÿ2s0 � a. Pour que cela ait un

sens, on a utiliseÂ le fait que m 0
0 ÿ 2a 0 � m 00

0 � 2�aÿ a 0�.

On pose:

sa 0 :� s0 � �aÿ a
0�=2:

On remarque qu'avec l0 et sa 0 , C est induit aÁ partir de CMa 0
.

DeÂfinition. Les familles �eM; v� et �ev� sont totalement compatibles, si pour

tout a 0 A �1; inff2s0; ag� il existe une famille de caracteÁres �ea 0; v� relativement aÁ

l'homomorphisme CMa 0
tels que pour tout v, ev et ea 0; v sont compatibles et ea 0; v et

eM; v coõÈncident sur l'intersection des sous-groupes surlesquels ils sont deÂ®nis.

GraÃce aÁ ce que l'on a vu ci-dessus, celui qui sait ce qu'est la condition

globale d'Arthur pourra veÂri®er que si la famille des ev veÂri®e la condition globale

d'Arthur, il en est de meÃme de la famille des eM; v si les 2 familles sont com-

C. Moeglin410



patibles. Le point aÁ veÂri®er est que le caracteÁre d'Arthur deÂ®ni pour C coõÈncide

avec le caracteÁre d'Arthur deÂ®ni pour CM sur l'intersection du centralisateur de

C et du centralisateur de CM . La reÂciproque n'est eÂvidemment pas vraie.

Toutefois, on va mettre des conditions en 3 tels qu'elle le deviendra; nous ne

deÂveloppons pas ces points pour eÂviter de devoir donner la deÂ®nition du caracteÁre

d'Arthur.

3. Condition globale.

On reprend les notations du paragraphe 1. En particulier on ®xe l0 et s0.

Dans le cas ouÁ k 0 � k, la condition globale est:

EljV �l�0 0 et l0 l0; L�rl0;l; s; 0�=L�rl0;l; s; 1�

est holomorphe non nulle en s � s0. Cela s'explicite aiseÂment en termes de

multipliciteÂ des repreÂsentations l0 � l
�kG1=2 de Lk dans rl0;l; s0 (deÂ®nie comme en

2). Et cela donne une formulation valable y compris dans le cas des groupes

unitaires. Si l0 0 l, les repreÂsentation km pour m A Z n'interviennent pas, c'est

aussi vrai pour le deuxieÁme quotient de fonction L. Ainsi la non holomorphie

de ce quotient ne peut venir que de 0 du deÂnominateur non compenseÂ par des

zeÂros du numeÂrateur. Quant aÁ la nulliteÂ, elle provient des zeÂros du numeÂrateur

non compenseÂs par des zeÂros du deÂnominateur. Comme s0 est un demi-entier, il

n'y a aucun zeÂro si la condition suivante n'est pas satisfaite:

L�l0 � l
�; 1=2� � 0:

Supposons donc qu'au moins l'une de ces conditions soit satisfaite. On a aÁ

comparer la multipliciteÂ des sous-repreÂsentations de �l0 � l
��k1=2 avec la mul-

tipliciteÂ des sous-repreÂsentations de �l0 � l
��kÿ1=2 dans rl0;l; s0 . On note

�rl0;l; s0 ;G1=2� la multipliciteÂ de la repreÂsentation �l0 � l
��kG1=2 dans rl0;l; s0 ; bien

que ces repreÂsentations ne soient pas irreÂductibles, cela est bien deÂ®ni comme on

le verra. La condition que l'on a imposeÂe est donc, avec des notations voisines

de celles de 1:

�rl0;l; s0 ; 1=2� � �rl0;l; s0 ;ÿ1=2�: �1�

Si k 0 � k ces multipliciteÂs sont nulles si lF l0, c'est pour cela que l'on a pu

exclure ce cas. Mais il n'en est pas de meÃme si G est un groupe unitaire.

La condition globale imposeÂe est (1) pour tout l, y compris lF l0 si

L�l0 � l
�; 1=2� � 0.

La preuve va montrer que l'on a pour tout s0 > 0 l'ineÂgaliteÂ V en (1) et cela

entraõÃne que notre condition est eÂquivalente aÁ celle de l'eÂnonceÂ donneÂ dans

l'introduction, aÁ savoir:
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pour toute repreÂsentation irreÂductible s de Lk 0 telle que L�s; 1=2� � 0 les

multipliciteÂs de skG1=2 dans r LM; s0 sont eÂgales.

Les calculs des multipliciteÂs intervenant dans (1), sont parfaitement similaires

aÁ ceux faits en 1, ouÁ il su½t de remplacer e par G1=2. La multipliciteÂ

�rl0;l; s0 ; 1=2� est supeÂrieure ou eÂgale aÁ �rl0;l; s0 ;ÿ1=2� dans toutes les repreÂsentations

rl0;l; s avec ineÂgaliteÂ stricte pour l'une de ces repreÂsentation si et seulement si, il

existe m dans la deÂcomposition de V0�l� sous l'action de SL�2;C� tel que, si

mV a:

s0 ÿ 1=2ÿ �mÿ 1�=2 B �ÿ�aÿ 1�=2; �aÿ 1�=2�;

tandis que si mU a:

s0 ÿ 1=2ÿ �aÿ 1�=2 B �ÿ�mÿ 1�=2; �mÿ 1�=2�:

Pour interpreÂter ces ineÂgaliteÂs, on distingue suivant la valeur de s0.

premier cas s0 > a=2: il existe m1 dans la deÂcomposition de V0�l0� sous

l'action de CM�SL�2;C�� tel que:

s0 � �a� m1�=2:

On pose alors:

m0 � m1 � 2a:

Tout calcul fait, la multipliciteÂ de k1=2 est strictement supeÂrieure aÁ celle de kÿ1=2 si

et seulement si il existe l une repreÂsentation irreÂductible de Lk et m dans la

deÂcomposition de V0�l� sous C�SL�2;C�� (ce qui est aussi CM�SL�2;C��� tels

que:

�m0 ÿ m�=2 A �1=2; aÿ 1=2�;

ou encore m est de pariteÂ opposeÂ aÁ m0 et m A �m1; m0�.

deuxieÁme cas s0 U a: il existe m 0
0; m

00
0 dans la deÂcomposition de V �l0� sous

l'action de C�SL�2;C�� lieÂs aÁ s0 par:

m 0
0 � 2s0 � a m 00

0 � ÿ2s0 � a:

Ici on trouve que la multipliciteÂ de k1=2 est strictement supeÂrieure aÁ celle de kÿ1=2

dans rl0;l; s0 si et seulement si il existe m dans la deÂcomposition de V �l� sous

C�SL�2;C�� (ce qui est aussi CM�SL�2;C��� tels que:

m=2 A �m 00
0 =2� 1=2; m 0

0=2ÿ 1=2�:

Ou encore que m est de pariteÂ opposeÂe aÁ m 0
0 et m 00

0 et que m A �m 00
0 ; m

0
0�.

En termes imageÂs, on peut expliquer ce que cela signi®e: on ®xe CM , les m

qui interviennent dans la deÂcomposition de V0�l� sont treÁs naturellement appeleÂ

les blocs de Jordan relativement aÁ l.
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Remarque 1. Avec les notations preÂceÂdentes, la construction de C aÁ partir de

CM respectant les conditions de 1 et 3 se fait de la facËon suivante: soit on ajoute 2

nouveaux blocs de Jordan de taille m 0
0 > m 00

0 soit on augmente la taille d'un bloc de

Jordan relativement aÁ l0 qui passe de la taille m1 aÁ la taille m0. La reÁgle aÁ

respecter est que:

dans le cas de la creÂation de nouveaux blocs, il ne doit pas exister de bloc

relativement aÁ l0 de meÃme pariteÂ que m 0
0 et de taille comprise entre m 00

0 et m 0
0 ni de

bloc relativement aÁ une repreÂsentation l tel que L�l0 � l�; 1=2� � 0 de pariteÂ

opposeÂ aÁ m 0
0 et de taille incluse entre m 00

0 et m 0
0;

dans le cas de l'augmentation de m1 aÁ m0 de la taille d'un bloc de l0, on a les

meÃmes conditions, le segment �m 00
0 ; m

0
0� eÂtant remplaceÂ par le segment �m1; m0�.

La condition du paragraphe 2 est, elle, beaucoup plus compliqueÂe parce que

les centralisateurs Cv sont compliqueÂs aÁ deÂcrire. On reviendra sur cette de-

scription au paragraphe 6.

4. EÂ nonceÂ des conjectures.

Conjecture A. Fixons p une repreÂsentation de carreÂ inteÂgrable de G�A�,

reÂaliseÂe dans l'espace des formes automorphes de carreÂ inteÂgrable et supposons que

suivant les conjectures d'Arthur, on sache lui associer C et �ev�; alors p est non

cuspidal seulement si il existe un Levi M d'un parabolique propre de G deÂ®ni sur k

et des donneÂes CM ; �eM; v� veÂri®ant les conditions d'Arthur pour M et correspondant

aÁ au moins une repreÂsentation de carreÂ inteÂgrable de M�A) tels que

C soit induit par CM ,

�ev� est totalement compatible aÁ �eM; v�

la condition globale du paragraphe 3 est satisfaite. Et alors p est reÂaliseÂe

dans l'espace des reÂsidus de seÂries d'Eisenstein construit graÃce aÁ une repreÂsentation

pM A P�CM ; �eM; v�� en le point s0 du paragraphe 3.

Il serait aussi inteÂressant d'avoir une reÂciproque: c'est-aÁ-dire, on se donne M,

CM et la collection des �eM; v�. On construit les seÂries d'Eisenstein graÃce aÁ une

repreÂsentation, pM , associeÂe conjecturalement par Arthur aÁ ces donneÂes. On

suppose encore que la restriction de pM aÁ GL�X ��Ak 0� est une repreÂsentation de

carreÂ inteÂgrable, d'ouÁ l0 une repreÂsentation irreÂductible de Lk 0 et on cherche en

quels points s � s0 ces seÂries d'Eisenstein peuvent avoir des reÂsidus de carreÂ

inteÂgrable.

Conjecture B. Si s0 est un eÂleÂment de P0, la repreÂsentation engendreÂe par

les reÂsidus est de carreÂ inteÂgrable si et seulement si les conditions des paragraphes 2

et 3 sont veÂri®eÂes.
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Si la repreÂsentation induite de pM n jdetGL�X�j
s0 a de la cohomologie aÁ l'in®ni

(pour un systeÁme de coe½cient), la condtion que s0 soit dans P0 est aussi neÂcessaire

pour que les seÂries d'Eisenstein aient un poÃ le.

En geÂneÂral pour qu'il y ait des reÂsidus de carreÂ inteÂgrable, il semble que la

description imageÂe donneÂe aÁ la ®n de 3 doit eÃtre satisfaite en oubliant la

condition sur les blocs de Jordan relativement aÁ l0 de meÃme pariteÂ que m0 ou

m 0
0; m

00
0 . Les conditions sur les caracteÁres de 2 ainsi que la condition globale de 3

doivent alors donner des conditions neÂcessaires et su½sante pour l'existence de

reÂsidus de carreÂ inteÂgrable. Mais eÂvidemment, l'espace alors obtenu est inclus

(conjecturalement) dans un espace de reÂsidus de seÂries d'Eisenstein avec des

donneÂes satisfaisant les conditions de la conjecture, que l'on peut deÂcrire treÁs

explicitement.

Le cas des repreÂsentations ayant de la cohomologie est eÂtudieÂ en 6.

5. Conjecture sur les opeÂrateurs d'entrelacement.

On ®xe ici M un sous-groupe de Levi d'un parabolique de G, les deux eÂtant

deÂ®nis sur k et pM une repreÂsentation de carreÂ inteÂgrable (modulo le centre, mais

unitaire) de M�A�. On suppose aussi pour simpli®er, que X et V0 qui sont

deÂtermineÂs par M (cf 1) sont tels que X est isotypique sous l'action de Lk 0 , d'ouÁ

l0. Ici on ®xe s0 dans P0 ce qui permet de deÂ®nir C par induction.

On a deÂjaÁ utiliseÂ que M est le produit d'un groupe de meÃme type que G

(mais de rang plus petit) par un groupe lineÂaire GL�dimX ; k 0�. On note k le

caracteÁre valeur absolue du deÂterminant de ce groupe lineÂaire. On sait deÂ®nir

l'opeÂrateur d'entrelacement global:

M�w; pM n ks�

que l'on sait aussi deÂ®nir localement. On met alors un v en indice. Pour

normaliser, il faut introduire la repreÂsentation de Lk 0 dans le radical unipotent

d'un parabolique de Levi LM et il faut la tordre par s comme en 1, on la note

r LM; s. On rappelle sa deÂ®nition:

r LM; s � ad � C jLk
nCM;jSL�2;C�

k1=2 0

0 kÿ1=2

 !

n is

 !

;

ouÁ k est la valeur absolue de Lk 0 et ouÁ is est deÂ®ni au paragraphe 1.

Pour chaque place v, on pose:

Nv�w; pM n k s� :� Mv�w; pM n ks�Lv�r LM; s; 1�=Lv�r LM; s; 0�:
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Avec une telle formule, on ne peut espeÂrer une bonne formule pour le produit

parce que l'on n'a pas mis de facteur epsilon; de toute facËon, aucune nor-

malisation n'est deÂmontreÂ en toute geÂneÂraliteÂ; celle-ci est du type de celle de

Langlands mais en geÂneÂral le facteur de normalisation que l'on a mis me semble

eÃtre un multiple de celui preÂconiseÂ par celui de Langlands; cela fait que cet

opeÂrateur peut avoir des zeÂros aÁ cause du facteur de normalisation. Il est

di½cile en geÂneÂral de comparer les 2 facteurs; le probleÁme est de deÂterminer le

support cuspidale de la repreÂsentation pM; v et cela deÂpend de CM; v et surtout de

eM; v. C'est la raison pourlaquelle la conjecture s'exprime aÁ l'aide d'une con-

dition sur eM; v.

On note w0 l'eÂleÂment du groupe de Weyl de longueur minimale rendant

neÂgative toutes racines hors de M.

Conjecture. Pour w dans le groupe de Weyl de G�kv� de longueur minimale

modulo le groupe de Weyl de M�kv�, Nv�w; pM n ks� est holomorphe pour tout s

avec Re sV 0. Et pour w � w0, cet opeÂrateur est non nul en s � s0 si et seulement

si il existe ev, caracteÁre du centralisateur de C jWkv�SU�2;R��SL�2;C� totalement

compatible aÁ eM; v. En outre son image est semi-simple et les composants ont des

donneÂes d'Arthur, Cv; ev, avec Cv induit par CM; v et ev totalement compatible aÁ

eM; v.

Ces conjectures sont eÂvidemment treÁs proches de celles d'Arthur, aÁ la

di¨eÂrence preÁs que nous ne sommes pas sur l'axe unitaire et les proprieÂteÂs

d'holomorphie sont certainement treÁs di½ciles aÁ deÂmontrer.

6. Le cas des repreÂsentations aÁ caracteÁre in®niteÂsimal entier reÂgulier.

Lemme. Soit p une repreÂsentation de carreÂ inteÂgrable ayant un caracteÁre

in®niteÂsimal entier reÂgulier, alors elle ne peut eÃtre associeÂe qu'aÁ un homomorphisme

C tel que l'orbite unipotente deÂtermineÂ par C�SL�2;C�� dans le commutant de

C�Lk� dans LG0 est l'orbite unipotente reÂgulieÁre de ce groupe.

On peut meÃme eÃtre plus preÂcis l'hypotheÁse d'inteÂgraliteÂ ne sert que pour les

groupes unitaires. Et pour les groupes symplectiques et les groupes orthogonaux

sur des formes de dimension impaire, le commutant de C�Lk� qui en toute

geÂneÂraliteÂ est un produit de groupes symplectiques et de groupes orthogonaux ne

contient ici que des groupes symplectiques et des groupes orthogonaux de forme de

dimension impaire.

Soit p comme dans l'eÂnonceÂ et soit C l'homomorphisme lui corre-

spondant. Pour calculer le caracteÁre in®niteÂsimal en une place v archimeÂdienne,

on regarde la restriction de Cv aÁ LC . Le caracteÁre in®niteÂsimal est le caracteÁre

par lequel le centre de l'algeÁbre enveloppante agit; pour le calculer on peut
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remplacer le groupe G�kv� par sa forme quasideÂployeÂe, ce que nous ferons pour

les lignes qui suivent.

On traite d'abord le cas des groupes orthogonaux et symplectiques.

La proprieÂteÂ de base est que si V en tant que C�Lk � SL�2;C��-module,

contient une sous-repreÂsentation isomorphe aÁ Vl0 nYm, avec l0 une repreÂsen-

tation irreÂductible de Lk et m A N , alors le caracteÁre in®niteÂsimal de p est celui

d'une induite de la forme:

rl0; vjdetj
�mÿ1�=2
v � � � � � rl0; vjdetj

�mÿ1�=2ÿj
v � � � � � rl0; vjdetj

e
v � p 0

v;

ouÁ rl0 est la repreÂsentation conjecturalement associeÂe aÁ l0, ouÁ e � 1 si m est

impair et e � 1=2 si m est pair et ouÁ p 0
v est dans un paquet associeÂ aÁ un ho-

momorphisme C 0
v pour un groupe (quasi-deÂployeÂ) de rang �m=2� plus petit que

G�kv�, qui se deÂduit de Cv en remplacËant le bloc de Jordan m (cf. la ®n de 3, pour

cette notion) par un bloc de Jordan mÿ 2�m=2�. Dans le cas ouÁ m et m 0 sont tels

que la somme Vl0 � Ym lVl0 � Ym 0 apparait dans la deÂcomposition de V0, alors

le caracteÁre in®niteÂsimal de pv est aussi celui de l'induite:

�j A �ÿ�m 0ÿ1�=2;�mÿ1�=2�rl0; vjdetj
j � p 00

v ;

ouÁ ici p 00
v est dans un paquet qui s'obtient aÁ partir de C en enlevant les blocs de

Jordan m et m 0.

On deÂduit de cela, qu'une repreÂsentation de carreÂ inteÂgrable ayant un

caracteÁre in®niteÂsimal reÂgulier ne peut eÃtre associeÂ qu'aÁ un homomorphisme C tel

que pour tout l repreÂsentation irreÂductible de Lk l'espace V �l� dans sa deÂ-

composition sous SL�2;C� ne fait intervenir qu'au plus un bloc de Jordan pair et

au plus 2 blocs de Jordan impair l'un des deux si 2 apparaissent, eÂtant neÂc-

essairement de taille 1 et cela ne pouvant se produire que pour les groupes

orthogonaux d'une forme de dimension paire; sinon les induites eÂcrites ont un

stabilisateur dans le groupe de Weyl. En outre ce dernier cas ne peut se produire

que pour au plus une valeur de l avec dim l impaire (les autres cas sont eÂlimineÂs

en montrant qu'un eÂleÂment du groupe de Weyl stabilise la repreÂsentation que l'on

induit). Dans le cas des groupes symplectiques ou orthogonaux, graÃce aux

conditions de pariteÂs deÂjaÁ obtenues, on obtient, sous les hypotheÁses de l'eÂnonceÂ:

dans sa deÂcompostion comme Lk � SL�2;C�-module, via C

V F 0
l AL^

k
;m AN

m�l; m�Vl nYm

ouÁ m�l; m� � 0 pour tout m A N sauf au plus une valeur de m (qui sera alors noteÂ

m�l�). Il y a une exception dans le cas des groupes orthogonaux d'une forme de

dimension paire, ouÁ pour au plus un l, V peut contenir Vl nYm lVl nY1 avec

m > 1 impaire. On note encore m par m�l� dans ce cas.
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Pour avoir le meÃme reÂsultat pour les groupes unitaires, il faut ajouter

l'hypotheÁse que le caracteÁre in®niteÂsimal est entier reÂgulier. L'hypotheÁse d'eÃtre

entier empeÃche l'existence de bloc de Jordan de pariteÂ opposeÂe dans la deÂ-

composition de tout V �l� comme ci-dessus. Pour veÂri®er cela, on releÁve aux

points complexes c'est-aÁ-dire directement aÁ GL�dimV ;C� et le caracteÁre in-

®niteÂsimal de pv est celui de l'algeÁbre enveloppante non compleÂxi®eÂ de

GL�dimV ;C� opeÂrant sur l'induite:

�l AL^
k 0
�m AN ; j A �ÿ�mÿ1�=2;�mÿ1�=2� rl;wk

j
w;

ouÁ m parcourt l'ensemble des blocs de Jordan de V �l� et ouÁ w est une place

complexe au-dessus de v.

Dans ce paragraphe, on va deÂmontrer:

TheÂoreÁme. On suppose que la conjecture sur les opeÂrateurs d'entrelacement

eÂnonceÂe en 5 est vraie. Soit p une repreÂsentation de G�A� ayant un caracteÁre

in®niteÂsimal entier reÂgulier, aÁ laquelle on a associeÂ C et �ev�. Alors si p n'est pas

cuspidale il existe M;CM ; �eM;v�, un Levi d'un parabolique maximal deÂ®nis sur k,

un homomorphisme pour M et une famille de caracteÁre correspondant aÁ (au moins)

une repreÂsentation de carreÂ inteÂgrable pour M, tels que C soit induit par CM , �ev�

soit totalement compatible aÁ �eM; v� et la condition globale de 3 soit satisfaite.

ReÂciproquement, soit M un sous-groupe de Levi de G d'un parabolique

maximal de G (deÂ®nis sur k) et soit pM une repreÂsentation de carreÂ inteÂgrable de

M�A� irreÂductible aÁ laquelle on a associeÂe par les conjectures d'Arthur un ho-

momorphisme CM et une famille de caracteÁres �eM; v�. Ainsi pM deÂtermine l0 une

repreÂsentation irreÂductible de Lk 0 et M est le produit d'un facteur de la forme

GL�a dim l0; k
0� ouÁ a A N et d'un groupe dont le L-groupe est du meÃme type que

celui de G mais opeÂrant sur un espace V0 de dimension 2a dim l0 plus petite. Soit

s0 A C tel que Re s0 > 0 et tel que l'induite automorphe de pM jdetGL�a dim l0;A�j
s0 ait

un caracteÁre in®niteÂsimal entier reÂgulier. Alors il existe f dans cette induite tel que

la seÂrie d'Eisenstein E� f ; y� ait un poÃle en y � 0, si et seulement si:
. s � �m1 � a�=2, ouÁ m1 est le sup des dimensions des repreÂsentations de

SL�2;C� induite par CM dans V0�l0� si celle ci est non nulle et sinon ouÁ m1
vaut 0 sauf si G est un groupe orthogonal d'une forme de dimension paire et

l0 est orthogonal de dimension impaire ouÁ m1 vaut ÿ1; en particulier s0 A P0

ce qui permet de deÂ®nir C par induction;
. pour toute repreÂsentation irreÂductible l0 l0 de Lk 0 telle que L�l0 � l�; 1=2�

� 0 et pour tout m A �m1 � 1; m1 � 2aÿ 1�, m0 0 de pariteÂ opposeÂ aÁ m1, la

repreÂsentation de taille m de SL�2;C� n'intervient pas dans la repreÂsentation

de SL�2;C� dans V0�l� induite par CM ;
. il existe une famille de caracteÁre �ev� relativement aÁ C (construit par in-

duction) totalement compatible aÁ la famille �eM; v�.
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Si ces trois conditions sont remplies, le poÃle de la seÂrie d'Eisenstein et d'ordre

exactement 1, son reÂsidu est de carreÂ inteÂgrable. En outre la famille �ev� est

unique et elle veÂri®e la condition globale d'Arthur. L'uniciteÂ sou¨re malheur-

eusement d'une exception: il s'agit du cas du groupe orthogonaux paire quand m1 �

ÿ1 ouÁ pour toute place v 2 ev peuvent eÂventuellement eÃtre possibles.

Le cas exceptionnel est en fait la geÂneÂralisation de ce qui se produit pour la

repreÂsentation triviale des groupes othogonaux d'une forme de dimension paire

deÂployeÂe: cette repreÂsentation n'est eÂvidemment pas cuspidale et s'obtient en

meÃme temps que la repreÂsentation signe comme quotient de l'induite d'un

caracteÁre convenable d'un parabolique stabilisant un espace isotrope de dimension

maximal.

Il me semble aussi que sous les hypotheÁses de la deuxieÁme partie du theÂ-

oreÁme ci-dessus (et en excluant le cas ouÁ m1 � ÿ1), quand les 3 conditions sont

remplies, la repreÂsentation reÂsiduelle deÂ®nie est irreÂductible; pour le deÂmontrer, il

faut avoir une proprieÂteÂ suppleÂmentaire sur l'image de l'opeÂrateur d'entrelacement

associeÂ aÁ w0 (cf 5); puisque la situation est locale, on ®xe v et il faut savoir que

son image, qui est semi-simple, a une deÂcomposition en bijection avec les

caracteÁres �ev� du groupe des composantes du centralisateur de Cv totalement

compatible aÁ eM; v. Je ne connais pas de contre exemple aÁ une telle proprieÂteÂ.

Soit l une repreÂsentation irreÂductible de Lk 0 , borneÂe, de dimension noteÂe

dimVl (pour rappeler les notations deÂjaÁ utiliseÂes). Soit b un entier. On note rl
la repreÂsentation cuspidale unitaire de GL�dimVl;Ak 0� (conjecturalement associeÂe

aÁ l) et p�l; b� le module de Speh c'est-aÁ-dire la repreÂsentation de carreÂ inteÂgrable

de GL�b dimVl;Ak 0� quotient de l'induite automorphe:

rljdetj
�bÿ1�=2 � � � � � rljdetj

�bÿ1�=2ÿj � � � � � rljdetj
ÿ�bÿ1�=2:

Avec cette notation, on eÂcrit pMF p�l0; a� � p0, ouÁ p0 est une repreÂsentation

d'un groupe de meÃme type que G mais de rang plus petit (c'est le facteur du Levi

M qui n'est pas le groupe lineÂaire).

On a eÂvidemment rl0F p�l0; 1� et pour a > 1, p�l0; a� est l'unique quotient

irreÂductible de l'induite automorphe:

rl0 jdetj
�aÿ1�=2 � p�l0; aÿ 1�jdetjÿ1=2: �1�

Plus preÂciseÂment p�l0; a� se reÂalise dans l'ensemble des reÂsidus en d � 0 de

l'induite:

rl0 jdetj
�aÿ1�=2�d � p�l0; aÿ 1�jdetjÿ1=2.

Dans toute la preuve, on admet eÂvidemment les conjectures locales de 5 et

on proceÁde par reÂcurrence sur le rang de G. On commence par deÂmontrer la
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deuxieÁme partie du theÂoreÁme; on obtiendra la premieÁre partie comme con-

seÂquence. On adopte la notation m1 de l'eÂnonceÂ.

On commence par la remarque suivante. Les assertions d'holomorphie sur

les opeÂrateurs d'entrelacement normaliseÂs et le fait que le caracteÁre in®niteÂsimal

est entier, montrent qu'il ne peut y avoir de poÃ le que si s0 est un demi-entier.

On a donc certainement s0 V 1=2. Il montre aussi qu'il ne peut y avoir de poÃ le

que si l0 est autoduale dans le cas des groupes symplectiques ou orthogonaux et

isomorphe aÁ l'image de sa contragreÂdient sous Gal�k 0=k� dans le cas des groupes

unitaires.

On va d'abord se ramener aux 2 cas eÂleÂmentaires suivants: a � 1 et a � 2 ouÁ

on examine l'existence eÂventuel d'un poÃ le en s � 1=2.

On suppose d'abord donc que a > 1, on utilise (1) pour eÂcrire l'induite de

pM jdetjs comme reÂsidu en d � 0 de l'induite:

r
�aÿ1�=2�s�d

l0
� p�l0; a�jdetj

ÿ1=2�s � p0: �2�

En utilisant l'hypotheÁse de reÂcurrence 2 fois si a > 2 ou a � 2 mais s > 1=2, les

poÃ les eÂventuels (avec caracteÁre in®niteÂsimal entier reÂgulier) sont sur les droites:
. d � 0, �aÿ 1�=2� s� d � �m1 � 1�=2 et ÿ1=2� s � �m1 � aÿ 1�=2.

On exclut le cas �aÿ 1�=2� s� d � �m1 � 1�=2: comme on fera d � 0 ce cas

neÂcessite par positiviteÂ de s que m1 V aÿ 1 mais on veÂri®e alors que l'induite

totale n'a pas son caracteÁre in®niteÂsimal reÂgulier. Il ne reste donc que s �

�m1 � a�=2, ce que l'on cherchait. En outre par reÂcurrence on sait que le poÃ le est

au plus simple. On doit donc calculer la repreÂsentation engendreÂe par les

fonctions:
ÿ

d�sÿ s0�E�f; d; s�
�

d�0; s�s0
;

ouÁ f est dans l'induite (2) ouÁ on fait d � 0. On calcule d'abord sur l'hyperplan

s � s0, en appliquant l'hypotheÁse de reÂcurrence qui donne la neÂcessiteÂ des

conditions juqu'aÁ aÿ 1 et aussi leur su½sance pour que ce reÂsidu soit non nul;

mais il faut encore faire d � 0, ce qui est preÂciseÂment le cas a � 1 que nous

verrons ci-dessous.

On va eÂliminer partiellement le cas ouÁ a � 2, et s � 1=2: l'hypotheÁse sur le

caracteÁre in®niteÂsimal entraõÃne que G est un groupe unitaire ou un groupe

orthogonal sur un espace de dimension paire car pour les groupes orthogonaux

sur un espace de dimension impaire ou pour les groupes symplectiques, les

induites:

rl0 jdetj � rl0 � p0

ont un stabilisateur dans le groupe de Weyl si l0 est autoduale. Dans le cas des

groupes orthogonaux pairs, le meÃme argument s'applique si dim l0 est pair. Il
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reste donc aÁ voir, pour ces groupes, le cas ouÁ l0 est orthogonal de dimension

impaire. Ce cas sera laisseÂ pour la ®n.

Dans le cas des groupes unitaires, on veÂri®e que l'hypotheÁse sur le caracteÁre

in®niteÂsimal assure que V0�l0� � 0 et on en deÂduit que les facteurs de nor-

malisation n'ont pas de poÃ le: ce n'est pas eÂvident le probleÁme est les poÃ les qui

pourraient venir des zeÂros des deÂnominateurs. Pour ce point, le cas des groupes

unitaires est exactement celui de GL�n� traiteÂ en [M-W].

On traite donc le cas ouÁ a � 1. Le cas ouÁ p0 est cuspidal est treÁs simple:

tous les termes constants d'une serie d'Eisenstein E� f ; s� avec f dans l'induite

automorphe p�l0; a�jdetj
s � p0 sont nuls sauf celui relatif au parabolique P de

Levi M. Le terme constant est de la forme:

E� f ; s�P � fs �M�w0; s�f ;

avec les notations standard pour fs. On eÂcrit encore

M�w0; s� � L�rLM; s; 0�=L�rLM; s; 1�N�w0; s�:

On a deÂjaÁ eÂtudieÂ le quotient de fonction L. L'irreÂductibiliteÂ de V0�l0� sous

l'action de CM�Lk 0 � SL�2;C�� rend les choses treÁs simple: il a un poÃ le seulement

si s � �m1 � 1�=2 ou s � 1=2. La reÂgulariteÂ demandeÂe du caracteÁre in®niteÂsimal

de l'induite exclu le deuxieÁme cas si m1 > 0. Ce point est vraiment un poÃ le s'il

n'y a pas de zeÂro qui l'annule, c'est-aÁ-dire la condition de 3. On veÂri®e que le

poÃ le est alors d'ordre 1 exactement. Pour avoir un reÂsidu de carreÂ inteÂgrable, il

faut encore que N�w0; �m1 � 1�=2� soit d'image non nulle. La condition sera

alors aussi su½sante et ceci est reÂgleÂ par le lemme local.

Il faut maintenant consideÂrer le cas ouÁ p0 n'est pas cuspidale. On ®xe f

comme ci-dessus. Pour ` A N on note P` le sous-groupe parabolique de G (s'il

existe) stabilisateur d'un plan hyperbolique de dimension `; c'est un parabolique

maximal dont le Levi est le produit de GL�k 0; `� par un groupe de meÃme type que

G mais de rang ayant diminueÂ de `. Pour s une repreÂsentation cuspidale ir-

reÂductible (non neÂcessairement unitaire) de GL�`;Ak 0� on note projs la projection

sur le support cuspidal s des formes automorphes sur P�k�UP�A�nG�A�.

On sait que E� f ; s� est holomorphe en s � s0 si et seulement si cela est vrai pour

tous les termes projsE� f ; s�P`
quand ` et s varient. C'est assez facile d'eÂtudier

chacun de ces termes seÂpareÂment.

ConsideÂrons d'abord le cas ouÁ ` � dimVl0 et ouÁ s � rl0k
ÿs. Ce terme est

exactement M�w0; s�f . A ce terme s'applique exactement les consideÂrations du

cas cuspidal.

Un autre cas simple est le cas ouÁ ` � dimVl0 et s � rl0 jdetj
s. Ce terme est

exactement fs.
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ConsideÂrons les autres termes possibles: neÂcessairement une fonction dans p0
a un terme constant de projection non nulle sur s relativement aÁ un parabolique

de meÃme type que P`. On va prendre une hypotheÁse de reÂcurrence suppleÂ-

mentaire (que nous sommes en fait en train de deÂmontrer) que cette proprieÂteÂ est

eÂquivalent aÁ ce que p0 soit reÂsidu aÁ partir d'une induite s� � p 0
0 pour p 0

0 de carreÂ

inteÂgrable convenable et que s� est alors de la forme rljdetj
�m�l�ÿ1�=2 pour l tel

que V0�l�0 0; ici m�l� est le sup des dimensions des repreÂsentations de SL�2;C�

intervenant dans V0�l�. Si l � l0, m�l� est ici m1 et il y a un leÂger probleÁme si G

est un groupe orthogonal d'une forme de dimension paire; dans ce dernier cas p 0
0

n'est pas neÂcessairement de carreÂ inteÂgrable, ce peut aussi eÃtre un sous-module de

l'induite (non neÂcessairement irreÂductible):

rl � p 00
0 ;

ouÁ l est bien tel que s� � rljdetj (ici m�l� � 2 et ouÁ p 00
0 est de carreÂ in-

teÂgrable). Il n'est pas vraiment di½cile de geÂneÂraliser ce qui suit aÁ ce cas que

nous ne traiterons pas pour ne pas alourdir les notations. Les donneÂes pour p 0
0

s'obtiennent sans probleÁme pour l'homomorphisme (on baisse m�l� en m�l� ÿ 2 et

en imposant l'hypotheÁse de totale compatibiliteÂ pour les caracteÁres des cen-

tralisateurs). En outre on utilisera aussi la proprieÂteÂ suivante: si l0 l0 et si

m1 � m�l� ÿ 1 alors L�l� l0; 1=2�0 0, proprieÂteÂ qui s'obtient par reÂcurrence.

En fait toutes les conditions neÂcessaires et su½santes doivent eÃtre satisfaites pour

ce cas.

Pour calculer projs E� f ; s�P`
il su½t de reÂaliser f dans rljdetj

ÿ�m�l�ÿ1�=2 � p 0
0.

Les seÂries d'Eisenstein dans GL�dimVl0 � dimVl;Ak 0� pour l'induite

rl0 jdetj
s � rljdetj

ÿ�m�l�ÿ1�=2

sont holomorphes ([M-W ]) car s� �m�l� ÿ 1�=2 > 1 sauf dans le cas particulier

l � l0 s � 1=2 et m1 � 2 ouÁ ce nombre vaut 1. Ce cas est aÁ exclure car le

caracteÁre in®niteÂsimal de l'induite n'est pas reÂgulier. Ainsi la fonction de s

chercheÂe est certainement holomorphe si les seÂries d'Eisenstein pour l'induite

rl0 jdetj
s � p 0

0

le sont. Ceci se traite par reÂcurrence; on s'inteÂresse surtout aÁ la non holo-

morphie; elle neÂcessite que s � �m1 � 1�=2 sauf si l � l0 ouÁ il faut s �

�m1 ÿ 2� 1�=2. Ce dernier cas est encore exclure pour cause de non reÂgulariteÂ.

Remarquons au passage que c'est ici que l'on conclut l'hypotheÁse de reÂcurrence

annexe que nous avons mise. Donc maintenant certainement l0 l0 pour avoir

non holomorphie. On obtient aussi la neÂcessiteÂ de la condition globale: si l est

tel que L�l0; l
�; 1=2� � 0 alors m�l�0 m0 ÿ 1 (ouÁ m0 � m1 � 2 � 2s0 � 1); on

utilise ici l'hypotheÁse faite plus haut sur l. La neÂcessiteÂ de la condition sur
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les caracteÁres des centralisateurs n'est malheureusement pas automatiquement

obtenue: en e¨et on l'obtient si m�l�0 m0. Ceci est du au fait qu'en toute place

v, pour calculer les centralisateurs, on commence par calculer le centralisateur de

l'image de SL�2;C�. Et ce centralisateur se deÂcompose en produit suivant la

taille des repreÂsentations de SL�2;C� qui apparaissent.

Pour traiter les cas restants, il faut deÂcrire plus preÂciseÂment cette condition

locale. On va, en passant montrer l'assertion d'uniciteÂ faite apreÁs l'eÂnonceÂ.

Fixons une place v et supposons que k 0 � k pour eÂviter d'avoir aÁ prendre des

invariants sous Gal�k 0
v
=kv�. On consideÁre:

C
0
v
:�

Y

ljV �l�00

L
G

0 VCentAut�V �l��ImAut�V �l���C�Lkv� � SL�2;C��:

On note �C 0
v
� le groupe des composantes de C 0

v
. On va montrer que ce groupe

s'envoit surjectivement sur le groupe des composantes du centralisateur de C .

En e¨et, on deÂcompose chaque lv suivant les repreÂsentations irreÂductibles de Lkv .

Dans l'eÂcriture ci-dessous, les n parcourt l'ensemble des classes d'isomorphie de

repreÂsentations irreÂductibles non autoduales de Lkv tandis que les x parcourt les

classes d'isomorphie de repreÂsentations autoduales et les m�:; lv� repreÂsente la

multipliciteÂ:

lv F 0
n

m�n; lv��nl n��lx m�x; lv�x:

Pour simpli®er les notations, on exclut le cas des groupes orthogonaux d'une

forme de dimension paire. Pour l repreÂsentation irreÂductible de Lk, on note m�l�

la dimension des repreÂsentations irreÂductibles de SL�2;C� intervenant dans

V �l�; on rappelle que, graÃce aÁ notre hypotheÁse, V �l�FVl nYm�l� comme rep-

reÂsentation de Lk � SL�2;C�. Le commutant de Cv est alors isomorphe aÁ:

�m AN �nGL

X

ljm�l��m

m�n; lv�

0

@

1

A �x H

X

ljm�l��m

m�x; lv�

0

@

1

A

0

@

1

A;

ouÁ H est un groupe orthogonal ou symplectique, le choix deÂpendant de la nature

de x de la pariteÂ de m et de la nature de V . Avec ces notations,

C
0
v
� �m AN �ljm�l��m �nGL�m�n; lv�� �x H�m�x; lv��:

D'ouÁ l'assertion.

On fait une construction du meÃme type pour M et CM : on deÂ®nit C 0
M; v qui

est naturellement produit de l'analogue de C 0
v
mais ouÁ on ne regarde que les

l0 l0 et de

CentGL�dimVl0
;C�l0; v �

L
G

0 VCentAut�V0�l0��ImAut�V0�l0���C�Lk� � SL�2;C��:
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Le premier facteur ci-dessus est eÂvidemment un produit de groupes lineÂaires.

Quand on passe au groupe des composantes, �C 0
M; v� le premier facteur ci-dessus se

trivialise donc et on a encore une application surjective sur le groupe des

composantes du centralisateur de CM; v. Avec ces descriptions il est clair que si

m1 0 0, il y a une bijection naturelle entre �C 0
v� et �C

0
M; v� qui traduit le fait que 2

caracteÁres ont meÃme restriction aÁ C 0
v VC 0

M; v. Par contre dans cette bijection les

noyaux des applications ci-dessus ne sont respecteÂs que pour tout ce qui ne fait

pas intervenir l0. Cela montre quand meÃme que si m1 0 0, et si le caracteÁre ev
est compatible au caracteÁre eM; v, ces caracteÁres se deÂterminent l'un l'autre.

Dans le cas ouÁ m1 � 0, le groupe LG0 VCentAut�V �l0��ImAut�V �l0���C�Lk��

SL�2;C�� est un sous-groupe de CentGL�dimVl0
;C�l0;v: Ainsi tout caracteÁre ev du

groupe des composantes du centralisateur de Cv compatible aÁ un caracteÁre du

groupe des composantes du centralisateur de CM; v est trivial sur ce sous-groupe.

Il y a donc au plus une seule facËon d'eÂtendre les caracteÁres. De meÃme ev eÂtant

®xeÂ, il y a au plus 1 caracteÁre du groupe des composantes du centralisateur de

CM; v qui lui est compatible.

On traite maintenant le cas ouÁ m�l� � m0: on reÂalise e¨ectivement f comme

reÂsidu. Mais on commence par se rappeler que la famille des caracteÁres associeÂe

aÁ p 0
0 est uniquement deÂtermineÂe par la famille des caracteÁres �eM; v�; on la note

�e 00; v�. Comme on peut deÂjaÁ le conclure, l'ordre des poÃ les est infeÂrieur ou eÂgal

aÁ 1, c'est-aÁ-dire est d'ordre 1 et donc par eÂtage, on reÂalise E� f ; s� comme la

valeur en y � 0 de la fonction meÂromorphe E�f; s; y� ouÁ fs;y est dans l'induite

automorphe:

rl0 jdetj
s � rljdetj

�m�l�ÿ1�=2�y � p 0
0: �3�

On s'inteÂresse au point s � s0 � �m0 ÿ 1�=2 � �m�l� ÿ 1�=2. En s0 et y � 0

l'induite (3) est isomorphe aÁ l'induite ouÁ on a eÂchangeÂ les 2 premiers facteurs (cas

treÁs simple de [M-W ]). On note f 0
y; s l'image de fs;y apreÁs cet entrelacement.

On note Q le sous-groupe paraboliqe qui sert aÁ induire l'image de (3). Et la

fonction que l'on cherche est la valeur en y � 0 de la fonction:

M�~w0; y�E
PdimVl

Q �f 0
y; s; y; s�: �4�

Le ~w0 l'analogue de w0 mais l remplacËant l0 et y doit eÃtre translateÂ par

�m�l� ÿ 1�=2 pour se ramener vraiment aÁ l et non aÁ l tordu. Comme le calcul

des reÂsidus se fait en eÂvaluant la fonction (4) multiplieÂe par �sÿ �m0 ÿ 1�=2� (ce

qui la rend holomorphe) en s � �m0 ÿ 1�=2; y � 0, on peut eÂchanger l'ordre du

calcul. C'est-aÁ-dire, que l'on calcule d'abord sa valeur en s � �m0 ÿ 1�=2 puis en

y � 0. La premieÁre eÂvaluation donne un reÂsidu de carreÂ inteÂgrable non nul si la

famille des caracteÁres peut s'eÂtendre au groupe des composantes des central-

isateurs locaux de l'homomorphisme associeÂ au reÂsidu. Puis le calcul en y � 0 se
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fait graÃce au lemme local appliqueÂe avec l remplacËant l0. Il donne encore

comme condition locale que la famille des caracteÁres �e 00; v� que l'on a deÂjaÁ

eÂtendue s'eÂtend aussi au groupe des composantes des centralisateurs des ho-

momorphismes Cv. C'est bien ce que l'on cherchait.

Il reste aÁ voir le cas que nous avions laisseÂ de coÃteÂ, c'est-aÁ-dire le cas des

groupes orthogonaux pairs avec a � 2 et l0 orthogonal au point s0 � 1=2. On

commence par veÂri®er que les poÃ les des facteurs de normalisation ne peuvent

venir que des poÃ les des fonctions L apparaissant au numeÂrateur, ou encore que

les zeÂros eÂventuels des fonctions L au deÂnominateurs sont simpli®eÂs par ceux du

numeÂrateur. Comme V0�l0� � 0, il y a peu d'opeÂrateur d'entrelacement dont le

facteur de normalisation a un poÃle; ce poÃ le est au plus simple et les eÂleÂments du

groupe de Weyl correspondant sont de la forme w1w0 ouÁ l'opeÂrateur N�w1;ÿs0�

est holomorphe quand il est appliqueÂ aux termes constants de la forme:
ÿ

N�w0; s0�fs
�

Q
;

ouÁ Q est un parabolique inclus dans P. Le point est que l'on a des conditions de

positiviteÂ. Il faut quand meÃme calculer ces facteurs de normalisation (ces calculs

sont treÁs voisins de ceux fait pour GL�n� et il faut veÂri®er qu'il n'y a vraiment de

poÃ le que si il n'existe pas l tel que m�l� � 1 et L�l0 � l; 1=2� � 0. On obtient

alors immeÂdiatement l'eÂquivalence:
ÿ

�sÿ s0�E� f ; s�
�

s�s0
0 0 , N�w0; s0�f 0 0:

Cela termine la preuve de la deuxieÁme partie du theÂoreÁme.

Montrons la premieÁre partie de l'eÂnonceÂ. Soit p une repreÂsentation au-

tomorphe irreÂductible de carreÂ inteÂgrable de G�A�, reÂaliseÂe dans un espace de

fonctions. Ce qu'il faut deÂmontrer est que si p n'est pas cuspidal, il existe M un

Levi d'un parabolique maximal, pM une repreÂsentation automorphe irreÂductible

de carreÂ inteÂgrable de M�A� aÁ laquelle on associe (conjecturalement) CM et

�eM; v� satisfaisant les conditions de l'eÂnonceÂ relativement aÁ p.

Pour simpli®er les notations, on suppose que k 0 � k, c'est-aÁ-dire que l'on ne

fait la deÂmonstration que pour les groupes orthogonaux ou symplectiques. Le

reÂsultat geÂneÂral de Langlands assure que l'espace de fonctions dans lequel p se

reÂalise, est de la forme, reÂsidus en si � si;0, pour i A �1; J� avec J A N convenable:

E� f ; fsi; i A �1; J�g�;

ouÁ ffsig est dans une induite automorphe de la forme:

�i A �1;J�p�ri; ai�jdetj
si � pcusp �5�

ouÁ pcusp est une repreÂsentation cuspidale d'un groupe de meÃme type que G mais

de rang plus petit, ouÁ les ri sont des repreÂsentations cuspidales irreÂductible de
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groupe lineÂaires GL�bi; k� (ouÁ bi est un entier convenable) et ouÁ les ai sont des

entiers. En outre on se trouve dans la chambre de Weyl obtuse positive fermeÂe,

ce qui entraõÃne en particulier que les si;0 sont des reÂels positifs ou nuls. On

commence par mettre l'hypotheÁse que p a un caracteÁre in®niteÂsimal entier

reÂgulier. Il en est dans de meÃme de l'induite (5) quand on fait si � si;0 pour tout

i A �1; J�. Cela montre que l'on doit avoir pour tout i A �1; J�:

si;0 V �ai ÿ 1�=2; �6�

avec ineÂgaliteÂ stricte sauf eÂventuellement pour une valeur de i si G est un groupe

orthogonal paire et dim ri :� bi est impaire. De plus pcusp a aussi un caracteÁre

in®niteÂsimal entier reÂgulier et les si;0 sont des demi-entiers. En utilisant

uniquement les reÂsidus de seÂries d'Eisenstein, on est maintenant coinceÂ par ce que

(6) assure que l'on est dans la chambre de Weyl obtuse positive fermeÂe mais par

contre on peut treÁs bien avoir pour iU i 0 A �1; J� si < si 0 et les opeÂrateurs

d'entrelacement locaux peuvent fournir des poÃ les dont les reÂsidus ne seront pas de

carreÂ inteÂgrable et les poÃ les peuvent eÃtre situeÂs sur un nombre d'hyperplan de

cardinal supeÂrieur strictement aÁ J, avec eÂventuellement meÃme des multipliciteÂs.

Pour eÂviter ces ennuis, il faut revenir aÁ la vraie meÂthode de Langlands [L] (cf.

aussi [M-W2]) qui deÂcompose le produit scalaire des formes automorphes de carreÂ

inteÂgrable. Pour les groupes classiques, c'est la meÂthode suivie dans [M3]. En

geÂneÂral, c'est treÁs compliqueÂ, mais ici on beÂneÂ®cie de l'hypotheÁse sur le caracteÁre

in®niteÂsimal; on veÂri®e que cela entraõÃne que l'on peut supposer que pour tout

i A �1; J� on a un poÃle en si 0 � si 0;0 pour i 0 V i et si 00 geÂneÂral pour i 00 < i d'ordre

supeÂrieur ou eÂgal aÁ J ÿ i � 1ÿ jfi 0 > i; si 0;0 � 0gj.

Supposons d'abord que G n'est pas le groupe orthogonal d'une forme de

dimension paire. Par reÂgulariteÂ, on a exclu la possibiliteÂ ouÁ l'un des si;0 est

nulle, on peut donc appliquer de proche en proche la partie du theÂoreÁme deÂjaÁ

deÂmontreÂ pour savoir que pour i ®xeÂ le poÃ le en si 0 � si 0;0 pour tout i 0 V i est

d'ordre au plus J ÿ i � 1. On ne s'inteÂresse donc qu'au point si 0;0 pour lequel cet

ordre est J ÿ i � 1, le reÂsidu est alors l'eÂvaluation convenanble d'une fonction

holomorphe et est de carreÂ inteÂgrable. Ceci permet de continuer la reÂcurrence et

®nalement on trouve que p se reÂalise dans l'ensemble des reÂsidus des fonctions

E� f ; s1� ouÁ f est dans une induite automorphe de la forme:

p�r1; a1�
s1 � p

0;

avec p
0 irreÂductible de carreÂ inteÂgrable. Il su½t encore d'appliquer la deuxieÁme

partie du theÂoreÁme pour conclure.

Le cas des groupes orthogonaux d'une forme de dimension paire, on ne peut

plus exclure deÁs le deÂpart le cas ouÁ l'un des si;0 � 0. Supposons donc qu'il existe

i0 A �1; J� tel que si0;0 � 0. Par reÂgulariteÂ du caracteÁre in®niteÂsimal, pour tout i A

Conjectures sur le spectre residuel 425



�1; J� i0 i0, on a:

si ÿ �ai ÿ 1�=2 > 0:

En outre l'homomorphisme Ccusp associeÂ aÁ pcusp est tel qu'il n'induit pas la

repreÂsentation de Lk associeÂ aÁ ri0 . Cela entraõÃne que pour tout i > i0 riF= ri0 ;

sinon il n'y a pas de poÃ le en �si 0 � si 0;0� pour i 0 > i0 puisqu'un poÃ le revient aÁ

creÂer un bloc de Jordan relativement aÁ la repreÂsentation de Lk associeÂ aÁ ri0 .

Ce bloc de Jordan sera neÂcessairement impaire et coupleÂ avec ri0 donne un

caracteÁre in®niteÂsimal non reÂgulier. Comme ci-dessus, on peut remplacer la

repreÂsentation:

�i>i0p�ri; ai�jdetj
si; 0 � pcusp

par une repreÂsentation de carreÂ inteÂgrable p 0 tel que l'homomorphisme qui lui est

associeÂ n'induit pas la repreÂsentation associeÂ aÁ ri0 . Supposons d'abord que pour

tout i < i0, riF= ri0 . On montre en utilisant la deuxieÁme partie du theÂoreÁme (sur

l'ordre des poÃ les) que le poÃ le en si � si;0 est d'ordre au plus J ÿ 1. On ne peut

donc pas avoir de reÂsidu de carreÂ inteÂgrable. Il existe donc i < i0 tel que riF ri0 .

On note i1 la plus grande valeur de i veÂri®ant cela. On suppose d'abord que

i1 � 1. On montre alors, que p est neÂcessairement reÂaliseÂe dans les reÂsidus de la

repreÂsentation:

p�r1; a1�jdetj
s1 � ri0 � p 0;

ouÁ p 0 est une repreÂsentation de carreÂ inteÂgrable irreÂductible aÁ laquelle on associe

un homomorphisme C 0 qui n'induise pas la repreÂsentation associeÂe aÁ ri0 de Lk;

on va noter l0 cette repreÂsentation. En outre s1;0 est neÂcessairement 1�

�a1 ÿ 1�=2. En ce point le poÃ le peut eÃtre double; pour eÂviter cette di½culteÂ, on

se place sur l'induite:

p�r1; a1�jdetj
s1 � ri0 jdetj

s2 � p 0;

au voisinage de s2 � 0. Les poÃ les sont sur les droites s1 ÿ �a1 ÿ 1�=2ÿ s2 � 1 et

s1 ÿ �a1 ÿ 1�=2� s2 � 1 et sont au plus simples sur chacun de ces hyper-

plans. Quelque soit l'hyperplan surlequel on se place, on voit que p est reÂaliseÂe

dans l'ensemble des reÂsidus de la repreÂsentation:

p�r1; a1 � 1�jdetjs � p 0;

en sÿ �a1 � 1�=2 � 0. On peut alors appliquer la deuxieÁme partie du theÂoreÁme,

qui dit qu'il y a un poÃle au plus simple et que son reÂsidu est de carreÂ in-

teÂgrable. Pour qu'il y ait vraiment poÃ le, il faut que les hypotheÁses de l'eÂnonceÂ

soient satisfaites.
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On peut maintenant enlever l'hypotheÁse i1 � 1: d'apreÁs ce que l'on vient de

voir p se reÂalise dans les reÂsidus de la repreÂsentation:

�i<i1p�ri; ai�jdetj
si � p

00
;

ouÁ p
00 est une repreÂsentation irreÂductible de carreÂ inteÂgrable. Maintenant si;0 > 0

pour tout i < i1 et on proceÁde comme pour les autres groupes.
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