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Abstract. We aim to study local rigidity and deformations for the following
class of groups: the semidirect product I' = Z™ x4 Z where n > 2 is an integer and
A is a hyperbolic matrix in SL(n, Z), considered first as a lattice in the solvable Lie
group G = R™ X 4 R, then as a subgroup of the semisimple Lie group SL(n + 1, R).
We will notably show that, although I' is locally rigid neither in G nor in H, it is
locally SL(n + 1, R)-rigid in G in the sense that every small enough deformation of
I in G is conjugated to I’ by an element of SL(n + 1, R).

1. Introduction.

Soient I un groupe de type fini et G un groupe topologique. On désigne par
R(T', G) 'ensemble des morphismes de groupes de I' dans G muni de la topologie
de la convergence ponctuelle i.e. la topologie induite par celle du produit G' (de
sorte que deux morphismes de I dans G sont proches si, et seulement si, ils le sont
sur un ensemble de générateurs de I'). Un morphisme de groupes r : I' — G est
dit localement rigide si tout autre morphisme de groupes r’ : I' — G suffisamment
proche de r est conjugué a r, c’est-a-dire s’il existe un voisinage V de r dans
R(T, G) tel que:

Vr'eV, JgedG, Vyel, (y)=gr(v)g "

Lorsque I' est un sous-groupe de G, on dira que I' est localement rigide dans G si
I'injection canonique de I" dans G est localement rigide. Cette notion de rigidité
locale a été initialement étudiée dans le cas ou G est un groupe de Lie semi-simple
et I' un réseau dans G. Sur ce point, le premier résultat important, obtenu d’abord
partiellement par Calabi [1], Calabi-Vesentini [2] et Selberg [7], puis de maniére
compléte par Weil [8], [9], est le suivant:

THEOREME I.  Soit G un groupe de Lie semi-simple non localement isomor-
phe a SL(2,R). Si T est un réseau cocompact irréductible dans G alors T' est
localement rigide dans G.
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Pour plus de détails sur I’historique de ce théoreme, le lecteur pourra consulter
[3]. Peu apres, Weil [10] fournit un critere de rigidité locale valide dans un cadre
plus général. Tout morphisme I' — G définit une action du groupe I" sur g via
la représentation adjointe Adg. L’algebre g devient ainsi un I'-module et on peut
donc définir la cohomologie H*(T', g) de T" (en tant que groupe discret) a coefficients
dans g. Weil montre alors le:

THEOREME II.  Soit r € R(T',G) ou T est un groupe de type fini et G un
groupe de Lie. Si HY(T',g) = 0, le morphisme r est localement rigide.

Des lors ce critere motive la recherche de méthodes de calcul du groupe de
cohomologie H'(T',g) censé mesurer le défaut de rigidité d'un réseau dans un
groupe de Lie (voir notamment [5], [6]). Par exemple si I' et G sont abéliens,
I'action de T' sur G est triviale et H'(I',g) = R" ® g oi1 n est le rang (de la partie
libre) de T'; le cas nilpotent est aussi relativement facile & traiter.

Par contre, a notre connaissance, il n’existe pas dans la littérature d’exemples
de calculs explicites de cohomologie pour les réseaux dans les groupes de Lie
résolubles non nilpotents. C’est I'objet de ce travail: on se propose d’étudier
le cas non trivial des déformations du réseau obtenu comme produit semi-direct
de Z agissant sur Z™ (oun > 2) a’aide d’une matrice hyperbolique A € SL(n, Z)
diagonalisable et & valeurs propres réelles strictement positives. Si A = PDP~!,
on peut définir pour tout réel ¢t la puissance A? en posant A* = PD*P~1, ot D? est
la matrice diagonale des valeurs propres élevées a la puissance t et ainsi construire
le produit semi-direct G = R™ x4 R dans lequel la multiplication s’écrit:

U,z)(V,y) = (U + A"V, 2 +y).

Le groupe G, muni de sa structure canonique de groupe de Lie, est résoluble et
I' = Z" x4 Z est un réseau cocompact dans GG. Nous établirons dans un premier
temps le résultat suivant:

THEOREME. Si A admet k valeurs propres distinctes de multiplicités respec-
tives my, ..., my, alors l'espace H*(T, g) est de dimension 2521 m? —1.

Ce résultat, a lui-seul, ne permet pas d’affirmer que le réseau I' n’est pas
localement rigide dans GG, mais laisse présumer qu’il en est ainsi. A ce niveau,
a défaut de rigidité locale ou de non-rigidité locale clairement établie, on peut
néanmoins se poser la question d’une rigidité locale relative au sens suivant:

DEFINITION.  Soient I' un groupe de type fini, H un groupe topologique et
G un sous-groupe de H. Un morphisme 7 : I' — G sera dit localement H-rigide
si tout morphisme ' : ' — G suffisamment proche de r est conjugué a r par un
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élément de H, c’est-a-dire s’il existe un voisinage V' de r dans R(I", G) tel que:
Vor'eV, IheH, Vyel, 7' (y)=hr(y)h "

Si I' est un sous-groupe de G, on dira que I' est localement H-rigide dans G si
I'injection canonique de I" dans G est localement H-rigide.

Notre groupe G = R™ x4 R et son réseau I' = Z" x4 Z peuvent étre con-
sidérés comme sous-groupes de H = SL(n + 1, R) (d’algebre de Lie b, ensemble
des matrices carrées réelles de dimension n + 1 et de trace nulle) au moyen du

plongement
A* U
u: (U,x) — .
0 1

On peut naturellement s’interroger sur 1’éventuelle rigidité locale de I' dans H.
On remarquera que H est un groupe de Lie semi-simple, mais dans lequel T’
n’est pas un réseau, et donc que cette situation ne remplit pas les hypotheses
du théoreme I. Par ailleurs, le calcul de I'espace H'(T,h) dans le but de pouvoir
éventuellement appliquer le théoreme II semble particulierement difficile. Nous
montrerons néanmoins que:

THEOREME.  L’application linéaire HY(T',g) — H(T,h) induite par l'injec-
tion G — H est nulle.

Ceci laisse penser que I' est localement H-rigide dans G. En passant par
la détermination directe des déformations de I' dans G relativement a H, nous
montrerons que c’est effectivement le cas. Plus précisément:

THEOREME.  Etant donnée une déformation T'®) de T dans G (voir propo-
sitions 11 et 12 pour les notations) il existe un unique élément K de H proche de
Videntité tel que T©) = KI'K~', a4 savoir:

. kPIOP™Y g(A-D)71Y0 U
B 0 K

1
) ot k= det (&) T

Ce résultat et sa preuve nous permettront d’ailleurs d’affirmer non seulement
que, comme on pouvait le supposer, I' n’est pas localement rigide dans G (Corol-
laire 14), mais que de plus T' n’est pas localement rigide dans H (Proposition
15).
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2. Calcul de I’espace H!(T,g).

2.1. Cohomologie des groupes: quelques rappels.

Avant toute chose, rappelons rapidement que pour calculer la cohomologie
d’un I'-module V' (T groupe quelconque fixé) de maniere effective (voir par exemple
[4, p.1 & 22]) on peut la considérer en tant que cohomologie du complexe des
cochaines inhomogenes:

o-vicorv)yLerrv)L ...

ott, pour tout k > 0, C*(I', V) est I'ensemble des applications de I'* dans V' (en
faisant I'identification C°(T', V') = V), et la différentielle d s’écrit (on se contentera
ici des degrés < 1):
dv(y) =vwv—v pourtousv e Vetyel,
dF(v,y") =7.F(y') = F(y¢') + F(y) pour tous F € C*(T',V) et 7,7 €.

Les 1-cocycles a valeurs dans V sont ainsi les applications F: ' — V vérifiant:
F(yy')=F(v) +7.F(y') pour tous v,7" €T.

Identifions I" & sa représentation dans GL(V'); on montre que:

PROPOSITION 1.  Si T = (v) est isomorphe & Z alors

Ker(y — Idy) sin=0,
H"(T,E) ~ ( Coker(y —Idy) sin=1,

0 sin > 2.

2.2. La représentation adjointe de GG et les champs invariants.

Revenons maintenant a la situation qui nous intéresse: I' = Z™ x4 Z réseau
dans G = R" x4 R agissant sur I'algebre de Lie g au moyen de la représentation
adjointe de G. Tachons de décrire cette action et dans un premier temps d’en
déterminer les invariants. Pour tout h € G, Adg(h) est Papplication induite sur
g, espace canoniquement isomorphe a ’espace tangent ToG (’élément neutre de G
étant noté 0), par la dérivée de 'automorphisme intérieur py: g — hgh~!. Aussi,
pour tous h = (U, z) et g = (V,y) dans G, on a:
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ph(g) = (U7 LL‘)(V7 y)(U,;E)_l
=U+ A"V, z+y)(—A"U, —x)
— (U + ATV — AV, ).

La structure de variété de G peut étre définie par la seule carte de G dans R"!:
(1, yTn)y Tps1) — (T1, -, Ty Tige1) -

Dans les reperes naturels des espaces tangents T,G et T
dgpn est représentée par la matrice par blocs:

)G, la différentielle

pn(g

De AY = PDYP™, on tire 4= = PDY(In D)P~!, ot:

1Y In pq
DY = et InD = .
Y In

Dol

A* —PD¥(InD)P~'U
dgph = 1 )

et en ’élément neutre 0 de G:

A* —P(nD)P~'U
dopn = 0 .

1
Considérons les champs de vecteurs tangents X, ..., X, X,,11 sur G définis
par:
X4 8/83:1
t
: D¥n+1 P () :
| - : (1)
X, 0 1 /0y,

Xn+1 8/8xn+1
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Si P = (pij)i<ij<n> ces champs prennent en g = ((Z1,...,%n),...,Tn+1) la
valeur: -

0 0
; = Tn+1 P B . 1 <3 < .
Xi(g) = pi™n+ (p“axl (9) + -+ Pni . (g)> sil<i<n;

0

Xnt1(9) = Era

(9)-

On vérifie aisément que ces champs forment une base de 'algebre de Lie g de G
et que de plus, pour tout ¢ € {1,...,n}, on a:

0 sil<j<m

[X:, X;] = o
—(Inp)X; sij=n-+1

On travaillera par la suite exclusivement dans cette base, dans laquelle dgpy,, ¢’est-
a-dire Adg(h), a pour matrice:

Pl 0\ [A® —P(nD)P-U\ (P 0
s () (5 ) ()

(D —(mD)PU
=, | .

On remarquera que, en tant que sous-groupes de I', d’une part Z agit triv-
ialement sur RX, 1, et d’autre part Z™ agit trivialement sur go = @, ; RX;.
On établit ainsi de maniére immédiate la proposition suivante:

PROPOSITION 2.
(i) H(Z",9) = go ~ R"™;
(i) H°(Z,9) = RX,,11 ~ R;
(iii) HO(T,g) = 0.

2.3. Les espaces H'(Z",g), H'(Z,g) et H'(T,g).

Toujours considérés comme sous-groupes de I, Z™ et Z agissent sur g.
Déterminer leur cohomologie a valeurs dans g, et plus précisément la forme des
1-cocycles pour ces actions, nous sera utile pour calculer H(T', g).

Pour toute 1-cochaine inhomogene F' : Z™ — g et tout U € Z™, on pose:
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wLF(U)

( Wr(U) ) \ : "
P(U) = ot Wp(U) = : € R
wn+1,F(U) me(U)

Notons M(n, R) I’espace des matrices carrées réelles de dimension n.

PRrROPOSITION 3.
(i) Les 1-cocycles F : Z™ — g sont les applications de la forme:

F(U) = <M5U> ot Mp € M(n, R).

(ii) Un l-cocycle F : Z™ — g est exact si, et seulement si, il existe w € R tel
que:

(—w(lnD)P‘1U>
YUeZ", F{U)= . .

(iii) L’espace H(Z",g) est de dimension n* — 1.
PREUVE.
(1) Soient F' : Z™ — gun 1-cocycle et (¢;j)1<;j<n le sytéme canonique de générateurs
de Z™. De I'égalité F(c; + ¢;) = F(cj + ¢;) pour tous 4,5 € {1,...,n}, on tire:
F(ei) 4 (¢4, 0)-F(e;) = Flej) + (¢5,0)-F(ei),
et donc:

(¢j,0)-F(ci) = Fei) = (¢4,0)-F(es) = F(ey),

ce qui s’écrit matriciellement:

(o —(lnD)P_lcj>< We(c;) )_ (0 —(lnD)P_lci>< Wr(c;) )
0 0 ’wn+1’p(0i) B 0 0 wn+1’F(Cj) .

D’ou

wn+1,F(Ci)Cj = wn+1,F(Cj)Ci7
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et comme ¢; et c¢; sont linéairement indépendants dans R"™ lorsque ¢ # 7,
Wn+1,7(¢;) = 0 pour tout ¢ € {1,...,n}.

Soit J la projection de g sur go; comme Z™ agit trivialement sur gg, J o F' est un
morphisme de groupes de Z™ dans go, donc est de la forme (J o F)(U) = MpU,
avec Mp € M(n, R). Ainsi F est nécessairement de la forme:

MpU
F(U):< g )

Réciproquement, toute application F: Z™ — g de cette forme est un 1-cocycle car

alors:
Mp(U+YV) MpU MgV
FU+V)= 0 =\ + 0
MpU MgpV
= < 0 ) + (U, 0). < 0 ) = F(U) + (U,0).F(V).

(ii) Les 1-cobords F: Z™ — g s’écrivent:
FU)=(U0).X—-XouXeg.

Si X = (%), alors

(iii) découle immédiatement de (i) et (ii). O
Pour ce qui est de I'action de Z, on a la proposition qui suit:

PROPOSITION 4.

(i) Les 1-cocycles F: Z — g sont les applications de la forme:

DS —I)(D—D)"'Xp(1
F(s)_<( ) ) (1)

sxF(]_) > ol XF(].) S Rn,(EF(].) € R.

(ii) L’espace H'(Z,g) est de dimension 1.
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PREUVE.
(i) De maniére générale (voir par exemple [4, p.21]), on connait la forme des
1-cocycles dans un Z-module; ainsi on peut voir que dans notre situation les 1-
cocycles F: Z — g s’écrivent:

~57(0,k).F(1) sis<o.

k=s
Donc ici:
s—1 -1
F(s) = ];DkXF(l) sis>0et F(s) = _kz:;DkXF(l) si s < 0.
srp(l) stp(l)

Aussi, pour tout entier s > 0: D% — I = ( Z;é D*)(D — 1), et

D™ —I1=-D"%D*—1I)

= —DS(ED’“)(D—I) :—( i D’“)(D—I),

k=—s

d’oti la forme annoncée pour F'(s).
(ii) Soit ¢ = (0, 1) le générateur de Z dans I'. On sait que (¢f. Proposition 1):

H'Y(Z,g) ~ Coker(Adg (o) — 1d,),

espace vectoriel clairement de dimension 1 étant donné que Adg(o) —Idg a pour

D-1 0
i O
0 0
Ces deux derniéres propositions nous permettent de décrire les 1-cocycles de
I" dans g:

matrice:

PROPOSITION 5. Les 1-cocycles F : T' — g sont les applications de la forme:
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FU.5) = (MFU +(D* = I)(D — 1)1XF(1)> |

0

ot Xp(l) € R" et Mp € M(n, R) est telle que MpA = DMp.

PREUVE. Soit F': I' — g un l-cocycle. Les restrictions F|zn et Fjz sont
alors des 1-cocycles respectivement de Z™ et Z a valeurs dans g et qui s’écrivent
donc:

Fizn(U) = <M§U> et Fiz(s) = <(DS - DD - [)1XF(1)> ;

szp(l)
ot Mp € M(n,R), Xp(1) € R" et zp(1) € R. Aussi, pour tout (U,s) € I:

F(U7 S) = F((U7 0)(0, 8)) = FlZ"(U) + (U, 0)'F\Z(3)7
= F((0,5)(A70,0)) = Fig(s) + (0,5).Fizn(A70). (2

D’ou I'égalité
(U.0).Fiz(s) ~ Fiz(s) = (0,5).Flz(A~U) — Fizn(U),

ce qui, pour s = 1, donne:

0 —(InD)P~U\ [(Xr(1) D 0\ [MpA~'U MpU

b)) GO ()
et donc:
—2p(1)(InD)P™'U = (DMpA~" — Mp)U = (DMpPD™' — MpP)P~'U.
Ceci étant pour tout U € Z", en posant Np = MpP = (n;;)1<i, j<n O a:
DNpD™ ' — Np = —zp(1)InD.

Or cette derniére égalité signifie que, pour tous 4,j € {1,...,n},

(ip; ' = Vngj = —zp(1)6;; In s, (3)
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ou 0ij est le symbole de Kronecker, ce qui lorsque ¢ = j force (1) & étre nul, si
bien que DNpD~! = Np. Ainsi DMpP = MrPD, ou encore:

DMy = MpPDP™! = MpA. (4)

Finalement, suivant (2), F est de la forme:

FU.5) = (MFU +(D* - I)(D — I)—1XF(1)> |

0

Réciproquement, on montre sans peine que toute application F: I' — g de cette
forme avec la condition (4) est un 1-cocycle. O

PROPOSITION 6. Les 1-cobords F: T — g sont de la forme:

F(U,s) =

(w(ln D)P~'U + (Ds —T)W
0

) ouWeR"we R.

PREUVE. Les l-cobords F: I' — g sont les applications qui s’écrivent:

F(U,s)=(U,s).X —X, ou X €g.

W D*—1 —(nD)P'U\ (W
SiX:<w>,alorsF(U7s):< 0 0 ><w>

B (—w(ln D)P~U + (D* — I)W)
- . :

Nous sommes des lors en mesure de déterminer la dimension de l’espace

H'\(T,g):

THEOREME 7. Si A admet k wvaleurs propres distinctes (k < n) et si
mi,...,mi sont leurs multiplicités respectives, alors:

k
dim H'(I,g) = > m;* - L.
i=1

PREUVE. La relation (3) qui, en définitive, s’écrit:

Vi, je{l,...,n}, (mip; " = )ni; =0,
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montre que ’ensemble .#Z 4 des matrices Ng telles que NgD = DNp est le sous-
espace de M(n, R) engendré par I’ensemble des matrices élémentaires E;; telles que
pi = pj. La dimension de ce sous-espace est donc égale au cardinal de I’ensemble
Aa={(7) e{1,... ,n}2’ui = 1}, cC’est-a-dire a:

k k
n+2 Z (Tgl) :n—i—Zmi(mi—l)
i—1 i=1

m;>2
k k k

= n—l—ZmiQ — Zmi = Zmﬁ.
i=1 i=1 i=1

On déduit alors de la proposition 5 que ’application
¢: F— (Xp(l), MpP)

est un isomorphisme entre 'espace Z*(T", g) des 1-cocycles et R™ @ .# 4, d’olt
k
dim ZY(T,g) =n + Zmiz'

i=1

D’apres la Proposition 6, I'image par cet isomorphisme de ’ensemble BY(T, g) des
1-cobords est:

¢(B'(L,9)) = {((D — )W,~wln D)|W € R",w € R},

et par conséquent dim BY(T',g) = n + 1, d’ou:
k

dim H'(T, g) = dim Z'(T', g) — dim B (T, g) = » “m;* — L. O

i=1

3. Le morphisme induit H'(T',g) — H*(T,h) est nul.

Comme il a été dit dans I'introduction, on peut considérer G comme un sous-
groupe de H = SL(n + 1, R) au moyen du plongement

(U A* U
w: ( ,x)»—»(o 1).



Déformations de réseauzr dans certains groupes résolubles 409

On peut restreindre ce morphisme au groupe I' et s’intéresser a ses déformations,
autrement dit & I’espace de cohomologie H' (T, h), I' agissant sur h = sl(n + 1, R)
au moyen de Adgy ou, ou la représentation adjointe Ady de H est simplement
la conjugaison dans h. Cependant, le calcul explicite de cet espace, et donc la
question de la rigidié locale de I dans H, apparait comme assez difficile.

Néanmoins, u est une application analytique de G dans H et on montre
aisément (en utilisant le fait que w o p, = py(,) o u pour tout v € T') que sa
différentielle du : g — b induit un morphisme entre les complexes de cochaines
(CK(T, g))ken et (C*(T,h))ren, et donc un morphisme, encore noté du, entre les
espaces de cohomologie H*(T,g) et H*(T',h), du : [F] + [du o F]. Dans ce qui
suit, nous allons nous attacher a montrer que ce morphisme est nul.

3.1. L’application exponentielle de G.
Afin d’obtenir I'expression de la différentielle du : g — b, on aura besoin de
celle de 'application exponentielle de G faisant commuter le diagramme:

_* . H

eXpT Texp

_—
du h

Rappelons que nous nous sommes fixés dans g la base X1, ..., X,, X,,4+1 suivante:

0 0
Xi(g) = pi™+ (ph o (g) + -+ Pni Do (g)> sil<i<mn;

0

Xnt1(g) = m

PROPOSITION 8.  L’application exponentielle exp : g — G est définie par

n+1
exp (Z )\iXi> = (P®(Apg1) A, Any1),
i=1

AL $1(t) .
012A—<§>,<I>(t)—< )avecgﬁi(t)—i‘fn;},lgign.
An &n(t) /

PREUVE. Pour toute fonction numérique f analytique sur G, on a:
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fexptX) = i%’j
k=0
Considérons pour chaque entier j € {1,...,n + 1} la fonction numérique
fitg= (1, Tn), Tny1) = 5.

Soit j € {1,...,n} fixé; on a:

(Xifi)(g) = ™+ (pugﬁ(g) SRR +pmg£(g)) = Pt si 1< i < n;

(Xnt1f5)(9) = 0.
D’ou

(X/Xifi)g) =0 Vie{l,...,n+1},Vie{l,...,n};

(X1 Xifj)(9) = (Inpi)pjipa™+ Vi€ {l,...,n};

(Xn41”f5)(g) = 0.

Et pour tout entier k:
(Xn1"Xi£5)(9) = (In ) ¥ pjips®+* pour tout i € {1,...,n}.
Ainsi, si X = Y7\ X, on a:

filg) =x; si k= 0;

(X" 1) (9) =
’ A" 0 Aipgi (o )P~ sik > 1

D’ou, si Ap41 # O:

oo

fj(eXpX) = Z n+1 Z&P;z lnlffz -t

k=1

iPji )\n 1 l)k
_Z,\ AiDji Z( +1k!nu

n+1 In Ni
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= Z Aipji

Anprlnps _q

Ant1In g
= Z AiDjidi(Ant1),
i—1

expression qui reste valable lorsque A, 11 = 0 en considérant les fonctions ¢; pro-
longées par continuité en 0. On vérifie de maniére immédiate que

fi(exp X)
: — PO(Ani1)A.

fn(exp X)
Pour ce qui est de la derniére composante, on a:

{(Xifn+1)(g) =0 pour 1 <i < n;
(XnJrlfnJrl)(g) =1

Par conséquent:

fny1(exp X) = A1 U

Dans la Section 2.2, nous n’avons pas eu recours a l'application exponentielle
pour déterminer la représentation adjointe de G. On peut éprouver la validité
de I'expression que nous venons d’établir en constatant la commutativité du dia-
gramme:

exp exp

_
Adg(v)

En effet, si v = (U, s) € T est fixé, on a:

n+1
0y (exp > )\in') = (U, 8)(P®Npy1)A, Ay 1) (—ATU, —s)
1=1
= ((I = AM U + A*PO(Npi1)A Ani1)
= (P(I — DM+ )P7'U + PD*®(X\y1)A, Ag1)
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Or [ — DM+ = — X\, 1®(\,11)In D, si bien que
n+1
Py (exp > MXi) = (P®(N41) (A1 (In DYPTIU + DA), A1)
i=1

Aussi,

~Ans1(InD)YPIU + DSA D* —(InD)P~'U A
An+1 a 0 1 An+1

sont les coordonnées de Adg('y)(Z:?:l1 AiX;), et donc
n+1 n+1
Py (exp Z )\in) = exp (Adg(’}/) Z /\in') .
i=1 i=1

3.2. La différentielle du.
PROPOSITION 9.  La différentielle de 'application v : G — H est l'applica-
tion du : g — b telle que

A1
ntl Anp1PnD)P~1 PA

du(Z)\in) = ( sl ) ) ou A= :
i=1 0 0 A

PREUVE. Soit X = Z@;l A X tel que A1 # 0, alors

7

Arntt PO(N,41)A D>n+r ()
u(epr):( Pnt1) ) :K( )K‘l
0 1 0 1

avec

P —P(D+ — [)71®(Ayy1)A
K= 0 1 ’

et donc
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ulexp X) = K (exp (AnﬂolnD g)) Kt

In D
— exp (AnHK (no g) K—1> .

Par conséquent,

mD 0\ | (Aup1PnD)P' PA
du(X) = A1 K K = . (5)
0 O 0 0

Dans le cas ou A,+1 =0, on a:

I PA 0 PA

u(exp X) = = exp )

0 0 0 0

et 1’égalité (5) reste donc valable. O

3.3. Nullité du morphisme induit du : H'(T,g) — H(T,b).

PrOPOSITION 10.  Pour tout 1-cocycle F : T — g le 1-cocycle duo F : " — b
est exact. Plus précisément, F' étant de la forme donnée a la Proposition 5, on a
pour tout v = (U,s) € I

(duo F)(v) = Adg(u(v))OF — OF
i O — ((T‘fnif‘fF)I — PMp P(D- 1)—1XF(1)>

Tr PMg
0 n+1

PREUVE. Un l-cocycle F' et un élément « étant fixés, on a:

Adg(u(v))Or — OF

(AS U) ((Tfn’ij)I—PMF P(D—I)—IXF(D) (As —ASU>

Tr PM
0 1 0 T PM e 0 1

- ((“fffF)f — PMp P(D— f)lXFu))

0 TI'PMF
n+1

(-ASPMFA—S + PMp ASPMpA=°U + (A® — I)P(D — I)—1XF(1)>
a 0 0 '
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Aussi,

APMpA~' = PDMpPD P!
= PMpAPD 'P™!' car MrA = DMy
= PMp.

Donc, pour tout s € Z, A*PMpA~—° = PMp, et par conséquent:

Adg(u(7))OF — Op = (2 PMpU + P(D? —OI)(D - I)_lXF(1)>

= (duo F)(v). O

Par analogie avec ’énoncé du théoreme II, la proposition 10 nous amene a
penser que I' est localement H-rigide dans G. C’est ce qu’on va effectivement
montrer dans la partie qui suit.

4. Le groupe I est localement H-rigide dans G.

Dans cette derniere partie les groupes I' et G seront toujours considérés
comme des sous-groupes de H. On peut montrer sans difficulté que I' admet
pour présentation:

Y1V Vnt1 e T, 1< j<n
I'= Y1y Vns Yn+1 .

iyt 1<i<ji<n

Cette donnée de I' en termes de générateurs et relations va nous permettre
d’expliciter les morphismes de groupes de I" dans G.

PRrROPOSITION 11.  Les générateurs de I' dans H étant:

I U e }
v = pour j € {1,...,n},
7\ 1

A0
Yn4+1 = 0 1 )

les éléments de R(T',G) sont les morphismes r qui vérifient:
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I RU;
r(’Yj)=<O 1J> pour j € {1,...,n},

Atn+1 Rn+1
0 1)’

r(Yn41) = (
ot Re€ M(n,R), Ryt1 € R", t,41 € R sont tels que A'»+'R = RA.

PREUVE. Soit 7 : I' — G un morphisme de groupes. Posons g; = r(vy;) pour
tout j € {1,...,n+ 1}; alors:

Ati Rj
g9j = 0 ] ol t; € R et Rj = (Tij)lgign € R",

et il faut que:
Vie{l,....on}, gnr1gign = g™ . ga, (6)

Or pour tout j € {1,...,n+1}:

1 Atj (I - Atj)RnJrl + AthRj
In+1959n+1 = 0 1 s

et, en ne s’intéressant pour l'instant qu’au premier bloc:

a; Qo i Atl Rl “w At" Rn “n
g1 -o-Gn - 0 1 0 1

(AXXH aijti G

ou S e R"
0 1

La condition (6) entraine donc: V j € {1,...,n}, t; = > a;;t;, c'est-a-dire

A-n|:|=o0
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Par conséquent ¢; = 0 pour tout j € {1,...,n} et la condition (7) s’en trouve
vérifiée. Ceci étant, on a S = Z?:l ai; R;, et donc:

g = I Yy aiR
1 . = .
! 0 1

Ainsi A"+ R; = > a;;R; pour tout j € {1,...,n}, c’est-a-dire, en posant

R=(rij)i<i j<n

RA = A""+'R. O

De 1a, on peut également décrire assez aisément les déformations de I' dans

G:

PROPOSITION 12.  Les déformations du sous-groupe I' dans le groupe G sont
les sous-groupes T'€) de H engendrés par les éléments %5)7 ey 'y,(f), 'Yy(f-s)q de la
forme:

I PIe®©p-1iy;
(E)—< J) st1<j5<n,

’y, =

! 0 1
VO A YL el
n+1 0 1 ’

ot 1) = T + Yijyean CiiLij, 6] < 1, || << 1, et en rappelant que Ay =
{(7’7]) € {la s 7n}2|.u’i = M]}

PREUVE. Les déformations I'®) de I" sont les sous-groupes de H engendrés

par les éléments %E), e ,fy?(f), *yff_?_l qui a priori peuvent étre mis sous la forme:

() _ (I P(I+Zlgi,j§n eijEij) P~'U;

v = sil<j<n,
0 1

n+1 — 0 1

& _ (AHG Z?_lﬁiUz)

et qui, d’apres la Proposition 11, doivent de plus vérifier:
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A1+€P<I+ Z GijEij>P_l = P<I+ Z GijEij>P_1A,

1<i,j<n 1<i,j<n

c’est a dire:

DH—E(I—F Z EijEij> = (I—‘r Z EijEij)D.

1<i,j<n 1<i,j<n

Puisque D = Z1< ij<n 03145, cette relation s’écrit:

Yo w0y tea)By= ) ni6i+ei)Eij,

1<ij<n 1<i,j<n
et donc
Vi, je{l,...,n}, u}“(éi]’ + i) = w1y (0i5 + €i5)- (8)
Pour ¢ = j, ceci donne:
Vie{l,...,n}, it (1 +e) = pi(l+ €:),

et les ¢;; étant suffisamment petits pour que 1+ ¢;; # 0, on a uf“ = p; pour tout
i, et donc € = 0. La condition (8) devient ainsi:

Vi, jged{l,...,n}, pi€ij = picij,
d’ou
Vi, jed{l,...,n}, p #pu; = ¢€;=0. O
THEOREME 13.  Le sous-groupe I est localement H-rigide dans G. Plus
précisément, étant donnée une déformation T'€) de T dans G telle que décrite

dans la Proposition 12, il existe un unique élément K de H proche de l'identité tel
que T©) = KTK~!, 4 savoir:

. KPIO P~ g(A-D7IYT U
B 0 K

1
) ou k= det [(8) T
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PREUVE. Soit I'®) une déformation de I’ dans G; supposons qu’il existe
K € H tel queT®) = KK~ j.e. KT =T K. On pose

K K¢ _
K= avec K € M(n, R).
KL K

Alors, pour tout j € {1,...,n}:
K K¢\ (I U; I PI®OP'U)\ (K Ko
K, w/J\o 1) \o 1 K, k)’

K KU;+ K¢ K+ PI®P-U;K;, Ko+ kPIEP-1U;
K, K Uj+k) Ky K ’

c’est-a-dire

d’ou on tire:
PI®P-U;K, =0,

Vjie{l,...,n}, { (K - kPI®P1U; =0,
KL U; =0.

Par conséquent K; = 0, K = kPI®P~! et de la condition supplémentaire

_1
det K = 1, on tire K = +det I "7 (les €;; étant suffisamment petits pour
que I©) soit inversible et x pouvant étre négatif si n est impair, mais o1 finale-
ment seul k£ > 0 pourra amener & une matrice K proche de identité). De plus,

on a:
K Ko\ (A0 A ST U\ (K Kc
o x/J\o 1/ \o 1 0 k)’

(RA Kc> (AR AKC + K Z:l:l 62U1>

0 K 0 K

i.e.

dot KA = AK, égalité qui est bien vérifiée avec K = kPI©P~1 et Ko =
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—k(A—1)"' 3" | U;. Finalement:

X kPIOP™Y g(A-D)71Y0 U
— . ) :

Le théoreme 7 nous laissait a penser que le réseau I' n’est pas localement
rigide dans G, ce que 'on on peut maintenant affirmer:

COROLLAIRE 14. Le réseau I' n’est pas localement rigide dans G. Plus
précisément, les déformations de I' qui sont conjuguées a I' dans G sont les sous-

groupes T'€) engendrés par les éléments %E), e 7(15), %(21 de la forme:
I AU,
7](5): T osit<j<n,
0 1

7(e) _ A YL U
" \o 1 '

PREUVE. Etant donnée une déformation I'®) de T' dans G, il s’agit de voir
si 'élément K donné par le Théoreme 13 est dans G. Or ceci est le cas si, et
seulement si, il existe un réel e tel que

PI®O Pt = A je I = De, (9)
det 1) =1, (10)
ou la condition (10) est automatiquement vérifiée avec la condition (9). O

Nous pouvons méme maintenant prouver que:
PropoSITION 15.  Le groupe I' n’est pas localement rigide dans H .

PREUVE. Considérons une déformation I'®) de I' dans H, ne différant
de celle considérée dans la démonstration du Théoreme 13 que par le dernier

générateur, qui sera ici:
Al 0
'7(8-4)-1 = 1
" 0 detl®~
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ouI®) =71+ Z(i,j)GAA € E;; est pris tel que det I(®) = 1.
Comme dans la preuve du Théoréme 13, on déduit des relations Kvy; = 'yj(»s)K ,

1 < j < n, qu'une matrice K proche de I'identité susceptible de conjuguer ') &
I' dans H est nécessairement de la forme:

K K, 1
K= (0 C) otk =det 1) " K = kP p-t
K

Mais ici, la derniere relation K, 41 = fyr(;)_lK s’écrit:

K K&\ (A0 AT 0 K K¢
o «/)\o 1/ o wtt)\o k)’

ce qui entraine k1! =1 et donc la contradiction det I(€) = 1. O

On remarquera finalement comment dans cet exemple Pespace H* (T, g) quan-
tifie le défaut de rigidité de I" dans GG. On constate en effet que la dimension de cet
espace est exactement la différence entre le nombre de parametres de déformations
de T" dans G (les n nombres ¢; et les Zle m;% nombres ¢;; de la Proposition 12)
et le nombre de ces parametres, a savoir n + 1, qui produisent des déformations
conjuguées a I':

dim HY (T, g) = <n + imﬁ) —(n+1).

En outre, le groupe I' s’avérant localement H-rigide dans G tout en n’étant locale-
ment rigide ni dans G ni dans H, la notion de rigidité locale relative introduite
ici prend pleinement son sens, le résultat de la Proposition 10 nous incitant par
ailleurs a énoncer une généralisation du Théoreme II qu’il resterait a démontrer:

CONJECTURE.  Soient I un groupe de type fini, H un groupe de Lie et (G, u)
un sous-groupe de Lie de H, d’algébres de Lie respectives by et g, et r € R(T, G).
Si le morphisme du : HY (T, Adg or) — HY(T, (Ady ou)or) induit en cohomologie
par u est nul, alors le morphisme r est localement H-rigide.

REMERCIEMENTS. L’étude des déformations du réseau I' dans le groupe
de Lie G présentée ici m’a été suggérée par A. El Kacimi dans le cadre de ma
these de doctorat, la bonne idée d’aller voir comment le groupe I' se comporte
dans SL(n + 1, R) revenant par ailleurs & R. Parthasarathy. Je les en remercie,
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ainsi que pour les discussions que j’ai pu avoir avec eux durant 1’élaboration de ce

travail.
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