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Polyèdre de Newton et trivialité en famille
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Abstract. In this paper we consider the following problem suggested by T.-C.

Kuo. Given a convenient Newton polyhedron G and a convergent power series

f . Under what conditions the topological type of f is not a¤ected by perturbations

by the functions whose Newton diagram lies above G ? If G consists of one face only

(weighted homogeneous case) then the answer is given by theorems of Kuiper-Kuo and

of Paunescu. In order to answer this problem we introduce a pseudo-metric adapted

to the polyhedron G which allows us to define the gradient of f with respect to G .

Using this construction we obtain versions relative to the Newton filtration of Łoja-

siewicz Inequality for f and of Kuiper-Kuo-Paunescu theorem. We show that our re-

sult is optimal: if Łojasiewicz Inequality with exponent r is not satisfied for f then the

r-jet of f with respect to the Newton filtration is not C 0 su‰cent. In homogeneous

case this result is known as Bochnak-Łojasiewicz Theorem.

Next we study one parameter families of germs ft : ðR
n
; 0Þ ! ðR; 0Þ of analytic

functions under the assumption that the leading terms of ft with respect to the Newton

filtration satisfy the uniform Łojasiewicz Inequality. We show that in this case there is a

toric modification p of Rn such that the family ft � p is analytically trivial. Our result

implies in particular the criteria for blow-analytic trivliality due to Kuo, Fukui-Paunescu,

and Fukui-Yoshinaga.

Our technique can be also used to improve the criteria on C k-su‰ciency of jets

originally due to Takens.

Introduction.

La notion de su‰sance de jets a été introduite par René Thom dans les années

60. L’idée repose sur le fait que l’on peut ‘‘identifier’’ un germe de fonction aux

premiers termes de son développement de Taylor. En fonction de l’identification

que l’on veut faire, le problème est de savoir où il est su‰sant de s’arrêter dans le

développement.

T. C. Kuo et N. H. Kuiper (voir [6 ], [9]) ont démontré indépendamment, à

la fin des années soixante, que le nombre de Łojasiewicz déterminait l’ordre r du

développement de Taylor où il faut s’arrêter pour résoudre le problème d’un point

de vue topologique (C 0-su‰sance de r-jets). Plus précisément, ils ont démontré

le théorème suivant:
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Soit f : ðRn
; 0Þ ! ðR; 0Þ un germe de fonction analytique. Supposons qu’il

existe un réel e strictement positif tel que

jGrad f ðxÞjb ejxjr�1
quand x ! 0;

alors f et Hr0ðxÞ þ � � � þHrðxÞ ont le même type topologique local, où

Hr0ðxÞ þ � � � þHrðxÞ est la partie régulière du développement de Taylor à

l’ordre r.

L’inégalité du théorème s’appelle inégalité de Łojasiewicz et le plus petit

entier r tel que l’inégalité soit vraie s’appelle exposant de Łojasiewicz. Il est bien

connue que si le germe f est à singularité isolée, alors l’exposant de Łojasiewicz

est fini.

J. Bochnak et S. Łojasiewicz (voir [2]) ont établi le théorème réciproque,

c’est-à-dire que pour tout germe de fonction f qui ne vérifie pas l’inégalité de

Łojasiewicz à l’ordre r, il existe un germe de fonction qui a le même développe-

ment de Taylor que f à l’ordre r sans avoir le même type topologique local.

Pour démontrer ce théorème, dans [6], Kuo a construit un champ de vecteurs

pour avoir la C 0-su‰sance de germes de fonction. Etant donnés deux germes de

fonction à singularités isolées, considérons l’homotopie qui les relie. Ce champ

de vecteurs est construit en projetant le vecteur unité de l’axe t (espace du temps)

sur l’espace tangent des niveaux de surface non nuls de l’homotopie, et en nor-

malisant le vecteur projeté de telle sorte que la composante sur l’axe t devienne

égale à 1. Le champ de vecteurs ainsi obtenu est très naturel et est essentiel pour

établir équivalence ou trivialité dans de nombreuses catégories. Toute la di‰culté

est alors de trouver une nouvelle version du champ de vecteurs de Kuo pour obtenir

cette équivalence ou cette trivialité.

En dérivant le champs de vecteurs de Kuo, F. Takens a montré (voir [15])

qu’un germe f qui vérifie l’inégalité de Łojasiewicz à l’ordre r est C k-su‰sante,

ðkðr� r0Þ þ k � 1Þ-jets (i.e.: f est C k-équivalente à la partie régulière de degré

kðr� r0Þ þ k � 1 de son développement de Taylor).

On peut interpréter géométriquement les théorèmes de Kuiper-Kuo et de

Bochnak-Łojasiewicz de la façon suivante: Un germe f n’est pas perturbé topo-

logiquement par les fonctions dont le diagramme de Newton se trouve au-dessus

du polyèdre de Newton de jxjr si et seulement si le germe f vérifie l’inégalité de

Łojasiewicz pour l’entier r. Cette vision géométrique a amené Kuo à se poser le

problème suivant dans les années 80:

Soit f : ðRn
; 0Þ ! ðR; 0Þ un germe de fonction et soit G un polyèdre de

Newton commode fixé. Existe-t-il une condition nécessaire et su‰sante Cð f Þ

telle que f ne soit pas perturbée topologiquement par les fonctions dont le

diagramme de Newton se trouve au-dessus du polyèdre G ?
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L. Paunescu (voir [14]) a trouvé la condition Cð f Þ lorsque G représente un

polynôme quasi-homogène commode relativement à un système de poids w.

Dans la section 1, nous trouvons la condition Cð f Þ lorsque G est un poly-

èdre de Newton commode quelconque. Pour résoudre ce problème, motivé par

le théorème 1.3.6, nous introduisons une fonction de contrôle et des fonctions

compensatrices relatives au polyèdre.

Dans la section 2, nous donnons une généralisation naturelle du résultat

de Takens en introduisant un critère de C k-su‰sance relative à un polyèdre de

Newton.

Soit Wtðx; yÞ ¼ xyðx� yÞðx� tyÞ, t> 1, la famille de singularités de Whitney,

et soit b : M 2 ! R
2 l’éclatement de R

2 en 0, où M 2 est le ruban de Möbius.

Cette famille est C 0-triviale mais n’est pas C1-triviale. Kuo a cependant constaté

que la famille Wt � b est analytiquement triviale. Ce qui l’a amené plus tard à

introduire les notions de blow-analytique et de modification analytique (voir [8]).

Une fonction continue f : R
n ! R est dite blow-analytique s’il existe une composi-

tion finie d’éclatements, b, telle que f � b soit analytique. Par exemple, f ðx; yÞ ¼

x2y=ðx2 þ y2Þ est blow-analytique (mais pas C1). Un homéomorhpisme local h :

ðRn; 0Þ ! ðRn; 0Þ est dit blow-analytique si les composants de h et de h�1 sont

blow-analytiques. On dit que deux germes f1 et f2 : ðR
n; 0Þ ! ðR; 0Þ sont blow-

analytiquement équivalents s’il existe un homéomorhpisme local h blow-analytique

tel que f1 ¼ f2 � h.

Dans [8], [3], Kuo et Fukui-Paunescu, en deux étapes, ont démontrer le thé-

orème suivant:

Soit ftðxÞ, t A ½a; b�HR, une famille de germes de fonction analytique ayant

une forme initiale relative à une filtration homogène ou quasi-homogène et

admettant une singularité isolée à l’origine, alors la famille est analytiquement

triviale après une modification torique de R
n.

Dans [4], Fukui et Yoshinaga ont démontré le même résultat en supposant

que d’une part, ft est non-dégénérée au sens de Kouchnirenko, et d’autre part que

le polyèdre Gþð ftÞ est indépendant de t et qu’il est commode.

Nous montrons dans la section 3, qu’il est possible de supposer que la filtra-

tion est liée à un polyèdre de Newton commode quelconque:

Si ftðxÞ, t A ½a; b�HR, est une famille de germes de fonction analytique, ayant

une forme initiale relative à une filtration liée à un polyèdre de Newton

commode G qui vérifie la condition Cð f Þ nécessaire pour résoudre le problème

de Kuo (voir plus haut), alors la famille est analytiquement triviale après une

modification torique de R
n.

Ce résultat implique, en particulier, les théorèmes de Kuo, Fukui-Paunescu et

Fukui-Yoshinaga (voir [8], [3], [4]).
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Je remercie T.-C. Kuo, A. Parusiński et L. Paunescu de leurs nombreux

conseils.

1. Théorème de Kuiper-Kuo-Paunescu relatif à un polyèdre de Newton.

Deux germes de fonction f , g : ðRn
; 0Þ ! ðR; 0Þ ont le même type top-

ologique (local en 0) s’il existe un homéomorphisme local h : ðRn
; 0Þ ! ðRn

; 0Þ

tel que f � h ¼ g. On note £k l’ensemble de tous les germes de fonction f :

ðRn
; 0Þ ! ðR; 0Þ de classe C k, au voisinage de l’origine privé de 0. On donne

une relation d’équivalence sur l’ensemble £2 déterminée par le type topologique.

Dans [6 ], [9], [14] Kuiper-Kuo et Paunescu ont montré que pour toute fonc-

tion f de £2 vérifiant l’inégalité de Łojasiewicz relative à un polyèdre de Newton

Gþ commode et quasi-homogène (i.e.: défini par un polynôme quasi-homogène),

la fonction f n’est pas perturbée topologiquement par les fonctions dont le dia-

gramme de Newton est au-dessus du polyèdre Gþ.

L’objectif de cette section est d’arriver à une généralisation naturelle de ce

résultat, qui consiste à étudier le type topologique des fonctions de £2 vérifiant

une nouvelle inégalité de Łojasiewicz relative à un polyèdre commode non néc-

essairement quasi-homogène.

1.1. Diagramme de Newton.

Soit A ¼ ða j
i Þ i¼1;...;n

j¼1;...;m

une matrice de nombres rationnels non-negatifs. Nous

notons les vecteurs lignes et colonnes de A:

ai ¼ ða1i ; . . . ; a
m
i Þ; i ¼ 1; . . . ; n;

a j ¼ ða j
1; . . . ; a

j
nÞ; j ¼ 1; . . . ;m:

Nous notons aussi:

suppðAÞ ¼ fa j j j ¼ 1; . . . ;mg;

GþðAÞ ¼ enveloppe convexe dans R
n de l’ensemble suppðAÞ þ R

n
þ et

GðAÞ ¼ r�eeunion des faces compactes de GþðAÞ:

Nous appelons suppðAÞ le support de A, GþðAÞ le polyèdre de Newton de A et

GðAÞ le diagramme de Newton de A. On dit que A est une matrice de sommets si

le support de A est égal à l’ensemble des sommets du polyèdre de Newton de A

(i.e.: suppðAÞ ¼ ffaces compactes de dimension 0 de GþðAÞg). Nous supposons

que le polyèdre GþðAÞ est commode, c’est-à-dire que l’intersection du polyèdre

GþðAÞ avec chaque axe coordonnée est non vide. On dit que la matrice A est

commode si le polyèdre GþðAÞ est commode. Par la suite, nous supposerons que

A est une matrice de sommets commode.
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Si p est un nombre réel positif, nous notons:

p
j
i ¼ pa

j
i et p j ¼ pa j:

Nous introduisons la fonction de contrôle du polyèdre GþðAÞ; c’est la pseudo-

norme r définie par, pour tout point x de R
n,

rðxÞ ¼
X

m

j¼1

x2p j

 !1=2p

¼
X

m

j¼1

Y

n

i¼1

x
2p

j

i

i

 !1=2p

:ð1:1:1Þ

Nous pouvons choisir p assez grand pour que les réels 2p j
i soient des entiers, de

telle sorte que r2p soit de classe Cy. Par conséquent, les sphères associées (non

vides)

Sr ¼ fx A R
n j rðxÞ ¼ rgð1:1:2Þ

à la fonction de contrôle r sont des variétés de classe Cy.

On pourra supposer par la suite que les n premières colonnes de la matrice

de sommets A représentent les sommets axiaux du polyèdre GþðAÞ (i.e.: l’inter-

section du diagramme de Newton de A avec les axes de coordonnées). Ceci re-

vient à dire que les n premiers sommets (ou colonnes) de A vérifient:

a j ¼ ð0; . . . ; a j
j ; . . . ; 0Þ et a

j
j > 0; Ej ¼ 1; : : ; n:

Exemple 1.1.1. Pour n ¼ 2, la matrice A est de la forme:

a11 0 � � � am
1

0 a22 � � � am
2

� �

.

Voici le diagramme de Newton de r2p:

Exemple 1.1.2. Si la matrice A est de la forme:

8 0 0 5 3

0 l 0 0 1

0 0 l 2 3

0

@

1

A, on a

le polyèdre de Newton GþðAÞ suivant:
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et la fonction de contrôle est donnée par: rðx1; x2; x3Þ ¼ ðx16
1 þ x2l

2 þ x2l
3 þ

x10
1 x4

3 þ x6
1x

2
2x

6
3Þ

1=2.

1.2. Les fonctions compensatrices.

Rappelons que pour une fonction f de £2, f est une w-forme de degré r,

pour le système de poids w ¼ ðw1; . . . ;wnÞ, si pour tout nombre réel positif t, on a:

f ðtw1x1; . . . ; t
wnxnÞ ¼ tr f ðxÞ:

Soit A une matrice de sommets commode. Dans le cas où les entiers m et n sont

égaux, r est une w-forme de degré 1 pour le système de poids w ¼ ðw1; . . . ;wnÞ,

avec wk ¼ 1=ak
k pour k ¼ 1; . . . ; n. On appelle wðxiÞ ¼ wi le poids de xi. Dans

[14], les fonctions compensatrices sont définies par:

ri ¼ rwi ; i ¼ 1; . . . ; n:

Dans le cas général, c’est-à-dire si m est supérieur ou égal à n, on peut faire

une subdivision simpliciale de GðAÞ pour que chaque simplexe possède n sommets

linéairement indépendants a j1 ; . . . ; a jn (considérés comme des vecteurs de Rn). Il

existe un unique système de poids wf j1;...; jng correspondant à ces sommets tel que

les fonctions xa j1 ; . . . ; xa jn
soient des wf j1;...; jng-formes de degré 1. Par exemple,

pour les sommets a1; . . . ; an, le système de poids correspondant est:

wf1;...;ng ¼
1

a11
; . . . ;

1

an
n

� �

:

Nous notons F l’ensemble des faces de GðAÞ de dimension n� 1. Pour

chaque face F A F, soit wF l’unique vecteur de Q n
þ tel que pour tout b A F ,

hb;wFi ¼ 1. La face F contient au moins un simplexe de n sommets a j1 ; . . . ; a jn .

On en déduit que:

wF ¼ wf j1;...; jng:
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Pour tout entier i de f1; . . . ; ng, on définit le poids de xi relatif au polyèdre

GþðAÞ, que l’on note AðiÞ, comme le maximum des wf j1;...; jngðxiÞ où a j1 ; . . . ; a jn

sont les sommets d’un simplexe de GðAÞ. Ceci revient à dire que:

AðiÞ ¼ max
F AF

fwF
i g:

Par exemple si n¼ 2 ou si m ¼ nþ 1, on pose JðiÞ ¼ f j A f1; . . . ;mg=a j
i > 0g.

On obtient alors:

AðiÞ ¼ max
j A JðiÞ

1

a
j
i

1�
X

k0i

a
j
k

ak
k

 !( )

:ð1:2:1Þ

On introduit les fonctions compensatrices comme suit:

riðxÞ ¼ x
2p=AðiÞ
i þ

X

k0i

x
2pa k

k

k

 !AðiÞ=2p

ð1:2:2Þ

pour i ¼ 1; . . . ; n. Observons que les ri sont des w-formes de degré AðiÞ pour le

système de poids w ¼ ðw1; . . . ;wnÞ où wk ¼ 1=ak
k pour k0 i et wi ¼ AðiÞ.

Exemple 1.2.1. Soit A la matrice:
6 0 2

0 4 2

� �

. La fonction de con-

trôle du polyèdre GþðAÞ est: rðx; yÞ ¼ x6 þ x2y2 þ y4 et les poids relatifs à A

sont: Að1Þ ¼ 1=4, Að2Þ ¼ 1=3. Les fonctions compensatrices sont: r1ðx; yÞ ¼

ðx4 þ y4Þ1=4 et r2ðx; yÞ ¼ ðy6 þ x12Þ1=6.

Exemple 1.2.2. Soit A la matrice:

8 0 0 5 3

0 l 0 0 1

0 0 l 2 3

0

@

1

A où l est choisi

strictement supérieur à 16. La fonction de contrôle est:

rðx; y; zÞ ¼ ðx16 þ y2l þ z2l þ x10z4 þ x6y2z6Þ1=2

et les poids sont Að1Þ ¼ ðl � 4Þ=3l, Að2Þ ¼ ð2l � 9Þ=5l et Að3Þ ¼ ð5l � 8Þ=24l.

Pour l ¼ 20, les fonctions compensatrices sont:

r1ðx; y; zÞ ¼ ðx6 þ y32 þ z32Þ1=6;

r2ðx; y; zÞ ¼ ðy100 þ x248 þ z620Þ1=100 et

r3ðx; y; zÞ ¼ ðz60 þ x92 þ y230Þ1=60:

Les fonctions ri nous permettent d’introduire une métrique Riemannienne

sur R
nnf0g, définie par la forme bilinéaire suivante:

ri
q

qxi

; rj
q

qxj

� �

¼ di; jð1:2:3Þ
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où di; j désigne le symbole de Kronecker. On désigne par GradA et k kA re-

spectivement le gradient et la norme associés.

Pour une fonction di¤érentiable f on a les égalités suivantes:

GradA f ¼
X

n

i¼1

ri
qf

qxi

ri
q

qxi

;ð1:2:4Þ

kGradA f k2A ¼
X

n

i¼1

ri
qf

qxi

� �2

:ð1:2:5Þ

Définition 1.2.3. Un germe de fonction f : ðRn; 0Þ ! ðR; 0Þ de £2 est D-

stable s’il existe e > 0 tel que pour tout g A £2 vérifiant les conditions suivantes

dans un voisinage de 0:

(1) jgja erD,

(2) jriqx i
gja erD, 1a ia n, x0 0,

on a f þ g@ f (i.e.: f þ g et f ont le même type topologique dans un voisinage

de l’origine).

Remarque 1.2.4. Si m ¼ n, on retombe sur le cas relatif à un système de

poids w ¼ ð1=a11 ; . . . ; 1=a
n
nÞ, c’est-à-dire sur la définition de Paunescu [14].

1.3. L’inégalité de Łojasiewicz relative à un polyèdre de Newton.

Soit f : ðRn; 0Þ ! ðR; 0Þ un germe de fonction de £2. On rappelle que f

vérifie l’inégalité de Łojasiewicz pour l’exposant r s’il existe un réel c > 0 tel que:

jxj jgrad f ðxÞjb cjxjr quand x ! 0:

Propriété 1.3.1. Un germe de fonction f : ðRn; 0Þ ! ðR; 0Þ de £2 vérifie la

propriété QAðrÞ s’il existe un réel c > 0 tel que:

kGradA f ðxÞkAb crðxÞr quand x ! 0:ð1:3:1Þ

(on l’appelle l’inégalité de Łojasiewicz relatif au polyèdre GþðAÞ).

On définit l’exposant de Łojasiewicz relatif à A comme suit:

lAðGradA f Þ ¼ inffl > 0 : kGradA f ðxÞkAb const � rðxÞl; x voisin de z�eerog

Par le lemme du petit chemin on peut a‰rmer que lAðGradA f Þ A Qþ U fyg.

Dans le cas où la matrice A est la matrice identité, l’inégalité de Łojasiewicz

relative au polyèdre GþðAÞ n’est autre que l’inégalité de Łojasiewicz habituelle.

Définition 1.3.2. Soit A une matrice de sommets commode et d un nombre

rationnel non-negatif. dA est une matrice de sommets commode. Nous notons

par:

Gþðr
dÞ :¼ GþðdAÞ;

GðrdÞ :¼ GðdAÞ:

O. M. Abderrahmane520



Définition 1.3.3. Soit f : ðRn
; 0Þ ! ðR; 0Þ une fonction analytique réelle,

définie par

f ðxÞ ¼
X

n

cnx
n
; o�uu n ¼ ðn1; . . . ; nnÞ:

On dit que f est une A-forme de degré d si f est définie par

f ðxÞ ¼
X

n AGðr d Þ

cnx
n
:

Remarque 1.3.4. Nous pouvons supposer que les coe‰cients de A sont assez

petits pour que tous les systèmes de poids wf j1;...; jng où f j1; . . . ; jngH f1; . . . ;mg

(défini dans la deuxième section) soient des n-uplets d’entiers. Si f est une A-

forme de degré d, nous pouvons a‰rmer que pour chaque monôme de f il existe

un système de poids wf j1;...; jng tel que ce monôme soit une wf j1;...; jng-forme de degré

d et dans ce cas d est un entier positif. Nous supposerons dorénavant que la

matrice A satisfait cette propriété.

Pour a ¼ ða1; . . . ; anÞ A R
n
þ et a ¼ ða1; . . . ; anÞ A R

n�

þ , où R
n� désigne l’espace

dual de R
n, on pose:

ha; ai ¼ a1a1 þ � � � þ anan

ldðaÞ ¼ minfha; ai j a A Gþðr
dÞg

gdðaÞ ¼ fa A Gþðr
dÞ j ha; ni ¼ ldðaÞg:

On dit que g est une face coordonnée si elle n’est pas compacte et si elle

contient un ouvert non vide d’un sous-espace coordonnée. Comme le polyèdre

Gþðr
dÞ est commode de sommets da j, j ¼ 1; . . . ;m (car les a j sont les sommets de

GþðrÞ), les faces de Gþðr
dÞ sont compactes ou coordonnées. On peut introduire

le lemme suivant:

Lemme 1.3.5. Soit b un vecteur de R
n
þ. Si b n’appartient pas à Gþðr

dÞ alors

il existe un vecteur v A R
n�

þ tel que hb; vi est strictement inférieur à ldðvÞ et gdðvÞ

est une face compacte de dimension n� 1.

Démonstration. Comme b n’appartient pas à Gþðr
dÞ, il existe un vecteur

v A R
n�

þ tel que

hb; vi < ldðvÞ:

On a donc:

hda j
; vi > 0 Ej ¼ 1; : : ;m:

On en déduit que les composantes vj du vecteur v sont strictement supérieures à

0 (car da
j
j vj ¼ hda j; vi > 0). Ainsi gdðvÞ est une face compacte de dimension k.
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On peut a‰rmer l’existence de s faces compactes s1; . . . ; ss (où si ¼ gdða
iÞÞ

de dimension n� 1 et de r faces coordonnées s 0
1; . . . ; s

0
r (où s 0

j ¼ gdðb
jÞ) de di-

mension n� 1 telles que

gdðvÞ ¼ 7
s

i¼1

gdða
iÞ7

r

j¼1

gdðb
jÞ;

et donc on a:

v ¼
X

s

i¼1

lia
i þ
X

r

j¼1

l0jb
j
; li; l

0
j > 0; Ei; j:

Mais d’après l’hypothèse, et du fait que la face gdðvÞ est non vide, on en déduit:

hb; vi < ldðvÞ ¼ ld
X

s

i¼1

lia
i þ
X

r

j¼1

l0jb
j

 !

¼
X

s

i¼1

ldðlia
iÞ þ

X

r

j¼1

ldðl
0
jb

jÞ:

Or on a ldðl
0
jb

jÞ ¼ 0 (car s 0
j est une face coordonée) et donc il existe un entier

i0 A f1; . . . ; sg tel que:

hb; li0a
i0i < ldðli0a

i0Þ: r

Soit h : ðR; 0Þ ! ðR; 0Þ une fonction analytique réelle. On peut l’écrire:

hðtÞ ¼ bst
s þ bsþ1t

sþ1 þ � � � ; avec bs 0 0:

On dit que hðtÞ est équivalente à ts et on le note hðtÞ@ ts.

Théorème 1.3.6. Soit f : ðRn
; 0Þ ! ðR; 0Þ une fonction analytique réelle. Si

f est une A-forme de degré d alors il existe un réel M > 0 tel que dans un

voisinage de l’origine on a:

(1) j f ðxÞjaMrðxÞd ,

(2) jriqi f ðxÞjaMrðxÞd , 1a ia n.

Démonstration. Pour démontrer (1), il su‰t de prouver que pour tout

élément a de Gþðr
dÞ, il existe un réel c > 0 tel que

rd
b cjxaj quand x ! 0:

Supposons que quelque soit c > 0 cette inégalité n’est pas vrai. Donc 0 ap-

partient à la fermeture de X ¼ fðx; cÞ j rdðxÞ < cjxajg.

Comme X est semi-analytique, d’après le lemme des petits chemins, il existe

une courbe analytique l : �0; e� ! X , où lð0Þ ¼ 0 et lðtÞ ¼ ðl1ðtÞ; . . . ; lnðtÞ; cðtÞÞ

avec:

l1ðtÞ@ ta1 ; . . . ; lnðtÞ@ tan et cðtÞ@ tb:
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On en déduit que:

ha; ai < inf
1a jam

fhda j; aig;

ce qui contredit le fait que gdðaÞ est une face du polyèdre Gþðr
dÞ, car elle contient

au moins un sommet da j.

Pour démontrer (2), il su‰t de prouver que pour tout élément a de GðrdÞ, il

existe un réel M strictement positif tel que:

jriqix
ajaMrðxÞd quand x ! 0; avec 1a ia n:

Or par construction des fonctions ri, on a, pour tout i ¼ 1; . . . ; n:

jriqix
ajk jxaj þ

X

k0i

jx
ak
k
AðiÞ

k xa1
1 � � � xai�1

i � � � xan
n j:ð1:3:2Þ

En utilisant le fait que pour tout k ¼ 1; . . . ; n on a

jx
ak
k
AðiÞ

k xai�1
i jk jx

ak
k
AðiÞai

k j þ jxai
i j;

l’inégalité 1.3.2 devient

jriqix
ajk jxaj þ

X

k0i

jxbðkÞ j

où

b
ðkÞ
i ¼ 0; b

ðkÞ
k ¼ ak

kAðiÞai þ ak et b
ðkÞ
j ¼ aj pour j0 i; k:

Compte tenu de l’inégalité (1), que l’on a démontrée précédement, il su‰t de

démontrer que les points bðkÞ sont éléments du polyèdre Gþðr
dÞ.

Supposons que bðkÞ B Gþðr
dÞ. D’après le lemme 1.3.5, il existe un vecteur

v de R
n�

þ tel que hbðkÞ; vi soit strictement inférieur à ldðvÞ et gdðvÞ soit une face

compacte de dimension n� 1 qui contient au moins n sommets da j1 ; . . . ; da jn

linéairement indépendants. Or le système de poids wf j1;...; jng correspondant aux

sommets a j1 ; . . . ; a jn (défini dans la deuxième section), n’est autre que dv=ldðvÞ.

Etant donné que a est un point de Gþðr
dÞ, on en déduit l’inégalité suivante:

hbðkÞ;wf j1;...; jngi < ha;wf j1;...; jngi;

c’est-à-dire:

w
f j1;...; jng
k ak

kAðiÞai < aiw
f j1;...; jng
i :

Or pour tout k ¼ 1; . . . ; n, on a w
f j1;...; jng
k b 1=ak

k , donc le poids AðiÞ de xi est

strictement inférieur à w
f j1;...; jng
i , ce qui contredit la définition de AðiÞ comme le

maximum des poids wf j1;...; jngðxiÞ ¼ w
f j1;...; jng
i . r
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Remarque 1.3.7. Par le même procédé que dans la démonstration précé-

dente nous pouvons établir que pour tout point a de N n il existe un réel strictement

positif M tel que dans un voisinage de l’origine nous ayons l’inégalité suivante:

Y

n

i¼1

rai
i

 !

qaf aMrd

où f est un fonction analytique réelle et une A-forme de degré d.

Théorème 1.3.8. Soit A une matrice de sommets commode et f : ðRn; 0Þ !

ðR; 0Þ une fonction analytique réelle telle que qf ð0Þ ¼ 0. Alors f admet une sin-

gularité isolée à l’origine si et seulement si l’exposant de Łojasiewicz de f relatif à

A est fini (i.e.: lAðGradA f Þ < þy).

Démonstration. La preuve est similaire à celle de ([9], théorème 4A). r

1.4. Non-dégénérescence et propriété QAðrÞ.

Dans cette section, on s’intéresse à la relation entre la non-dégénérescence

(au sens de Kouchnirenko) et la propriété QAðrÞ.

Soit f : ðRn; 0Þ ! ðR; 0Þ une fonction analytique réelle, définie par f ðxÞ ¼
P

n cnx
n, avec n ¼ ðn1; . . . ; nnÞ. Pour A une matrice de sommets commode fixée

on définit:

HjðxÞ ¼
X

n AGðr jÞ

cnx
n:

Par la remarque 1.3.4, on a l’écriture suivante:

f ðxÞ ¼ HdðxÞ þHdþ1 þ � � � ; HdðxÞ0 0:

Les Hj sont des A-formes de degré j. Nous appelons Hd la A-forme initiale de

f . Dans le cas où m ¼ n on l’appelle la forme initiale quasi-homogène de f

(pour le système de poids wf1;...ng ¼ ð1=a11 ; . . . ; 1=a
n
nÞ). Dans le cas toujours de

m ¼ n, si A est la matrice identité, alors Hd est la forme initiale usuelle (ou ho-

mogène) de f .

Pour tout sous-ensemble g de Gþðr
dÞ, on définit la fonction fg par:

fgðxÞ ¼
X

n A g

cnx
n:

Définition 1.4.1. Soit f : ðRn; 0Þ ! ðR; 0Þ une fonction analytique réelle,

définie par:

f ðxÞ ¼ HdðxÞ þHdþ1ðxÞ þ � � �

où les fonctions Hj sont des A-formes de degré j. On dit que 0 est un point
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initialement A-isolé (ou Gþðr
dÞ-isolé) pour f si pour toute face compacte g de

Gþðr
dÞ, l’équation

fgðxÞ ¼ 0

n’a pas de solution dans ðR� f0gÞn.

La fonction f est dite initialement A-non-dégénérée (ou Gþðr
dÞ-non-dégénérée)

si pour toute face compacte g de Gþðr
dÞ l’équation:

x1
qfg

qx1
¼ � � � ¼ xn

qfg

qxn

¼ 0

n’a pas de solution dans ðR� f0gÞn.

Remarque 1.4.2. Comme le polyèdre de Newton Gþðr
dÞ est commode,

la Gþðr
dÞ-non-dégénérescence n’est autre que la non-dégénérescence au sens de

Kouchnirenko.

Théorème 1.4.3. Soit f : ðRn; 0Þ ! ðR; 0Þ une fonction analytique réelle, dé-

finie par

f ðxÞ ¼
X

n

cnx
n ¼ HDðxÞ þ � � � þHL þ � � �

où les fonctions Hi sont des A-formes de degré i.

Si f est Gþðr
DÞ-non-dégénérée alors f vérifie la propriété QAðDÞ.

Remarquons avant tout que la réciproque n’est pas vraie. En e¤et, on pose:

A ¼
1 0 1=6 1=12

0 3 5=6 2

� �

pour f ðx; yÞ ¼ x6 þ xy5, f vérifie la propriété QAð6Þ et est non-dégénérée au sens

de Kouchnirenko mais n’est pas Gþðr
6Þ-non-dégénérée, car fg ¼ 0 où g est la face

compacte de Gþðr
6Þ de sommets ð1=2; 12Þ et ð0; 18Þ. En vue de démontrer ce thé-

orème, considérons d’abord le lemme suivant:

Lemme 1.4.4. Soit f : ðRn; 0Þ ! ðR; 0Þ une fonction analytique réelle, définie

par

f ðxÞ ¼ HDðxÞ þ � � � þHLðxÞ þ � � � :

Si f admet 0 comme point Gþðr
DÞ-isolé alors il existe un réel y strictement positif

tel que:

j f ðxÞjb yrDðxÞ quand x ! 0:

Démonstration du lemme. On va faire la démonstration dans le cas de
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deux variables (ou n ¼ 2) et GðrDÞ n’a que deux faces compactes de dimension 1

(ou m ¼ 3), la démonstration dans le cas général étant identique. On peut

supposer que la fonction de contrôle est:

rDðxÞ ¼ jx1j
a þ jx1j

bjx2j
c þ jx2j

d
:

Regardons son polygone Gþðr
DÞ:

Supposons que 0 est dans la fermeture de

X ¼
�

ðx; yÞ j j f ðxÞj < yrDðxÞ
�

:

Comme X est un ensemble semi-analytique, d’après le lemme des petits chemins,

il existe une courbe analytique

l : �0; e� ! X ;

où lð0Þ ¼ 0, lðtÞ ¼ ðx1ðtÞ; x2ðtÞ; yðtÞÞ, avec:

x1ðtÞ@ ta1 ; x2ðtÞ@ ta2 et yðtÞ@ tb:

Donc on a l’équivalence suivante:

rDðlðtÞÞ@ tA

où A ¼ minfaa1; ba1 þ ca2; da2g.

Comme l’équation fgðxÞ ¼ 0 n’a pas de solution dans ðR� f0gÞ2, pour tout

g A Gþðr
DÞ, alors il existe un réel c1 strictement positif tel que

j fg1ðxÞjb c1ðjx1j
a þ jx1j

bjx2j
cÞ quand x ! 0:ð1:4:1Þ

Par conséquent, on a:

fg1ðxÞ@ tA1

avec A1 ¼ minfaa1; ba1 þ ca2g.
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Nous définissons g par

gðxÞ ¼ f ðxÞ � fg1ðxÞ:

Si le réel A est strictement inférieur à da2, alors on peut choisir d su‰sament petit

tel que A soit strictement inférieur à ðd � dÞa2. De plus, puisque le polyèdre de

Newton de g2 est strictement au-dessus du polyèdre de Newton de x2a
1 þ x2b

1 x2c
2 þ

x
2ðd�dÞ
2 , donc par le théorème 1.3.6 on a:

jgðxÞja
c1

2
ðjx1j

a þ jx1j
bjx2j

c þ jx2j
d�dÞ:ð1:4:2Þ

Par (4.1) et (4.2), on a:

f ðlðtÞÞ@ tA;

ce qui contredit l’hypothèse

j f ðlðtÞÞja yðtÞrDðlðtÞÞ:

En faisant le même raisonnement pour la deuxième face, on obtient:

A ¼ aa1 ¼ da2 ¼ ba1 þ ca2;

ce qui contredit le fait que GðrDÞ a deux faces compactes de dimension 1. r

Démonstration du théoréme. L’origine est un point Gþðr
DÞ-isolé pour

kGradA f ðxÞkA, donc par le lemme précédent, il existe un réel c strictement positif

tel que

kGradA f ðxÞkAb crDðxÞ quand x ! 0: r

1.5. Stabilité topologique.

Dans cette section, on aborde l’objet principal de cette section où il s’agit de

démontrer la version du théorème de Kuiper-Kuo-Paunescu relatif à un polyèdre

de Newton GþðAÞ.

Théorème 1.5.1. Soit f : ðRn
; 0Þ ! ðR; 0Þ un germe de fonction de £2.

Supposons qu’il existe un réel c strictement supérieur à 0 tel que

kGradA f ðxÞkAb crðxÞD quand x ! 0;ð1:5:1Þ

alors f est D-stable.

Si les entiers m et n sont égaux on retrouve le théorème de Kuiper-Kuo-

Paunescu (voir [6], [9], [14]).

Dans le cas où f est analytique et définit une singularité isolée à l’origine,

alors par le théorème 1.3.8 et le théorème 1.5.1, pour toute matrice A de sommets

commode, il existe un nombre D tel que f soit D-stable.
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En particulier si f est non-dégénéré au sens de Kouchnirenko et Gþð f Þ est

un polyèdre commode alors par le théorème 1.4.3 et le théorème 1.5.1, f est 1-

stable pour la matrice de sommets de Gþð f Þ.

Exemple 1.5.2. Soit f ðx; yÞ ¼ ðx� y2Þðx4 þ y10Þ. On a le diagramme

suivant:

La fonction f n’est pas perturbée topologiquement par les fonctions dont

le diagramme est au-dessus de la ligne en pointillés, car f est C 0-su‰sant, 12 jet

(voir [7]). Nous gagnons ici la zone hachurée. En e¤et, nous vérifions à laide

du théorème 1.4.3 que:

kGradA f ðx; yÞkAb crðx; yÞ quand ðx; yÞ ! 0; pour A ¼
5 0 4

0 12 2

� �

:

Donc par le théorème 1.5.1, f est 1-stable.

Exemple 1.5.3. Soit f ðx; yÞ ¼ x2y2 þ xp þ xyq, avec pb 5, qb 3. On a le

diagramme suivant:
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La fonction f n’est pas perturbée topologiquement par les fonctions dont

le diagramme est au-dessus de la ligne en pointillés, car f est ðq� 1Þðp� 2Þ-

stable, pour le système de poids w ¼ ð1; ðp� 2Þ=2Þ (voir [14]). Nous gagnons

ici la zone hachurée. En e¤et, pour A ¼
p 0 2

0 2ðq� 1Þ 2

� �

nous voyons que

kGradA f ðx; yÞkA admet 0 comme point GþðrÞ-isolé. En utilisant le lemme 1.4.4,

nous démontrons que:

kGradA f ðx; yÞkAb crðx; yÞ quand ðx; yÞ ! 0;

Donc par le théorème 1.5.1, f est 1-stable.

Exemple 1.5.4. Soit f ðx; y; zÞ ¼ xp þ xyp þ zp þ zyp þ xyz, avec p > 3.

Pour A ¼

p 0 0 1

0 p2=ðp� 1Þ 0 1

0 0 l 1

0

@

1

A on a le diagramme suivant:

La fonction f n’est pas perturbée topologiquement par les fonctions dont

le diagramme est au-dessus du diagramme GðAÞ. En e¤et, en utilisant le lemme

des petits chemins, on démontre que:

kGradA f ðx; y; zÞkAb crðx; y; zÞ quand ðx; y; zÞ ! 0;

pour

A ¼

p 0 0 1

0 p2=ðp� 1Þ 0 1

0 0 p 1

0

@

1

A:

Donc par le théorème 1.5.1, f est 1-stable.
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Démonstration du théorème 1.5.1. On pose:

F ðx; tÞ ¼ f ðxÞ þ tPðxÞ;ð1:5:2Þ

où PðxÞ A £2 vérifie les deux conditions suivantes:

(1) jPja arD,

(2) jriqxiPja arD, x0 0, pour i ¼ 1; . . . ; n.

Nous cherchons à déterminer e > 0, tel que pour tout réel a vérifiant 0a a < e, la

famille ðFtÞ, t A ½0; 1� est topologiquement triviale.

Par un prolongement de la forme bilinéaire définie en (1.2.3), on a:

q

qxi

;
q

qt

� �

¼ 0; i ¼ 1; . . . ; n;

et

q

qt
;
q

qt

� �

¼ 1:

On en déduit une métrique Riemannienne sur fRnn0g � R,

GradA Fðx; tÞ ¼
X

n

i¼1

ri
qf ðxÞ

qxi

þ t
qPðxÞ

qxi

� �

ri
q

qxi

þ PðxÞ
q

qt

¼ GradA;x Fðx; tÞ þ PðxÞ
q

qt
:

On définit le champ de vecteurs de Kuo comme suit:

fðx; tÞ ¼

�PðxÞGradA;x F

kGradA;x Fk
2
A

; 1

 !

si x0 0

q

qt
sinon.

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

ð1:5:3Þ

Ce champ de vecteurs est de classe C1 pour x0 0 et il est tangent aux niveaux de

surface F ¼ C où C est une constante réelle.

Lemme 1.5.5. On a:

kGradA;x Fðx; tÞkAb brD

où b est une constante réelle strictement positive, et t A ½0; 1�.

Démonstration du lemme. On a:

kGradA;x FkAb kGradA f ðxÞkA � tkGradA PðxÞkA

b crD � tkGradA PðxÞkA; t A ½0; 1�
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mais par hypothèse sur PðxÞ, on a:

kGradA PðxÞk2A ¼
X

n

i¼1

ri
qP

qxi

� �2

a a2r2D:

On choisit e ¼ c=2, alors on peut considérer aussi b ¼ c=2. r

Pour prouver que la famille ðFtÞ, t A ½0; 1�, est topologiquement triviale, il

su‰t de montrer qu’il existe deux fonctions de Liapunov Uðx; tÞ et Vðx; tÞ telles

que

GradUðx; tÞ � fðx; tÞ > 0

et

GradVðx; tÞ � fðx; tÞ < 0

pour x0 0, (voir [6 ], [14]). En e¤et, on choisit Uðx; tÞ et Vðx; tÞ de la forme

Uðx; tÞ ¼ e2Ltr2 et Vðx; tÞ ¼ e�2Ltr2:

Par un calcul élémentaire, nous obtenons:

GradUðx; tÞ � fðx; tÞ ¼ 2e2Ltr Lrþ
X

n

i¼1

qr

qxi

fi

 !

b 2e2Ltr Lr�
X

n

i¼1

qr

qxi

fi

�

�

�

�

�

�

�

�

 !

:

Compte tenu de (1.5.3), on a:

fiðx; tÞ ¼
�Priqx i

Fðx; tÞri

kGradA;x Fk
2
A

:

Or par les propriétés (1.2.4) et (1.2.5), on a:

jriqx i
F ðx; tÞja kGradA;x FkA;

et l’on obtient donc par le lemme 1.5.5:

jfiðx; tÞja 2ri:

Le théorème 1.3.6 entraı̂ne alors l’existence d’un réel M strictement supérieur à 0

satisfaisant

riðxÞ
qrðxÞ

qxi

�

�

�

�

�

�

�

�

aMrðxÞ:

Il su‰t donc de choisir LgM. On démontre la deuxième inégalité d’une façon

analogue. Ceci complète la démonstration du théorème. r
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1.6. Théorème de Bochnak-Łojasiewicz relatif à un polyèdre de Newton.

Dans cette section, nous allons démontrer que l’hypothèse du théorème 1.5.1

n’est pas seulement su‰sante mais est aussi nécessaire pour avoir la stabilité

topologique relative au polyèdre de Newton. C’est l’analogue du théorème de

Bochnak et Łojasiewicz, relatif à un polyèdre de Newton GþðAÞ.

Définition 1.6.1. Deux germes de fonction f et g : ðRn; 0Þ ! ðR; 0Þ de £2
sont D-équivalents, s’ils vérifient les conditions suivantes:

ð1Þ f � g ¼ oðrDÞ;

ð2Þ riðqx i
f � qx i

gÞ ¼ oðrDÞ; o�uu 1a ia n:

Remarque 1.6.2. i) Si f et g sont analytiques alors, d’après le théorème

1.3.6, la condition (1) implique la condition (2).

ii) Si f ou g vérifie la propriété QAðDÞ alors d’après le théorème 1.5.1, si f

et g sont D-équivalents, alors f et g ont le même type topologique dans un

voisinage de l’origine.

Soit A A Q n�m
þ une matrice de sommets commode. On note par lðAÞ la dis-

tance entre l’origine et le polyèdre de Newton GþðAÞ, c’est-à-dire

lðAÞ ¼ min
1a jam

X

n

i¼1

a
j
i

( )

:

On pose:

v i ¼
1

a11
; . . . ;AðiÞ; . . . ;

1

an
n

� �

; i ¼ 1; . . . ; n;

bi ¼ inf
1a jam

fha j; v iig ¼ l1ðv
iÞ; i ¼ 1; . . . ; n;

wA ¼
Að1Þ

b1
; . . . ;

AðnÞ

bn

� �

:

Par constuction de r, ri et w
A, il existe deux réels c1 et c2 strictement positifs

tel que pour tout point x de Rn, on ait, pour tout i ¼ 1; . . . ; n,

c1r
wA
i ðxÞa riðxÞa c2r

1=a i
i ðxÞ:ð1:6:1Þ

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème.

Théorème 1.6.3. Soit f : ðRn; 0Þ ! ðR; 0Þ une fonction polynômiale, telle que

f ðxÞ ¼ HLðxÞ þ � � � þHDðxÞ
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où les Hi sont des A-formes de degré i et avec

Db 3 supfwA
1 ; . . . ;w

A
n g:

Si f ne vérifie pas la propriété QAðDÞ, alors il existe une famille de fonctions

f figi AN de £2 telles que les fonctions fi soient D-équivalentes à f et les variétés

f �1
i ð0Þ ne soient pas homéomorphes deux à deux.

Démonstration. On définit l’ensemble semi-algébrique associé à f :

Ef ¼ u A R
n j kGradA f ðuÞkA ¼ min

rðxÞ¼rðuÞ
kGradA f ðxÞkA

� 	

:

(Dans la sphère rðxÞ ¼ constant, kGradA f kA prend son minimum aux points

de Ef . Par le théorème Tarski-Seidenberg ([10], p. 17), l’ensemble Ef est semi-

algébrique). Appliquant le lemme des petits chemins (voir [11], p. 103 et [12],

§3), on peut a‰rmer qu’il existe une courbe analytique

lðtÞ ¼ ðl1ðtÞ; . . . ; lnðtÞÞ; t A ½0; hÞ;

avec lð0Þ ¼ 0, lðtÞ0 0 si t0 0, et pour tout t, lðtÞ A Ef .

Parce que nous avons

kGradA f ðlðtÞÞkA @ tm et rðlðtÞÞ@ tr;

il s’ensuit qu’il existe un réel strictement positif c tel que

kGradA f kAb crm=r quand x ! 0:

Par le fait que f ne vérifie pas la propriété QAðDÞ, nous avons m=r > D.

Pour i ¼ 1; . . . ; n, on peut supposer que:

liðtÞ@ tqi ; qx i
f ðlðtÞÞ@ tei et riðlðtÞÞ@ tai ;

et nous en déduisons que:

m ¼ min
1aian

fei þ aig et r ¼ min
1a jam

X

n

i¼1

a
j
i qi

( )

:

et d’après l’inégalité 1.6.1, nous avons:

aia rwA
i ; pour i ¼ 1; . . . ; n:

A une permutation près, nous pouvons supposer que q1 ¼ minfqig et l1ðtÞ ¼ tq1 .
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De tout ce qui précéde on déduit les inégalités suivantes:

eib m� ai

> Dr� rwA
i

b D� wA
i


 �

min
1a jam

X

n

i¼1

a
j
i qi

( )

b D� wA
i


 �

q1lðAÞ:

Or par hypothèse nous savons que D est supérieur où égal à

3 supfwA
1 ; . . . ;w

A
n g. De plus, pour tout i ¼ 1; . . . ; n, on peut a‰rmer que lðAÞwA

i

est supérieur où égal à 1. Nous avons donc:

ei

q1
> ðD� wA

i ÞlðAÞ

b ð3wA
i � wA

i ÞlðAÞ

b 2wA
i lðAÞ

b 2:

Considérons maintenant la fonction suivante:

PðxÞ ¼ f ðlðjx1j
1=q1ÞÞ þ

X

n

i¼2

qf

qxi

ðlðjx1j
1=q1ÞÞðxi � liðjx1j

1=q1ÞÞ:

Il s’ensuit que l’ordre de qf =qxiðlðjx1j
1=q1ÞÞ est ei=q1 qui est strictement supérieur

à 2, i ¼ 1; . . . ; n, et donc P est une fonction de classe C 2. Par conséquent, f et

f � P sont D-équivalentes.

Nous pouvons démontrer que notre nouveau représentant de la classe f

vérifie, pour tous t A ½0; hÞ et i ¼ 1; . . . ; n, les propriétés suivantes:

ð f � PÞðlðtÞÞ ¼ 0 et
qð f � PÞ

qxi

ðlðtÞÞ ¼ 0:

La démonstration s’achève de la même façon que dans [1], en choisissant f1

de telle sorte que l’ordre par rapport à x1 soit plus grand que D, et en observant

qu’une fonction Cy plate ne change pas la classe de D-équivalence. r

Dans le cas où les entiers m et n sont égaux, nous nous retrouvons dans le

cas relatif à un système de poids w ¼ ð1=a11 ; . . . ; 1=a
n
nÞ, et du fait que le vecteur

wA n’est autre que w, nous retrouvons la condition sur D du théorème B de

Paunescu (voir [14]).
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Dans l’article de Fukui-Yoshinaga [4], on montre que toute fonction f an-

alytique commode non-dégénérée au sens de Kouchnirenko est topologiquement

stable par rapport à son polyèdre de Newton Gþð f Þ. Ce qui revient à dire, d’après

le théorème précédent que f vérifie la propriété QAð1Þ, où A est la matrice de

sommets du polyèdre de Newton de f . Par ailleurs, ceci n’est rien d’autre que le

théorème 1.4.3.

2. C k su‰sance de jet relative à un polyèdre de Newton.

Deux germes de fonction f et g : ðRn; 0Þ ! ðR; 0Þ sont C k-équivalents s’il

existe un di¤éomorphisme h : ðRn; 0Þ ! ðRn; 0Þ de classe C k tel que f ¼ g � h

dans un voisinage de l’origine.

Dans cette section nous définissons la C k-su‰sance de r-jet relative à un

polyèdre de Newton GþðAÞ, où A est une matrice de sommets commode, pour

résoudre le problème suivant. Etant donné un germe de fonction f : ðRn; 0Þ !

ðR; 0Þ, ayant un développement de Taylor relatif à un polyèdre de Newton

HLðxÞ þ � � � þHDðxÞ þ � � � ; x A R
n;

où les Hi sont des A-formes de degré i, comment peut-on trouver l’entier R pour

lequel on peut omettre toutes les formes de degré strictement supérieur à R, laissant

f @k HLðxÞ þ � � � þHRðxÞ

(i.e.: f est C k-équivalent à HLðxÞ þ � � � þHRðxÞÞ.

2.1. Un critère de C k
A -su‰sance de jet.

Dans cette section, nous allons étendre la notion usuelle de C k-su‰sance

de jet (voir [15], [7]), pour pouvoir l’utiliser relativement à des polyèdres non

nécessairement homogènes.

Définition 2.1.1. Un germe de fonction f : ðRn; 0Þ ! ðR; 0Þ de £k est C k
A -

su‰sant, D-jet, si pour tout élément g de £kþ1 vérifiant la propriété suivante:

Ea A N
n; jaja k þ 1 )

Y

n

i¼1

rai
i

 !

qag ¼ oðrDÞ;ð2:1:1Þ

on a f þ g@k f (i.e.: f þ g est C k-équivalent à f ).

Remarque 2.1.2. 1. Si f est D-stable alors f est C 0
A-su‰sant, D-jet.

2. Si les entiers m et n sont égaux, nous nous trouvons dans le cas relatif à

un système de poids w ¼ ð1=a11 ; . . . ; 1=a
n
nÞ. En particulier si A est la matrice

identité, alors la C k
A -su‰sance de jet n’est autre que la C k-su‰sance de jet.

3. Si g est analytique et si son diagramme de Newton est strictement au-

dessus du polyèdre de Newton de la fonction rD, alors g vérifie la propriété 2.1.1

(voir le théorème 1.3.6 de la première section).
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Théorème 2.1.3. Soit f : ðRn; 0Þ ! ðR; 0Þ un germe de fonction de £kþ1 tel

que

f ¼ HL þ � � � þHD þ � � � ;

où les Hi sont des A-formes de degré i. Si f vérifie la propriété QAðDÞ (voir

section 1), alors f est C k
A -su‰sant, ðDþ RÞ-jet, avec

R ¼ max f0gU fkðD� LÞ þ awA �
1

a i
i

j 1a ia n; a A N
n avec jaj ¼ kg

� 	

:

On remarque que si A est la matrice identité, on retrouve le Théorème de

Kuiper-Kuo-Takens (voir [6], [9], [15]).

La preuve est similaire à celle de Takens [15], où l’on dérive le champ de

vecteurs de Kuo 1.5.3 pour trouver la condition pour qu’il soit de classe C k à

l’origine.

Exemple 2.1.4. Soit f ðx1; x2Þ ¼ ðx2
1 þ x4

2Þ
2. D’après le théorème de Kuiper-

Kuo-Takens [6 ], [9], [15], f est C k-su‰sante, ð8þ 5k � 1Þ-jet. Mais la fonction

f vérifie la propriété QAð32Þ pour

A ¼
1=8 0

0 1=4

� �

:

Donc par le théorème 2.1.3, f est C k
A -su‰sante, ð32þ 8k � 4Þ-jet. On en déduit

alors que f est C k-su‰sante, ð8þ 2k � 1Þ-jet. De plus, d’après les théorèmes

1.5.1 et 2.1.3, pour l su‰samment petit, on a, pour tout entier naturel k:

f @k ðx2
1 þ x4

2Þ
2 þ lx4þk

1 ;

car la fonction x4þk
1 est au-dessus du polyèdre

Gþðr
ð32þ8k�4ÞÞ ¼ Gþðjx1j

4þk�1=2 þ jx2j
8þ2k�1Þ:

Par contre, pour tout entier naturel k et pour tout réel l non nul, on a:

f Dkþ1 ðx
2
1 þ x4

2Þ
2 þ lx4þk

1 :

Supposons qu’il existe un di¤éomorphisme h de classe C kþ1 tel que:

ðx2
1 þ x4

2Þ
2 þ lx4þk

1 ¼ ðy21 þ y42Þ
2 ¼ ðh21ðx1; x2Þ þ h42ðx1; x2ÞÞ

2 ¼ f2ðx1; x2Þ:

Le plus bas et le plus haut degré convenables du développement de Taylor sont:

le plus bas le plus haut

hi 1 1þ k

h2i 2 2þ k

f2 4 4þ k

qx1f
2 3 3þ k

ðqx1f
2Þ2 6 6þ k
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De plus, on a:

ðqx1f
2Þ2 ¼ f24ðqx1fÞ

2
:ð2:1:2Þ

Les termes à gauche et à droite respectivement de (2.1.2) sont respectivement

½4x1ðx
2
1 þ x4

2Þ
2�2 et ½ðx2

1 þ x4
2Þ

2 þ lx4þk
1 �4ðqx1fÞ

2
:

En identifiant les deux termes précédents, on obtient:

4ðqx1fÞ
2 ¼ 16x2

1 þ Aðx1; x2Þ þ Bðx1; x2Þ;

où Aðx1; x2Þ est un polynôme de plus bas degré 3 et de plus haut degré 2þ k, et

où:

Bðx1; x2Þ ¼ oðjxj2þkÞ:

Ainsi par l’égalité (2.1.2), on a:

½ðx2
1 þ x4

2Þ
2 þ lx4þk

1 �½Aðx1; x2Þ þ Bðx1; x2Þ� þ 16lx6þk
1 ¼ 0:ð2:1:3Þ

Donc

Aðx1; x2Þ ¼ �16lx2þk
1

et

Bðx1; x2Þ ¼ x2þk
1 Cðx1; x2Þ

où Cðx1; x2Þ est une fonction continue à l’origine et Cðx1; x2Þ ¼ oð1Þ. En repor-

tant les valeurs de Aðx1; x2Þ et Bðx1; x2Þ dans (2.1.3), on obtient

Cðx1; x2Þ ¼ 16l�
16lx4

1

½ðx2
1 þ x4

2Þ
2 þ lx4þk

1 �

et donc pour tout x2, on a Cð0; x2Þ ¼ 16l, ce qui contredit le fait que Cðx1; x2Þ

est continue à l’origine et Cð0; 0Þ ¼ 0.

Cette démonstration s’inspire fortement de la démonstration de Kuiper ([9],

théorème 5B).

3. Modification analytique relative à un polyèdre de Newton.

On considère le problème de classification des singularités réelles définies

par les germes de fonction analytique réelles. L’exemple (3.1.2) de Whitney nous

montre que la classification en classes di¤érentiables ne convient pas. Ainsi, Kuo

a introduit une nouvelle classification définie par la notion de modification ana-

lytique triviale. Dans [8], [4], [3], Kuo, Fukui-Yoshinaga et Fukui-Paunescu ont

montré que si une famille analytique réelle ftðxÞ vérifie l’une des conditions sui-

vantes:
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i) La forme initiale de ft relative à un polyèdre quasi-homogène admet une

singularité isolée quel que soit t,

ii) La famille ft est non-dégénérée au sens de Kouchnirenko, le polyèdre

Gþð ftÞ est indépendant de t, et il est commode, alors la famille ftðxÞ admet une

modification analytique triviale.

Le but de cette section est d’arriver à une généralisation naturelle de ces

résultats où il s’agit de mettre une condition sur la forme initiale de ft relative à

un polyèdre non nécessairement quasi-homogène pour que cette famille admette

une modification analytique triviale.

3.1. Modification analytique.

Soit Fðx; tÞ une famille de fonctions analytiques réelles à n variables réelles

x ¼ ðx1; . . . ; xnÞ, paramétrée par t A I , avec I un intervalle fermé de R. Nous

supposons que pour tout t A I , on a: Fð0; tÞ ¼ 0. Posons ftðxÞ ¼ F ðx; tÞ. Nous

notons

ftðxÞ ¼
X

n

cnðtÞx
n
; o�uu n ¼ ðn1; . . . ; nnÞ;

le développement de Taylor de ft à l’origine. Rappelons la définition d’une

modification analytique triviale.

Définition 3.1.1. Soit p : X ! Rn une modification analytique propre. On

dit que ft, t A I , admet une modification analytique triviale (MAT , par abrévia-

tion) par p le long de I s’il existe un isomorphisme analytique réel H préservant

les t-niveaux entre deux voisinages de p�1ð0Þ � I qui induit un homéomorphisme

h préservant les t-niveaux entre deux voisinages de f0g � I de telle sorte que les

fonctions F � ðp� idI Þ �H et F � hðx; tÞ soient indépendantes de t.

Exemple 3.1.2 (H. Whitney [8]). Soit Wt : ðR
2
; 0Þ ! ðR; 0Þ, t A I ; définie

par Wt ¼ x1x2ðx1 � x2Þðx1 � tx2Þ, pour I ¼ ð1;yÞ. Alors Wt, t A I , est une fa-

mille topologiquement triviale non C1-triviale. Mais par une observation de Kuo

[8], la famille Wt admet une MAT par un éclatement de R2.

Soit B ¼ ðb j
i Þ A Q n�m une matrice de sommets commode, r la fonction de

contrôle correspondant à B, ri les fonctions compensatrices correspondantes à B

et GþðrÞ le polyèdre de Newton de B (défini dans la première section).

Soit ft : ðR
n
; 0Þ! ðR; 0Þ, t A I , une famille analytique réelle. On pose Fðx; tÞ ¼

ftðxÞ. On a le développement de Taylor de ft à l’origine:
P

n cnðtÞx
n, avec n ¼

ðn1; . . . ; nnÞ. Pour une matrice B de sommets commode fixée, nous définissons:

Hjðx; tÞ ¼
X

n AGðr jÞ

cnðtÞx
n
:
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Nous pouvons écrire F de la façon suivante:

F ðx; tÞ ¼ Hdðx; tÞ þHdþ1ðx; tÞ þ � � � ; o�uu Hdðx; tÞ0 0:

Les Hj sont des B-formes de degré j, nous appelons Hd la B-forme intiale de ft.

Dans le cas où les entiers m et n sont égaux, on l’appelle la forme initiale quasi-

homogène de ft, pour le système de poids wf1;...;ng ¼ ð1=b11 ; . . . ; 1=b
n
n Þ. Et si B est

la matrice de l’identité, Hd est la forme initiale usuelle (ou homogène) de ft.

3.2. Résultats connus.

Théorème 3.2.1 (T. C.-Kuo [8]). Soit ft : ðR
n; 0Þ ! ðR; 0Þ, t A I , une famille

analytique réelle. Si la forme initiale usuelle de ft, pour tout t A I , définit une sin-

gularité isolée à l’origine, alors la famille ft admet une MAT par un éclatement de

R
n à l’origine.

Théorème 3.2.2 (Fukui-Paunescu [3]). Soit ft : ðR
n; 0Þ ! ðR; 0Þ, t A I , une

famille analytique réelle. Si la forme initiale quasi-homogène ( pour un système

de poids w ¼ ðw1; . . . ;wnÞ) de ft, pour tout t A I , définit une singularité isolée à

l’origine, alors la famille ft admet une MAT par une modification torique de R
n.

Théorème 3.2.3 (Fukui-Yoshinaga [4]). Soit ft : ðR
n; 0Þ ! ðR; 0Þ, t A I une

famille analytique réelle non-dégénérée au sens de Kouchnirenko. Si le polyèdre

Gþð ftÞ ne dépend pas de t et qu’il est commode, alors la famille ft admet une MAT

par une modification torique de R
n.

Observons que dans les théorèmes 3.2.1 et 3.2.2 précédents, l’hypothèse de

singularité isolée équivaut à l’existence d’un réel c strictement positif tel que pour

tout t A I on ait:

kGradB;x Hdðx; tÞkBb crdðxÞ quand x ! 0:

En utilisant le théorème 1.4.3, l’hypothèse du théorème 3.2.3 implique l’ex-

istence d’un réel c strictement positif tel que pour tout t A I on ait:

kGradB;x H1ðx; tÞkBb crðxÞ quand x ! 0;

où B est la matrice de sommets du polyèdre Gþð ftÞ.

On peut voir que les hypothèses des théorèmes 3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3 impliquent

une condition naturelle sur la B-forme initiale de ft. Dans les sections suivantes,

on démontre que cette condition est su‰sante pour que la famille ft admette une

MAT par une modification torique de R
n.

3.3. Modification analytique triviale.

Dans cette section, on aborde la version du théorème de Kuo-Fukui-Paunescu

(voir [8], [3]) relatif à un polyèdre de Newton GþðBÞ.
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Théorème 3.3.1. Soit ft : ðR
n
; 0Þ ! ðR; 0Þ, t A I , une famille analytique réelle.

S’il existe un réel c strictement positif tel que pour tout t A I la B-forme initiale Hd

vérifie la condition suivante:

kGradB;x Hdðx; tÞkBb crdðxÞ quand x ! 0;

alors la famille ft admet une MAT par une modification torique de R
n.

Exemple 3.3.2. Soit ft : ðR
2
; 0Þ ! ðR; 0Þ, t A ½�1; 1�, une famille analytique

réelle définie par

ftðx; yÞ ¼ x2y2 þ xp þ xyq þ ty2q�1
; avec pb 5; qb 3:

Une forme initiale quasi-homogène ou homogène de ft ne peut admettre une

singularité isolée à l’origine. De plus, le polyèdre de Newton Gð ftÞ dépend de

t. On ne peut donc pas appliquer les théorèmes 3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3. Mais pour

B ¼

1

2ðq� 1Þ
0

1

pðq� 1Þ

0
1

p

1

pðq� 1Þ

0

B

B

B

@

1

C

C

C

A

;

on a

ftðx; yÞ ¼ H2pðq�1Þðx; yÞ þHpð2q�1Þðx; y; tÞ;

où

H2pðq�1Þðx; yÞ ¼ x2y2 þ xp þ xyq et Hpð2q�1Þðx; y; tÞ ¼ ty2q�1
:

Dans l’exemple 1.5.3, on a démontré qu’il existe un réel c strictement positif tel

que:

kGradB H2pðq�1Þðx; yÞkBb cr2pðq�1Þðx; yÞ quand x ! 0:

Donc par le théorème 3.3.1, ft admet une MAT par une modification torique de

R
n.

3.4. Preuve du théorème 3.3.1.

Dans cette section, nous nous proposons de démontrer le théorème 3.3.1 en

plusieurs étapes.

3.5. Le champ de vecteurs relatif à un polyèdre de Newton.

Soit F ðx; tÞ ¼
P

n cnðtÞx
n, t A I , une famille analytique réelle de n variables, sa

B-forme initiale Hdðx; tÞ, t A I , vérifie la propriété QBðdÞ pour tout t A I (où QBðdÞ

est définie dans la premiére section). Nous considérons le champ du vecteur de

Kuo défini comme suit:

V ¼ �
X

n

i¼1

Qi

P

q

qxi

þ
q

qt
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avec

P ¼
X

n

i¼1

ri
qF

qxi

� �2s

et Qi ¼
qF

qt
ri
qF

qxi

� �2s�1

ri:

Le champ du vecteur V est tangent aux niveaux de surface de F chaque fois que

V est défini. La B-forme initiale de P est de degré 2sd.

3.6. Modification torique.

Rappellons quelques définitions et notations basiques relatives à la modifi-

cation torique et aux éventails, utilisées par Fukui et Paunescu (voir [3]).

Soit M le réseau Z
n et N son réseau dual HomZðM;ZÞ. Nous écrirons sous

forme de vecteurs colonne les éléments de M et sous forme de vecteurs ligne les

éléments de N. Soit ej le j-ème vecteur colonne unité ð0; . . . ; 0; 1; 0; . . . ; 0Þ et e i le

i-ème vecteur ligne unité tð0; . . . ; 0; 1; 0; . . . ; 0Þ. Posons MR ¼ MnZ R et NR ¼

NnZ R et notons:

h ; i : MR �NR ! R

l’application bilinéaire canonique définie par he i; eji ¼ dij. Soit v1; . . . ; vs des vec-

teurs de N (resp. M ). Notons

s ¼ fr1v1 þ � � � þ rsvs A NR ðresp: MRÞ j rib 0; i ¼ 1; . . . ; sg

le cône engendré par les vecteurs v1; . . . ; vs. Nous appellerons de tels cônes des

cônes de N (resp. M ). Si nous voulons indiquer les générateurs du cône, nous

noterons s ¼ sðv1; . . . ; vsÞ. Pour un cône s de N, nous appelons dual du cône s,

et nous notons s4 l’ensemble

s4 ¼ fu A MR j Ev A s; hu; vib 0g:

Il est facile de voir que s4 est un cône de M. On note R½M V s4� la R-algèbre

engendrée par le semi-groupe additif M V s4, et Us l’ensemble des points réels de

Spec ðR½M V s4�Þ. Si un cône s1 de N est une face d’un autre cône s2 de N alors

l’inclusion naturelle s42 H s41 induit une inclusion des ouverts Us1 HUs2 , puisque

R½M V s41 � et R½M V s42 � ont le même corps de fraction et ont le même point gén-

érique. Cependant si S est un éventail, c’est à dire une collection finie de cônes

de N qui forme un complexe, nous pouvons recoller les Us, s A S, et nous ob-

tenons une variété torique (réelle), notée XS. On dit qu’un cône s de N est

régulier si s est engendré par une partie d’une base de N. On dit qu’un éventail

est régulier si chaque cône s de l’éventail AS est régulier. Si S est un éventail

régulier alors XS est une variété non singulière.

Exemple 3.6.1. Soit s un quadrant positif dans NR. Alors s4 est un

quadrant positif dans MR et R½M V s4� est l’anneau polynômial R½x1; . . . ; xn�.

L’ensemble des faces de s est un éventail régulier et la variété torique corre-

spondante est R
n.
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Soit S un éventail qui forme une subdivision du quadrant positif, c’est à dire

jSj :¼ 6
s AS

s

est le quadrant positif dans NR. Alors l’inclusion naturelle du quadrant positif

dans s
4, s A S, induit l’inclusion

R½x1; . . . ; xn�HR½M V s
4�:

Ceci définit une modification propre

p ¼ pS : XS ! R
n
:

Nous appellons ce type de modification une modification torique de R
n.

Supposons que S est un éventail régulier qui subdivise le quadrant positif.

Alors pour chaque n-cône s de S, Us est isomorphe à R
n avec un système de

coordonnées ðy1; . . . ; ynÞ, et l’application

pjUs
: Us ! R

n

est déterminée par

xi ¼
Yn

j¼1

y
a

j

i

j

pour une matrice ða j
i Þ, i, j ¼ 1; . . . ; n, d’entiers dont le déterminant vautG1. Par

définition, a j ¼ tða j
1; . . . ; a

j
nÞ, j ¼ 1; . . . ; n, engendre le cône s.

Soit D un polyèdre convexe dans MR qui coincide avec l’extèrieur d’un en-

semble compact dans un quadrant positif. Si F est une face du polyèdre D et m

un point de l’intérieur (relatif ) de F, nous posons:

sF ¼ 6
rb0

rðD�mÞ:

Le système

SD ¼ fsF jF une face de Dg

forme un éventail qui subdivise le premier quadrant. Alors on obtient une modi-

fication propre XSD
! R

n, notée par pD, telle que:

pjX�p�1
D
ð0Þ : X � p

�1
D
ð0Þ ! R

n � 0

est un isomorphisme.

3.7. Relèvement analytique.

Dans cette section nous nous proposons de démontrer l’analycité du relève-

ment de V (définie en 3.5) par une modification torique (définie en 3.6).

Comme dans la première section, on définit le système de poids wf j1;...; jng

correspondant aux sommets b j1
; . . . ; b jn d’un simplexe d’une face compacte de di-
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mension n� 1 de GðBÞ. Le nombre des systèmes de poids est fini. On note ces

systèmes

W f1g
; . . . ;W frg

:

En choisissant les coe‰cients de la matrice B su‰samment petits, on peut

supposer que les systèmes de poids W f jg sont des vecteurs entiers. Notons Do

l’ensemble:

fn ¼ ðn1; . . . ; nnÞ A MR j Ej ¼ 1; . . . ; r; hW f jg
; nib d; et nib 0; i ¼ 1; . . . ; ng:

Soit S une subdivision régulière de SDo
. Pour a ¼ tða1; . . . ; anÞ A N, on pose:

lðaÞ ¼ minfha; ni j cn 0 0g;

l
0ðaÞ ¼ min ha; ni j

dcn

dt
0 0

� 	

;

l
ðiÞðaÞ ¼ minfha; ni j cn 0 0; nib 1g;

mðiÞðaÞ ¼ minffakb
k
kBðiÞ j k0 igU faigg;

ldðaÞ ¼ minfha; ni j n A Gþðr
dÞg;

gdðaÞ ¼ fn A Gþðr
dÞ j ha; ni ¼ ldðaÞg;

où BðiÞ désigne le poids de xi relatif à la matrice de sommets commode B définie

dans la premiére section. De toute évidence on a l
0ðaÞb lðaÞ et lðiÞðaÞb lðaÞ.

Soit s ¼ sða1; . . . ; anÞ un cône régulier de S et soit y ¼ ðy1; . . . ; ynÞ un système

de coordonnées de Us (copie de R
n). Nous notons:

ai ¼ ða1i ; . . . ; a
n
i Þ;

l ¼ ðlða1Þ; . . . ; lðanÞÞ;

l
0 ¼ ðl 0ða1Þ; . . . ; l 0ðanÞÞ;

l
ðiÞ ¼ ðlðiÞða1Þ; . . . ; lðiÞðanÞÞ;

mðiÞ ¼ ðmðiÞða1Þ; . . . ;mðiÞðanÞÞ et

ld ¼ ðldða
1Þ; . . . ; ldða

nÞÞ:

Alors on peut écrire:

qF

qt
¼ yl

0
~FtFt;

qF

qxi

¼ yl
ðiÞ�ai ~FFi; et ri ¼ ymðiÞ

~rri:

Nous pouvons choisir s su‰samment grand pour que r2s
i soit analytique et
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2smðiÞ soit un vecteur entier. Les fonctions ~FtFt, ~FFi et ~rr2s
i sont analytiques pour

ðy; tÞ dans un voisinage de p�1ð0Þ � I . Ainsi nous obtenons:

P ¼
X

n

i¼1

ri
qF

qxi

� �2s

¼
X

n

i¼1

y2sðl
ðiÞ�aiþmðiÞÞ

~rr2s
i
~FF 2s
i :

Comme le polyèdre de Newton de P est au-dessus de Gþðr
2sdÞ, on a:

P ¼ y2sld ~PP

où ~PP est analytique pour ðy; tÞ dans un voisinage de p�1ð0Þ � I . Par l’hypothèse

du théorème 3.3.1 sur la B-forme initiale Hdðx; tÞ de ft, t A I , (i.e.: Hdðx; tÞ vérifie

la propriété QBðdÞ quel que soit t A I ), on déduit que les coe‰cients de x2sdb j

pour j ¼ 1; . . . ;m dans l’expression de P sont non nuls (les b j sont les sommets

de GþðBÞ). Finalement nous obtenons:

ldða
jÞ ¼ inf

i¼1;...;n
flðiÞða jÞ � a

j
i þmðiÞða jÞg:ð3:7:1Þ

Lemme 3.7.1. Si l’ensemble

7
n

j¼1

gdða
jÞ

est non vide alors ~PP est strictement positif dans un voisinage de p�1ð0Þ � I .

Démonstration. La B-forme intiale de P est de degré 2sd. Par l’hy-

pothèse du théorème 3.3.1 sur la B-forme initiale Hdðx; tÞ de ft, t A I , on déduit

qu’il existe un réel c strictement positif tel que pour tout t A I , on ait:

Pðx; tÞb cr2sdðxÞ:ð3:7:2Þ

Soit ðyo
; tÞ un élément de p�1ð0Þ � I , alors il existe un sous-ensemble L de

f1; . . . ; ng tel que yo
j ¼ 0 pour tout j A L, et yo

j 0 0 pour tout j B L. On pose

yj ¼
x si j A L

yo
j si j B L.

�

Pour prouver le lemme il su‰t de démonter que la limite de ~PPðy; tÞ quand x tend

vers 0 est strictement positive. En e¤et, par l’inégalité 3.7.2, on a:

~PPðy; tÞl

Pm
j¼1

Q

k AL y
ha k

;db ji

k

� 2s

Q

k AL y
2sld ða kÞ
k

¼
X

m

j¼1

Y

k AL

xfha
k
;db ji�ld ða

kÞg

 !2s

¼
X

m

j¼1

ðxTk AL
fha k

;db ji�ld ða
kÞgÞ2s:
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Du fait que la face

g ¼ 7
n

j¼1

gdða
jÞ

est non vide, il existe un entier j0 A f1; . . . ;mg tel que db j0 A g, donc on a:

X

k AL

fhak; db j0i� ldða
kÞg ¼ 0:

Par conséquent, la fonction ~PPðy; tÞ est strictement positive dans un voisinage de

p�1ð0Þ � I . r

Nous allons maintenant écrire Qi en fonction des variables y et t.

Qi ¼
qF

qt
ri
qF

qxi

� �2s�1

ri

¼ yl
0þð2s�1ÞðlðiÞ�aiþmðiÞÞþmðiÞ

~FtFt
~FF 2s�1
i ~rr2s

i :

Par conséquent, l’exposant de y dans Qi=P est

l
0 þ ð2s� 1ÞðlðiÞ � ai þmðiÞÞ þmðiÞ � 2sld ;

qui est égal à

ðl 0 � lÞ þ ðl� l
ðiÞÞ þ 2sflðiÞ � ai þmðiÞ � ldg þ ai:ð3:7:3Þ

Définition 3.7.2. Nous dirons que a ¼ tða1; . . . anÞ A N est i-bon si

l
ðiÞðaÞ > ai �mðiÞðaÞ þ ldðaÞ ou si lðaÞ ¼ l

ðiÞðaÞ:

Lemme 3.7.3. Si a ¼ tða1; . . . ; anÞ est i-bon et si s est su‰sament grand, alors

le réel:

ðl 0ðaÞ � lðaÞÞ þ ðlðaÞ � l
ðiÞðaÞÞ þ 2sflðiÞðaÞ � ai þmðiÞðaÞ � ldðaÞg

est supérieur où égal à 0.

Démonstration. Si lðaÞ ¼ l
ðiÞðaÞ, par l’égalité (3.7.1), nous avons l’iné-

galité suivante:

l
ðiÞðaÞb ai �mðiÞðaÞ þ ldðaÞ:

Comme pour tout a ¼ tða1; . . . ; anÞ A N, l 0ðaÞ est supérieur ou égal à lðaÞ, nous

avons l’inégalité du lemme. Si l
ðiÞðaÞ est strictement supérieur à

ai �mðiÞðaÞ þ ldðaÞ;

on choisit s su‰samment grand pour avoir l’inégalité du lemme. r
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Lemme 3.7.4. Si la carte ps : Us ! R
n est décrite par:

xi ¼
yiy

akþ1
i

kþ1 � � � y
a n
i

n si i ¼ 1; . . . ; k

y
akþ1
i

kþ1 � � � y
a n
i

n si i ¼ k þ 1; . . . ; n,

8

<

:

alors y
akþ1
i

kþ1 � � � y
a n
i

n ðq=qxiÞ possède un relèvement analytique sur Us.

Démonstration. Par un calcul élémentaire, nous avons:

X

n

i¼1

a
j
i xi

q

qxi

¼ yj
q

qyj
:

Nous en déduisons:

xi

q

qxi

¼

yi
q

qyi
si i ¼ 1; . . . ; k

Pn
j¼1 b

j
i yj

q

qyj
si i ¼ k þ 1; . . . ; n,

8

>

>

>

<

>

>

>

:

où ðb j
i Þi; j¼kþ1;...;n est l’inverse de la matrice ða j

i Þi; j¼kþ1;...;n, ce qui termine la dém-

onstration du lemme. r

On dit qu’un cône est bon si chaque face de dimension 1 est engendrée par

un vecteur i-bon pour tout i, ou bien par un vecteur e i. On dit qu’un éventail est

bon si chacun de ses cônes est bon. Par conséquent, s’il existe une bonne sub-

division régulière S de SDo
et s su‰samment grand, le relèvement de V est ana-

lytique par une modification torique p correspondante à S. En e¤et, soit s ¼

sðe1; . . . ; ek; akþ1; . . . ; anÞ un cône de S. Posons:

p 0
s ¼ ðps � idjðUs�p�1

s ð0ÞÞ�I Þ
�1 et

Giðy; tÞ ¼
~FFt
~FF 2s�1
i ~rr2s

i

~PPðy; tÞ
; pour i ¼ 1; . . . ; n:

Par le lemme 3.7.1, les fonctions Giðy; tÞ sont analytiques dans un voisinage de

p�1
s ð0Þ � I . Pour tout i ¼ 1; . . . ; n, nous notons xðiÞ le vecteur

ðl 0 � lÞ þ ðl� l
ðiÞÞ þ 2sflðiÞ � ai þmðiÞ � ldg:

Nous avons le relèvement:

dp 0
sV ¼

X

n

i¼1

�yxðiÞGiðy; tÞ dps xi

q

qxi

� �

þ
q

qt
:

Par le lemme 3.7.3 et l’inégalité (10.1) on a

x
ðiÞ
j b

0 si j0 i ou j > k

�1 sinon.

�
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A l’aide du lemme 3.7.4, on peut voir que le prolongement de dp 0
sV est ana-

lytique dans un voisinage de p�1ð0Þ � I .

Le relèvement de V est analytique et tangent aux niveaux de surface

F � ðp� idI Þ et dp 0
sVð0; tÞ ¼ q=qt. Comme la modification torique p est un iso-

morphisme en dehors de l’origine, les trajectoires du champ de vecteur définissent

un homéomorphisme préservant les t-niveaux, entre deux voisinages de f0g � I .

Ceci complète la preuve. Il nous reste à montrer qu’il existe une bonne sub-

division.

3.8. Bonne subdivision.

Nous allons d’abord démontrer deux lemmes, qui, associés aux lemmes de

Oka nous permettront d’obtenir une bonne subdivision.

Lemme 3.8.1. Soit a1 et a2 deux vecteurs i-bons. Supposons que l’intersection

de deux faces gdða
1Þ et gdða

2Þ est non vide. Alors pour tous réels c1 et c2 strictement

positifs, le vecteur

a ¼ c1a
1 þ c2a

2

est i-bon.

Démonstration. Nous avons:

l
ðiÞðaÞb c1l

ðiÞða1Þ þ c2l
ðiÞða2Þ;

lðaÞb c1lða
1Þ þ c2lða

2Þ et

mðiÞðaÞb c1m
ðiÞða1Þ þ c2m

ðiÞða2Þ:

Par le fait que gdða
1ÞV gdða

2Þ est non vide, on a:

ldðaÞ ¼ c1ldða
1Þ þ c2ldða

2Þ:

Si on suppose que l
ðiÞðaÞ est égal à ai �mðiÞ þ ldðaÞ, on obtient par ce qui précède

et par l’égalité 3.7.1:

l
ðiÞðaÞ ¼ ai �mðiÞ þ ldðaÞ

a c1a
1
i þ c2a

2
i � c1m

ðiÞða1Þ � c2m
ðiÞða2Þ þ c1ldða

1Þ þ c2ldða
2Þ

a c1l
ðiÞða1Þ þ c2l

ðiÞða2Þ:

Mais comme a1 et a2 sont i-bons, nous obtenons:

l
ðiÞðaÞ ¼ c1l

ðiÞða1Þ þ c2l
ðiÞða2Þ ¼ c1lða

1Þ þ c2lða
2Þ;

ce qui implique que:

l
ðiÞðaÞ ¼ lðaÞ: r
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Lemme 3.8.2. Soit a un vecteur i-bon, si l’ensemble gdðe
jÞV gdðaÞ est non vide,

alors pour tout réel 0a c < 1 le vecteur

b ¼ ce j þ a

est i-bon.

Démonstration. De toute évidence, on a:

ldðe
jÞ ¼ mðiÞðe jÞ ¼ 0:

Donc e j est i-bon si j est di¤érent de i. Par le lemme 3.8.1, il ne nous reste que

le cas où j est égal à i. En e¤et, supposons que e i n’est pas i-bon. On a alors

l
ðiÞðe iÞ ¼ 1 et lðe iÞ ¼ 0:

Si on suppose que l
ðiÞðbÞ est égal à bi �mðiÞðbÞ þ ldðbÞ, nous obtenons, par un

raisonnement similaire à celui de la démonstration du lemme précédent:

l
ðiÞðbÞ ¼ bi �mðiÞðbÞ þ ldðbÞ

a c� cmðiÞðe iÞ þ cldðe
iÞ þ ai �mðiÞðaÞ þ ldðaÞ

a cþ l
ðiÞðaÞ:

Or le vecteur a est i-bon, ce qui donne:

l
ðiÞðbÞ ¼ clðiÞðe iÞ þ l

ðiÞðaÞ ¼ cþ l
ðiÞðaÞ ¼ cþ lðaÞ;

et par conséquent:

lðbÞb clðe iÞ þ lðaÞ

¼ l
ðiÞðbÞ � c:

Le réel c est donc supérieur où égal à l
ðiÞðbÞ � lðbÞ, mais comme c est aussi

strictement inférieur à 1, les entiers l
ðiÞðbÞ et lðbÞ sont égaux. r

Lemme 3.8.3 (Oka [13]). Soit s ¼ sðP1; . . . ;Pkþ1Þ un cône, où les Pi sont

des vecteurs entiers primitifs. Supposons de plus que detðP1; . . . ;Pkþ1Þ ¼ c > 1 et

detðP1; . . . ;PkÞ ¼ 1. Alors il existe des uniques entiers 0a c1; . . . ; ck < c tels que

R ¼ 1=cðPkþ1 þ
Pk

1 ciPiÞ soit un vecteur entier. Le fait que les entiers ci soient

positifs implique que R appartient au cône s.

Soit s ¼ sðP1; . . . ;PnÞ un cône et soit J un sous-ensemble de f1; . . . ; ng.

On note alors sJ le cône engendré par fPj j j A Jg. Si J1 et J2 sont des sous-

ensembles disjoints de f1; . . . ; ng, on note:

sJ1 � sJ2 ¼ sJ1UJ2 :

O. M. Abderrahmane548



Lemme 3.8.4 (Oka [3]). Soit s ¼ sðP1; . . . ;PnÞ un cône et soit J un sous-

ensemble de f1; . . . ; ng. Supposons que sJ est un cône non régulier et soit SJ une

subdivision régulière de sJ . Alors pour tout cône t A SJ de dimension jJj nous

avons

detðt � sJ cÞ < detðsÞ:

Les vecteurs W f jg, j ¼ 1; . . . ; r, définis en 3.7, sont i-bons quel que soit i ¼

1; . . . ; n. En e¤et, par construction de BðiÞ et W f jg, nous avons:

W
f jg
k bk

kBðiÞbBðiÞbW
f jg
i ; Ek ¼ 1; . . . ; n;

on obtient alors:

mðiÞðW f jgÞ ¼ W
f jg
i ; Ej ¼ 1; . . . ; r

le fait que:

ldðW
f jgÞ ¼ lðW f jgÞ ¼ d; Ej ¼ 1; . . . ; r:

Donc si lðiÞðW f jgÞ est égal à W
f jg
i �mðiÞðW f jgÞþ ldðW

f jgÞ, nous obtenons l’égalité

suivante:

l
ðiÞðW f jgÞ ¼ ldðW

f jgÞ ¼ lðW f jgÞ ¼ d:

On a une subdivision de SDo
par les cônes suivant:

s ¼ coneðe1; . . . ; ek;W fkþ1g
; . . . ;W fngÞ; pour k < n:

Il vérifient la propriété:

7
k

j¼1

gdðe
jÞ 7

n

j¼kþ1

gdðW
f jgÞ0q:

Si le volume de s (i.e.: le plus grand diviseur commun de l’ensemble des dé-

terminants des matrices mineures) est strictement supérieur à 1, alors il existe un

entier t strictement supérieur à k tel que le cône sJ engendré par es, s ¼ 1; . . . ; k,

et W fsg, s ¼ k; . . . ; t, soit de volume strictement supérieur à 1 et le cône engendré

par es, s ¼ 1; . . . ; k et W fsg, s ¼ k; . . . ; t� 1, soit de volume exactement 1.

Par les lemmes 3.8.1, 3.8.2 et 3.8.3, il existe un vecteur R qui est i-bon pour

tout i ¼ 1; . . . ; n. Le cône sJ peut être subdivisé par les cônes s j
J , j ¼ 1; . . . ; t, où

s
j
J est engendré par R, es, s ¼ 1; . . . ; k, et W fsg, s ¼ k; . . . ; t, excepté e j ou W f jg,

qui est de volume inférieur strictement au volume de sJ . Donc par une récur-

rence sur le volume de sJ , il existe une bonne subdivision régulière SJ de sJ .

Mais s admet une subdivision par les cônes t � sJ c , où t A SJ . Par le lemme

3.8.4, le volume de t � sJ c est inférieur strictement au volume de s. Donc par

récurrence sur le volume de s, le cône s admet une bonne subdivision régulière.

On obtient donc une bonne subdivision régulière S de SDo
.
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