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Abstract. In this paper we consider the following problem suggested by T.-C.
Kuo. Given a convenient Newton polyhedron I” and a convergent power series
f. Under what conditions the topological type of f is not affected by perturbations
by the functions whose Newton diagram lies above I'? If I' consists of one face only
(weighted homogeneous case) then the answer is given by theorems of Kuiper-Kuo and
of Paunescu. In order to answer this problem we introduce a pseudo-metric adapted
to the polyhedron I which allows us to define the gradient of f with respect to I.
Using this construction we obtain versions relative to the Newton filtration of Loja-
siewicz Inequality for f/ and of Kuiper-Kuo-Paunescu theorem. We show that our re-
sult is optimal: if Lojasiewicz Inequality with exponent r is not satisfied for f then the
r-jet of f with respect to the Newton filtration is not C° sufficent. In homogeneous
case this result is known as Bochnak-Lojasiewicz Theorem.

Next we study one parameter families of germs f;: (R",0) — (R,0) of analytic
functions under the assumption that the leading terms of f, with respect to the Newton
filtration satisfy the uniform Lojasiewicz Inequality. We show that in this case there is a
toric modification 7 of R" such that the family f; o z is analytically trivial. Our result
implies in particular the criteria for blow-analytic trivliality due to Kuo, Fukui-Paunescu,
and Fukui-Yoshinaga.

Our technique can be also used to improve the criteria on C*-sufficiency of jets
originally due to Takens.

Introduction.

La notion de suffisance de jets a €té introduite par René Thom dans les années
60. L’idée repose sur le fait que 'on peut “identifier” un germe de fonction aux
premiers termes de son développement de Taylor. En fonction de I'identification
que ’on veut faire, le probléme est de savoir ou il est suffisant de s’arréter dans le
développement.

T. C. Kuo et N. H. Kuiper (voir [6], [9]) ont démontré indépendamment, a
la fin des années soixante, que le nombre de Lojasiewicz déterminait ’ordre » du
développement de Taylor ou il faut s’arréter pour résoudre le probléme d’un point
de vue topologique (C-suffisance de r-jets). Plus précisément, ils ont démontré
le théoréme suivant:
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Soit f:(R",0) — (R,0) un germe de fonction analytique. Supposons qu’il
existe un réel ¢ strictement positif tel que

|Grad f(x)| > ¢|x|"™"  quand x — 0,

alors [ et H,(x)+---+ H.(x) ont le méme type topologique local, ou
H,,(x)+---+ H,(x) est la partie réguliere du développement de Taylor a
lordre r.

L’inégalité du théoréme s’appelle inégalité de Fojasiewicz et le plus petit
entier r tel que I'inégalité soit vraie s’appelle exposant de f.ojasiewicz. 1l est bien
connue que si le germe f est a singularité isolée, alors I'exposant de f.ojasiewicz
est fini.

J. Bochnak et S. Lojasiewicz (voir [2]) ont établi le théoreme réciproque,
c’est-a-dire que pour tout germe de fonction f qui ne vérifie pas I'inégalité de
Lojasiewicz a I'ordre r, il existe un germe de fonction qui a le méme développe-
ment de Taylor que f a I'ordre r sans avoir le méme type topologique local.

Pour démontrer ce théoréme, dans [6], Kuo a construit un champ de vecteurs
pour avoir la C’-suffisance de germes de fonction. Etant donnés deux germes de
fonction a singularités isolées, considérons I’homotopie qui les relie. Ce champ
de vecteurs est construit en projetant le vecteur unité de I’axe ¢ (espace du temps)
sur I'espace tangent des niveaux de surface non nuls de I’homotopie, et en nor-
malisant le vecteur projeté de telle sorte que la composante sur I’axe ¢ devienne
¢gale a 1. Le champ de vecteurs ainsi obtenu est tres naturel et est essentiel pour
¢tablir équivalence ou trivialité dans de nombreuses catégories. Toute la difficulté
est alors de trouver une nouvelle version du champ de vecteurs de Kuo pour obtenir
cette €quivalence ou cette trivialité.

En dérivant le champs de vecteurs de Kuo, F. Takens a montré (voir [15])
quun germe f qui vérifie I'inégalité de Lojasiewicz a I'ordre r est CK-suffisante,
(k(r —ro) +k — 1)<jets (i.e.: f est C*¥-équivalente a la partie réguliére de degré
k(r—ro)+k —1 de son développement de Taylor).

On peut interpréter géométriquement les théoremes de Kuiper-Kuo et de
Bochnak-t.ojasiewicz de la fagon suivante: Un germe f n’est pas perturbé topo-
logiquement par les fonctions dont le diagramme de Newton se trouve au-dessus
du polyédre de Newton de |x|" si et seulement si le germe f vérifie I'inégalité de
Y.ojasiewicz pour I'entier ». Cette vision géométrique a amené Kuo a se poser le
probléme suivant dans les années 80:

Soit f: (R",0) — (R,0) un germe de fonction et soit I' un polyédre de
Newton commode fixé. Existe-t-il une condition nécessaire et suffisante C(f)
telle que [ ne soit pas perturbée topologiquement par les fonctions dont le
diagramme de Newton se trouve au-dessus du polyédre I'?
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L. Paunescu (voir [14]) a trouvé la condition C(f) lorsque I” représente un
polynome quasi-homogene commode relativement a un systeme de poids w.

Dans la section 1, nous trouvons la condition C(f) lorsque I" est un poly-
¢dre de Newton commode quelconque. Pour résoudre ce probleme, motivé par
le théoreme 1.3.6, nous introduisons une fonction de controle et des fonctions
compensatrices relatives au polyedre.

Dans la section 2, nous donnons une géncralisation naturelle du résultat
de Takens en introduisant un critére de C*-suffisance relative a un polyedre de
Newton.

Soit Wi(x, y)=xy(x—y)(x—1ty), t>1, la famille de singularités de Whitney,
et soit f: M? — R? Iéclatement de R?> en 0, oo M? est le ruban de Mobius.
Cette famille est C-triviale mais n’est pas C'-triviale. Kuo a cependant constaté
que la famille W, o f est analytiquement triviale. Ce qui 'a amené plus tard a
introduire les notions de blow-analytique et de modification analytique (voir [8]).
Une fonction continue f : R" — R est dite blow-analytique s’il existe une composi-
tion finie d’éclatements, f, telle que f o f§ soit analytique. Par exemple, f(x, y) =
x2y/(x% + y?) est blow-analytique (mais pas C'). Un homéomorhpisme local / :
(R",0) — (R",0) est dit blow-analytique si les composants de / et de A~ sont
blow-analytiques. On dit que deux germes f; et f> : (R",0) — (R,0) sont blow-
analytiquement équivalents s’il existe un homéomorhpisme local /2 blow-analytique
tel que f1 = froh.

Dans [8], [3], Kuo et Fukui-Paunescu, en deux étapes, ont démontrer le thé-
oréme suivant:

Soit fi(x), te(a,b] = R, une famille de germes de fonction analytique ayant
une forme initiale relative a une filtration homogeéne ou quasi-homogene et
admettant une singularité isolée a l'origine, alors la famille est analytiquement
triviale aprés une modification torique de R".

Dans [4], Fukui et Yoshinaga ont démontré le méme résultat en supposant
que d’une part, f; est non-dégénérée au sens de Kouchnirenko, et d’autre part que
le polyedre I',(f;) est indépendant de ¢ et qu’il est commode.

Nous montrons dans la section 3, qu’il est possible de supposer que la filtra-
tion est li¢e a un polyédre de Newton commode quelconque:

Si fi(x), t€a,b] = R, est une famille de germes de fonction analytique, ayant
une forme initiale relative a une filtration liée a un polyédre de Newton
commode I' qui vérifie la condition C(f) nécessaire pour résoudre le probleme
de Kuo (voir plus haut), alors la famille est analytiquement triviale aprés une
modification torique de R".

Ce résultat implique, en particulier, les théorémes de Kuo, Fukui-Paunescu et

Fukui-Yoshinaga (voir [8], [3], [4]).
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Je remercie T.-C. Kuo, A. Parusinski et L. Paunescu de leurs nombreux
conseils.

1. Théoréme de Kuiper-Kuo-Paunescu relatif a un polyédre de Newton.

Deux germes de fonction f, ¢g:(R",0) — (R,0) ont le méme type top-
ologique (local en 0) s’il existe un homéomorphisme local % : (R",0) — (R",0)
tel que foh=g. On note £, I'ensemble de tous les germes de fonction f :
(R",0) — (R,0) de classe C*, au voisinage de I'origine privé de 0. On donne
une relation d’équivalence sur I'ensemble £, déterminée par le type topologique.

Dans [6], [9], Kuiper-Kuo et Paunescu ont montré que pour toute fonc-
tion f de £, vérifiant I'inégalité de Lojasiewicz relative a un polyedre de Newton
I', commode et quasi-homogene (i.e.: défini par un polyndme quasi-homogene),
la fonction f n’est pas perturbée topologiquement par les fonctions dont le dia-
gramme de Newton est au-dessus du polyedre I7,.

L’objectif de cette section est d’arriver a une géncralisation naturelle de ce
résultat, qui consiste a étudier le type topologique des fonctions de £, vérifiant
une nouvelle inégalit¢ de Lojasiewicz relative a un polyedre commode non néc-
essairement quasi-homogene.

I.1. Diagramme de Newton.

Soit A = (a/);=1...» une matrice de nombres rationnels non-negatifs. Nous
j=l,....m

notons les vecteurs lignes et colonnes de A:
_ 1 m .
a; = (a;,...,a"), i=1,...,n,

a’ =(af,....al), j=1,...,m.

Nous notons aussi:

supp(4) = {a’|j=1,...,m},
I (A) = enveloppe convexe dans R" de I'ensemble supp(4) + R et

I'(A) = réunion des faces compactes de 717, (A4).

Nous appelons supp(A) le support de A, I'\(A) le polyédre de Newton de A et
I'(A) le diagramme de Newton de A. On dit que A est une matrice de sommets si
le support de A est égal a I'ensemble des sommets du polyedre de Newton de A
(i.e.: supp(A) = {faces compactes de dimension 0 de I';(4)}). Nous supposons
que le polyédre I',(A) est commode, c’est-a-dire que l'intersection du polyedre
I';(A) avec chaque axe coordonnée est non vide. On dit que la matrice 4 est
commode si le polyédre ', (A) est commode. Par la suite, nous supposerons que
A est une matrice de sommets commode.
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Si p est un nombre réel positif, nous notons:
pl =pal et p/=pa’.
Nous introduisons la fonction de controle du polyédre ', (A); c’est la pseudo-
norme p définie par, pour tout point x de R",

m A\ mon ; 1/2p
(1.1.1) p(x) = (Zﬂ’) = (Z]‘[x?’f> :

j=1 =1 i=1
Nous pouvons choisir p assez grand pour que les réels 2p-l.7 soient des entiers, de
telle sorte que p? soit de classe C*. Par conséquent, les sphéres associées (non
vides)

(1.1.2) S, ={xeR"|p(x)=r}

a la fonction de controle p sont des vari¢tés de classe C*.

On pourra supposer par la suite que les n premiéres colonnes de la matrice
de sommets A représentent les sommets axiaux du polyedre /7, (A) (i.e.: I'inter-
section du diagramme de Newton de A avec les axes de coordonnées). Ceci re-
vient a dire que les n premiers sommets (ou colonnes) de A vérifient:

aj:(O,...,an,...,O) et Cljj>O> Vi=1,...n

ExempLE 1.1.1. Pour n=2, la matrice A est de la forme:

1 m
(“1 0 - al )
2 m |
0 az P az

Voici le diagramme de Newton de p*:

224

8 0 0 5 3
ExempLE 1.1.2. Si la matrice 4 est de la forme: 0/ 00 1],ona
le polyédre de Newton I, (A) suivant: 00 [ 2 3
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2

Iy

(5,0.2)

I3

et la fonction de contrdle est donnée par: p(xi,x2,x3) = (x]¢+x3 + x¥ +
104 | +6,2,.6\1/2
X;7X5 4 XPX5X3) 2,
1.2. Les fonctions compensatrices.
Rappelons que pour une fonction f de £,, f est une w-forme de degré r,
pour le systeme de poids w = (wy,...,w,), si pour tout nombre réel positif ¢, on a:

L X1, ) = (%),

Soit A une matrice de sommets commode. Dans le cas ou les entiers m et n sont
¢gaux, p est une w-forme de degré 1 pour le systeme de poids w = (wy,...,w,),
avec wy = 1/af pour k=1,...,n. On appelle w(x;) = w; le poids de x;. Dans
[14], les fonctions compensatrices sont définies par:

wi

pi=p", i=1,...,n
Dans le cas général, c’est-a-dire si m est supérieur ou égal a n, on peut faire
une subdivision simpliciale de I'(A4) pour que chaque simplexe posséde n sommets
linéairement indépendants a’', ... a’* (considérés comme des vecteurs de R"). 1l
existe un unique systéme de poids wil/--/n} correspondant a ces sommets tel que
les fonctions x”,...,x*" soient des wi/i-/n-formes de degré 1. Par exemple,
pour les sommets a',...,a”, le systtme de poids correspondant est:

1 1
W{l,,n} — (_1’ ... ’—}1).
al an

Nous notons % I’ensemble des faces de I'(4) de dimension n— 1. Pour
chaque face F e %, soit w’ T'unique vecteur de Q' tel que pour tout beF,
(b,wF> =1. La face F contient au moins un simplexe de n sommets a’', ..., a’.

On en déduit que:
WF — W{jh”-7jn}'
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Pour tout entier 7 de {1,...,n}, on définit le poids de x; relatif au polyedre
I',(A), que T'on note A(i), comme le maximum des wi/=/i}(x;) ou a’,..., a"
sont les sommets d’un simplexe de I'(4). Ceci revient a dire que:

N F
A(7) = max{w; }.

Par exemple si n =2 ou si m=n+1, on pose J(i) ={je{l,...,m}/al > 0}.
On obtient alors:

1 al
1.2.1 A =maxd — 1=V £ |4,
120 0=t (125}

On introduit les fonctions compensatrices comme suit:

. \AD2
(1.22) m@—GW@Q)%>
k#i
pour i =1,...,n. Observons que les p; sont des w-formes de degré A4(i) pour le
systtme de poids w = (wy,...,w,) ou wy = 1/aF pour k #i et w; = A(i).

6 0 2
E 1.2.1. it A 1 ice:
XEMPLE Soit a matrice ( 0 4 2

trole du polyédre I'y(A4) est: p(x, y) = x8 + x2p? +y* et les poids relatifs a A
sont: A(1)=1/4, A(2) =1/3. Les fonctions compensatrices sont: p;(x, y) =
()Y et pyn ) = (00 + )0

>. La fonction de con-

8 0 0 5 3
ExempLE 1.2.2. Soit 4 la matrice: 0 / 0 0 1 ou [ est choisi
0 0 [ 2 3

strictement supérieur a 16. La fonction de controle est:

104 |, 6.2 6)1/2

p(x,p,2) = (X0 + 4 22 4 X102+ X022

et les poids sont A(l) = (/—4)/3], A(2)=(21-9)/5] et A(3) = (5/—28)/24l.
Pour [ = 20, les fonctions compensatrices sont:

pl(x7 y,Z) = (x6 +y32 +Z32)1/67

1 24 2041/100
00 8_|_260)/

pr(x,3,2) = (y " +x et

p3(x,3,2) = (2% + 5% 4 y7 )V,

Les fonctions p; nous permettent d’introduire une meétrique Riemannienne
sur R"\{0}, définie par la forme bilinéaire suivante:

0 0
1.2, SN
( 3) <pl axi 7p] axj> 67]
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ou J; ; désigne le symbole de Kronecker. On désigne par Grad, et || ||, re-
spectivement le gradient et la norme associés.
Pour une fonction différentiable /' on a les égalités suivantes:

& o @
(124) GradAf = ;pla—)ﬁpla—xl,
IRV IAY
(1.2.5) IGrad, 15 =) g
i=1 !

DfrFiNiTION 1.2.3. Un germe de fonction f : (R",0) — (R,0) de £, est D-
stable s’1l existe ¢ > 0 tel que pour tout g € £, vérifiant les conditions suivantes
dans un voisinage de 0:

(1) gl <ep”,

(2) |pibxgl <ep®, 1<i<n, x#0,
ona f+g~ f (ie. f+g et f ontle méme type topologique dans un voisinage
de Torigine).

REMARQUE 1.2.4. Si m =n, on retombe sur le cas relatif a un systéme de
poids w= (1/al,...,1/a"), cest-d-dire sur la définition de Paunescu [14].

1.3. L’inégalité¢ de Lojasiewicz relative a un polyedre de Newton.

Soit f: (R",0) — (R,0) un germe de fonction de £,. On rappelle que f
vérifie I'inégalité de Lojasiewicz pour 'exposant r s’il existe un réel ¢ > 0 tel que:
|x| |grad f(x)| = ¢|x|” quand x — 0.

PROPRIETE 1.3.1. Un germe de fonction f : (R",0) — (R,0) de £, vérifie la
propriété Q4(r) s'il existe un réel ¢ >0 tel que:
(1.3.1) |Grad, f(x)|| ; > cp(x)"  quand x — 0.
(on lappelle l'inégalité de Lojasiewicz relatif au polyédre I'\(A)).

On definit 'exposant de Lojasiewicz relatif a 4 comme suit:

14(Grad, f) = inf{A > 0 : ||Grady f(x)|| , > const - p(x)*,x voisin de zéro}

Par le lemme du petit chemin on peut affirmer que /4(Grad, f)e O, U{w}.
Dans le cas ou la matrice 4 est la matrice identité, I'inégalité de lLojasiewicz
relative au polyedre I, (A4) n’est autre que l'inégalité de Lojasiewicz habituelle.

DErFINITION 1.3.2.  Soit A une matrice de sommets commode et d un nombre
rationnel non-negatif. dA est une matrice de sommets commode. Nous notons
par:

I (p?) = I (dA),

I'(p?) =TI (dA).
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DfrFiNiTioN 1.3.3. Soit f: (R",0) — (R,0) une fonction analytique réelle,
définie par

f(x)= chxv, ou v=(v,...,v).
v
On dit que f est une A-forme de degré d si f est définie par

f(x)= Z cpx’.

vel(p9)

REMARQUE 1.3.4. Nous pouvons supposer que les coefficients de 4 sont assez
petits pour que tous les systémes de poids wl/ii ou {ji,...,j,} < {1,...,m}
(défini dans la deuxiéme section) soient des n-uplets d’entiers. Si f est une A4-
forme de degré d, nous pouvons affirmer que pour chaque mondome de f il existe
un systéme de poids wi/i-/} tel que ce mondme soit une wili--int-forme de degré
d et dans ce cas d est un entier positif. Nous supposerons dorénavant que la
matrice A satisfait cette propriété.

Pour a = (ai,...,a,) e R} et a = (a,...,o,) € R}, ou R" désigne I'espace

=+
dual de R", on pose:

la,o) = ajoy + - - -+ a,o,
l(2) = min{<a,0) |a e I',(p?)}

7a(0) = {a e I (p?) [a,v) = la()}.

On dit que y est une face coordonnée si elle n’est pas compacte et si elle
contient un ouvert non vide d’un sous-espace coordonnée. Comme le polyedre
I (p?) est commode de sommets da/, j = 1,... ,m (car les a’/ sont les sommets de
I (p)), les faces de I',.(p?) sont compactes ou coordonnées. On peut introduire
le lemme suivant:

LeEMME 1.3.5. Soit b un vecteur de R". Si b n'appartient pas a I'y(p?) alors
il existe un vecteur ve R' tel que {b,v) est strictement inférieur a l;(v) et y,(v)
est une face compacte de dimension n — 1.

DEMONSTRATION.  Comme b n’appartient pas a I (p?), il existe un vecteur
vE Rf tel que
(byvy < 1i(v).
On a donc:
{da’ vy >0 Yji=1,..,m.

On en déduit que les composantes v; du vecteur v sont strictement supérieures a
0 (car dajj vj = {da’,vy > 0). Ainsi y,(v) est une face compacte de dimension k.
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On peut affirmer I’existence de s faces compactes oy, ...,q; (ou g; = y,(a'))
de dimension n—1 et de r faces coordonnées oy,...,q, (ot g/ =y,(f’)) de di-
mension n — 1 telles que

Ya(0) = ﬁ J’d(o‘i) h Vd(ﬂj),

i=1 j=1

et donc on a:
S r
v=> A+ MR, ik >0,V
i=1 =1

Mais d’apres ’hypothése, et du fait que la face y,(v) est non vide, on en déduit:

<byvy < la(v) = Iy (Z I i}/)”) =S LGty + 3 L),
i=1 j=1 i=1 j=1

Or on a ld(lj’.ﬁj ) =0 (car g; est une face coordonée) et donc il existe un entier
ipe{l,...,s} tel que:

(b, Aiy0y < Ig(2i,0™). ]
Soit 4 : (R,0) — (R,0) une fonction analytique réelle. On peut 1’écrire:
h(t) = byt* + bgy ™ -, avec by #0.
On dit que /(7) est équivalente a #* et on le note A(z) ~ °.

THEOREME 1.3.6.  Soit f: (R",0) — (R,0) une fonction analytique réelle. Si
f est une A-forme de degré d alors il existe un réel M >0 tel que dans un
voisinage de [origine on a:

(1) 1/ < Mp(x)*,

() [pi0if ()] < Mp(x)*, 1 <i<n.

DEMONSTRATION.  Pour démontrer (1), il suffit de prouver que pour tout
élément a de I',(p9), il existe un réel ¢ > 0 tel que

p? > clx

‘| quand x — 0.
Supposons que quelque soit ¢ > 0 cette inégalité n’est pas vrai. Donc 0 ap-
partient & la fermeture de X = {(x,¢)|p9(x) < ¢|x%|}.

Comme X est semi-analytique, d’apres le lemme des petits chemins, il existe
une courbe analytique 4:]0,¢] — X, ou A(0) =0 et A(¢) = (41(2), ..., 4u(2),c(2))
avec:

M) ~ 1M I ~ et c(t) ~ 1P,
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On en déduit que:
<G,O(> < inf {<d61j706>},
I1<j<m

ce qui contredit le fait que y,(a) est une face du polyédre I", (p?), car elle contient
au moins un sommet da’.

Pour démontrer (2), il suffit de prouver que pour tout élément a de I"(p?), il
existe un réel M strictement positif tel que:

p,0ix?| < Mp(x)* quand x — 0, avec 1 <i<n.

Or par construction des fonctions p;, on a, pour tout i =1,... n:
a a a//:A(i) a a;i—1 a
(1.3.2) pi0ix] < 1x9+ 3 gt g,
k#i
En utilisant le fait que pour tout k=1,...,n on a

k g(i k A(\n.
R P e R Al

I'inégalité 1.3.2 devient
pidix] < el 4+ Y 1™
k#i
ou
bl(.k) =0, b,(ck) = af A(i)a; + ap et b]@ =a; pour j#ik.
Compte tenu de I'inégalité (1), que 'on a démontrée précédement, il suffit de
démontrer que les points 5%} sont éléments du polyedre I'\(p?).

Supposons que b%) ¢ I', (p?). D’aprés le lemme 1.3.5, il existe un vecteur
v de R" tel que (h™, v} soit strictement inférieur a /y(v) et 7,(v) soit une face

compacte de dimension n— 1 qui contient au moins n sommets da’, ..., da’
linéairement indépendants. Or le systétme de poids wi/i=-/r} correspondant aux
sommets a’',... a’ (défini dans la deuxiéme section), n’est autre que dv/l;(v).

Etant donné que a est un point de I (p?), on en déduit I'inégalité suivante:
<b(k), W{jl,---7j)z}> < <a’ W{]] jn}>,

c’est-a-dire:
Wijl,y]n}a]];A(l)al < alwl{leajn}.

Or pour tout k=1,...,n, on a w,{cj“”"j”} > 1/aF, donc le poids A(i) de x; est

strictement inférieur a wl{jl""’j”}, ce qui contredit la définition de A(i) comme le

maximum des poids wl/i=in} (x;) = i/, O
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REMARQUE 1.3.7. Par le méme procédé que dans la démonstration précé-
dente nous pouvons établir que pour tout point « de N” il existe un réel strictement
positif M tel que dans un voisinage de 1'origine nous ayons l'inégalité suivante:

(ﬁ/h“’)(?“f < Mp*
i=1

ou f est un fonction analytique réelle et une A-forme de degré d.

THEOREME 1.3.8.  Soit A une matrice de sommets commode et [ : (R",0) —
(R,0) une fonction analytique réelle telle que df (0) =0. Alors f admet une sin-
gularité isolée a l'origine si et seulement si I'exposant de t.ojasiewicz de f relatif a
A est fini (i.e.: [4(Grady f) < +00).

DEMONSTRATION.  La preuve est similaire a celle de ([9], théoréme 4A). [

1.4. Non-dégénérescence et propriété Q,(r).

Dans cette section, on s’intéresse a la relation entre la non-dégénérescence
(au sens de Kouchnirenko) et la propriété Q,(r).

Soit f: (R",0) — (R,0) une fonction analytique réelle, définie par f(x)=
Y., ox’, avec v=(vi,...,v,). Pour 4 une matrice de sommets commode fixée
on definit:

Hi(x) = Z cyx”.
vel(pl)
Par la remarque 1.3.4, on a I’écriture suivante:
J(x)=Ha(x)+ Hg1 + -+, Ha(x) #0.

Les H; sont des A-formes de degré j. Nous appelons H; la A-forme initiale de
f. Dans le cas ou m =n on l'appelle la forme initiale quasi-homogene de f
(pour le systtme de poids wil~" = (1/al,... ;1/a")). Dans le cas toujours de
m =n, si A est la matrice identité, alors H; est la forme initiale usuelle (ou ho-
mogene) de f.

Pour tout sous-ensemble y de I'.(p?), on définit la fonction f, par:

fr(x) = Z cx’.

VEY

DEFINITION 1.4.1. Soit f: (R",0) — (R,0) une fonction analytique réelle,
définie par:

f(x)=Hy(x)+Hy(x)+ -

ou les fonctions H; sont des A-formes de degré j. On dit que 0 est un point
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initialement A-isolé (ou I',(p“)-isolé) pour f si pour toute face compacte y de
I (p?), I'équation

f(x) =0

n’a pas de solution dans (R — {0})".
La fonction f est dite initialement 4-non-dégénérée (ou I, (p¢)-non-dégénérée)
si pour toute face compacte y de I'y(p?) I’équation:
0 0
Lo fy

— .. =X, -0
lﬁxl x@xn

n’a pas de solution dans (R — {0})".

REMARQUE 1.4.2. Comme le polyédre de Newton I',(p?) est commode,
la I', (p?)-non-dégénérescence n’est autre que la non-dégénérescence au sens de
Kouchnirenko.

TukoreME 1.4.3. Soit f: (R",0) — (R,0) une fonction analytique réelle, dé-
finie par

f(x):ZCVXVZHD(X)+'--—|—HL+...

ou les fonctions H; sont des A-formes de degré i.
Si [ est I'y(pP)-non-dégénérée alors f vérifie la propriété Q4(D).

Remarquons avant tout que la réciproque n’est pas vraie. En effet, on pose:

(o3 5 2 )

pour f(x,y) = x% 4 xp>, f vérifie la propriété Q4(6) et est non-dégénérée au sens
de Kouchnirenko mais n’est pas I", (p®)-non-dégénérée, car f, = 0 ou y est la face
compacte de I, (p%) de sommets (1/2,12) et (0,18). En vue de démontrer ce thé-
oreme, considérons d’abord le lemme suivant:

LemMmE 1.4.4. Soit f: (R",0) — (R,0) une fonction analytique réelle, définie
par

f(x)=Hp(x)+ -+ Hp(x)+---.

Si f admet 0 comme point I'\(pP)-isolé alors il existe un réel 0 strictement positif
tel que:

1f(x)| = 0pP(x) quand x — 0.

DEMONSTRATION DU LEMME. On va faire la démonstration dans le cas de
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deux variables (ou n = 2) et I'(p?) n’a que deux faces compactes de dimension 1

(ou m=3), la démonstration dans le cas général étant identique. On peut
supposer que la fonction de controle est:

pP(x) = |x1|* + x| 2|+ |xa]

Regardons son polygone I, (p?):

T2

/‘7’2
c /‘h

b a I

Supposons que 0 est dans la fermeture de

X ={(x0)f(x)] < 0p"(x)}.

Comme X est un ensemble semi-analytique, d’apres le lemme des petits chemins,
il existe une courbe analytique

2:10,¢] — X,
ou A(0) =0, A7) = (x1(2), x2(2),0(2)), avec:
x1(f) ~ 1", xp(t) ~t2 et Of) ~ 1P
Donc on a I'équivalence suivante:
pP (A1) ~ 1!

ou A = min{aay,boy + con,doy}.
Comme I’¢quation f,(x) =0 n’a pas de solution dans (R — {0})?, pour tout
ye I (pP), alors il existe un réel ¢ strictement positif tel que

(1.4.1) /] = er(1x1]* + |x1|°x2|)  quand x — 0.
Par conséquent, on a:
1o (x) ~ A

avec A; = min{aoy, boy + cop}.
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Nous définissons g par

g(x) = f(x) = f,(x).

Si le réel A4 est strictement inférieur a doy, alors on peut choisir 0 suffisament petit

tel que A soit strictement inférieur a (d — d)ay. De plus, puisque le polyédre de

Newton de g2 est strictement au-dessus du polyédre de Newton de x7¢ + xx3¢ +

x§<d_5), donc par le théoréme 1.3.6 on a:

¢ a c —0
(1.42) 9(0)] < 5 (bl o+t eal + 2] 7).
Par (4.1) et (4.2), on a:

fO0) ~ 14,
ce qui contredit I’hypothese

£ ((0)] < 0(0)p” (A(0)).
En faisant le méme raisonnement pour la deuxieme face, on obtient:
A = aoy = doy = boy + cay,

ce qui contredit le fait que I'(p”) a deux faces compactes de dimension 1. []
DEMONSTRATION DU THEOREME. L’origine est un point I7(p?)-isolé pour
|Grad4 f(x)|| 4, donc par le lemme précédent, il existe un réel ¢ strictement positif

tel que
|Grad4 f(x)|| ; = cp”(x) quand x — 0. O

1.5. Stabilité topologique.

Dans cette section, on aborde I'objet principal de cette section ou il s’agit de
démontrer la version du théoreme de Kuiper-Kuo-Paunescu relatif a un polyedre
de Newton I'.(A4).

TukoreME 1.5.1. Soit f:(R",0) — (R,0) un germe de fonction de #£,.
Supposons qu'il existe un réel c strictement supérieur a 0 tel que

(1.5.1) |Grad f(x)|| = ep(x)®  quand x — 0,
alors [ est D-stable.

Si les entiers m et n sont ¢gaux on retrouve le théoreme de Kuiper-Kuo-
Paunescu (voir [6], [9], [14]).

Dans le cas ou f est analytique et définit une singularité isolée a 1’origine,
alors par le théoreme 1.3.8 et le théoreme 1.5.1, pour toute matrice A de sommets
commode, il existe un nombre D tel que f soit D-stable.
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En particulier si f est non-dégénéré au sens de Kouchnirenko et I';(f) est
un polyedre commode alors par le théoreme 1.4.3 et le théoreme 1.5.1, f est 1-
stable pour la matrice de sommets de 17 (f).

ExempLE 1.5.2. Soit f(x,y) = (x—y*)(x*+1%). On a le diagramme
suivant:

La fonction f n’est pas perturbée topologiquement par les fonctions dont
le diagramme est au-dessus de la ligne en pointillés, car f est C°-suffisant, 12 jet
(voir [7]). Nous gagnons ici la zone hachurée. En effet, nous vérifions a laide
du théoreme 1.4.3 que:

5 0 4
IGrads f(x, )4 = cp(x,y)  quand (x,y) =0, pO“rA:<o 12 2)'

Donc par le théoreme 1.5.1, f est I-stable.

ExeMPLE 1.5.3. Soit f(x, y) = x2y> + x” + xy4, avec p>5,¢>3. Onale
diagramme suivant:

.,

@D
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La fonction f n’est pas perturbée topologiquement par les fonctions dont
le diagramme est au-dessus de la ligne en pointillés, car f est (¢ —1)(p —2)-
stable, pour le systeme de poids w = (1,(p —2)/2) (voir [14]). Nous gagnons
p 0 2
0 2(¢q—1) 2
|Grad f(x, y)||, admet 0 comme point Iy (p)-isolé. En utilisant le lemme 1.4.4,
nous démontrons que:

ici la zone hachurée. En effet, pour 4 = ( ) nous voyons que

|Grad, f(x, y)ll4 = ¢p(x, ¥) quand (x,y) —0,
Donc par le théoreme 1.5.1, f est 1-stable.

ExempLE 1.54. Soit f(x,y,z) = x? 4+ xy? +z¥ + zy? + xyz, avec p > 3.

p 0 0 1
Pour A= 0 p*/(p—1) 0 1| on a le diagramme suivant:

0 0 [ 1

y

2

p-1

Pz
P

(3]

La fonction f n’est pas perturbée topologiquement par les fonctions dont
le diagramme est au-dessus du diagramme /'(A4). En effet, en utilisant le lemme
des petits chemins, on démontre que:

|Grads f(x. . 2)ll, = ep(x, »,2) quand (x, y,2) = 0,

pour
p 0 0 1

A=[0 p*/(p-1) 0 1

0 0 p 1

Donc par le théoreme 1.5.1, f est 1l-stable.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 1.5.1. On pose:
(1.5.2) F(x,t) = f(x) + tP(x),

ou P(x) € £, vérifie les deux conditions suivantes:

(1) [Pl <ap”,

(2) |p;oxiP| < apP, x #0, pour i=1,...,n.
Nous cherchons a déterminer ¢ > 0, tel que pour tout réel a vérifiant 0 < a < ¢, la
famille (F;), 1€ [0,1] est topologiquement triviale.

Par un prolongement de la forme bilinéaire définie en [1.2.3), on a:

0 0 :
<8—x175>—0, l—l,...,]’l,

A
ot'ot)

On en déduit une métrique Riemannienne sur {R"\0} x R,

et

Grady F(x,t) = En:pi (6f(x) + tap(x)>/) ﬁ + P(x) é

£\ Ox; oxi )" ox; ot

0
= Grady  F(x,t) + P(x) %
On definit le champ de vecteurs de Kuo comme suit:

(/(_p F ,
(x) GlradA?2 1) six0
|Grad 4, F||;

(1.5.3) d(x, 1) = ¢
0

— sinon.
( Ot

Ce champ de vecteurs est de classe C' pour x # 0 et il est tangent aux niveaux de
surface F = C ou C est une constante réelle.

LemME 1.5.5. On a:
|Grad 4, F(x,1)|| , = bp®
ou b est une constante réelle strictement positive, et t € |0, 1].
DEMONSTRATION DU LEMME. On a:
|Grad s F, > |Grada £(x)]], — f|Grads P,

> cp? — t||Grady P(x)||,, t€]0,1]
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mais par hypothése sur P(x), on a:
2 _ 2 2D
|Grad P(x)]]3 = Zl(pg) <dp.
On choisit ¢ = ¢/2, alors on peut considérer aussi b = ¢/2. ]

Pour prouver que la famille (F;), 7€ 0,1], est topologiquement triviale, il
suffit de montrer qu’il existe deux fonctions de Liapunov U(x,¢) et V(x,¢) telles
que

Grad U(x,?) - ¢(x,1) > 0

et
Grad V(x,1) - ¢(x,1) <0

pour x # 0, (voir [6], [14]). En effet, on choisit U(x,?) et V(x,f) de la forme
Ulx,t) =etp? et V(x,t) =e 2>

Par un calcul élémentaire, nous obtenons:

Grad U(x, 1) - §(x, 1) = 2e p( p+;8xi l)

i=1

) (Lp - Z

Compte tenu de [1.5.3), on a:
 —PpiyF(x, p,

X, 1) = .
M0 = Grad, P2

Or par les propriétés (1.2.4) et (1.2.5), on a:

pids F(x,1)] < [[Grad Fll.

et 'on obtient donc par le lemme 1.5.5:

| (x, 1) < 2p;.

Le théoreme 1.3.6 entraine alors I’existence d’un réel M strictement supérieur a 0
satisfaisant
dp(x)

Pi(x)a—xi < Mp(x).

I1 suffit donc de choisir L > M. On démontre la deuxiéme inégalité d’une fagon
analogue. Ceci complete la démonstration du théoréme. ]
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1.6. Théoreme de Bochnak-Lojasiewicz relatif a un polyedre de Newton.

Dans cette section, nous allons démontrer que ’hypotheése du théoreme 1.5.1
n’est pas seulement suffisante mais est aussi nécessaire pour avoir la stabilité
topologique relative au polyedre de Newton. C’est I’analogue du théoréme de
Bochnak et Lojasiewicz, relatif a un polyédre de Newton I, (A).

DfrFINITION 1.6.1. Deux germes de fonction f et g: (R",0) — (R,0) de £,
sont D-équivalents, s’ils verifient les conditions suivantes:

(1) f—g:o(pD)’
(2) pi(0x.f —0xg) =0(p?), ol 1<i<n.
REMARQUE 1.6.2. 1) Si f et g sont analytiques alors, d’apres le théoréme
1.3.6, la condition (1) implique la condition (2).
ii) Si f ou ¢ vérifie la propriété Q,(D) alors d’apres le théoréeme 1.5.1, si f

et g sont D-¢quivalents, alors f et g ont le méme type topologique dans un
voisinage de 1'origine.

Soit 4 € Q" une matrice de sommets commode. On note par /(4) la dis-

tance entre l'origine et le polyédre de Newton I, (A), c’est-a-dire

On pose:

b= inf {{a’,v"y}=L("), i=1,...,n,

1<j<m
wa = —A(l) Aln) .
by 7 b,
Par constuction de p, p; et w, il existe deux réels c; et ¢, strictement positifs
tel que pour tout point x de R", on ait, pour tout i=1,...,n,
(1.6.1) cip" (x) < pi(x) < cap (x).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme.
THEOREME 1.6.3. Soit f: (R",0) — (R,0) une fonction polynomiale, telle que

f(x)=Hp(x)+ -+ Hp(x)
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ou les H; sont des A-formes de degré i et avec

D > 3sup{wil, ..., w?}.

n

Si f ne vérifie pas la propriété Q4(D), alors il existe une famille de fonctions
{fiticn de £5 telles que les fonctions f; soient D-équivalentes a f et les variétés
£710) ne soient pas homéomorphes deux a deux.

DEMONSTRATION.  On définit ’ensemble semi-algébrique associé a f:

E = {ueR” | |Grad, f ()], = min |Grad.4 f(x)||A}-

(Dans la sphére p(x) = constant, ||Grad, f]|, prend son minimum aux points
de Ey. Par le théoreme Tarski-Seidenberg ([10], p. 17), I'ensemble E; est semi-
algébrique). Appliquant le lemme des petits chemins (voir [11I], p. 103 et [12],
§3), on peut affirmer qu’il existe une courbe analytique

At) = (Ai(t),..., A(2), tel0,n),

avec A4(0) =0, A(r) #0 si t #0, et pour tout ¢, A(t) € Ey.
Parce que nous avons

|Grady f(A(0)[l 4 ~ " et p(A(r)) ~ 1",
il s’ensuit qu’il existe un réel strictement positif ¢ tel que
|Grad, f|, = cp" quand x — 0.

Par le fait que f ne vérifie pas la propriét¢é Q4(D), nous avons u/r > D.
Pour i =1,...,n, on peut supposer que:

2i(t) ~ ', Oy f(A(0) ~ 1% et pi(A()) ~ 1%,

et nous en déduisons que:

n
u= min {¢ + o} et r= min E alqip.
l<i<n 1<j=m| &

et d’apres I'inégalité¢ 1.6.1, nous avons:

o grwiA, pour i=1,...,n.

A une permutation pres, nous pouvons supposer que ¢ = min{q;} et A;(¢) = t?'.
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De tout ce qui précéde on déduit les inégalités suivantes:

& = [ — 0

> Dr —rw/!

> (D— W; linjlgm{Za q,}

(D w; )(]11(/1)

Or par hypothése nous savons que D est supérieur ou ¢gal a
3sup{wil,...,wA}. De plus, pour tout i = 1,...,n, on peut affirmer que /(A4)w!
est supérieur ou égal a 1. Nous avons donc:

&i
qi
> (3w = wi)i(4)

> (D — wh)I(A)

> 2wl(A)
> 2.

Considérons maintenant la fonction suivante:
/g1 | |
P(x) = f(i|n] ") +Z e, Al ) (i = A V).

I1 s’ensuit que I'ordre de df/ é’xi(/l(]x1|l/ 1)) est &/q1 qui est strictement supérieur
a2, i=1,...,n, et donc P est une fonction de classe C>. Par conséquent, f et
f — P sont D-équivalentes.

Nous pouvons démontrer que notre nouveau représentant de la classe f
vérifie, pour tous t€[0,%) et i =1,...,n, les propriétés suivantes:

of - P

(/= P)(A)) =0 et —7r

(4(1)) = 0.

La démonstration s’achéve de la méme fagon que dans [I], en choisissant ¢,
de telle sorte que I'ordre par rapport a x; soit plus grand que D, et en observant
quune fonction C* plate ne change pas la classe de D-équivalence. O

Dans le cas ou les entiers m et n sont égaux, nous nous retrouvons dans le
cas relatif 4 un systéme de poids w = (1/a{,...,1/a"), et du fait que le vecteur
w4 n’est autre que w, nous retrouvons la condition sur D du théoréme B de

Paunescu (voir [14]).
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Dans l'article de Fukui-Yoshinaga [4], on montre que toute fonction f an-
alytique commode non-dégénérée au sens de Kouchnirenko est topologiquement
stable par rapport a son polyedre de Newton I, (f). Ce qui revient a dire, d’apres
le théoréme précédent que f vérifie la propriété Q4(1), ou A est la matrice de
sommets du polyedre de Newton de f. Par ailleurs, ceci n’est rien d’autre que le
théoreme 1.4.3.

2. CF suffisance de jet relative 2 un polyédre de Newton.

Deux germes de fonction f et g: (R",0) — (R,0) sont C*-équivalents s’il
existe un difffomorphisme /4 : (R",0) — (R",0) de classe C* tel que f=goh
dans un voisinage de 'origine.

Dans cette section nous définissons la C*-suffisance de r-jet relative a un
polyedre de Newton I',(A4), ou A4 est une matrice de sommets commode, pour
résoudre le probléeme suivant. Etant donné un germe de fonction f : (R",0) —
(R,0), ayant un développement de Taylor relatif a un polyedre de Newton

Hy(x) 4+ Hp(x)+---, xeR",

ou les H; sont des A-formes de degré i, comment peut-on trouver ’entier R pour
lequel on peut omettre toutes les formes de degré strictement supérieur a R, laissant

J ~k Ho(x) + -+ + He(x)
(i.e.: f est Ck-équivalent & Hy(x)+---+ Hg(x)).

2.1. Un critére de Cf-suffisance de jet.

Dans cette section, nous allons étendre la notion usuelle de C*-suffisance
de jet (voir [15], [7]), pour pouvoir I'utiliser relativement a des polyédres non
nécessairement homogenes.

DeFINITION 2.1.1. Un germe de fonction f: (R",0) — (R,0) de £; est CF-
suffisant, D-jet, si pour tout élément g de £, vérifiant la propriété suivante:

(2.1.1) Voe N" |a| <k+1= (pr"')&“g = o(p?),

i=1
ona f+gn~f (ie: f4g est Ckéquivalent a f).

REMARQUE 2.1.2. 1. Si f est D-stable alors f est CY-suffisant, D-jet.

2. Si les entiers m et n sont égaux, nous nous trouvons dans le cas relatif a
un systtme de poids w= (1/a{,...,1/a"). En particulier si 4 est la matrice
identité, alors la CF-suffisance de jet n’est autre que la C*-suffisance de jet.

3. Si g est analytique et si son diagramme de Newton est strictement au-
dessus du polyédre de Newton de la fonction p?, alors ¢ vérifie la propriété 2.1.1
(voir le théoréme 1.3.6 de la premicre section).
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THEOREME 2.1.3. Soit f: (R",0) — (R,0) un germe de fonction de £, tel
que
f:HL+"'+HD+"',
ou les H; sont des A-formes de degré i. Si f vérifie la propriété Q4(D) (voir
section 1), alors f est Ck-suffisant, (D + R)-jet, avec
1

i
a;

R:max{{O}U{k(D—L)-i-och— |1 <i<naeN" avec \oc|:k}}.

On remarque que si A est la matrice identité, on retrouve le Théoréme de

Kuiper-Kuo-Takens (voir [6], [9], [15]).

La preuve est similaire a celle de Takens [15], ou 'on dérive le champ de
vecteurs de Kuo 1.5.3 pour trouver la condition pour qu’il soit de classe C* a
'origine.

EXEMPLE 2.1.4.  Soit f(x1,x2) = (x} + x3)>.  D’aprés le théoréme de Kuiper-
Kuo-Takens [6], [9], [15], / est C*-suffisante, (8 + 5k — 1)-jet. Mais la fonction
f vérifie la propriété Q,4(32) pour

4= <1é8 124)'

Donc par le théoréme 2.1.3, f est Cf-suffisante, (32 4 8k —4)-jet. On en déduit
alors que f est C*-suffisante, (8 +2k —1)-jet. De plus, d’aprés les théorémes
1.5.1 et 2.1.3, pour A suffisamment petit, on a, pour tout entier naturel k:

S~ (o x3)” 4 2
car la fonction xi”k est au-dessus du polyedre
I (pPsk=4) = F+(|x1|4+k*1/2 n |x2|8+2k—1).
Par contre, pour tout entier naturel k£ et pour tout réel A non nul, on a:
[ i (67 +03)7 + 2xE
Supposons qu’il existe un difféomorphisme 4 de classe C¥*! tel que:
(2 +xH)? +axHE = 2 1D = (B (x1, x2) + 3 (x1,x2))* = 92 (x1, x2).

Le plus bas et le plus haut degré convenables du développement de Taylor sont:

le plus bas | le plus haut
h; 1 1 +k
h? 2 2+k
¢’ 1 4+k
059’ 3 3+k
(04, 0%)° 6 6+k
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De plus, on a:
(212) (05,0%)" = §°4(25,9)".
Les termes a gauche et a droite respectivement de sont respectivement
A (o +x3)°1° et [(f +x9)” + Ax{H14(05, )
En identifiant les deux termes précédents, on obtient:
4(0y, 9)* = 16x7 + A(x1,x2) + B(x1,x2),

ou A(xy,x;) est un polynome de plus bas degré 3 et de plus haut degré 2 + k, et
ou:

B(x1,x2) = o(|x*™).

Ainsi par Iégalité (2.1.2), on a:
(2.1.3) (3 + XD+ AxF R[4 (x1, x2) + B(xr, x2)] + 164x8F = 0.
Donc
A(x1,x7) = —16/1x12+k
et

B(x1,x) = x12+kC(x1 , X2)

ou C(xy,x;) est une fonction continue a 'origine et C(x,x;) = o(1). En repor-
tant les valeurs de A(x;,x;) et B(xj,x;) dans (2.1.3), on obtient

16/x}

[(x? + x‘z‘)2 + AxyH]

C(xl,xz) =164 —

et donc pour tout x,, on a C(0,x;) = 164, ce qui contredit le fait que C(xy,x,)
est continue a l'origine et C(0,0) = 0.

Cette démonstration s’inspire fortement de la démonstration de Kuiper ([9],
théoréme 5B).

3. Modification analytique relative a un polyédre de Newton.

On considere le probleme de classification des singularités réelles définies
par les germes de fonction analytique réelles. L’exemple (3.1.2) de Whitney nous
montre que la classification en classes différentiables ne convient pas. Ainsi, Kuo
a introduit une nouvelle classification définie par la notion de modification ana-
lytique triviale. Dans [8], [4], [3], Kuo, Fukui-Yoshinaga et Fukui-Paunescu ont
montré que si une famille analytique réelle f;(x) vérifie I'une des conditions sui-
vantes:
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i) La forme initiale de f; relative a un polyédre quasi-homogéne admet une
singularité isolée quel que soit ¢,

ii) La famille f; est non-dégénérée au sens de Kouchnirenko, le polyedre
I' (f;) est indépendant de ¢, et il est commode, alors la famille f;(x) admet une
modification analytique triviale.

Le but de cette section est d’arriver a une généralisation naturelle de ces
résultats ou il s’agit de mettre une condition sur la forme initiale de f; relative a
un polyedre non nécessairement quasi-homogene pour que cette famille admette
une modification analytique triviale.

3.1. Modification analytique.

Soit F(x, ) une famille de fonctions analytiques réelles a n variables réelles
x = (x1,...,X,), paramétrée par te€ I, avec I un intervalle fermé de R. Nous
supposons que pour tout z€/, on a: F(0,7) =0. Posons f;(x) = F(x,?). Nous
notons

fix) =) eln)x’, o v=(v,...,v),

le développement de Taylor de f; a l'origine. Rappelons la définition d’une
modification analytique triviale.

DErFINITION 3.1.1.  Soit 7 : X — R”" une modification analytique propre. On
dit que f,, t € I, admet une modification analytique triviale (MAT, par abrévia-
tion) par z le long de 7 s’il existe un isomorphisme analytique réel H préservant
les t-niveaux entre deux voisinages de 7~ !(0) x I qui induit un homéomorphisme
h préservant les ¢-niveaux entre deux voisinages de {0} x I de telle sorte que les
fonctions F o (n x id;) o H et F o h(x,t) soient indépendantes de .

ExempLE 3.1.2 (H. Whitney [8]). Soit W,: (R*0) — (R,0), te I, définie
par W, = x1x2(x1 — x2)(x; — tx), pour I = (1,00). Alors W,, tel, est une fa-
mille topologiquement triviale non C!-triviale. Mais par une observation de Kuo
[8], la famille W, admet une MAT par un éclatement de R>.

Soit B = (b/) € @™ une matrice de sommets commode, p la fonction de
controle correspondant a B, p; les fonctions compensatrices correspondantes a B
et I'.(p) le polyedre de Newton de B (défini dans la premiére section).

Soit f;: (R",0) — (R,0), te 1, une famille analytique réelle. On pose F(x,?) =
fi(x). On a le développement de Taylor de f; a l'origine: ) ¢,(¢)x’, avec v =
(vi,...,v,). Pour une matrice B de sommets commode fixée, nous définissons:

Hi(x,)= Y  o(0)x"

vel(p/)
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Nous pouvons écrire F de la fagon suivante:
F(x,t) = Hy(x,t) + Hg1(x,8) + -+, ou Hy(x,t) #0.

Les H; sont des B-formes de degré j, nous appelons H; la B-forme intiale de f;.
Dans le cas ou les entiers m et n sont égaux, on I'appelle la forme initiale quasi-

la matrice de I'identité, H, est la forme initiale usuelle (ou homogene) de f;.
3.2. Résultats connus.

TukoreME 3.2.1 (T. C.-Kuo [8]). Soit f;: (R",0) — (R,0), t € I, une famille
analytique réelle. Si la forme initiale usuelle de f,, pour tout t € I, définit une sin-
gularité isolée a l'origine, alors la famille f, admet une MAT par un éclatement de
R" a [lorigine.

TukoreME 3.2.2 (Fukui-Paunescu [3]). Soit f;: (R",0) — (R,0), t€l, une
famille analytique réelle. Si la forme initiale quasi-homogéne (pour un systéme
de poids w= (wy,...,w,)) de f;, pour tout tel, définit une singularité isolée a
Porigine, alors la famille f; admet une MAT par une modification torique de R".

TutoreME 3.2.3 (Fukui-Yoshinaga [4]). Soit f,: (R",0) — (R,0), te I une
famille analytique réelle non-dégénérée au sens de Kouchnirenko. Si le polyedre
I (f;) ne dépend pas de t et qu’il est commode, alors la famille f; admet une MAT
par une modification torique de R".

Observons que dans les théoremes 3.2.1 et 3.2.2 précédents, ’hypothese de
singularité isolée équivaut a I’existence d’un réel ¢ strictement positif tel que pour
tout el on ait:

|Gradp . Hy(x,1)|| 3 = cp?(x) quand x — 0.

En utilisant le théoreme 1.4.3, ’hypotheése du théoreme 3.2.3 implique I'ex-
istence d’un réel ¢ strictement positif tel que pour tout 1€/ on ait:

|Gradg « Hi(x,1)|z = cp(x) quand x — 0,

ou B est la matrice de sommets du polyedre I, (f,).

On peut voir que les hypotheses des théoremes 3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3 impliquent
une condition naturelle sur la B-forme initiale de f;. Dans les sections suivantes,
on démontre que cette condition est suffisante pour que la famille f, admette une
MAT par une modification torique de R".

3.3. Modification analytique triviale.
Dans cette section, on aborde la version du théoreme de Kuo-Fukui-Paunescu
(voir [8], [3]) relatif a un polyédre de Newton Iy (B).
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THEOREME 3.3.1.  Soit f; : (R",0) — (R,0), t € I, une famille analytique réelle.
S’il existe un réel c strictement positif tel que pour tout t € I la B-forme initiale H,
verifie la condition suivante:

IGradp  Hy(x,1)||3 = cp?(x) quand x — 0,
alors la famille f, admet une MAT par une modification torique de R".

ExemPLE 3.3.2. Soit f;: (R?0) — (R,0), te[—1,1], une famille analytique
réelle définie par

filx,y) = x4+ xP + xp? +1y*7! avec p>5,q>3.

Une forme initiale quasi-homogeéne ou homogeéne de f; ne peut admettre une
singularité isolée a l'origine. De plus, le polyedre de Newton I'(f,) dépend de
t.  On ne peut donc pas appliquer les théoremes 3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3. Mais pour

1 1

0
| 2¢-1)  plg—1)
B 1 1 ’
0 -
p plg—1)
on a
fl(x7 y) = HZp(q—l)(x7 y) + Hp(Zq—l)(x7 Vs Z)a
ou

HZp(qfl)(x7 y) = X2y2 +x? + xyq et Hp(2q71)(x7 Vs Z) = tqufl.
Dans 'exemple 1.5.3, on a démontré qu’il existe un réel ¢ strictement positif tel
que:

|Gradg Hyp(y—1)(x, y)| g = ep? 4V (x,y) quand x — 0.

Donc par le théoreme 3.3.1, f; admet une MAT par une modification torique de
R".

3.4. Preuve du théoreme 3.3.1.
Dans cette section, nous nous proposons de démontrer le théoreme 3.3.1 en
plusieurs ¢tapes.

3.5. Le champ de vecteurs relatif a un polyedre de Newton.

Soit F(x,t) =), ¢,(¢)x", t € I, une famille analytique réelle de n variables, sa
B-forme initiale H;(x, ), t € I, vérifie la propriété Qg(d) pour tout ¢ € I (ou Qp(d)
est définie dans la premiére section). Nous considérons le champ du vecteur de
Kuo défini comme suit:
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n 6F 2S aF aF 23—1
P pu— . —_ l == — o — ..
2 (p, 6xl-> et O o (p, ax,-) Pi

avee

Le champ du vecteur V est tangent aux niveaux de surface de F chaque fois que
V' est défini. La B-forme initiale de P est de degré 2sd.

3.6. Modification torique.

Rappellons quelques définitions et notations basiques relatives a la modifi-
cation torique et aux éventails, utilisées par Fukui et Paunescu (voir [3]).

Soit M le réseau Z" et N son réseau dual Homz(M,Z). Nous écrirons sous
forme de vecteurs colonne les éléments de M et sous forme de vecteurs ligne les
éléments de N. Soit ¢; le j-éme vecteur colonne unité (0,...,0,1,0,...,0) et e’ le
i-eme vecteur ligne unité “(0,...,0,1,0,...,0). Posons Mp =M ®, R et Ng =
N ®, R et notons:

<, > M R X N, R — R

Iapplication bilinéaire canonique définie par {e’,¢;» =d;. Soit vy,.. ., v, des vec-
teurs de N (resp. M). Notons

o= {ruv +---+ryw,eNg (resp. Mg)|r; =0,i=1,... s}

le cone engendré par les vecteurs vy,...,v,. Nous appellerons de tels cones des
cones de N (resp. M). Si nous voulons indiquer les générateurs du cone, nous
noterons ¢ = a(vy,...,v5). Pour un cone ¢ de N, nous appelons dual du cone o,
et nous notons g" l'ensemble

" ={ue Mg|Yvea, uv)y >0}

I1 est facile de voir que ¢ est un cone de M. On note R[M N¢g"] la R-algebre
engendrée par le semi-groupe additif M NgY, et U, 'ensemble des points réels de
Spec (R[M N¢g¥]). Siun cone g; de N est une face d’un autre cone g, de N alors
I'inclusion naturelle ¢ < ¢} induit une inclusion des ouverts U, < Uj,,, puisque
R[MNay] et RIM Nay] ont le méme corps de fraction et ont le méme point gén-
érique. Cependant si 2 est un éventail, c’est a dire une collection finie de cones
de N qui forme un complexe, nous pouvons recoller les U,, g € 2, et nous ob-
tenons une variété torique (réelle), notée Xy. On dit quun cone ¢ de N est
régulier si o est engendré par une partie d’'une base de N. On dit qu’un éventail
est régulier si chaque cone o de I’éventail € X est régulier. Si X est un éventail
régulier alors Xy est une variété non singulicre.

ExeMpPLE 3.6.1. Soit ¢ un quadrant positif dans Ng. Alors ¢¥ est un
quadrant positif dans Mg et RIJM Ng"] est 'anneau polynomial R[xy,...,x,].
L’ensemble des faces de o est un ¢ventail régulier et la variété torique corre-
spondante est R”.
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Soit X' un éventail qui forme une subdivision du quadrant positif, c’est a dire
2= o
ogel
est le quadrant positif dans Ng. Alors I'inclusion naturelle du quadrant positif
dans ¢, o €2, induit I'inclusion
R[xy,...,x,] < RIM Ng"].
Ceci définit une modification propre

r=ny:Xs — R"

Nous appellons ce type de modification une modification torique de R".

Supposons que 2 est un éventail régulier qui subdivise le quadrant positif.
Alors pour chaque n-cone o de X, U, est isomorphe a R" avec un systeme de
coordonnées (yi,...,»,), et 'application

|y Us — R"

est déterminée par
n .
17
xi=1]y
J=1

pour une matrice (aij ), i, j=1,...,n, d’entiers dont le déterminant vaut +1. Par
définition, a’/ = t(a{,...,aﬁ), j=1,...,n, engendre le cone o.

Soit 4 un polyeédre convexe dans My qui coincide avec I'extérieur d’un en-
semble compact dans un quadrant positif. Si F est une face du polyedre 4 et m
un point de l'intérieur (relatif) de F, nous posons:

or = | (4 —m).

r>0
Le systéme
2y ={op|F une face de 4}

forme un éventail qui subdivise le premier quadrant. Alors on obtient une modi-
fication propre X5, — R", notée par 7y, telle que:

7Z|X—7zA_l(O) X —n,'(0) = R" -0
est un isomorphisme.

3.7. Relévement analytique.
Dans cette section nous nous proposons de démontrer 1’analycité¢ du reléve-
ment de V (définie en 3.5) par une modification torique (définie en 3.6).

correspondant aux sommets b/, ..., b/ d’un simplexe d’une face compacte de di-
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mension n — 1 de I'(B). Le nombre des systemes de poids est fini. On note ces
systémes
with o owit

En choisissant les coefficients de la matrice B suffisamment petits, on peut
supposer que les systtmes de poids W{/} sont des vecteurs entiers. Notons 4,
I’ensemble:

(=01, ..., eMp|Vi=1,....r,AW V>d et v,>0i=1,...,n}.
Soit X' une subdivision réguliére de X,,. Pour a = '(ay,...,a,) € N, on pose:
/(a) = min{<a,v)|c, # 0},
/'(a) = min{(a, V)| % # 0},
(D (a) = min{<a,v)|c, # 0,v; > 1},
m(a) = min{{axb{ B(i) | k # i} U{a;}},
lu(a) = min{<a, vy | ve I (p")},

val@) = {ve I'(p?) [<a,v> = la(a)},

ou B(i) désigne le poids de x; relatif a la matrice de sommets commode B définie
dans la premiére section. De toute évidence on a /'(a) > /(a) et /) (a) > ¢(a).
Soit ¢ = a(a',...,a") un cone régulier de X et soit y = (y1,...,y,) un systéme
de coordonnées de U, (copie de R"). Nous notons:

Alors on peut écrire:

oF .~ OF  ,u0_, = 0
—=y"'F, —=y"uF. et p,=y""5.
8t y 2] axi Y ¢ pl Y pl

Nous pouvons choisir s suffisamment grand pour que p? soit analytique et
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2sm') soit un vecteur entier. Les fonctions Fj, F; et p# sont analytiques pour
(y,1) dans un voisinage de 7~!(0) x I. Ainsi nous obtenons:

2
P = - 5_F 9_ - 2S(/<j)—ai+m(’))~2sﬁv2s
=D (pz) =D v il
i=1 I i=1

Comme le polyédre de Newton de P est au-dessus de I, (p>?)

P — yzsldf)

ou P est analytique pour (,) dans un voisinage de 7~'(0) x /. Par I'hypothése
du théoréme 3.3.1 sur la B-forme initiale H;(x,?) de f;, t € I, (i.e.: Hy(x,t) vérifie

on a:

>

la propriété Qp(d) quel que soit 7€), on déduit que les coefficients de x>%’
pour j=1,...,m dans I'expression de P sont non nuls (les b’/ sont les sommets
de I';(B)). Finalement nous obtenons:

(3.7.1) li(a’) = _inf n{/(i)(aj) —a/ +m(a’)}.

LEMME 3.7.1. Si l'ensemble

ﬂ Vd(aj)

J=1

est non vide alors P est strictement positif dans un voisinage de n='(0) x I.

DEMONSTRATION.  La B-forme intiale de P est de degré 2sd. Par I'hy-
pothése du théoreme 3.3.1 sur la B-forme initiale H;(x,?) de f;, t € I, on déduit
qu’il existe un réel ¢ strictement positif tel que pour tout 7€ I, on ait:

(3.7.2) P(x,1) > cp™(x).
Soit (°,¢) un élément de n~'(0) x I, alors il existe un sous-ensemble A de
{1,...,n} tel que y7 =0 pour tout je A, et y{ # 0 pour tout j¢ A. On pose
E sijed
V= we sijéa
Pour prouver le lemme il suffit de démonter que la limite de P(y,¢) quand ¢ tend
vers 0 est strictement positive. En effet, par I'inégalit¢ 3.7.2, on a:

a*, dbiy\ >
. S Z}’Q(erﬂi ’ >>
P(y,1) 251y (ak)
ke Vi

¢

m
Jj=

2s
_ é{<ak7db’>ld(ak)}>
(0

= zm:(éim{<ak7db">—ld(ak)})2{
j=1
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Du fait que la face

V= ﬂ Vd(aj)
j=1
est non vide, il existe un entier jo e {1,...,m} tel que db’* €y, donc on a:
> {<a* dbioy — 1y(a*)} = 0.

ked

Par conséquent, la fonction P(y,?) est strictement positive dans un voisinage de
-10) x I. ]

Nous allons maintenant écrire Q; en fonction des variables y et t.

OF [ oF\*!
Qi 5t (plaX) pi

:y//+(2s—1)(/<f>—a,~+m<>)+m FF2S 1~

Pz
Par conséquent, I’exposant de y dans Q;/P est
'+ (25— D) (Y = a; +mD) + m? — 251y,
qui est égal a
(3.7.3) (' =)+ (= D)+ 25{/D — g + mD) — I} + .
DfrFINITION 3.7.2. Nous dirons que a = (ay,...a,) € N est i-bon si

(Va) > a; —mV(a) +1;(a) ou si /(a) =/ (a).

LemME 3.7.3. Sia='(ay,...,a,) est i-bon et si s est suffisament grand, alors
le réel:

(¢'(a) = £(a)) + (£ (a) = ¢D(a)) + 25{/ (@) — @ + m"(a) — la(a)}
est supérieur ou égal a 0.

DEMONSTRATION.  Si /(a) = ¢\ (a), par I’égalité [3.7.1}, nous avons Iiné-
galité¢ suivante:

(Na) > a; — mV(a) + Iy(a).

Comme pour tout a = (ay,...,a,) € N, /'(a) est supérieur ou égal a /(a), nous
avons I'inégalité du lemme. Si /)(a) est strictement supérieur a

a; —m (a) + Iy(a),

on choisit s suffisamment grand pour avoir 'inégalit¢é du lemme. O
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LEMME 3.7.4. Si la carte n,: U, — R" est décrite par:

aktl a’ ..
YiVihy oyn st =1,k

l' pu—
ak+l a”

yk;l.ynl Sii:k+1,...,l/l,
k+1 n
alors y,f;l .-y (0/0x;) posséde un relévement analytique sur U,,.

DEMONSTRATION.  Par un calcul élémentaire, nous avons:

oy oy
Nous en déduisons:

0
i~ Sllzl,,k
o)

Zj:lbijyja—yj sii=k+1,...,n,

\ j - . j . . ,
ou (b;); j—k+1.., st 'inverse de la matrice (a;); ;4. ,» ¢ qui termine la dém-
onstration du lemme. O

On dit qu’un cone est bon si chaque face de dimension 1 est engendrée par
un vecteur i-bon pour tout i, ou bien par un vecteur e’. On dit qu’un éventail est
bon si chacun de ses cones est bon. Par conséquent, s’il existe une bonne sub-
division réguliere 2 de 2, et s suffisamment grand, le relevement de V est ana-
lytique par une modification torique 7 correspondante a 2. En effet, soit ¢ =
ale',..., ek, a* ... a") un cone de X. Posons:

. -1
7, = (7 % ld\(ua_ngl(o»u) et

FF.Zs—l 528
Gi(y,1) :tf—p’, pour i=1,...,n.
P(y,1)
Par le lemme 3.7.1, les fonctions G;(y,?) sont analytiques dans un voisinage de
n-1(0) x I. Pour tout i =1,...,n, nous notons EW 1 vecteur

(' =)+ (0= D)+ 25{¢D — a; + m") — I},
Nous avons le relevement:
- (i 0 0
dn' v =S =" Gi(y, 1) dny( xi—— ) + =
7, Z} ¥ Gi(y,0)dn (x 6xi>+8t
Par le lemme 3.7.3 et l'inégalit¢ (10.1) on a
{0 si j#iou j>k

) S
5 —1 sinon.
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A Tlaide du lemme 3.7.4, on peut voir que le prolongement de dz,V est ana-
lytique dans un voisinage de 7~ '(0) x 1.

Le relevement de JV est analytique et tangent aux niveaux de surface
Fo(rnxids) et dn V(0,¢) =0/0t. Comme la modification torique 7 est un iso-
morphisme en dehors de I'origine, les trajectoires du champ de vecteur définissent
un homéomorphisme préservant les z-niveaux, entre deux voisinages de {0} x I.
Ceci complete la preuve. Il nous reste a montrer qu’il existe une bonne sub-
division.

3.8. Bonne subdivision.

Nous allons d’abord démontrer deux lemmes, qui, associés aux lemmes de
Oka nous permettront d’obtenir une bonne subdivision.

LemME 3.8.1.  Soit a' et a® deux vecteurs i-bons.  Supposons que l'intersection
de deux faces y,(a') et y,(a*) est non vide. ~Alors pour tous réels c; et ¢ strictement

positifs, le vecteur
a = c1a1 + cza2
est i-bon.

DEMONSTRATION.  Nous avons:
(Na) = 10D (a') + eV (a?),
/(a) > cit(a') + ert(a®) et
mY(a) > ec;m®(a') + cm (a?).
Par le fait que y,(a')Ny,(a®) est non vide, on a:
li(a) = cily(a') + caly(a?).
Si on suppose que /' (a) est égal a a; — m¥) + I;(a), on obtient par ce qui précede
et par I'égalite 3.7.1:
(a) = a; — m" + I;(a)

< clal-1 + czai2 — clm(i)(al) — cym® (az) + clld(al) + czld(az)

< i/ Da) + eV (a?).

1 2

Mais comme a' et a“ sont i-bons, nous obtenons:

(Va) = e/ V(a') + eV (a?) = e1/(a") + ert(a?),

ce qui implique que:
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LEMME 3.8.2.  Soit a un vecteur i-bon, si 'ensemble y,(e’) Ny, (a) est non vide,
alors pour tout réel 0 < c <1 le vecteur

b=cel+a

est i-bon.
DEMONSTRATION. De toute évidence, on a:
li(e!) = mD(el) = 0.

Donc e/ est i-bon si j est différent de i. Par le lemme 3.8.1, il ne nous reste que
le cas ou j est égal a i. En effet, supposons que e’ n’est pas i-bon. On a alors

(D=1 et /(e')=0.

Si on suppose que /7 (b) est égal a b; — m\)(b) + I;(b), nous obtenons, par un
raisonnement similaire a celui de la démonstration du lemme précédent:

(D(b) = by —m (b) + 1;(b)
< c—cecm(e') + cly(e’) + a; — m (a) + Iy(a)
<c+/Ya).
Or le vecteur a est i-bon, ce qui donne:
(D) = ctD(e') +D(a) = c+ (D (a) = ¢+ ((a),
et par conséquent:
((b) > ct(e") + /(a)
=/9(b) —c.

Le réel ¢ est donc supérieur ou égal a /(b)) — /(b), mais comme c est aussi
strictement inférieur a 1, les entiers /)(b) et /(b) sont égaux. O

LemME 3.8.3 (Oka [13]). Soit ¢ = a(Py,...,Pxy1) un cone, ou les P; sont
des vecteurs entiers primitifs. Supposons de plus que det(Py,...,Pri1) =c> 1 et
det(Py,...,Px) = 1. Alors il existe des uniques entiers 0 < ci,...,c; < c tels que
R=1/c(Pxs1 + Z{CciPi) soit un vecteur entier. Le fait que les entiers c; soient
positifs implique que R appartient au cone o.

Soit ¢ =a(Py,...,P,) un cone et soit J un sous-ensemble de {I,..., n}.
On note alors g; le cone engendré par {P;|jeJ}. Si J; et J, sont des sous-
ensembles disjoints de {1,...,n}, on note:

O'J] *O'J2 = O-Jlujz.
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LemMe 3.8.4 (Oka [3]). Soit ¢ =a(Py,...,P,) un cone et soit J un sous-
ensemble de {1,...,n}. Supposons que a; est un cone non régulier et soit Sy une
subdivision réguliéere de oy. Alors pour tout cone t€ Sy de dimension |J| nous
avons

det(t * gy.) < det(a).

Les vecteurs W/}, j=1,...,r, définis en 3.7, sont i-bons quel que soit i =
1,...,n. En effet, par construction de B(i) et W/}, nous avons:

Wk{j}b]/{CB(l‘) > B(i) > I/Vl.{j}, Ve=1,...,n,
on obtient alors:

mO(wihy =wlB  vi=1,..r
le fait que:

Lwih =¢wth =d, Yji=1,...,r

Donc si /O(W7}) est égal & W —m@ (W) +1,(W17}), nous obtenons I'égalité
suivante:
(Owih =, (wlihy = q(wth = d.

On a une subdivision de 2, par les cones suivant:
o =cone(e',..., e, wl o wlh pour k < n.
Il vérifient la propriété:

k

N () 7w # 2.

=1 J=k+1

Si le volume de o (i.e.: le plus grand diviseur commun de I'ensemble des dé-
terminants des matrices mineures) est strictement supérieur a 1, alors il existe un
entier ¢ strictement supérieur a k tel que le cone gy engendré par ef, s=1,...,k,
et W, s=k, ...t soit de volume strictement supérieur a 1 et le cone engendré
par ¢, s=1,....k et W, s=k, ...,t—1, soit de volume exactement 1.

Par les lemmes 3.8.1, 3.8.2 et 3.8.3, il existe un vecteur R qui est i-bon pour
touti=1,...,n. Le cone g; peut étre subdivisé par les cones af, j=1,...,t,0u
g/ est engendré par R, e, s=1,...,k, et Wi, 5=k, ... ¢ excepté e/ ou Wil
qui est de volume inférieur strictement au volume de g;. Donc par une récur-
rence sur le volume de gy, il existe une bonne subdivision réguliere S; de a; .

Mais ¢ admet une subdivision par les cones 7 * gyc, ou 7 € S;. Par le lemme
3.8.4, le volume de 7% gy est inférieur strictement au volume de ¢. Donc par
récurrence sur le volume de o, le cone ¢ admet une bonne subdivision réguliere.
On obtient donc une bonne subdivision régulicre 2 de 2 .
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