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DEGENERATIONS DE LEFSCHETZ ET
VARIATIONS DE STRUCTURES DE HODGE

CLAIRE VOISIN

0. Introduction

Ce travail propose une reponse partielle au probleme suivant, pose par
R. Friedman dans [6].

0.1. Probleme. Soit 8? —• Δ une degeneration de Lefschetz de varietes
P

de dimension paire 2m > 2 parametree par le disque Δ; montrer qu'en

general, pour tout changement de base An —• Δ la variete 8?* = J^* xΔ*
s->t=sn

An ne peut etre compactifiee en une variete lisse 8?n —• Δrt telle que pn soit
Pn

lisse au dessus de 0.
Rappelons d'abord que si m = 1, une construction du a Atiyah fournit

une telle compactification: en fait le changement de base t = s2 introduit
sur 8% = %? XΔ^2 une singularite quadratique ordinaire qui en dimension
trois admet une "petite resolution" 4%; la fibre de fo'. &ι —• Δ2 en 0 est
alors la resolution minimale de J2Q.

0.2. Dans la situation de 0.1, si 8? est kahlerienne, on sait que pour un
changement de base de degre pair, qui elimine Faction de la monodromie
sur la cohomologie de 8?u Γapplication des periodes, definie sur Δ*, se
prolonge en 0 (cf. [8]) munissant Jo d'une structure de Hodge limite pure
qui a priori ne se distingue pas de celle d'une variete lisse.

0.3. Par ailleurs J. Morgan montre dans [9] qu'il n'y a pas d'obstruction
differentiable a Γexistence de J%, pour certaines valeurs de n. Notons enfin
que pour une degeneration de quadriques projectives (§ —• Δ, &2 = & X Δ Δ 2

se desingularise en S2 -^ Δ2, et le transforme strict do de la fibre centrale
se contracte, de sorte que @2 est en fait bimeromoφhiquement equivalent
a un produit &lm x Δ2.

0.4. Faisant Γhypothese que %? —• Δ est une degeneration de Lefschetz
d'hypersurfaces de P 2 m + 1 a fibre canonique trivial (i.e., de degre 2m + 2),
on prouve ici:
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Theoreme. Si pour un entier n, il existe une compactification 8?n —• An
p

comme dans 0.1, alors la fibre 8?n$ n'est pas cohomologiquement kάhler-
ienne. (On entend par la que la suite spectrale de Frόhlicher de &n$ ne
degenere pas en E\). En particulier, il rtexiste pas de telle compactification
bimeromorphe a 3?n.

L'idee, tres simple, qui mene a ce theoreme, est que la variation de
structure de Hodge sur les disques An (n pair) n'est pas, en zero, celle d'une
famille de varietes lisses avec fibre canonique trivial et cohomologiquement
kahleriennes.

Notations. -Soit %? -S Δ une famille analytique de varietes parametree

par le disque Δ: on note %?* £ Δ* la famille 2T\p-l{0} £ Δ\{0};

-On note An -^ Δ le changement de base s -+ t = sn, %?n = Sf xΔ An,

^n

pΛAn,^s=p-\sY

-On note H£ le faisceau RkpZ sur Δ, et FpHk les sous-fibres holomor-
phes de // | ® <?A associes a la filtration de Hodge.

-Si les fibres lisses de p admettent une decomposition de Hodge et si
H£ est globalement trivial, on notera D le domaine des periodes (contenu
dans un espace de drapeaux sur Γespace vectoriel HQ) et & Γapplication
des periodes, a valeurs dans D. On notera ^ Γapplication des periodes
pour les formes holomorphes. Les objets correspondants sur An seront
notes &n,&nχ.

1.

On rappelle dans cette section la topologie et la theorie de Hodge d'une
degeneration de Lefschetz (d'espace total kahlerien), et Γon etudie la vari-
ation de structure de Hodge en 0.

1.1. Soit 3? une variete lisse kahlerienne, de dimension 2m + 1 et
p: 8? —• Δ propre, de rang maximal au-dessus de Δ*, ϋo possedant pour
seule singularite un point double ordinaire x§\ dans un voisinage de XQ,
8? possede des coordonnees (xi, ,xim+\) telles que p soit decrite par
t = Σ]m+X

 xf. L'intersection de la boule Σ]m+l l^/l2 < ε et de la fibre 8?u

pour \t\ < ε, a le type d'homotopie de la 2m-sphere \ft c 8?u d'equations:
Xi/y/t G R, Σ \χi\2 = kl Cette sphere S^ admet une classe de cohomologie
S^-t e // 2 m(^f,Z), definie a ±1 pres, et appelee cycle evanescent de 8?t.

1.2. La fibration ̂ * ̂  Δ* est localement triviale, et il y a done une
action de monodromie Γ du lacet positif autour de zero sur le groupe
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Hlm(β?t,Έ)\ cette action est decrite par la formule de Picard-Lefschetz:

Γ iδVϊ) = -SVP Γ ( α ) = a s i (a ' sVt) = °

1.3. Le faisceau localement constant R2mp$Z = r$(R2mp*Z) sur Δ^ est
done globalement constant, puisque Γ est d'ordre 2. De plus les cycles δs

fournissent une section globale constante de ce faisceau.
1.4. Le produit fibre Sf2 —• ^2 admet un point double ordinaire qui se

Pi

resout par eclatement £2 -^ ^2 La fibre £2,0 est alors la reunion de £$ et
d'une quadrique Qim, se croisant le long d'une section hyperplane Qim-\
de Qim, qui s'identifie a la quadrique exceptionnelle de ^ = desingularisee
par eclatement de %%. La quadrique affine QimXQim-x se retracte sur un
sphere 5b, limite des spheres Ss de 1.1.

1.5. £2 est kahlerienne; sur Δ2 Γapplication des periodes^2 5 qui as e
Δ2 associe la filtration de Hodge sur Γespace vectoriel constant Hlm(βf^s^ C)
est a valeurs dans D: d'apres [8] elle se prolonge holomorphiquement en
0. ^2(0) fournit une structure de Hodge limite Hβ£ en 0; par ailleurs
H2m(l&2,o,C) possede une structure de Hodge mixte (en fait pure) qui se
calcule a Γaide d'une suite exacte de Mayer-Vietoris. La suite exacte de
Clemens-Schmid, et le fait que la monodromie soit triviale, fournissent
alors une surjection Hlm{2i^C) —> Hfi™ compatible avec les structures
de Hodge. On en deduit, a Γaide de 1.4, que le cycle limite δo (valeur en 0
de la section δs) est de type (m9m) dans H$£, puisque la classe de SQ est
de type (m,m) dans H2m{Q2m).

1.6. Decrivons maintenant la differentielle d^2 en 0. On a la propo-
sition suivante:

1.7. Proposition. Si m > \ lα differentielle d^2,κ{0) est nulle (dans

Demonstration. On utilisera les lemmes suivants, dont la preuve est
donnee plus loin.

1.8. Lemme. On a un isomorphisme naturel:i?0p2^r2/Λ2-
 r2^°P^/^

ou p2 = P2 ° T £2 —> Δ2; de plus ces fibres sont localement libres et lafleche
de changement de base est un isomorphisme en tout point de Δ2.

1.9. Lemme. Le sous fibre F2mH2m de H^m ®@&2 sur Δ2 est isomorphe

z2/A2

D'apres ces lemmes, on peut trouver des sections ω, (ί) de R°pK^/A sur

Δ, telles que r2*ωz engendrent F2mH2™ en 0.
Par definition de d^2,κ ϋ suffit de montrer que Vd/ds\ s=o{τ2

ωi) e s t n u l

Soit (βι, -" ,eN) une base multivaluee de H^m sur Δ*, telle que Γ(^i) =
β\ pour / < N, et Γ ( ^ ) = -es, i e
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Sur Δ* on a R°pK^/A ~ F2mH2m c H2m ® ̂ Δ*, et l'on peut done

ecrire ω, (f) = Σ/Li (Pj(ί)ej °u les 0V s o n t des fonctions holomorphes mul-

tivaluees. Comme ω\(t) est une section globale de H£m sur Δ*, on a

Py(e2l"*ί) = ψj{t) pour 7 < N, φN{e2iπή = - p * ( 0

D'autre part, comme r ^ i ( / ) s'etend en une section holomorphe de H^m

sur Δ2, les ψj sont bornees, done s'etendent holomorphiquement pour j <
N, tandis que ψN(t) = ψ(y/t), avec ψ holomoφhe en 0. On a done:

N-\

1

et en appliquant la derivee de Gauss-Manin en 0, on obtient:

Va/aj| 5=0(̂ 2 ω, (0) = ψ'(0)eN.

II suffit done de prouver que ^'(0) = 0. Mais la propriete de transver-
salite, qui par continuite reste vraie en 0, entraϊne que VF2m c F2m~ι ®
ΩΔ2. Comme m > 1, on a: FmH{£ _L F2m~ιH2^, et comme le cycle
evanescent δo appartient a FmHfi™ (d'apres 1.6), on doit avoir:

Comme δo = e#(0), et δξ Φ 0, on a done ( '̂(0) = 0, ce qui termine la
demonstration.

Preuve du Lemme 1.8. Le fibre canonique Kg est έgal a τ*K%>2 ®

- 2 ) ; d'autre part A>2 = r2*A> ® ̂ 5(^ ,0) et ^ Δ 2 = r*(ϋ:Δ) 0

Done A^ / Δ 2 ^ τ*(r2*(A>/Δ)) 2

On en deduit aisement le premier isomorphisme.
L'isomorphisme de changement de base resulte de la Constance de

sur Δ^; pour montrer que h°(^2,o,K^2 0) = h2m>° on utilise la suite exacte
de Clemens Schmid, qui donne: h°(K^Q) = h2m>°, et Γon compare h°(K^Q)
et h°(K^ ): le resultat est immediat.

Preuve du Lemme 1.9. II suffit de rappeler la construction de Γextension
canonique des fibres de Hodge, donnee par exemple dans [10]. Comme on
a Λ 2 wΩ# 2 / Δ 2(log# 2, 0) = A>2/Δ2, R0p2(^2m^2/Aβog^2,o)) est libre; il est
clair d'autre part que les derivees partant de Efm'° dans la suite spectrale
de Frόhlicher sont nulles: on a done une surjection

) = F2mH2m.

Comme les deux faisceaux sont libres de meme rang e'est un isomor-
phisme.
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1.10. On suppose desormais que 2P —• Δ est une degeneration de Lef-
schetz d'hypersurfaces de degre 2m + 2 de Vlm+\ i.e., / c Δ x P 2 m + 1 est
une hypersurface d'equation F(t, x) = F0(x) + tF\(x) + t2F2(x) -\— oύ les
Ft sont des polynόmes homogenes de degre 2m + 2. Fo a un point double
ordinaire xo; la lissite de 8? en (0,x0) entraϊne Fχ(x0) φ 0. On a alors la
proposition suivante.

1.11. Proposition. Sur A2, la differentielle de Γapplication des periodes
d^2(0) est non nulle.

On utilisera les lemmes suivants.
1.12. Lemme. Soit (PS)S£A2 unefamille holomorphe de polynόmes ho-

mogenes de degre k x (2m + 2) sur p 2 m + 1 . Alors ωs = Res^ Psίl/Fk+ι est
une section holomorphe de F2m~kH2m sur A2, pour k < m - 1 (oil Ω est la
section canonique de AΓP2m+i (2m + 2)).

Demonstration. Cf. [7].
1.13. Lemme. Soit (Ps)seAl unefamille holomorphe de polynόmes ho-

mogenes de degre m x (2m + 2) sur p 2 m + 1 . Alors la limite

RΩ

existe, estfinie, et est non nulle si et seulement si Po(*o) Φ 0.
Demonstration. Comme les spheres Ss sont evanescentes on peut se

placer dans un voisinage de Xo pour calculer le residu. Soit d'abord des
coordonnees homogenes (Xo, ,Xim+\) telles que xo = (1>0, ,0); dans
les coordonnees affines JC, = Xi/Xo, la forme meromorphe PsΩ/Fs

m+ι

s'ecrit (ps/fs

m+ι)dx{ Λ Άdx2m+{, oups(x) = Ps(l,x) et fs(x) = Fs(l,x).
D'apres 1.1, dans des coordonnees locales holomorphes (s,z\, ,

z 2 m + 1 ) c e l a s ' e c r i t : ( h ( s , z ) / ( Σ ] m + l A - s 2 ) m ^ ) d z x Λ ••• Λ d z 2 m + u o u
h(s, z) est une fonction holomorphe s'annulant au meme ordre que ps(x)
en (0,0). 8?s est alors deήnie par Σ\m+X zj-s2 = 0, et Ss est la 2m-sphere
d'equations: {zι/s e R, Σ zj = ^2

II suffit clairement de montrer que:

Λ Λtf?z2m+1

Or faisant le changement de variables z = zijs pour s Φ 0 Γequation de

^ devient E i W + 1 z/2 - 1 = 0 et la sphere Ss est decrite par les equations:

{z\ e R, E i m + 1 z/2 - ! = ° E n f i n l a f o r m e a integrer devient

dz[Λ"Άdz'2m+ι
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Le residu de cette forme, ou plutόt son integrate sur Ss est done en fait
constant, et non nul car il est bien connu que ce residu engendre la co-
homologie de la quadrique affine d'equation Σz'i2 - 0> tandis que Ss

engendre son homologie (cf. [7]).

Preuve de la Proposition 1.11. II suffit de montrer que la (m - l)ieme
piece de rf^(O) est non nulle dans

Comme en 0 le cycle evanescent <?o est de type (m, m) il suffit de trou-
ver une section holomorphe de Fm+xHlm sur Δ2, soit (ωs)s€Al, telle que

Soit P un polynόme homogene de degre (ra- l)(2ra + 2) tel que P(xo) φ
0. D'apres 1.12, ω5 = Res^PΩ/F/" est une section holomorphe de
Fm+lH2m s u r Δ 2

Maintenant Fs = Fo + s2F{ H , et Γon a, d'apres [3], pour s φ 0,

PdFs/dsΩ
V

d/ds
s Fs™+1

modulo Fm+xH2m, oϋ C est une constante non nulle.

Comme δo est de type (m, m), done orthogonal a Fm+ιH^, on a:

\im(Vd/ds(ωs) • δs) = 2Clims

qui est non nul, d'apres 1.13, et P(XQ) φ 0, F\ (x0) Φ 0; d'oϋ la proposition.

2. Preuve du theoreme

2.0. On supposera dans la suite qu'il existe un changement de base
An —> Δ et une variete ψ —• Δπ, isomoφhe a 8?n au-dessus de Δ*, et telle

que Ĵ o soit lisse et cohomologiquement kahlerienne. On note ψ: ψ* ~
%?*\ ψ induit un isomorphisme en cohomologie: H2m(ψ)\ R2mp*Z ~
R2mq*Z sur Δ*. Comme le second faisceau est trivial sur Δ*, le pre-
mier Test egalement, soit d'apres 1.2, n pair, n = 2/?0 Le revetement
rn: An —• Δ se factorise done en An —• Δ2 —• Δ, oύ r est de degre ΠQ, et Γon

r r2

a une application des periodes ^or sur An. Par ailleurs on a le lemma
suivant.
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2.1. Lemma. Sous les hypotheses de 2.0, la filtration de Hodge sur le
faisceau R2m q C associee a la famille y —• An est de graduέ localement

libre.
Demonstration. p$, comme les fibres voisines % ~ %?s est cohomolo-

giquement kahlerienne; cela entraϊne, par semicontinuite des nombres hp>q

9

et par bι = Σp+g=ιhp>q, que AM(JΌ) = h™(%). Le premier terme de la
suite spectrale E\Ά = Rqq(Ω^/An) est done localement libre. Comme
d\ = 0 pour s ψ 0, on en deduit dx = 0 sur An, et done E\Ά = E™. On
voit de meme que toutes les differentielles d\ s'annulent, et Eξg = E\*q est
localement libre. Ce qui prouve le lemme.

2.2. Dans ces conditions, on a une application des periodes &y sur
Δπ, holomorphe, naturellement a valeurs dans le meme domaine D que
ĉ 2 ° r> Comme ces applications coincident via H2m(ψ) sur Δ*, elles sont
egales sur An.

Les lemmes suivants decrivent d&ψ sur An:
2.3. Lemme. po a un fibre canonique trivial, RιqTy/An est localement

libre; R°qKy/An est libre de rang 1; le choix d'une section {ωs)s^An partout
non nulle de R°qK^/An fournit un isomorphisme:

Demonstration. Le premier fait decoule de la semicontinuite de

et h°(K^})\ la trivialite de K% entraϊne alors: Tγs ~ Ω ^ " 1 , MS e ΔΛ; or

d'apres 2.1 hx{Qψ~^n) est constant. Done hι{Tys) est constant, et Rι

q{T^s)

est localement libre. La derniere assertion est evidente.

2.4. Soit py: TAn — ^ ^y/A» Γapplication de Kodaϊra-Spencer as-

sociee a la famille ^ -^ An, et soit &γ,κ Γapplication des periodes pour les

2m-formes sur Δ*, i.e. &>ytK(s) = le sous-espace Hlm^{%) c H2m{%X).

II est alors bien connu qu'on a la commutativite du diagramme:

Ji

oϋ la fleche en pointille signifie que d&y^ se factorise, par transversalite,
par Γinclusion /; notons de plus que / est une inclusion de sous-fibres
vectoriels, d'apres 2.1.

2.5. Corollaire. Uordre de ramification de 3?γ en zero est egal a celui
de <?yχ en 0.
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En effet, &γχ se factorise par £Pγ, done Γinegalite dans un sens est
evidente. Mais d'autre part d£Py se factorise par pγ qui s'identifie d'apres
le diagramme precedent a d£Pγ,κ.

2.6. Maintenant, Γabsurdite de 2.0 est claire; en effet &y = £P2o r:
d'apres la §1, d^2(0) φ 0, tandis que d^2,κ(°) = ° O n e n deduit que
&ι ° r se ramifie a Γordre «0> tandis que &2jc o r se ramifie a un ordre
strictement superieur a no, ce qui contredit 2.5.

2.7. La derniere assertion du theoreme resulte du fait que si 8?n est
bimeromorphe a %?n, alors J^> 0 est une variete de Moishezon, done coho-
mologiquement kahlerienne.

2.8. Probleme. La question soulevee par Friedman reste ouverte tant
que Γon ne peut pas supprimer Γhypothese: Ĵ δ est cohomologiquement
kahlέrienne.

Je ne connais pas de variete limite de varietes kahleriennes et non co-
homologiquement kahlerienne: en existe-t-il?

Utilisant les hypotheses supplementaires faites sur la famille (par exem-
ple b2{Sfs) = 1, κ\(8?s) = 0, etc), peut-on prouver que la variete % doit
etre cohomologiquement kahlerienne?
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