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POINTS FIXES D'UNE APPLICATION
SYMPLECTIQUE HOMOLOGUE

A LΊDENTITE

JEAN-CLAUDE SIKORAV

0. Introduction-enonce du resultat et de la demonstration

Dans ce travail, toutes les varietes (de dimension finie ou non) et les
applications seront de classe C00. On considere une variete symplectique
fermee (M, σ) munie d'un automorphisme <p. Suivant V. I. Arnold [2, p. 427],
on dit que φ est homologue a Γidentite s'il s'obtient en integrant un champ de
vecteurs hamiltonien dependant du temps. De faςon explicite, il existe ht:
M -> R, 0 < ί < 1, chemin lisse dans C°°(M,R), tel que, si Γon definit
φt G DiffM par:

oύ Xh est le gradient symplectique de h e C°°(M,R), on ait ψλ = φ. Arnold
(ibid.) remarque que si φ est C^-proche de id, alors il admet une "fonction
generatrice" S: M -> R telle qu'en particulier les points fixes de φ soient les
points critiques de S. Done, φ a au moins autant de points fixes qu'une
fonction sur M a d e points critiques. On peut se demander si e'est encore vrai
sans Γhypothese de C^proximite: e'est ce que conjecture Arnold dans [1] et [3].

Une percee decisive sur cette question est intervenue en 1982-83: C. C.
Conley et E. Zehnder [9] prouvent que tout automorphisme de (Γ2/ ϊ, standard),
homologue a Γidentite, a au moins In + 1 points fixes, ce qui prouve dans ce
cas la conjecture d'Arnold. Leur methode a ete ensuite utilisee par A. Wein-
stein [23] pour le cas oil φ est C°-proche de id, par B. Fortune et A. Weinstein
[12] pour (M, σ) = (CP", standard), et par M. Chaperon [8] pour minorer le
nombre de points d'intersection avec la section nulle de certains plongements
lagrangiens V -> T*V, Fetant une variete riemannienne plate.
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Tous ces resultats donnent des minorations utilisant la notion de "cup-

length" que nous allons maintenant definir: X etant un espace topologique, on

designe par CL(X) le plus grand entier / tel qu'il existe un anneau A et des

classes de cohomologie ω l 5 , ωι G H*(X; A); verifiant ωλU Uω7 Φ 0.

La theorie de Lusternik-Schnirelmann dit que si X est une variete fermee, alors

toute fonction sur J a a u moins CL(X) + 1 points critiques. D'autre part, il

est aise de voir que ce minorant est optimal si X = T2n (-> In + 1), X =

surface de genre g (-> 2 si g = 0, 3 si g > 1), ou X = CP" (-» « + 1).

Nous allons faire sur (M, σ) les hypotheses suivantes:

(HI) II exists sur M une metrique riemannienne, notee ( , ), de courbure

sectionnelle < 0 et "adaptee a σ " a u sens suivant: on a σ(X, Y) = {/X, Y),

oύ #\ TM -> ΓM est une structure presque complexe (f2= - i d ) et une

isometrie. (D'apres [21], il y a toujours une metrique adaptee a σ, mais

evidemment pas toujours une a courbure < 0.)

Le gradient symplectique est alors relie au gradient metrique par Xh =</vh.

(H2) S i / ? E M e t I j G TpM, et si Γon note (d expp)x: TpM -> TexppXM

la differentielle de exp^ au point X, on a Γinegalite:

(f(dexVp)χ(Y),(dexpp)χ(j?Y))>a\Y\\ a constante > 0.

De faςon equivalente, en notant (exp*σ)^ la valeur en X de la 2-forme

exp* σ sur TpM:

( e x P ; σ ) ; r ( 7 , / 7 ) > a\Y\2 = aa(Y9/Y).

La classe des varietes verifiant (HI) et (H2) est stable par produits et

quotients et contient par exemple:

-les surfaces de genre > 1: en effet d'apres Moser [16], il n'y a, a isotopie

pres, qu'une seule forme symplectique ( = forme-volume) a volume total donne,

done il y a toujours une metrique adaptee de courbure constante < 0.

L'application exp^: TpM -> M augmente alors le volume, done (H2) est

satisfaite avec a = 1 (et egalite bien sur dans le cas plat);

-les varietes kahleriennes compactes de courbure holomorphe constante

< 0, e'est-a-dire les quotients compacts de Γespace hyperbolique complexe

H £ : on sait qu'il en existe pour tout n (cf. [15, p. 121]), ce qui donne un

exemple qu'on ne peut obtenir a partir des surfaces;

-plus generalement, les quotients compacts des espaces symetriques

hermitiens de type non compact.

Nous pouvons maintenant enoncer notre resultat.
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Theoreme. Soit (M, σ) une υariete symplectique fermee υerifiant (HI) et

(H2). Alors, tout automorphisme homologue a Γidentite a au moins CL(M) + 1

points fixes.
Corollaire. La conjecture d 'Arnold est υraie si M est une surface de genre

Remarque. Le cas g = 0 est prouve dans [20], [17], et g = 1 est un cas

particulier de [9]. D'autre part, Ya M. Eliashberg [10] donne une preuve de ce

corollaire mais par une methode geometrique tres delicate.

Notre demonstration utilise elle aussi la methode de [9]. Donnons-en mainte-

nant un resume.

1. Probleme variationnel. Par le principe de moindre action de

Hamilton-Jacobi on montre qu'il suffit de minorer le nombre des points

critiques d'une fonction S: Λ -» R, oύ Λ est la variete hilbertienne des

i/Macets c: S1 = R/Z -> M homotopes a zero. On a:

S(c) = A(c)-flht(c(t))dt,

oil A est Faction "non perturbee"

\A(c) = jpdq siM= Γ*R'JJ.

2. Centre de gravite d'un lacet et description de Λ comme fibre sur M. Le

fait que la courbure est < 0 implique que tout lacet c e Λ s'ecrit de faςon

unique c{t) = exppa(t\ avec a e H\TpM) et βa(t)dt = 0. Ceci definit un

diffeomorphisme de Λ sur un fibre L en espaces de Hubert sur M. On obtient

done deux functions Sf^ sί\ L -> R, ¥ etant une "perturbation" de s/, et

Γon veut minorer le numbre de points critiques de ϊf.

3. Champ de quasi-gradient. On definit un champ de vecteurs Z sur L

verifiant

(QG1) dSf(Z) > 0 horsdes points critiques de <f.

(QG2) Z a pour zeros ces points critiques

(autrement dit, ϊf est une fonction de Liapounoff pour Z).

La propriete (QG1) est une consequence de la condition (H2).

On compare ensuite Z et le champ "non perturbe"-^ά (inegalite (3.2) et

proposition 4), ce qui servira en 4. Enfin, on donne des inegalites

supplementaires (3.4) a (3.7) qui serviront en 5.
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4. Reduction a la dimension finie (debut). Utilisant la decomposition en

serie de Fourier dans Hr(TpM) (r = 0,1), on ecrit Γequation "annulant les

harmoniques d'ordre > N" de Z(α): comme dans [9], on peut la mettre sous

la forme a£ = φN(aN + a^), oύ a = aN + a^ est la decomposition de a e L

en harmoniques < et > N. Par im theoreme de point fixe pour une

contraction, on parametre les solutions par aN, element du sous-fibre de

dimension finie LN<z L (Proposition 5); mais a la difference de [9], on n'a pas

de contraction globale, ce qui fait que le resultat n'est prouve que pour les

solutions qui verifient de plus une inegalite du type Hfl̂ H^ < Log N/R, R

const ante dependant de la metrique. On note UN c LN le fibre en boules ainsi

defini.

5. Reduction a la dimension finie (fin). On definit sur UN une fonction

SfΉ et un champ ZN, et on prouve une minoration de d£fN(ZN) (inegalite 5.2)

qui implique en particulier que les points critiques de SfN sont en bijection

avec ceux de Sf et que ZN est de quasi-gradient pour SfN. Ensuite, on prouve

des inegalites ((5.4) a (5.8)) comparent S?N et s/N, la restriction a LN de la

fonctionnelle "non perturbee" J / . Cette derniere fonction a pour points

critiques Γimage de la section nulle M -> LN, qui est une variete non degeneree

au sens de Bott.

6. Minoration du nombre de points critiques en dimension finie. Dans

cette derniere partie, on utilise les proprietes de £?N, ZN demon trees en 5. pour

construire une paire (ι>, υ") analogue au "bloc isolant" de [9]. Par la methode

de Lusternik-Schnirelmann, on en deduit la minoration cherchee du nombre de

points critiques de S?N, ce qui prouve le theoreme.

Une version abregee de ce travail est parue aux C. R. A. S. [19].

Alors que je mettais la derniere main a la presente version, j 'ai pris

connaissance d'une prepublication de A. Floer [11] sur le meme sujet. Precise-

ment, celui-ci demontre le meme theoreme avec deux differences dans les

hypotheses:

• La variete M est kahlerienne, c'est-a-dire que β est integrable;

• La condition (H2) est remplacee par:

(H'2) Les groupes d'holonomie de la connexion de Levi-Civita sur M sont

abeliens.

A l'aide d'un theoreme de De Rham [15, Vol. I, p. 192 et Vol. II, p. 172], on

peut montrer que les seules varietes satisfaisant a ces hypotheses sont obtenues

par produits et quotients a partir des surfaces.

Je remercie F. Laudenbach pour avoir attire mon attention vers ce sujet et

pour l'aide et les conseils qu'il n'a cesse de m'apporter tout au long de ce
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travail. Parmi les nombreuses personnes dont les remarques m'ont ete profita-

bles, je remercie particulierement D. Bennequin, M. Chaperon et A. Fathi.

1. Probleme variationnel

Dans cette partie, on utilise les resultats de ([14, Chapitre 1]) sur la variete

Hι(S, M) des i/Macets; la variete Λ definie dans Γintroduction est la com-

posante connexe des lacets constants. L'espace tangent TCA s'identifie a

Hι(c*TM) = {champs de vecteurs de classe H1 le long de c}, espace de

Hubert pour le produit scalaire defini par:

) ^ f (X(t),Y(t))ώ

oύ VCX designe la derivee covariante le long de c (definie presque partout).

On notera TCK = H°(c*TM) = complete de Tcλ pour le produit scalaire

= fl(X(t)9Y(t))dt.

La reunion des TCK donne un fibre hilbertien 7Ά (note α° dans [14]). Par abus

de langage, les sections de 7Ά seront appelees champs de vecteurs sur Λ.

Action, (cf. [22, p. 236-237]). Soit C E Λ , on choisit un relevement c:

Sι -> M (revetement universel). Comme M » R2" a cause de la courbure < 0,

la forme symplectique relevee σ admet une primitive λ, et Γon pose: A{c) =

f~λ. Pour voir que ceci est bien defini, choisissons une extension c: D2 -> M

de c; alors par Stokes, on a: j~cλ = j~σ ce qui prouve Γindependance par

rapport au choix de λ. De plus, soit τ ° c , T G T Γ ^ M ) = Aut(M/M) un autre

relevement de c; alors:

I λ = I σ = I τ*σ = I σ car τ*σ = σ;

d'oύ Γindependance par rapport au choix du relevement.

Posant ensuite S(c) = A(c) - fo ht(c(t))dt, on definit ainsi une fonction

C°° de Λ dans R, et Γon a:

(0.1)

(0.2) V5(c)= -/c-(vhtoc(t))e TCA.

L'application vS ("gradient de S ") est un champ de vecteurs C 0 0 sur Λ.
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Un point critique de S est done un lacet c tel que vS(c) = 0, soit
c = (<fvht °c(/)) = ( I Λ oC(/)) : cela equivaut a la donnee de p = c(0), point
fixe de φx tel que (/ -> φt(p)) est homotope a zero. Done, pour prouver le
theoreme, il suffit de minorer le nombre de points critiques de S.

Remarque importante. L'egalite (0.1) permet de definir dS(X) pour X e
TΛ.

2. Centre de gravite d'un lacet et description

de Λ comme fibre sur M.

Dans cette section, nous travaillerons pour simplifier avec M plutot que M
en particulier, Λ designera Γespace des lacets c: S1 -> M de classe Hι. Comme
tout ce que nous dirons sera invariant par iτλ{M\ les resultats obtenus
passeront immediatement au quotient.

Preliminaires. Inegalites sur Γapplication exponentielle (voir Appendice).
La courbure etant < 0, Γapplication exp^ est un diffeomorphisme de TpM

sur M. On notera E: MxM^> TM Γappliction definie par E(p,q) =
expp

ιq. La derivee covariante en p du champ de vecteurs E( ,q) est un
endomorphisme de TpM note DλE(p,q). De meme, la differentielle en q de
Γapplication partielle E(p,-) = exp'1: M -> TpM est un element de
Hom(TqM, TpM) note d2e(p,q). On note λ = maxM^\K\, K courbure
sectionnelle, et r = d(py q).

On a alors les proprietes:
(El) DxE(p,q) est symetrique et 1 < -DλE{p,q) < 1 + λr (c'est-a-dire:

\X\2 ^ -(DXE'X9X) < ( 1 + λr)|X| 2);
(E2) \\d2E(p, q)\\ < 1 ("exp^1 diminue les distances");
(E3)\y2E(p9q)]-ι\\^sh\r/λr.
Ensuite, soit c: S1 -> M un element de Λ. D'apres un resultat de H.

Karcher [13] qui remonte a E. Cartan [7, p, 267], cf. aussi [15, p. 109], comme
la courbure est < 0, que c est continu et S1 compact, il existe un unique
p e M, appele centre de gravite de c, tel que

E(p9c(t))dt = 0.
o

Nous le noterons γ(c). (Esquissons la preuve de ce resultat: pour q fixe, la
fonction p •-> ψq(p) = \d{p, q)2 est propre et strictement convexe, done il en
est de meme pour

Ψc' P "
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La fonction φc a done pour seul point critique son minimum absolu: e'est le
point cherche car on a

= -E(p,q),d9ouvφc(p)= ~ f E{p,c{t)) dt.)

Proposition 1. Vapplication y: A -> M est C°°.
Demonstration. Par definition, γ est donnee par Γ equation implicite

£ 0(γ(c), c) = 0, oil Eo: M X Λ -> TM est definie par

E0(p,c)=[E(p,c)]ά= [lE(p,c(t))dt.

La differentielle en c de Γapplication partielle E0(p, -): A -> M est alors egale

a la moyenne [d2E(p, c ) ] 0 definie par:

[d2E(p,c)]0 - X= Γ d2E(p9c(t))'X(t)dt, XdTcA = Hι(c*TA).

De meme, la derivee covariante en p du champ de vecteurs E0(-,c) est
egale a

[2)^(77,c)] 0 = f ζ D^PMt^dt e EndΓ^M.

D'apres (El), DγE{p, q) est un endomorphimse symetrique < - 1 de T^M:
il en est done de meme de [DλE{p,c)]Q. En particulier, cet operateur est
inversible et le theoreme des fonctions implicites entraine la proposition.
L'application tangente Tcy G Hom(ΓcΛ, Γγ ( c )M) est donnee par:

En utilisant (El) et (E2), on voit que Tcy s'etend en une application lineaire
continue fcy: TCA -> Γγ(c)M, verifiant:

(2-1) WtjΠl.

Nous avons besoin maintenant d'introduire quelques definitions.
Definitions. Soit Hr (r = 0,1) le fibre sur M en espaces de Hubert, associe

a TM, tel que Hr

p = Hr(TpM) = {a: S1 -> T^M de classe /7r}. Les produits
scalaires sont donnes par:

(a,b)0= f1 (a(t),b(t))dt, (a,b)ι = (a,b)Q+(ά,b)0.

Comme H° est associe a TM, il est muni d'une connexion canonique pour
laquelle Hι est totalement geodesique. On en deduit des metriques hilbertiennes
( , ) 0 et ( , ) x sur TH° et THι. Notons L° le sous-fibre totalement geodesique
de H° defini par la condition f* a(t) dt = 0, et L = Hλ Π L° le sous-fibre de
Hι correspondant. Definissons e: L -> Λ, a G Lp ^> exppa. Alors, Γexistence
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et Γunicite du centre de gravite, jointes a la proposition 1, traduisent le fait que
e est un C°°-diffeomorphisme de L sur Λ, son inverse etant donne par
e~ι(c) = E(y(c),c). Dans la suite, un element c de A sera toujours donne
sous la forme c = e(a), a e Ly(c).

Soit c = e(a) e Λ, notons Δc Γapplication lineaire de i/γ°(c) dans TCA donne
par £ac(X)(t) = [dexpΎ(c)]a(t) X(t\ soit en abrege Δc = [dtxpy(c)]a =
[d2E(y(c),c)]~ι. On a evidemment Δc(ύt) = c, et d'autre part les inegalites
(E2) et (E3) entraϊnent:

(2.2) | | Δ J U

(2.3) Δcest unisomorphismeet HΔ"1]! < 1.

Proposition2. Soitc = e(a) e Λ. Visomorphisme Tae\ TaL -> TCK s'etend
en un isomorphisme fae: TaL° -> ΓCΛ, d'inverse tce~ι, verifiant:

(2.4) I t e - H ^ I U ί l + λllαMllΔ H^llo;
(2.5) II^H^M-.

Demonstration. Soit Λ ' G Γ ^ Λ : d'apres Γegalite e - 1(c) = £(γ(c),c), le
vecteur Z = Γ ^ " 1 ^ ) G ΓaL a pour composantes horizontale et verticale:

*(Z) = AίΓ^-HJf)) = Γcγ(Λ-) = -[Dx^ίγίcλcMo^I^^ίγίcλcMo • X;
v(Z) = K^-H^)) = D^ίγίc),c)oTj(X) + d2E(y(c),c) • X.
Comme d2E(y(c), c) = Δ'1, on en deduit:

A" = 7>(Z) = Δc(e;(Z) - ^ ^ ( γ ί c j . c ) h(Z))

Ces formules permettent de prolonger Tae, Tce~ι en Tae, Tte"x. De plus,
posant A~1(X) = ξ = ξo + ξ\ il vient

(2.6) A(Z) ( 1

o(Z) = . ( t β " 1

D'apres (El), on a: \h(Z)\ < | | 0 | . D'autre part:

id - Π ] 1 }

< λ | α ( 0 | l d'apres (El).

On en deduit Γinegalite (2.4):

llz||0=



POINTS FIXES D'UNE APPLICATION SYMPLECTIQUE 57

De meme, les inegalites (El) et (2.2) entraϊnent (2.5):

Notons que si X e fc,A et si Δ~\X) = ξ SL une moyenne nulle, alors

fce~\X) est vertical et s'identifie a ζ e L°γ(c) <•+ Ty(c)L°. En particulier,

(2.7) ΐce-ΌΔc(j?ά)=Jfά.

Definissons maintenant: Δ = UCΔC: y*H° -> 7Ά, //γ°(c) -> ΓCΛ,

ΓL' = TL°\L,

fe = \Jtae: TL -> ΓΛ, ΓΛL° -* fc.Λ.
a

Nous savons deja que Δ et fe sont des isomorphismes fibre a fibre. En fait,

on peut etre plus precis.

Proposition 3. Les applications Δ et Te sont des C00-isomorphismes de fibres.

Demonstration. Nous ne traiterons que Δ, le cas de te etant analogue.

Choisissant p e M, il vient des trivialisations globales de γ*L° et de 7Ά:

Λ X H° ^ γ*^°;

(tr* = transport parallele le long de la geodesique de p a q);

A X L ° ^ 7 Ά ;

(c, ξ) -> [rf exp,] , - { € ff A, X = exp^V e tfj.

L'application Δ s'ecrit dans ces trivialisations

avec une factorisation

^ p ) ) , φ etant C°°.

Or, d'apres [14, p. 10], Γinclusion / est une application lineaire continue: done,

φ est C0 0 et il en est de meme pour Δ.

Remarque. Cette preuve est analogue a celle de la differentiabilite des

changements de cartes de Λ ou de trivialisations de 7Λ (cf. [14, p. 16]) (voir

aussi la preuve de la Proposition 4 dans la section suivante).
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Posons y 7 = S o e: L -> R. C'est une fonction C 0 0 dont on veut minorer le
nombre de points critiques. Notons qu'a cause de la proposition 3, on a, pour

dSf(X) = (vS(c), Tae(X)) =t(fae)(vS(c), X)o = (vS(fl), X)o,

oύ v^ 7 est une section C°° de TL (par le meme abus de langage que plus haut,
une section de TL sera appelee champ de vecteurs). Comme pour S, on peut
done definir dS^(X) pour X e TaL. De plus, Γinegalite (2.5) entraine

(2.8) | | v ^ ( f l ) | | o < e λ w - | | v s ( c ) | | o .

On notera s/= A<> e Faction "non perturbee" sur L.

3. Champ de quasi-gradient

Pour appliquer la methode de [9], il nous faudrait un champ sur L dont le
terme principal soit le champ vertical —βά. Pour le champ v^7, ce terme est
\fae\—^c) ce qui est trop complique pour en tirer quoi que ce soit. On essaie
ensuite le champ correspondant a vS, e'est-a-dire fe~ι<>vS<>e. Son terme
principal est fe~ι(-/c) = -fe~ι * f * Δ(ά) (d'apres (2.1)). Or, d'apres (2.6),
—βά = - te~ι ° Δ o ̂ (ά). On est done naturellement amene a definir v 'S =
- A o / o A ^ o / o y S e t Z = te-ι°v'S°e.

Montrons d'abord que Z verifie les proprietes (QG1) et (QG2) de Γintro-
duction. La seconde condition est clairement verifiee, quant a la premiere:

dSe[Z(a)\ =ώ[vS(c)]

o/o V5(c)))o.

D'apres Γhypothese (H2), cela implique:

(3.1) ^ [ Z ( β ) ] ^ α | | Δ - 1 o / o V 5 ( c ) | | o ,

d'oύ le resultat.
Estimons maintenant la valeur de la "perturbation" G(a) = Z(a) - {-βa),

soit G = — Te"1 o Δ o β o Δ"1 o </Ό(vA/)° e, champ de vecteurs sur L.
On a d'abord:

a) Ho < (1 + λl lαμiΔ- 1 » / ° VA,(c) || d'apres (2.4)

< ( l + λ| |β | |o) | |v*,(c) | | o d'apres (2.3).

D'oύ, en posant Cλ = maxΛ / x / |

(3.2)
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Remarques. (a) Dans la suite, on designera par C2, des constantes,
dependant de la metrique, de J et de h.

(b) II est essentiel d'avoir une majoration lineaire en a (C(l + Ĥ Hoo)
suffirait, mais pas C(l 4- ||<z||o)1 + ε> ε > 0)> PO U Γ cela> Γingredient crucial est
Γinegalite (2.4), elle-meme consequence de la seconde inegalite de (El).

Estimons ensuite la differentielle de G, ou plutot de sa composante verticale
g = v o G: L -> L°.

Proposition 4. Uapplication tangente Tg: TL -> ΓL° s'etendpar continuite

pour la metrique H° en une application fg: TL -> ΓL°, ŵ/ &s/ ^ c/α^e C00 eί

υerifie:

(3.3) ||fag|| < C 2 ^ ' « ' k

Demonstration. Nous nous contenterons d'indiquer les grandes lignes de
celle-ci, les details omis n'offrant aucune vraie difficulte. L'application g est la
composee:

L-^A-i tA*->\*H° 4 γ*7/° Λ L0',

oύ Γon a note j =</°(Vht), champ de vecteurs sur Λ, et v = y o f ^ A " 1 ,
application fibree au-dessus de γ. Done Tg est la composee:

TL Ύ-ϊ 7Ά ^ Γ(7Λ) ^ " Γ(γ*//°) %T(y*H°) - 7X0'.

Chacun des fibres tangents TL, ΓΛ, Γ(7Ά) et T(y*H°) est muni, outre sa
metrique de type i/1 naturelle, d'une metrique de type H° invariante par
transport parallele: Pour TL et ΓΛ, il s'agit des metriques induites par TL et
7Ά; pour Γ(ΓΛ) par exemple, on a, si 7 e TX{TK\ X G ΓCΛ:

Λ(y) = composante horizontale G ΓC.Λ et

v(Y) = composante verticale G ΓC.Λ,

On peut done definir le fibre complete f(TA) pour || | |0, et Γon voudrait le
munir d'une structure differentiable. Or, les trivialisations naturelles de 7Λ
(voir[14]):

φc: A X TCA -> 7Λ, c G C^ίS 1, Af),

donnent des trivialisations de T(TA):

ψc: 7Ά x(ΓcA X ΓCA) -» Γ(7A),
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et des applications de changement de cartes:

ψ; x o ψc: 7Ά x(ΓcA X TCA) -> 7Λ x(TdA X TdA),

oύ ψcί/: 7A -> Hom(ΓcΛ, ΓCΛ) = Hom(JH
rl(c*ΓM), H\d*TM)) se factorise:

7A- > Hom( ff^cTM), Hι(d*TM))

{ S s b'1

, d*TM)),

φcd etant C0 0 (verification fastidieuse mais aisee).
D'apres ([14, p. 10]), Γinjection

i 0: Hι(Hom(c*TM, d*TM)) -> Hom(//°(c*ΓM), H°(d*TM))

est une application lineaire continue, done z0 © ψ c J est C00 ce qui permet de
munir Γ(7Λ) d'une structure de variete hilbertienne C00. On peut faire de
meme pour t(y*H°), et aussi prouver que Tj, 7Δ"1, Γ /̂, et ΓΪ' s'etendent en
des applications fj, 7Δ"1, f/, et fy de classe C00 (le cas de Te est deja
connu), d'oύ la premiere partie de la proposition.

Ensuite, on ecrit:

oύ Y — j(c), η = A - 1(F), et ξ = < /η, et Γon va majorer chaque terme a droite.
On sait deja que ||fee|| < eλ||α|lo°, et il est clair que

MXί"

et que

II ΊΓ Φ II <" 1 -I- tnciY II D ^" II . II Ύ\ II <r 1 A- C mαY II D <2> II
II -*η^ II ̂  -1 πiax (I x/^ y || i ||o ^ -1- + ^1 m«.x ||i>y^ | | .

M M

Ensuite, du fait que Δ" 1 est fibree au-dessus de id, avec Δ" 1 = d2E(y(c), c),
on deduit:

l l fyΔ" 1 !^ 1 +| |Δ7 1 | | + \\D(d2E(y(c),c)) W^ *(l +||Γcγ||)||Y||o,

oϋ D(d2E) est la derivee covariante de d2E, consideree comme une section du
fibre J? au-dessus de M X M de fibre Jfp,q= Hom(7^M, TpM).
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On a les proprietes (voir Appendice):

(E4) \\D(d2E)(p,q)\\<Ce^,

(E5) \\D(D1E)(p,q)\\*iC'eλr(l + λr)

(ou de meme DλE est consideree comme une section du fibre $ de fibre
#„., = End(TpM)).

Pour Y = j(c) =j° e(a), il vient, en utilisant (2.1), (2.2), et (E4):

llfyA"1! < 1 + 1 + Ceλ | | a | l~(l + l) | |y | | 0 < 2 + CC1e
λ | |β |1-.

De faςon analogue, comme v est fibree au-dessus de γ, avec vc(ξ) = ξ -
Olό1 | 0 (cf (2.67)), on a:

Pour ξ = Δ" 1 o j{c), on en deduit d'apres (El), (2.1), (2.4), (E5) et le fait que

llέllo < Ci-

\\ΐtp\\*ίl + l + λ\\a\\o + 2C'e λ '""4l + λ\\a\\x)
2 • 2Q.

L'inegalite (3.3) est alors une consequence immediate des inegalites deja
ecrites.

Autres inegalites.

(3-4)

(3.5) | |α| |

(3.6)

(3.7) dy[Z(a)]>Q\\Z(a)\\l, Q > 0.

Demonstration. (3.4) Cela s'obtient aisement a Γaide de (2.2), (2.5), et (2.8).
(3.5) On utilise (3.1) et le fait que Δ" 1 ° / ° vS(c) = a - Δ" 1 °

(3.6) D'apres (3.2), on a | |Z(a) | | 0 < | |ά| | 0 + d ( l + λ||α||0), ce qui implique
(3.6) puisque ||<z||0 < ||ά||0/2ττ. (Cela se prouve par exemple en decomposant a
en serie de Fourier comme au Chapitre 4, et en se rappelant que a est a
moyenne nulle.)

(3.7) D'apres (3.1) et (2.7), on a:

^ | | Z ( α ) | | o
λ||α||0)
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Done, si | |α | | 0 < 2cv on a

dSr[Z{a)]>-5L
(1

et si | |α | | 0 > 2Cl9 alors a fortiori | |ά | | 0 > 2CV done (3.7) resulte de la com-

paraison entre (3.5) et (3.6).

4. Reduction a la dimension finie (debut)

Soit N un entier > 0. Le fibre Hs se decompose en une somme orthogonale

invariante par la connexion:

Tjs TTS /TN τjs _L .

HS

N = ( a <E Hs\ f l c o s 2 π n t a ( t ) dt = Γ ύn2<πnt - a { t ) dt = 0 , n >

on note PN: Hs -> 7/^ la projection

7 / ^ = ( α e i/9| Γ (cos2πnt)a(t)dt = C (sm2τrnt)a(t) dt = 0, n

on note P^ : //5 -> T/̂ "1 la projection.

Rappelons que tout element de a de Hs

p a une decomposition

00

a(t) = x0

II I I 2 - I I 2 -
1

(resp. H5^) est defini par xn = yn = 0 pour n > N (resp. < N).

Autres notations. H% = H^ = fibre de dimension finie (2iV 4- 1)

dim M: on le notera HN, et on pose LN = HN Π L.

• On notera L£ = H^1, d'oύ L = LN Θ L^ .

Soit F = ( j ° Z : L -^ L° la composante verticale de Z. On considere Γequa-

tion:

(E) (lore forme) P£ (V(a)) = 0,

soit —#Pχ (a) + PN ° g(a) = 0; en notant δ Γisomorphisme α ̂  ά de L sur

L°, cette equation s'ecrit:

(E)(2e forme) Pj (a) = -δ~ι o jf o P± o g(a).
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Notons φN(a) le second membre: φN est une application C°° de L dans

L£ , fibree au-dessus de M. De plus:

( a ) | | δ o

(b) | |Φ^

(c) l|φ^

(d) DφN = υ o TφN: TL -> L^ s'etend par continuite en ^ φ ^ : 7!L -> Lj^

qui est de classe C 0 0 et verifie:

(e) Notant DφN la composee TL -> DφNL^ ^ H^1-, on a:

Demonstration, (a) Cest une consequence immediate de (3.2).

(b) Cela resulte du a) et du fait que, si a e H^ x ,

00

a(t) = Σ (oos2πnt xn + sin2τr/?/ yn),
N+l

on a

00 -|

(δ~ι(a))(t) — Σ ^—(sin2ττ«/ xn — coslπnt
iY+l

done:

\V2

i Γ °° i 1 1 / 2 Γ °°

i Σ Λ Σk
2 w L J L(c) De meme, ceci resulte de a) et du fait que, si a e H% ± , alors

Λ Γ oo . . 11/2
1

(d) DψN est la composee:

done Γexistence de 7g (Proposition 4) prouve celle de DφN.
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On sait deja \\fag\\ < C2e
4λM- ((3.3)). De plus, posant X = g(a), on a

\\TXcf\\ < 1 + maxM\\DS\\ ' \\X\\o < 1 + Q maxM\\D/\\ (1 + λ | | a | | 0 )

d'apres (3.2). Enfin Γinvariance de Prf- et de δ par transport parallele entraine

IIT , P-MI - i ί xL- P1 x) IID /r 1 ! !
2τ7

On en deduit aisement le (d).

(e) Cela resulte du (d) et du fait que la norme de Γinclusion (L^)p ^ (H^±)p

est 1/ \/l +(2πN)2 (cf. aussi le (c)).

Posons maintenant JR = 8λ + l (R > 5λ suffirait pour la proposition

suivante, mais plus tard il nous faudra R > 8λ) et definissons:

Proposition 5. Choisissons N αssez grand. Alors, pour chaque aN dans UN,

il existe une unique solution a de (E) telle que PN(a) = aN. Notant Pχ(a) =

vN(aN), on definit ainsi une application υN\ UN -+ L^ fibree au-dessus de M.

Cette application est C°° et verifie:

(4-2) \\DaNvN\\00<

oϋ DvN= v°TvN: TLN^> L^ et || | | 0 0 designe la norme de Γapplication

lineaire quand les deux espaces sont munis des normes H°.

(4-3) | M O | | o <

(4.4) K ( 0 | | o < Q ( l + I M I o ) < C8(l +||^llo)
Demonstration. Dans chacun des lemmes suivants, on sous-entend "Pour N

assez grand".

Lemma 1. Si a est une solution de (E) telle que PN(a) e UN, alors \\Pχ

< 1, eta fortiori \\a\\n < Log N/R + 1.

Demonstration. D'apres (b), on a, en posant PN(a) = aN, P^ (a) = a£ :

<L -l H2N

d'oύ, en supposant N assez grand pour que XC^TD/ΪN <

l-ί I. *
d'oίi le resultat.
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Lemme 2. Soit a e L, a = aN + a£ , te/ #w<? 0^ e t/^ e/ Ĥ w IL < 1.

Alors, \\φ»(°)\L < 1-
Corollaire. | | ί ) β φ^| | < C 5 e 5 λ / Λ -y277 < \.

Demonstration. Comme pour le Lemme 1, on a:

π}/2N

= o(l),

d'oii le resultat. La premiere inegalite du corollaire est alors une consequence

de e), la seconde est vraie pour N assez grand puisque R > 5λ.

Lemme 3. Soit aN un element de UN: il existe alors auplus une solution a de

(E)tellequePN(a) = aN.

Demonstration. Si a et a' sont deux telles solutions, on a HP^flH^ < 1 et

IIΛv(β')lloo < 1 (Lemme 1), done le corollaire du Lemme 2 entraine:

||β - α'||o = \\PN(") ~ PA"') Ho =bA<>) ~ ψA"Ί ||O < \\W ~ «'lk

d'oύ le resultat.

Definissons maintenant une suite d'applications fibrees ψπ: UN -> L^ :

Lemme 4. L<2 5w//̂  (Ψw) converge uniformement vers une application con-

tinue vN.

Corollaire. Pour aN e ί/̂ , // ^xwίe une unique solution a de (E) telle que

PN(a) = aN, άsaυoir a = aN 4- 1^(0^).

Demonstration. D'apres les Lemmes 1 et 2, on a:

I I Ψ , ? + I K ) - Ψ > J l l o < 2 l l ψ " ( f l ^ ) " ψ"( f l^)Ho;

Puis, a Γaide de Γinegalite (d)

d'oύ le resultat. Par passage a la limite, on a vN(aN) = φN(aN 4- vN(aN)\ et

Γunicite a ete demon tree au lemme 3.

Lemme 4. Vapplication vN est C 0 0 et verifie (4.2).

Demonstration. Soit a = aN+ υN(aN), aN e ί/̂ . On a une decomposition

orthogonale naturelle ΓαL = T ^L^ Θ (L^)^. Notons Z ) ^ = ^ΦΛTIΓ^L^ e t
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D2φN = DaφN\(L±) . Pour appliquer le theoreme des fonctions implicites a

Γequation a^ = φN(aN + a^), il faut montrer que Γapplication id - D2φN est

inversible. D'apres la propriete (d) et les Lemmes 1 et 2, on a le diagramme

commutatif d'applications lineaires continues:

D2φN

avec \\D2φN\\ < C5e
5λN5λ/R-ι/2iτ < \. On en deduit d'abord que id - D2φN

est inversible, puis qu'il en est de meme pour id - D2φN, avec (id - D2φN)~ι

= id — D2φN°(id — D2φN)~ι°i (verification immediate). Done, vN est bien

de classe C 0 0 et la composante verticale de Ta υN est donnee par

DaN

VN =

L'inegalite (4.2) est une consequence immediate de cette egalite et du

corollaire du Lemme 2.

Pour achever la preuve de la Proposition 4, il reste:

• L'inegalite (4.3): elle resulte de (c) et de (4.1).

• L'inegalite (4.4): on a

| | ^ | | o = l | β ° Φ Λ r ( f l ) l l o < C i ( l + λ||fl||o) (d'apres a))

< C x ( l + λ||fl^||0 + λ) (d'apres le lemme 1).

5. Reduction a la dimension finie (fin)

Soit N assez grand pour pouvoir appliquer la Proposition 5. Posons:

uN\ UN -> L, aN -+ aN + υN(aN)\

<?N=<?ouN:UN-*R;

ZN = TPN ° Z° uN, champ de vecteurs sur UN.

L'equation (E) implique Z(uN(aN)) e TL, done ZN = TPN° Z ° uN, et

aussi:

(5.1) | |Z

Proposition 6. Pour N assez grand, on a:

(5.2) dyN[ZN(aN))>\[d<?{Z)]{a), a = uN{aN).
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Demonstration. Puisque SfN = Sf °uN/ύ vient:

\dSrN[ZN(aN)] - dy[Z(a)]\<\\vy(a)\\0-\\TuN(ZN(aN)) - Z(a)\\0.

D'autre part, TuN{ZN{aN)) = T(uN ° PN){Z(a)) a la meme composante hori-

zontale que Z(α) et sa composante verticale est:

DuN(ZN(aN)) = υ ° TPN(Z(a)) + DvN(ZN(aN))

= PN(V(a)) + DvN{ZN{aN))

= V(a) + DvN{ZN(aN)) (equation E)).

DΌΰ, a l'aide de (4.2):

\\TUN(ZN(aN)) - Z(a) I = \\DvN(ZN(aN)

Comme par ailleurs, (3.4) et (4.1) entraίnent:

(5.3) \\vy(a)\\o<e

il vient, en tenant compte de (5.1):

En comparant avec (3.7), on voit que pour obtenir (5.2), il suffit que N soit

assez grand pour que C6e
3λNsλ/R~ι < C4/2, ce qui est possible puisque

R > 8λ.

Corollaires de la Proposition 6.

(a) ZN est de quasi-gradient pour SfN.

(b) Si ZN(aN) = 0, alors Z(a) = 0.

Remarque. La reciproque de (b) est egalement vraie pour N assez grand, au

sens suivant: si Z(a) = 0, alors PN(a) = aN e UN, d'oύ ZN(aN) = 0. En

effet:

-fc-{vht){c) = 0 H|c||o < c i ̂ IMIlo < Q =*KHo < Q

^ II aN II oo ̂  —r7 (C^ ^a P r e u v e ^ e (b) au Chapitre 4).
2V3

Definissons l'application F^: L N -* R: / ^ ( α ^ ) = Σ ^ d ^ J 2 + \yn\
2) (c'est

a peu de chose pres le carre de la norme H1/2). II est clair que FN est

invariante par transport parallele et son gradient pour la metrique H° est le

vecteur vertical donne par:

N

VFN(aN)(t) = 2Σn(cos2πnt xn
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done:

L'inegalite suivante est capitale:

(5.4) FN(aN) > C9~\dFN[ZN(aN)]\< CwdSrN[ZN(aN)].

Remarque. Cette inegalite joue le role de la condition (C) de Palais-Smale:
plus precisement, elle servira a majorer la croissance de FN le long des orbites
de ZN, ce qui permettra de les maintenir dans des compacts convenables. De
plus, elle entraίne que chaque point critique de SfN verifie FN{aN) < C9.

Demonstration de (5.4). D'une part:

\dFN[ZN(aN)}\<\\vFN(aN)\\o\\ZN(aN)\\o

<^IIMo cΛι +\\ά\\o) (d'apres(5.1)et(3.6))

<l\\άN\\o-C3{2 + Cs{l+\\άN\\o)) (d'apres(4.4)),

done:

\\άN\\0> I ^\dFN[ZN(aN)]\^^C3(2 + 2Q)\\άN\\l

D'autre part, d'apres (3.5) et (5.2):

IKUo > 2Q => dyN[ZN(aN)] > § K | | o .

Enfin:

done:

N("N) > A sup(l, (2Q)2) =* \\άN\\0

d'oii Γon deduit (5.4).
Proposition 7. Soit WN = {aN e LN\FN(aN) < LogN/2R2}.
(a) Pour N > 3, WN c t/^.
(b) Powr Λ̂  α^ez grand,
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Demonstration.

(a)

(b) Par le theoreme des accroissements finis et en se rappelant que vA(c) =
cfc = -</Δά, on obtient:

max as = aN + sυN(aN)

(d'apres (4.3))

(d'apres (2.2), (2.5) et (4.1))

aN\\0 + C8(l + KHo)) C7

(d'apres (4.4)).

D'autre part,

on en deduit:

i ιι2 n 2ATΪΓ ( \

d'oύ le (b) puisque - \ + 2λ/# < 0.
Enfin, no tons sfN = s/\LN et Z$ le champ vertical —βάΉ sur L^. II est aise

de voir que si I H ^ -> 0, on a j / ( f l ) = - K ^ / Λ ) O + ^(II^II^PIIo)
paraison avec "Γaire euclidienne"). En particulier on a:

n - yn) o.

Done, Γimage de la section nulle M <z LN forme une variete critique non
degeneree au sens de Bott [4] pour s/N, d'indice \ dimίL^)^ = N dim M.

D'autre part, (H2) entraine:

ds/N[Z°(aN)] > a\\άN\\l = a\\Z°(aN) f0.



70 JEAN-CLAUDE SIKORAV

Consequences. stfN n'a pas de points critiques hors de M
• Z$ est de quasi-gradient pour stfΉ.

(5.5) | Λ v ( Z » ) | < ^ ( )

Dernieres proprietes.

(5.6) \srN-sίN \< Cu smWN ( c n = max I A,I + l)

Cela resulte de la Proposition 7.

(5.7) ZN(aN) = 0^\j/N(aN)\<Cn.

En effet \\άN\\0 < Cx et \\aN\\^ < Q/2^3" (cf. remarque apres la Proposition
6), et d'autre part \sέ{a)\ < eλ||α|loo|l#llolMlo ( P a r accroissements finis comme
pour la preuve de la Proposition 7).

A fortiori, on a:

(5.8) ZN{aN) = ΰ~\<fN{aN)\<Cn (C13 = Cn + C12).

6. Minoration du nombre de points critiques
en dimension f inie

On va construire (u, v~), υ "c v c WN avec les proprietes:
(Bl) v est compact.
(B2) Fr υ ne contient aucun point critique de SfN (= zero de ZN).

(B3) Soit (φ,) le flot de ZN\
(i) si x e u~, il existe ε > 0 tel que (φ^x) ί v si - ε < / < 0) et (ψt(x) G u

si 0 < / < ε);
(ii) si JC e i;\ u~, il existe ε > 0 tel que (ψt(x) ^ v si -ε < t < 0).
(B4) 0 , 0 a une "cup-length relative" CLrel(υ,ιT) > CL(M) + 1, au

sens suivant: il existe ω l5 ••,(«>, (/= CL(M)) dans ,fiΓ*(υ; ,4) et ω dans
//*(u,ur; A) telsque ωx U Uco/U ω Φ 0 dans #*(υ,υ~; ̂ 4).

Montrons d'abord comment en deduire le theoreme. Supposons que ό?N

n'ait qu'un nombre fini de points critiques c1? , ck dans υ; les c, sont dans v
d'apres (B2). Alors, d'apres [5, p. 342], chaque c, admet un voisinage u,
contractile dans v et contenant les orbites de zN dans υ ayant ci pour point
limite. D'autre part, la reunion des orbites de ZN dans v issues de υ~ forme un
ouvert u qui se retracte par deformation sur v~. Les conditions (Bl) et (B3)
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entralnent v = u U (Uf=1 u,), d'oϊi un diagramme commutatif:

H*(υ, U l ) β ••• ®H*(v,uk)®H*{v,u) ^Ή*(υ,υ) = 0

"H*(v,v~)

k termes

done la condition (B4) entraine k > I.
Done, SfN a au moins CL(M) + 1 points critiques, ce qu'il fallait demontrer.
Construction de (υ, v~). Donnons d'abord une definition: Soient W une

variete de dimension finie, Z un champ de vecteurs sur Wat flot (φ,), et A, B
deux parties fermees de W, A c B. Le sature total de A dans B pour Z est la
plus petite partie fermee F at B contenant A telle que:

• Si x E Fet <Ps(x) G B pour s entre 0 et t, alors φ,(.x) e F;
• Si φr(x) G B pour 0 < / < + oo (resp. - oo < t < 0) et si \imt_^+O0φt(x)

e F (resp. lim,_^ . ^ φ ^ x ) G F), alors x ^ F.
Ensuite, on pose, pour a < b et K > 0:

, α, ̂ , 6) = sature total de B(S?N, a, K) dans S^\[a, b]) pour ZN.
Nous allons voir que pour un choix judicieux de a, b et K, la paire

(υ, υ-) = ( F ( ^ , a, U:, fc), 5 ( ^ , β, K)) satisfait (Bl) a (B4). Pour cela, nous
devons auparavant voir ce qui se passe avec la fonction non perturbee s/N.

(A) Voisinages de Morse generalises (VMG).
On definit B(s/N, a,K)ct V(Ά?N, a, K, b) avec s/N, Z% au lieu de S?N9 ZN.

La propriete (5.5) implique FN\V(s/N, a, K,b) < K + (b — a)/πa, done
V(s/N, a, K, b) est compact. On dira que V(s/N, a, K, b) est un VMG (pour
(jtfN, M)) s'il contient M dans son interieur. Pour cela, il suffit que:

• a < 0 < b\
9 K > l/πa \a\.

En effet, d'apres (5.5), la deuxieme condition implique que toute orbite de Z$
qui aboutit a un point de M intersecte sf^ι(a) sur B(s/N,a, K), done est
contenue dans V(s/N, a, K, b) d'apres la premiere condition.

Soit V=V(sfN9a,K,b) un VMG, et posons V~= VΠsTN\a) ( =
B(s/N, a, K) comme on le voit facilement). Soient V(v~) Γespace total de la
"composante negative" du fibre normal a M, et E°(v~~) = E(v~)\M. D'apres
la generalisation par Bott de la theorie de Morse au cas des varietes critiques
non degenerees [4], il exists i: (E(v~), E°(v~)) -> (F, V~) commutant avec les
projections TΓ: E(V~) -• M et T: V c LN -> M, et telle que /*: H*(V, V~) -»
H*(E(P~), E°(v~)) soit un isomorphisme (coefficients quelconques).
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Notons e(v~) la classe dΈuler de Γ et ω Γelement correspondant de

H*(V, V~). On a alors un diagramme commutatif:

H*(V) — >H*(V9V~)

H*(M) *H*(E(v-)) "e(V) Ή*(E(p),E°(v-))

ce qui implique CLrel(F, V~) > CL(M) 4- 1.

Notons aussi que si a < a' < 0, alors en suivant les orbites de Z$

parametrees par s#N, on obtient un diagramme commutatif:

V(s/N,a,K,a') Z >B(jrfN,a,K) x[a,a']

/ PΓ2

[a,aY

done V{sfN9 a, K, a') est un "voisinage collier" de B(s/N, a, K).

Enfin, supposons que nous ayons deux VMG, F l 5 et V2, et un voisinage

collier C(V2) c V2 tels que (Vv Kf) c (K2, C{V2)\ alors cette inclusion induit

un isomoφhisme de H*(V2, V2) sur H*(Vl9 V{) (coefficients quelconques).

(B) Realisation des proprietes (Bl) a (B4).

(1) La propriete (Bl) sera satisfaite sous Γhypothese:

(6.1)

En effet, soit x e u: alors quant on considere Γorbite de ZN passant par x,

la definition du sature total implique qu'une au moins des deux proprietes

suivantes est satisfaite:

• Γorbite passe par un point de υ~;

• elle a pour point limite un point critique de SfN dans S^ι([a, b]).

D'apres (5.4), on en deduit:

v c Fΰι([0, s u p ( A Γ , C 9 ) + C10(b - a)]),

qui est compact d'apres (6.1) et la proposition 7(a).

(2) La propriete (B2) sera satisfaite si on a de plus:

(6.2) a < - C 1 3 , b>Cu;
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(6.3) C 9 + Cw(b -a)<K.

En effet, soit x un point critique de SfN: alors, d'apres (5.8) et (6.2), on a

a < yN(x) < b, et d'apres (5.4), on a FN(x) < C9: ces inegalites persistent

pour y voisin de x. Considerons ensuite la demi-orbite de —ZN issue de y:

d'apres (5.5) et (6.3), tant qu'elle reste dans S^ι([a, b]) elle reste dans

FN\[Q,K]) done (6.1) Γempeche de "partir a Γinfini"; elle aboutit done ou

bien a un point critique de 6fN ou bien a un point de <9^ι(a) Π Fχl([0, K]) =

υ~. D'apres la definition du sature total, on en deduit que y e υ, done x G v :

ainsi ύ contient tous les points critiques de S?N, et a fortiori (B2) est satisfaite.

(3) (B3)(i) est evidemment toujours satisfaite. Quant a (B3)(ii) lie sera

satisfaite sous Γhypothese (6.3). En effet, soit x e v\v~:

• si SfN(x) > a, alors φ,(x) e v pour t < 0, |/| assez petit d'apres la

definition du sature total;

• si STN(x) = a, alors x e t 5^ r

1 (α)\υ~; soit ^ e t ^ v

1 ( ^ ) \ υ " , alors F^(>;)

> K, done (6.3) empeche Γorbite de y pour Z^ d'aboutir a un point critique

de SfN dans 6^ι([a, b]): mais alors la consideration de W = υ \ (Z^orbites

issues de 5 ^ v

1 ( α ) \ υ " } Π ^ 1 ^ ^ , fe]) contredit la minimalite de v dans la

definition du sature total.

(4) Pour obtenir (B4), nous allons montrer qu'outre α, b, K, on peut choisir

a\ af, bf, Kt (i = 1,2), a'2 de sorte que, si Γon pose:

Vt = V{tfN, a,, K,, bt), V- = B{s?N, α, , K,),

C ( υ " ) = V(yN,a,K,a'), C(F2") = V(s/N,a2, K2, a'2),

on ait:

(6.4) (F 1,Ff)c (υ,C(u-))c (F2,C(F2-));

(6.5) β ' < - C 1 3 ;

(6.6) α, < 0 < 6,;

(6.7) ^>^N;

(6.8) α'2 < 0.

Supposant (6.1) a (6.8) satisfaites, montrons comment en deduire (B4) (6.6)

et (6.7) entrainent que les (VhV~) sont des (VMG). D'autre part, (6.5)

implique que C(υ~) ne contient aucun point critique de S?N. Comme il est
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compact car contenu dans u, on a:

C(υ")

Ceci, joint a (6.8) et aux proprietes des (VMG), permet de deduire de (6.4):

H*{V2,V2)
!*

la composee y* o /* etant un isomoφhisme.
Done z* est injective, ce qui implique CLrel(υ, v~) > CL re l(F2, F2~)

CL(M) + 1.
Choix de a,b, K, a' -- . Posons d'abord:

a\ = ~C\ι ~ Ci3 = " "2C U - C 1 2 ;

Alors, (6.6) et (6.7) seront satisfaites.
Ensuite, soient:

a = aλ- Cn= -2CU - C 1 3 ;

b = bλ + C n = 2C n ;

A 1 + ~{bλ - β l ) , C 9 ) + Cw(b - a);

alors (6.2) et (6.3) seront satisfaites.
Enfin, soient:

a' = ai + Cn= - C 1 3 ;

a2 = a - Cn = - 3 C n - C13;

ί>2 = Z> + C u = 3CU;

/C2 = sup(K,C9) + Cw(b -a) + —(b2 - a2)
7TOL

a'2 = a' + Cn = - C 1 2 ;

alors (6.5) et (6.8) seront satisfaites.
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Reste a prouver (6.1) et (6.4); la premiere s'ecrit:

L(aC C C C ) c L ° g N

l« . 9 ' 1 0 ' " ' n ) 2R2 '

et sera done satisfaite pour N assez grand. Enfin, nous allons montrer qu'on a

Vγ c u, les autres inclusions de (6.4) ayant une preuve tout a fait analogue.

Soit x G Vx; alors ax < Λ?N(X) < bx entraine a < &*N(x) < b, de plus on a

FN(x) < AΓX + (6X - aj/πa. Suivons Γorbite de -ZN issue de x jusqu'a

sortir (eventuellement) de ^^({a, b]):

• ou bien elle aboutit a un point critique de S?N: on sait que ce point est

dans u, done x lui-meme est dans υ d'apres la definition du sature total;

• ou bien elle aboutit a un point y de Sf^\a\ et Γon a:

c l o(6 - a) < K,

done j^ G υ~ et x e υ, ce qui acheve la demonstration.

7. Complement. Cas oil les points fixes sont non degeneres

Notons SB(M) = max^ ^ ^ Σ , d i m i/ y(M; K). La theorie de Morse (cf. [5,

p. 338]) dit que toute fonction de Morse sur M a a u moins SB(M) points

critiques. Ce minorant est optimal si M = T2n (-> 2 2"), M = surface de genre

g ( ^ 2 g + 2 ) , M = C P π ( - > w + l, pas mieux que pour une fonction quel-

conque).

Theoreme complementaire. Soit (M,φ) υerifiant les hypotheses du theoreme

principal, plus le fait que les points fixes de φ sont non degeneres. Alors, φ a au

moins SB(M) points critiques.

Demonstration. Rappelons qu'un point fixe p est dit non degenere si Tpφ

( G EndT^M) n'a pas 1 pour valeur propre. De faςon equivalente, Γequation

linearisee de φt = Xhι © φ p a savoir:

n'a pas de solution non nulle telle que £(1) = £(0).

On en deduit (exercice) que si ξ G ΓCΛ, (c(t) = φt(p)), alors

c > 0
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(C depend du choix du point fixe). Done si d e Λ est proche de c, e'est-a-dire

c' = expc.£, avec \\ζ\\λ petit, on a, en tenantcomptede(c - Xh° c = 0):

\\vS(apcξ)\\0>CU\\l9 C X U l U i - 0 .

Cette inegalite traduit le fait que le point critique c est faiblement non

degenere au sens de [22, p. 241]. Comme par hypothese il en est ainsi pour tous

les points critiques de S, on peut dire que S est "faiblement de Morse". La

meme propriete est vraie pour Sf9 e'est-a-dire que si χa: TaL -> L est une

carte locale pres d'un point critique, on a:

D'apres Γinegalite (3.4), on a de meme:

Nous allons en deduire que SfN est une " vraie" fonction de Morse (en fait

une minoration par C| |ξ | | 0 suffira). En effet, soit aN un point critique de S?N.

Notons a = uN(aN) et:

XaN' ^ ( C TUN

LN) -* LN> TaNXaN = &',

Xa:U\ciTaL)^L9 TaXa = id

des cartes locales. Soit ξN e U9 alors, d'apres (5.2), on a:

De plus, si ξN -> 0 (pour n'importe quelle norme), alors uN <> χaN(ζN) -* a,

done:

> C'\\TuN(ξN)\\0

>C'UN\\o
D'autre part, d'apres (5.2), (3.7) et (5.1), on a:

\\vyN(a'N)\\0>^\\ZN(a'N)\\0, a'N<EUN;

d'oύ finalement:

e'est-a-dire que aN est un point critique non degenere pour SfN9 ce qu'on

voulait demontrer.
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Pour achever la demonstration, on reprend le v trouve au §6, et on applique
la theorie de Morse relative (cf. [5, p.341]); le fait que v n'est pas une variete
n'est pas genant, on peut d'ailleurs y remedier en remplaςant B(S^N, a, K) par
une sous-variete de <9^ι(a) (niveau regulier de £fN) comprise entre
B(<9>N, a, K) et B(^N, a, K + 1): le resultat est que SfN a au moins SB(v, υ~)
points critiques dans υ. Comme d'autre part, on a:

H*(M) = H*(V2,V{) «-» H*(υ,υ~)

(coefficients quelconques), on en deduit que SB(v,υ~) > SB(M), ce qui
acheve la preuve du theoreme complementaire.

Append ice. Inegalites sur Γapplication exponentielle

La methode de preuve est celle de [6, pp. 94-101] et [13] appendices: cette
derniere reference est moins facile a lire que la premiere, mais est la seule a
donner Γinegalite cruciale —DλE < λr/thλr, alors que [6] (6.4.6(i)) donne
1 -f τλ2r2 (cf. la remarque (b) qui suit (3.2)). Nous indiquerons seulement le
principe de la methode et comment Fetendre aux derivees secondes.

On note γ = γ(s), 0 < s < 1 la geodesique de p a q parcourue a vitesse
constante |γ'(s)| = r. L'equation des champs de Jacobi le long de γ s'ecrit:

oil p(s) = R(y'(s), •)• y'(s) e End(Γγ(5)M).
Propriete. ρ(s) est symetrique avec - ( λ r ) 2 < p(s) < 0.
Soit J(s) une solution de cette equation telle que 7(0) = 0: elle s'ecrit:

J(s) = T(s)J'(P), oil T(s) e Homί^M, Γγ ( j )M), avec:

Γ(j) + p(ί)oΓ(j) = 0;

Γ(0) = 0, Γ'(0) = id.

En appliquant Gronwall a cette equation lineaire du second ordre et a
l'equation de Ricatti qui s'en deduit, on montre:

• ||Γ(j)| | < sh(λr.y)/λr (cf. [6, 6.3.8(ii)] et [13, inegalite (A.4.2)]);
• Pour s > 0, T(s) est inversible et ||7'(^)""1|| < \/s (cf. [6, 6.3.5(i)] et [13,

inegalitie (A.2.1)]);
• Pour s > 0, Γ/(.s)Γ(ιy)~1 est symetrique et \/s < T\s)T{s)~ι <

λr/th(λrs) (cf. [13, Lemme p. 532 et inegalites (A.4.1) et (A.5.1)]).
D'autre part, on montre:
• DγE{q, p)=- T\l)T(iyι (cf. [6, 6.4.6(i)]);
• d2E(p, q) = (d exp/1)^ = Γ(l)" 1 (cf. [6, 6.3.2] et [13, corollaire (B.2.1)]).
Les proprietes (El) a (E3) en sont une consequence immediate, la seconde

inegalite de (El) resultant de (x/thx < 1 + JC).
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Pour majorer les derivees secondes de E, on ecrit Γequation "aux variations"

W"{s) + p(s)°W(s) = -D(p(s))oT(s),

W(ύ) = W'(0) = 0,

oύ

W{s) e Hom(7;M Θ TqM, Hom(TpM, Tγ(s)λf)),

et

D(p(s)) G Hom(7;M Θ TqM, End(Tγ(s)M))

est la derivee covariante de Γapplication {p,q)^ ρ(s), consideree comme

section d'un fibre Ss s u r M x M de fibre {Ss)pq = Enά(Ty{s)M). On a alors:

D(d2E)(P,q)= -τ{\yιw{\)τ{\yι-

D ( D λ E ) ( q , p ) = - W \ \ ) T { \ y l + T \ l ) T { l ) l \

Se rappelant que ρ(s) = R(y'(s), -)γ'(s), on majore:

M

\\D(y'(s))\\ < 1 + λr (mjaoration analogue q celles de H ^ ^ l l et

\\D(p(s)) o T(s) || ^ cste -(1 + λ r ) 2 M ^ l ^ c s t e . ^ λ - ( l

Par Gronwall, on en deduit:

H ^ ' ί ^ ) ! < cste eλrs(l + λr);

\\W(s)\\ <cste e λ^;

d'oii (E4) et (E5) resultent en combinant avec les inegalites sur Γ(l) et Γ'(l).
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