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Introduction

Soit Wn+ι une variete riemanienne fermee et <% un feuilletage de codimen-
sion 1, transersalement oriente, de classe C°° de W. Soit Mx la feuille de ®ί
par x E W, munie de la metrique induite de W. Soit K(x) la courbure de
Lipschitz-Killing de Mx. D. Asimov [1] a demontre que si Ton suppose que W
a une courbure sectionnelle constante egale a c G R, la moyenne de K sur W
ne depend pas du feuilletage. Plus precisement, Asimov a demontre le
theoreme:

1 Γ κ = ί re"/1/ (n

n

/2) si n est pair,
vol W Jw [o Sin e s t impair.

Ce theoreme est le point de depart de notre travail. Nous definissons d'autres
functions de courbure et nous montrerons que leur moyenne ne depend que
de la courbure c de W. Le theoreme d'Asimov sera generalise dans plusieurs
directions:

1. Le point de vue extrinseque. Soit N un champ de vecteur unitaire
normal a <$. Considerons les functions symetriques de courbure extrinseque,
c'est-a-dire, les fonctions η, definies par Σ"»o Ήi*' = det(/ + tA), oύ A est la
matrice qui donne la variation du vecteur N par rapport a la feuille (voir §1).
Les integrales j w η, ne dependent que de la courbure sectionnelle c de W
(supposee constante). Pour aboutir a ces resultats on utilise la technique du
repere mobile. Nous donnerons aussi une demonstration geometrique de ce
resultat quand c > 0.

La theorie pourrait etre developpee pour des champs d'hypeφlans, integra-
bles ou non. L'inteφretation geometrique des fonctions ηέ comme fonctions
symetriques de courbure des feuilles nous a fait privilegier le cas integrable.

2. Le point de vue intrinseque. Supposons n pair. Dans ce cas, on peut
construire des fonctions de courbures intrinseques yp des feuilles. Pour Q un
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/?-ρlan contenu dans TX(MX), p pair, soit yQ(x) la courbure /?-sectionnelle de
Mx relative au plan Q (voir [5]). Alors la courbure /?-sectionnelle moyenne
yp(x) verifier

— (
\WJw

vo\WJw

Ί' rtΌ \ r

oύ p = n - It, En particulier, les integrates j w yp ne dependent pas du
feuilletage.

Quand W est une hypersurface dans un espace euclidien, les fonctions yp

sont des multiples des fonctions symetriques de courbure extrinseque d'ordre
pair; et yn(x) est la courbure de Lipshitz-Killing de Mx et Γon retrouve le
resultat d'Asimov. L'idee d'utiliser les fonctions yp a ete donnee par J. Milnor
et cela nous a aide a rendre le langage plus geomέtrique qu'il ne l'etait en [2].

3. Les feuilletages singuliers. Le point de depart de ce travail etait d'une
part le theoreme d'Asimov, et d'autre part, Γobservation que pour un champ
de vecteur sur S2 avec des zeros "raisonnables", la moyenne de la courbure
geodesique des courbes integrates est zero. Nous demontrerons ce resultat
pour les surfaces et nous calculons / σ2 pour des feuilletages avec un lieu
singulier civilise.

4. Un feuilletage est tendu si / \K\ est minimal. Nous demontrons un
thέoreme d'echange qui permet d'etudier les feuilletages tendus par la theorie
de Morse est nous faisons quelques observations sur ces feuilletages.

1. Fonctions symetriques de courbure extrinseques

Soit Wn+ι une variete riemannienne fermee, orientable, et de courbure
sectionnelle constante egale a c. Soit N un champ de vecteur unitaire normal
au champ d'hyperplans 9. Soit V la connexion riemanienne de W et Λ: un
point de W. L'endomorphisme

Ax Tx( W) -* Tx( W) defini par Ax( Y) = VyN

laisse le sous espace Px = (Λ^(x))x invariant. Notons encore Λx la restriction
de Λx a Px. La k'ieme fonction symetrique de courbure extrinseque de 9: ηi9

est en chaque point egale a la k'ieme fonction symetrique de Γendomor-
de Px:

det(/ + tAx) = Σ ^{xy.
ι=0

Si le champ 9 est integrable et definit un feuilletage <$, notons Mx la
feuille de ¥ passant par le point x. Le nombre η^x) est alors la valeur de la
k'ieme fonction symetrique de courbure extrinseque de Mx au point x.
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Notre premier theoreme est
1.1. Theoreme.

ck/2(n

k

/

/

2

2) vol W si net k sont pairs,

0 sin ouk est impair.

Avant de demontrer 1.1, nous donnerons une demonstration plus geometri-
que de ce theoreme quand c > 0. En ce cas W est un quotient de la sphere S
de rayon 1/Vc . Demontrons ce resultat pour un feuilletage de la sphere
uniteS"1"1"1. Soit

φ : Sn+ι-*Rn+2

φ(x) = x + tN(x).

oύ t > 0 est suffisamment petit pour que φ soit un plongement. L'image de φ
est dans la sphere de rayon V l + t2 , et ψ: Sn+ι -+ 5" ί + 1(Vl + t2 ) est un
diffeomorphisme.

Proposition. Jacobien de φ = V l -I- t2 det ((/ + tAx)/TMx).
Demonstration. Tout vecteur dans TX(MX), perpendiculaire a la fois a x et

aN(x), sera aussiperpendiculaire kx + tN(x), done

Considerons deux reperes adaptes orthonormaux locaux β et /?' definies
respectivement sur un voisinage Ude x et φ(U) de ψ(x):

β(x)~{eι(x),-' ,e,Xx),N(x)},

β'(x)={eϊ(X), -,ea(x),u(x)},

oΰ φ) £ TX(MX), e,(φ(x)) - et(x), 1< i < n, et u(x) - (1+ t2yι/2N(x) -
t(l + t2yλ/2x. A Γaide de ces reperes, calculons la matrice jacobienne de φ:

φ'(x) =

<dφ(en),e2>

<dφ(en),en}

<dφ(en),u} <dψ(N),u)

(dψ(N),

/ +
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En effet, par definition de la metrique induite sur Sn+ι, Ve< N est la
projection orthogonale de dN{e^ sur Tx(Sn+ι). Le vecteur dφ(ef) est orthogo-
nal a u pour tout i:

<</φ(e,.), u} = ( tdN(et) + *„

= 0, (dN, x) = -<JV,

Etant donne que

nous avons

det φ'(x) = V 1 + t2 det(/ + tdN/ TX{MX)). q.e.d.

D'autre part, comme φ est un diffeomorphisme,

Γ Idet φ'(x)| = vol(S n + 1(Vl + t2 )).

Mais det φ'(x) > 0 pour t petit et comme n + 1 est impair,

? < 7 Γ Λ / 2 + 1

On a done

Γ det(/ 1 ί det

+ 7 ^ 5"ι+1

= (1 + /2)"/2vol(S"+1).

En chaque point det(/ + tdN) = Σn

im.oηi(x)ti est un polynδme en / et
(1 + t2)n/2 = Σl^oCl2)t2k. On en deduit des integrales de courbure:

ί
k

). q.e d.

Demontrons maintenant le theoreme 1.1. La ligne gέnerale de la demon-
stration est la suivante:

1. On construit des ^-formes ψk sur W telles que \pk Λ θn+ι = Άn-k v°l W,
oύ θn+! est la forme duale au champ JV et vol(W) est la (n + l)-forme volume
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2. Grace a une formule de recurrence (Lemma 1.6), on construit des
Az-formes τk sur W telles que:

drk = Ψ* Λ θn+ι - c^n~k)l u _ . Ivol W, si n et fc sont pairs,

\2\n κ ) )

= ψk Λ θn+ι dans les autres cas.

3. On applique le theoreme de Stokes.
1.2. Definition. Soit ε = {el9 , en+ι} un champ de reperes ortho-

gonaux, defini sur un ouvert U c W. Le repere est dit adapte si en+ι = JV
dans % et ε definit la bonne orientation de W.

Supposons ε un repere adapte, et soient {01? , 0Π+1}, ωiJ9i9j =
1, , n + 1, le corepere de ε et les formes de connexion associees a ε
definies par:

Soient ψΛ, A: = 0, 1, , n, des n-formes sur U definies par Γegalite des
polynόmes en t:

1.3. Lemme. Les formes ψk ne dependent pas du choix du repere adapte.
Demonstration. Supposons que ε = {el9 , en+ι] soit un autre repere

adapte dans V. Nous allons prouver que

Nous avons et = ΣJI/ Λ 0 ^ OU la matrices = ((α0)) verifie:

βΛ+i,/Siι ^ Λ + !,*„+i f Λ + i = 1,

(2) 4̂ est orthogonale positive, en particulier det A = 1.
Soit 4̂ la matrice ((a^)), 1 < i,j < n. Par (1) et (2) A est orthogonale positive.
Nous avons

( 3 ) β l - Σ ' | . I < % Λ

En effet (ΣJ., ̂ yX«*) = Σ " = ***** = δ-* = ̂ (^)
(4) ω, n + 1 = Σ;_i α/7 ω, > n +i, car

= - ί «o < v ^ ' Φ = i <w
y-i y-i

De (*), il devient clair que, pour chaque /, on a

Σ Ψfc ̂  n F = 2 ψfc u n F.
/t=0 fc=0
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1.4. Corollaire. Les formes ψk sont definies sur W.
1.5. Lemme (Theoreme de la divergence).

Demonstration.

i Λ Λ«υ
n I n + \

= Σ (-1)'+I«, Λ ΛίHΛ Σ^ΛίjΛ Λί,

Σ (-1)"+10, Λ Λ i . Λ V i Λ /\θn/\θn+x
/-I

Remarque. Le lemme 1.5 n'utilise pas la courbure sectionnelle constante.
1.6. Lemme fundamental. Avec les notations introduites jusqu'a present, on

a

<% - ( - l ) n + 1 [ ( « " * + l)Ψ*-i " c(k + l)ψ Λ + 1 ] Λί, + i»

A: = 0, 1, , Λ αώ Γonpose ψ_j = ψ Λ + 1 = 0.
Demonstration. Nous ferons le calcul dans le repere (βj, , eΛ, en+γ =

iV). Dans ce qui suit, θi9 ωij9 Ω/y sont respectivement les formes du corepere,
les formes de connexion, et les formes de courbure. Considerons d'abord le
cas oύ k = 1, 2, , n - 1. Une expression locale pour ψΛ sera

Ψk = Σ «•>! Λ * Λ ω α r i Λ θaι Λ ωαi + 1 Λ * Λωα2 Λ θa2
\<aι< - <ak<n

Λωα2+1 Λ Λ ^ , Λ ^ Λ ωQifc+i Λ

oύ ω, = ω//1+1. Decomposons ίλ//̂  = A + 2?, oύ

Λ = Σ (-l) ' + 1 dw/Λ«iΛ Aθaι
l < α i < <ak<n

Λ ΛίfΛ Λ ^ Λ ΛωΛ,

5 = Σ Σ (-lΓ+lωi Λ Λ0αi Λ Λ ^ Λ Λ ^ Λ ΛωΛ

oύ a = 1 < Gtj < < ak < n.
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Remarque. Le symbole / note Γomission du i'ieme terme.
Decomposons encored = Aι + A2 oύ

Ax = Σ (-1)'+I "Σ ( « W W I ) Λ «, Λ
l<α!< <ak<n m=l

Λ

<ak<n

^ Λ Λωn,

Λ M,, Λ Λ/Λ Λ«V

Notons α = { l < α 1 < <ak < n}. Dans la triple somme qui compose
Al9 tous les termes sont nuls sauf, peut-etre, ceux oύ m = aϊ9 - , ak. Done
Ax s'ecrit:

A, = Σ Σ (-1)'+ ' K Λ «,) Λ «, Λ Aθaι

iφaλ, - - - , ak

Λ * * Λi A - Λθc, Λ Λωn.

Notons:

<,...,!% = ω iΛ Λ#αiΛ ΛίΓΛ

ωα,. .αfc = ω i Λ Λ0«,Λ Λ ^ Λ • Λωn.

Dans ce cas, en permutant ω et β on obtient
k

y41 = = ^ f ^ f I — M 4^. /\ ff /\ {0

Λωn,

Σ Σ

= Σ (-i)'
/ = 1

,A:

Σ oita.Λββ.Λ «•£...*
α ,A:

α

+ Σ ^Λ^Λω;...^
α

as¥=i,s=l, - - - , k
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Maintenant, en regardant separement les termes et en changeant de variables
α = {1 < Λi < < ak_x < n}, on a

+ Σ (-1)'

+ Σ
a

asφi,s=\, , k— 1

+ •••+ Σ
a

β,#l,5-l, •

Σ / Λ \

rφi

L o r s q u e r = i, a v - - , a k _ „ l e t e r m e ω I Γ / \ θ r / \ ω ι

a χ . . . Okχ e s t n u l . D o n e

α v # ι ' y 5 - l , , * - l

Mais on a: dθs = Σ"i{ coIΓ Λ Γ̂> done

^. = ̂ (-1)' Σ
έ i , # ι , 5 - l , , k - \

Posons

ΣKΛίM< ..,,
r = l

i - l

/ = 1 * ,#/, ,= V . , * - l

Done Au + An = Aλ. Calculons Au en remettant Mi a sa place:

, k-\

Λ Λ

Calculons An en envoyant θn+ι a la fin et en remettant ω, a sa place:

n

A = (-1)Λ + 1 Σ Σ ω n + l

ι#βi,
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Maintenant nous allons utiliser Γhypothese de courbure sectionnelle con-
stante. Les formes de courbures s'ecrivent:

Σ
a

= 1,

-(-iAΣ

^ - I , . . . , * ' " 1

Σ «iΛ Λ«.,Λ
• i, ,/t-i

Λ

On obtient finalement

dψk = A + B = Au + Al2 + A2 + B = Al2 + ^ 2

= ( - 1 ) Π + 1[(AZ - k 4- O ψ ^ ! - c(* + l)ψΛ + 1] Λ» Λ + 1

Nous laissons le soin au lecteur de verifier les cas k = 0 et k = n.
1.7. Corollaire.
(a) Si (n - k) est impair, la forme \pk /\ θn+ι est exacte.
(b) Si n et k sont pairs, la forme

\{n - k)
i Λ Λ<U,

est exacte.
Demonstration. Pour la partie (a), on prend la Λ-forme

rk « (-1)"H
+ 1 (n - k)(n - k - 2) Yk+3

c\k + 2){k + 4)
{n - k)(n - k - 2)(« - k - 4) ψ * + 5

(«- i).
(n - ife)(« - A: - 2) 3.1

En appliquant le lemme 1.6, on a
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Pour la partie (b), soit

π-t-l
(-i)

Par lemma 1.6, on a

1
:Ψ*+i +

c(k + 2)

n- kVk+ι " (n - k)(n - k - 2)

"-k-2\k + 2)(k + 4) (n - 2)

2.4.6 • • • ( « - * - 2)(/i - k) Ψπ-

Un - k)
. Λ Λ0π +i q e d.

Relions maintenant les formes ψt aux functions symetriques de courbure.

1.8. Lemma.

Λ θn+1 = (-1)" \_kθt Λ „ A: = 0, 1, • , n.

Demonstration. Pout chaque t e R, nous avons

Λ0«+i (<?„• • ,en+ϊ)

+ «i) Λ Λ K + «.) Λ β.+ijίβ,, , en+ι)

n.

Nous avons θt(ej) = δ y et ufcej) = -<VeN, e,}. Done

det[(ί0, + ω,)(e,)] = det(// - VN).

Or det(/ + tVN) = Σ?_, η,ί', done

et

det(ί/ + ViV) = 2 (-l)"~\-*'*>
Λ = l

•Λ^jKβ,,

Demonstration du theoreme 1.1. Si n est impair, W n + 1 est une variete
compacte de dimension paire et de caracteristique dΈuler nulle. Done c = 0
e t ΨA: Λ ^Λ+I est une forme exacte pour k = 0, 1, •••,« — 1 grace au lemme
1.6. Mais le lemme 1.8 donne

Maintenant, si on applique le theoreme de Stokes, on a, fwηn_k = 0 pour
k = 0, 1, , n — 1. Si n est pair, alors le lemme 1.8, le corollaire 1.7 et le
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theoreme de Stokes nous donnent

Jvol W, si k est pair,
k/2 J

si k est impair.

1.9. Applications. Soit M = D 2 X 5 1 c ^ 4 l e toreplein debordplat. Soit
3F un feuilletage de M, transversalement orientable, tel que T — dλf soit une
feuille (un feuilletage de Reeb par exemple). Pour x G M soit K{x) la
courbure de Gauss de la feuille de *% par x, munie de la metrique induite de
la metrique plate de R 4. Nous verrons que

f K = 2ττ2.
JM

en particulier, ce resultat est independant de Φ.
Soient {ex, e2, e3} un repere orthonormal local adapte. Alors

La courbure de Gauss est donnee par

d(i*(ωl2))(x) = -K(x)i*{θx) Λ i*{θ2\

on i: Lx c M est Γinclusion de la feuille. On a

U\l yJ&\2)) = = I \^13 / \ ^32 "̂ " *"12/

Comme M est plat, nous avons Ω12 = 0, done

D'apres le lemme 1.8,

oύ η2 est la courbure extrinseque de Lx. Done /*ψ0 = η2θx Λ θ2 et η2 = A'.
Maintenant,

Γ ^ f t A p f A 1 ι\ l f ,
JM JM JM \ z / z ^Γ

Par le lemme 1.8,

T 1 / \ 3 ' 1 1 ' » 2 » » 3 '

oύ ηx est la premiere fonction symetrique de courbure extrinseque; done

[ κ= +^U,

oύ ηx(x) = la trace de DNX: TX(T) -> ΓX(Γ). Un calcul montre que ηx(x) = 1
pour x £ Γet done

Γ ϋ: = ^vol Γ = 2ττ2.
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2. Le point de vue intrinseque

Considerons d'abord un exemple. Pour chaque ε < 1/2, on va construire

un feuilletage ^(ε) sur S 3 . Si x = (xl9 x2, x3, xΛ) est un point de S3, la feuille

Mx qui passe par x est le tore plat SιVn X S^Vl - n oύ S^Vl - n oύ

Sr

ι c R2 est le cercle de rayon r. Soient

A\ = {(x,y, z, ω) G S3/x2 + y2 < ε},

A\ = {(x,y, z, ω) G S 3 / z 2 + co2 < ε};

i4J et i45 sont homeomorphes a D2 X Sι. On feuillette >4 et >4J par des

composantes de Reeb pour obtenir un feuilletage 3F(ε) de S3.

Soit A^ε: S3 -^ R la courbure de Gauss de la feuille Mx. Nous allons voir

que

1
Kε —> 2 quand ε -> 0.

Done en supposant que fs* Kε ne depend pas de ε, ceci nous permet de

verifier la constante dans le thoreme d'Asimov. En effet,

f Kε = f Ke

JS3 JS3-(A\\jA%)

[ Kε + [ Kε

Mais S3 — {A\ U ^2) e s t compose de tores plats, done la premiere integrate

est nulle. Les deux dernieres sont egales, done

Γ Kε
Kε.

JA\

D'autre part, pour ε petit, A\ aura des proprietes metriques qui se rap-

prochent de celles de D2Vε X 5 J V l — ε . Done pour ε suffisamment petit,

on a

f Kε& f Kε

JA\ JD2Vl X S'Vl-ε

Cette derniere egalite est le resultat d'un calcul analogue a celui fait pour

D2 X Sι (voir 1.9). Done

Γ Kε = 2 Γ Kε = 4π2 quand ε -> 0.
JS3 JA{

Maintenant, volίS'3) = 2ττ2, done

lim —
vo!

l- f Kε = 2.
(5 3) -V

2.1. La ft-forme de courbure du theoreme de Gauss-Bonnet. Soit M une

variete riemannienne orientee de dimension 2k. Soit ε = {ex, , en] un

champ de repere orthogonaux positif defini sur un ouvert U c Λf. Soient θi9
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ωtj, Ω/y , 1 < i,j < n, respectivement les formes duales du repere ε, les formes

de connexion et les formes de courbure associees a ce repere. Soit Ω la

Λ-forme definie sur U:

Ω = T ^ " 1 ) * Σ sgn(σ)Ωσ ( 1 ) σ ( 2 ) - Ω σ ( π _ 1 ) σ ( n ) .
n S

La forme Ω ne depend pas du repere ε et elle est globalement definie. Elle

satisfait Ώ(p) = K(p)v, oύ v est Γelement de volume de M, et K(p) est la

courbure de Lipschitz-Killing de M en/?. Ω satisfait la formule du thέoreme

de Gauss-Bonnet [3]:

r 1

Λf 2

2.2. Les Az-formes φ2r Soient φ2n t = 0, 1, , k, des A>formes sur U:

(-ψ(n'2t)ψ2t = ^ Σ sgn(σ)0σ(1)Λ Aθσ(2ί)

ΛΩσ(2ί+l)σ(2ί + 2) Λ * * " ΛΩσ(Λ_i)σ(π).

Done

φ 0 = Ω, φ2k = φn = θι Λ " * Aθn = v.

2.2.2. Lemme. Les formes ψ2t sont globales.

Demonstration. Soient θi9 ωu, Ω/y, 1 < ij < n, les formes associees au

repere ε = {el9 , £„}. On a les relations:

(a) et = Σ " . i agjβj, oύ (α/y.) est une matrice orthogonale positive.

(2)θL=Σ'):;laiJθJ,

Alors

(-Ψ(n-20^ - -Jr Σ sgn(σ)( Σ ^CHA) Λ Λ ( Σ W &

/ » \
Λ l ZJ aσ(2ί^l)kβσi2ί + 2)l^kl]

\A:,/=1 /

/ n \
Λ Λ I V ^ O I

/\ ' ' * A ZJ aσ(n-\)kβσ(n)lukl\
W=l /

= - f Σ sgn(σ) Σ (^σ(i),, * ' ao{n)jn)θjx A
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Les termes correspondant a pas tous lesy, distincts sont zero. Done on obtient

— Σ Sgn(σ) 2 KOMI) <*o(nMn))θτ(l) A
n σ<ESn τe5 Λ

ΛΩτ(2ί + l)τ(2ί+2) Λ '

Mais Σσ€Ξsn(sgn σ)ασ ( 1 ) τ ( 1 ) aσ{n)τ(n) = sgn(τ). Done φ 2, = φ 2, sur leur do-

maine commun.

2.23. Les courbure sectionnelles generalisees. Soit/? un entier pair positif,

2 < p < n. Soit Q un p-plan tangent a M en x. Soit y(x) la /7-ieme courbure

sectionnelle en x, determinee par Q definie par [5]. Soit (el9 , en) un

repere orthonormal positif defini sur U tel que eγ(y), - , ^ ( J O engendre

pour >> e U. Soit ^ p la/?-forme sur ί/:

σ ) Ω σ ( 1 M 2 ) Λ

Alors γ(Λ ) = ^(xXe^x), , ^,(Λ:)). On peut demontrer que y(x) ne

depend pas du repere.

2.2.4. Definition. Soit Q(il9 , ip) le/7-plan engendre par eiχ, , e^, et

soit γ ' * ' " " ' ^(x) la /7-ieme courbure sectionnelle determinee par

(?0i> * * * J ̂ )( ̂ ) O n appellera la /?-ieme courbure sectionnelle moyenne en

x, le scalaire γ^x):

l̂ >ί l < / , < <ip<n

2.2.5. Lemme. On a

Ψ2,(x) = Ίn-2,(x)θ\ Λ Aθn pourx e U, t = 0, 1, , n/2 - 1.

Demonstration. Nous avons

(_l)ϊ(»-2 ')φ2 r( e i j • • ,en)

1 ^
Λ

/\ ΛΩσ(/ι-l)σ(/i)(^l5 ' ' ' y en)

~7 Σ

Λ * * * ΛΩσ(/t-l)σ(/ι)(eσ(l)>

Λ # "



INTEGRALES DE COURBURE 33

1<J|< </n_2,</l

Λ ΛΩ^.,,.^.,,^,-, , e4_J

2.2.6. Corollaire. Les functions yp sont globales.
23. Les />-courbures moyennes des feuilles et leurs integrates. Revenons

maintenant a la variete feuilletee Wn+ι de §1. Le seul cas a etudier est celui
oύ n est pair (sinon la courbure sectionnelle de W est nulle). Les feuilles sont
munies de la metrique induite par Γinclusion dans W: i: M c W. Soit
ε = ie\9m ' ' >en+ι) u n repere adapte et soient θi9 ωij9 Ω/y les formes associees.
Soient ωip 0- les formes de connexion et le corepere associes au repere
{ev , en} tangent a la feuille. On a

ί^) 1 < ij < n.

Les formes Ω^ se calculent a Γaide des formes ω/y:

n
Qu = - Σ <*ik Λ o>kJ + dω

k=\

Done

\ Ac—l /

Les formes φ2ι sont definies en 2.2 et dans le repere ε elles s'ecrivent:

ψ2t = (-1)^(Λ

ΛΩσ(2ί+l)σ(2/ + 2) -

)—Γ Σ sBP(o)**(0a(l) Λ ' ' * /\σσ(2t)
H' α 6 S B

Λ (Ωσ(2/+l)σ(2/+2) + ωσ(2ί+l),n+l Λ ω

Λ + l , σ

Λ ' * * Λ (Ωσ(/ι-l),σ(/i) + ωσ(Λ-l),Λ+lωπ+l,σOθ))
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23.1. Lemme.

\{n-2t) Mn-2t-n-2t-2r)l \{n - It) \

(I) '
f(Ψ,-2r)

Demonstration, Comme W a une courbure sectionnelle constante, on a
QfJ = -cθι Λ θj. Done

Ψit = (-l) i ( Λ " 2 °^Γ Σ sgn(σ)/*(»σ(1)Λ Aθσi2ί))

Λ (-^(^σ(2/+l) Λ

Λ * * * Λ(-c)(0σ

Σ sgn(σK(1)Λ
σ<ΞSn

Λ (c(#σ(2/ + l) Λ ^σ(2ί + 2)) + ωσ(2ί+l),/ι + l Λ

Λ * * * Λ ( c ί ^ - j ) Λ θa{ή) + Wa(n+l),/i + l Λ «σ(ιι),π+ l)

Definissons les formes ΦJ, r = 1, , j (n — 2/) — 1:

φ' = ci(«-2/-2r)/ * Σ sgn(σ)0σ(1) Λ • Aθσ(2t)
K α , < <ar< \{n-2t)

σ<ΞSn

Λ (θσ(2t+l) Λ

Λ (^σ(2/ + 2a! + l) Λ

Λ * * * Λ (̂ σ(2/ + 2a,-3) Λ

Λ (ω

σ(2/ + 2a,-l),/ι+l Λ ω

σ(

Λ * * * Λ (^σ(2ί + 2a2-3) Λ

Λ Λ

Λ (ω

σ(2/ + 2a2-l),Λ+l Λ ωσ(2/ + 2a2),/i+ l)

Λ ' * ' Λ (0σ(2r + 2ar-3) Λ ^,(2/+ 2aΓ-2))

Λ

Λ Λ

Λ <^σ(2t + 2ar),n

Λ * * ' Λ (^σ(π-l) Λ
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oύ r indique le nombre de fois oύ apparaissent les termes en paquet du type
ω/,Λ+iΛω,.f#I+1,et

φ< = c\i»-20iJ Σ sgn(σ)0σ ( 1 ) Λ

\σ€ΞSn

#10,-20 = n Σ sgn(σ)»σ(1) Λ Aθσ(2t)
\σ<ΞSn

Λ (ω

σ(2/+l),Λ+l Λ ωσ(2/ + 2),n+l) Λ * * * Λ (ω

σ(/i-l),/i+1 Λ ωσ(n)yn-{

Avec ces definitions, on a

ψ2, = ̂ ψK ί - α i , ,»/2.

Maintenant, si on observe la formule qui definit Φ', on voit que la some
(Σσ€Ξsn Σ^r ) ne depend pas du choix des r entiers al9 , αΓ. Pour
αj = 1, , αr = r on a

φ, _ c\(n-2,-^[\{n - 1i)\J Σ s g n ( σ ) ί > σ ( 1 ) Λ

\ r / \s

Λ (ωσ(2ί+l),Λ+l Λω σ ( 2 / + 2),/i + l) Λ

Λ \ωσ(2t + 2r-l),n+l Λ Wσ(2/ + 2r),/i+ l

l) Λ ^σ(2/ + 2r + 2) Λ * * #

Maintenant, reordonnons les indices de chaque terme en ordre croissant, ce
qui elimine le facteur sgn σ. On voit que chaque terme de /*(ψrt_2r) apparaϊt
(n - 2r)\(2r)\ fois dans la somme, d'oύ,

y n _ 2 r y (2r)!/*(ψΛ_2r).

On peut done calculer les formes de courbure intrinseque a partir des
formes de courbure extrinseque, et le lemme 2.3.1 est demontre.

23.2. Definition. Soit p un entier pair, l<p<n,xGJVet [yp(y)]x la
p'ieme courbure sectionnelle moyenne au point >>,_de la feuille Mx en x,
consideree avec la metrique induite de W. On definit yp: W^ R par

233. Theoreme.

! f γ

oύp = n — 2t.
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Demonstration. D'apres le lemme 2.2.5,

Par le lemme 2.3.1,

υ
\(n-2t) c\{n-2t-2r)ίn — 2t\

D'apres le lemme 1.8: ψΛ_2r Λ θn+ι = Viβi Λ
se deduit du theoreme 1.1.

Ψ»-2r Λ '
V

i Done le theoreme

3. Feuilletages singuliers1

Supposons maintenant que le feuilletage F admette un lieu singulier C.
Nous allons donner, quand le feuilletage verifie quelques conditions
supplementaires, les valeurs que doivent prendre les integrates de courbure
Sw-c °i lorsqu'elles convergent.

Nous ferons dans la suite Γhypothese suivante: Un feuilletage sera dit
admissible si il existe une suite Ve, ε G R+ d'ouverts verifiant:

O)n e e R + F e = c,
(2) dVε est une reunion finie de sous varietes de Wn+ι,
(3) le Λ-volume de dVε est inferieur ou egal a ε.

3.1. Theoreme. Dans ce cas si Γintegrate Sw-c lσil converge, on a

*w-c
0.

Demonstration. En appliquant la formule de Stokes au theoreme de la
partie / on obtient

/
JW-Vt

< vol 3K < ε.

Remarques. On a \fdv σo| = vol dVe si Vε est une reunion de feuilles de F.
Les hypotheses du theoreme sont en particulier verifiees pour un feuilletage

defini par un champ de vecteur sur une surface fermee S ayant des points
singuliers en nombre fini et tel que Γintegrale fS-c lσil converge.

^ o u s devons a J. Milnor et R. Roussarie de precieux conseils pour Γetude de cette question.
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Exemple. Soit % un champ de vecteurs defini sur un voisinage U de
Γorigine de R2 ayant Γorigine pour seul point singulier et dont le 1-jet en 0 est
inversible. Soit B un voisinage borne de Γorigine d'adherence contenue dans
Gll. Alors Fintegrale fB-o\σ\\ converge.

Demonstration. Soit x un point d'une courbe integrale du champ %: x ι->
V(x). Parametrons cette courbe integrale par la longueur de son arc: s. On a

Notons pN la projection d'un vecteur de 7^R2 sur la normale a V(x) et D la
derivee d'un champ de vecteurs vu comme application R2 -> R2. On a encore

puisque le vecteur D(V/\\ V\\)(x)(V/\\ V\\) est normal a V. II suffit done pour
majorer |σj de majorer la norme de Γapplication pN ° Z)(K/| |K| |)(JC). La
matrice de D(V/\\ V\\) vaut

-DvAvl- l

\\V\\J \\V\\ [ dx\\V\\' dy\\V\\

on a done

PN°D{W\\)=W\\PN°DV

Sur le voisinage B de Γorigine \\DV\\ est borne: \\DX\\ < A, tandis que'Γon a
|| V(x)\\ > a\\x\\ oύ a est le plus petit des modules des valeurs propres de DV.
On a done: Iσ^x)! < Λ/α||jc|| qui est une fonction intέgrable au voisinage de
Γorigine de R2.

Pour etudier les champs de vecteurs sur une surface S, il nous faut
comprendre comment un diffeomorphisme transforme la fonction σv

3.2. Lemme. Soit h un diffeomorphisme de RΛ sur lui-meme preservant

Γorigine et tangent en Γorigine a une isometrie. II existe alors une constante A,

telle que, quelle que soit Γ hypersurface L passant par 0 de courbure moyenne

σj(0), la courbure moyenne σ\(0) de son image h(L) en 0 verifie

Demonstration. Comme une isometrie ne change pas la courbure il suffit
de considerer le cas oύ Dh est Γidentite. Nous savons que si N est un champ
de vecteurs unitaires normal a L la courbure moyenne vaut

Nous voulons pouvoir calculer σι a Γaide d'un vecteur normal non unitaire.
Pour cela si N est un champ de vecteurs sur L notons DN Γapplication
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T0L -* T0R
n = R", X -*VXN, et pτ la projection d'un vecteur de TJLn sur

TQL. On a:

σj(0) = trace(/?r ° DN)si N est un champ de vecteurs unitaires normal a L.

Avec des notations evidentes, on aura

σ ;(0) = t r a c e θ r o DN').

Supposons que L soit donne au voisinage de Γorigine par une equation/ on

peut prendre comme champ de vecteurs unitaires normal N =

grad//||grad/||. Choisissons / de sorte que | |grad/(0)|| = 1. Prenons N' =

grad/ © A'YUgrad/ ° h~x\\ et choisissons notre repere de sorte que

1

JV(O)
0

0

on aura alors Pτ = Pτ, = projection sur Γhyperplan (Xx = 0).

II suffit pour demontrer le lemme de majorer la norme

pr © Z>iV'|| car si P et Q sont deux matrices (n, ή) on a

||Trace P - Trace Q\\ < n\\P - Q\\.

Calculons

° DN -

•Pr
£>(grad/°/r')

llgrad/oA-'H

£>(grad/° Λ"1)

grad (/ © h ι)

* - )

Dh~ι • (D grad/) ° h'1 • Dh
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oύ M est la matrice transposee de M. Les matrices Dh~\O) et Dh~\0) sont
Γidentite, on a done

pτ o DN'(0) = D grad/ ° h~\ϋ) + (A/,y)

= Z) grad/(0)

oύ A/,7 est la matrice de pτ, ° DDh

0

et ne depend que du diffeomor-

phisme h et non de Fequation /, e'est-a-dire ne depend pas de Fhypersurface

de Rn dont nous calculons la courbure scalaire.

Remarque. La meme demonstration permet de demontrer que si Dh(0) est

proche de Γidentite on a Iσ^O) - σΊ(O)| < A + ε sup(σj, σί) oύ ε peut etre

rendu arbitrairement petit en choisissant Dh(0) assez proche de Γidentite.

Le lemme 3.2 permet d'etendre le resultat de la remarque aux champs de

vecteurs sur une surface ayant des points singuliers isoles et en ces points

singuliers un 1-jet inversible.

3 3 . Corollaire. Soit % un champ de vecteurs sur une surface fermee

orientable S dont les singularites sont isolees et tel que le l-jet du champ de

vecteurs soit inversible en chaque point singulier. Appelons C Γ ensemble des

points singuliers. On a

f σ>=0.

Quand <$ est un feuilletage singulier defini par une 1-forme ω "civilisee" le

lemme 2 va permettre de calculer la seconde integrate de courbure fw-c σ2

Rappelons le theoreme de Kupka-Darboux:

3.4. Theoreme. Si ω est un germe de 1-forme integrable sur Wn+ι et si on a

Γimplication: (<o(xo) = 0=> dω(x^) φ 0), il existe une carte locale h: R Λ + 1 -»

Wn + ι telle que λ(0, , 0) = JC0; Dh(0) = Id dans laquelle ω s'ecrit:

ω = ax(xl9 x2)dxλ + a2(xv x2)dx2.

II en resulte qu'au voisinage d'un point singulier de ω le feuilletage est

Γimage par un diffeomoφhisme A verifiant Z)A(O) = Id du feuilletage produit

suivantdeRΛ + 1:

Rn~ι X %

oύ S^ e s t u n feuilletage singulier de R2.

Definissons Γoutil qui permet d'achever le calcul de Γintegrale Sw-c σ2
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3.5. Definition. Un ε-voisinage adapte Vε d'un point singulier isole x d'un
champ de vecteurs de R2 est un voisinage Vε du point singulier x contenu
dans la boule B(x, ε) dont le bord dVε est rέunion finie de segments de
courbes integrates de % et de courbes orthogonales a 9C.

3.6. Proposition. En un point singulier isole de % oύ le \-jet de % est non
nul il existe pour tout ε > Oun voisinage adapte Vε de x.

Demonstration. Examiner les configurations possibles; par exemple si x
est un point de selle on aura la figure 1.

FIGURE 1

3.7. Lemme.

lim / TΪI = ±2ττ.

Demonstration. Rappelons une expression de i\x\

oύ kgi est la courbure geodesique des feuilles de % et kg2 la courbure
geodesique des trajectoires orthogonales. L'integrale \JdK η j est alors Tangle
dont a tourne le vecteur 9C/||9C|| le long de dVε. En effet ce vecteur est
tangent aux feuilles de W et normal a celle de ^ L , et nous savons que

(angle dont a tourne le vecteur normal (ou tangent) a C ) .

Comme 3 Vε est une courbe fermee, on a

= 2π.

Le signe de l'integrale JdVe i)x depend de Γindice du point singulier, est positif
pour un centre et negatif pour un point de selle.
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Calculons maintenant Pintegrale

\ y\x pour le feuilletage ^ X %,

oύ U est un ouvert de RΛ" !, et 5" un feuilletage d'une surface. On a en tout

point x, T ^ O ) = kgχ{x)θλ + kg2(x)θ2, oύ fcgi et λ:̂  sont les courbures

geodesiques de 5", et ff-1 en la projection du point x tandis que θx (resp. θ2)

sont les formes duales au vecteur normal unitaire a 5" X % (resp. ^ X % ) ,

et done

Γ ηx = ±2ττ vol

Soit maintenant ^ un feuilletage singulier. Le theoreme de Darboux-

Kupka incite a generaliser le resultat montre pour un feuilletage produit a

certains feuilletages singuliers que nous appellerons civilises.

3.8. Theoreme. Soit *§ un feuilletage singulier civilise de lieu singulier C.

On a, si la premiere integrate converge,

C nc
I σ2 = -r-vol W ± π vol C.

J\v-c 2

La definition que nous donnons d'un feuilletage civilise est une definition qui

permet de demontrer facilement le theoreme. Ces conditions peuvent

certainement etre allegees. Soit

cyl: S = ([0, ε] X Sι X 1 1 " 1 ) - * T u b e ( C )

des "coordonnees cylindriques suivant C" (des algebristes penseraient k"W

eclatee suivant C").

3.9. Definition. Un feuilletage 3F singulier est civilise si

(1) le lieu singulier C est de codimension 2,

(2) la restriction d'une 1-forme ω, definie sur tout W, qui definit ty9 au

disque geodesique Dp, normal au point p au lieu singulier, a un 1-jet

inversible,

(3) cette 1-forme ω est "peu vrillέe" c'est-a-dire dans un systeme de

coordonnees, oύ xv x2 decrivent les disques Dp et x3, ,xn+ι le lieu

singulier C, ω s'ecrit:

1

oύ les functions at se relevent en des functions lisses sur S. (Cette condition

implique que lorsque Ton s'approche de C suivant une geodesique Fhyperplan

noyau de ω admet une limite, ainsi que la forme θn+ι = ω/||ω||).
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Remarque. La condition (2) s'ecrit:

det

da2

da2

au voisinage de C.

Demonstration du theoreme. La structure de "presque produit local" va

permettre de construire des voisinages adaptes du lieu singulier C (voir figure

2).

En effet, au voisinage de chaque point p du lieu singulier on peut trouver

une boϊte Vn, contenue dans Tub e(C). Soit δ un petit pave de C centrέ en/?.Vpε

Le bord de Vp
p ε

est forme:

-des parois qui, soit sont des plaques de <#, soit sont obtenues a partir des

courbes orthogonales a la trace du f euilletage <% sur le disque 8p en utilisant la

structure produit de Tube(C),

-du couvercle d(δp) X Dp (le couvercle a deux composantes si dim C = 1).

Un pavage fini de C par des paves δp permet de construire le voisinage

adapte Ve de C cherche.

Nous avons maintenant

Γ σ2 = lim Γ σ2 - -— lim / η{
Jyy—Q ε—& J \y — y^ 2. ε—>0 ^dVe

oύ a(n) = 1 si n est pair, et a(ή) = 0 si n est impair.

Notons dLVε la partie de dVε formee de plaques, daVe la partie de dVε

reunion de disques normaux a C, et 9^ Vε la reunion des parois obtenues en

utilisant des courbes orthogonales aux traces du feuilletage ®s sur les paves δp.

On a 9 Vε = dL Vε u 9α Vε u 9^ Vε (voir figure). Calculons d'abord la limite

lim ί

En reprenant les notations de la premiere partie posons θn+ι = ω/| |ω| |, tandis

que θ1 θn completent le corepere adapte. Posons r = x\ + jcf. Pour

calculer la Λ-forme ηx il faut calculer les formes cof dέfinies par J " + 1 = 2 ω ,

/\θ\ Mais comme le corepere θι est orthonorme, nous avons Γinegalite

\\ωt\\ < | |d r0Λ + 1 | | pour tout i et done Γinegalite

\\t]χ\\ < (Λ + \)dθn*1.

Calculons

dθn+ι = -/ ! ^ - ι

et έ/ω = Σ, fJ ajxjdxj Λ
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FIGURE 2

D'autre part, il existe une matrice lisse 9IL(X|, , xπ + 1) qui orthonormal-
ise le corepere dxλ dxp dxn+ι. Par choix du systeme de coordonnees
on a 911 (/0 = /,/. On a done dans ce nouveau repere orthonorme:
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et done ||ω|| < M(Σ af)λ/1. Comme les fonctions da^dxj se relevent a S elles

sont bornees uniformement sur un voisinage du point/?. Soit D un majorant

pour ces fonctions. Nous pouvons έcrire la majoration

jp||ω||2<k, < M'\\ω\\2 + MD\\ω\\,

oύ les constantes M et Mf se calculent a Γaide des coefficients de la matrice

9IL et de leurs derivees. On a enfin

9 ., ,,Ί4—) = -—
V IMI / Hωll3

L'hypothese faite sur le 1-jet de ω implique qu'il existe une constante A

telle que pour tout vecteur unitaire X appartenant kTxWon ait

D'autre part, comme la 1-forme ω se releve en une forme lisse sur & on a

\φ)\ < Cr.
Nous en deduisons les majorations

. Mf MD

De la matrice ^ on deduit une matrice 911 de changement de base dans

Λ2( W) dont les coefficients sont aussi lisses et bornes. Nous en deduisons la

majoration

9α, j
\\dω\\ <MD,

oΰ M est une constante qui se calcule a Γaide des coefficients de 9lt. Ceci

permet done de majorer la norme 1

d'oύ enfin la majoration

ce qui suffit a demontrer que Γintegrale fdV ηι tend vers 0 avec ε.

Calculons maintenant la limite lime^0 /a v ηv Remarquons que, puisque les

fonctions doj/dxj se relevent sur S en des fonctions lisses, et comme Γon a

ω = Cte = 0 sur le lieu singulier C, on a

da-
-^(P) = 0 P°UI7 > 3,

on a done dajdxj = 0(r) poury* > 3.
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D'autre part, comme θn+ι se releve a S on α, puisque la norme \\ω\\ est
minore par Ar,

CL;
lim < E pour tout i,

enfin le theoreme de Kupka-Darboux implique que les vecteurs tangents au
lieu singulier C sont dans le noyau de toute forme φ qui appartient a
Γadherence des formes 0 n + 1 , et done que Ton a

lim φ) lim Φ)

On a done dajdxjip) = 0, Vi > 3, et

3α,

i > 3.

_ J - ( ^ ) = 0 ( r ) V / > 3 .

Soit ω la 1-forme definie sur le disque normal Dp par

ω = aιdxι + a2dx2-

Notons d0 la differentielle de la forme ω:

°ω dx2

 Xχ *2 dxx *2 * v

Notons d'autre part ήι la 1-forme construite comme dans la partie a a Γaide

du feuilletage W n Dp.

Posons aussi θn+ι = ω/||co||. Les formes ω et d0 ω sont definies sur tous les

disques normaux a C dans un voisinage de/?, done sur le voisinage dtp E C

que nous considέrons. Notons ώ la forme έgale a ω dans chaque disque Dp, ηλ

la forme egale a Ύ\X dans chaque disque Dp Qtηι la forme ηx /\θ2 /\- /\θn

o\x θ2 - - θn sont les formes duales a un corepere adapte a % qui verifient

pour tout vecteur tangent X k C ct toute suite xn tendant vers un point p de

C:
Lim θ\xn){X) = 0, Vi = 2 Λ.

Les remarques que nous venons de faire et les calculs precedents nous

permettent d'ecrire les estimations

I ll«ll - ll«ll I < ll« - «ll = 0(r2),
\\dω - dώ\\ = 0(r).

Enfin de Γinegalitέ triangulaire

1

N

+ •
lώll3
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on deduit Γestimation

\\dθn+ι - dθn+x\\ =0(cte).

En utilisant une fois de plus la matrice M nous pouvons calculer une
constante M" telle que

\\ηx - ηχ\\ < M",

nous avons done

< M" vol dβV,

\ I Vι ~ ήίi < M" vol dLV,
\JdLv

(cette derniere egalite est aussi une consequence du lemme 3.2). Ce qui
implique que ces deux dernieres integrates tendent vers 0 avec ε.

Enfin la w-forme ηι a ete construite pour que le calcul des integrates / θ κ ήfj
et fd Veήι se ramene au cas plan. En effet la structure produit de Vε a ete
choisie pour que Γintegrale J* j d D ηι soit la partie principale de Γintegrale
fδ XD Vv Nous avons done

Lim I ijι + Lim / ήι = ±2τr vol C,

nous en deduisons Γegalite

Lim f Tj! = ±2π vol C,

oύ le signe depend de Γindice du point singulier/? E C du feuilletage % π Dp

du disque transverse Dp, indice qui bien sύr ne depend pas du choix du point
p G C.

Cette derniere egalite termine la demonstration du theoreme 3.8. q.e.d.
II serait interessant de demontrer des resultats analogues si le lieu singulier

est de codimension plus grande.
3.10. Conjecture. (1) Le resultat du theoreme 1 calculant les integrates

j w σt reste vrai pour un feuilletage singulier civilise (il faudrait preciser cette
notion) de lieu singulier C si la codimension de celui-ci est superieure a i.

(2) Pour calculer Γintegrale j w σ c o d i m C il faut introduire un terme correctif
qui ne depend que du volume du lieu singulier C.
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4. Feuilletages tendus et courbure totale

Sachant calculer les integrales de courbure extrinseque, il est naturel de
chercher a evaluer l'integrale Swn+x\°nV P u i s d'etudier, s'il en existe, les
feuilletages minimalisant cette integrate.

A. Feuilletages tendus

La formulation, rappelee dans la partie 1, des resultats d'Asimov concer-
nant les varietes plates permet de trouver les feuilletages tendus du tore T2 ou
de Γanneau, puis de generaliser ces resultats a T2 et a Γanneau forme de deux
boules convexes de dimension n emboitees.

4.1. Theoreme. Soit ^ un feuilletage de T2 contenant une conφosante de
Reeb A. Uintegrale jτi\k\ = /j^σj υerifie

τ-A

Demonstration. La partie 1 permet de calculer ces deux dernieres
integrales en f onction des longueurs lx et l2 des composantes du bord 3̂ 4:

I/" - 1 / (

\JA \JdA

f
JT2-A

- Ί -

oύ θι est duale a un champ de vecteurs unitaire tangents aux feuilles sur A, et
θ'1 duale a un champ de vecteurs unitaires tangents a <$ sur T2 - A (^ n'est
pas transversalement orientable).

Si les feuilles de <$ sont localement convexes, on a

ί 2-A

en particulier dA est reunion de deux geodesiques fermees, et done

/ |* |- |Γ θ
Jτ2 \JdA

si Γame de la composante de Reeb est homotope a la geodesique fermee de

vecteur directeur (p, q) (p et q sont premiers entre eux).

Dans le dernier cas le feuilletage f est tendu puisque la courbure k est

partout de meme signe.
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FIGURE 3: composante de Reeb (1,0) tendue

4.2. Corollaire. Les feuilletages tendus de T2 sont obtenus a Γaide de n
composantes de Reeb (p, q)paralleles separeespar desfeuilles plates.

Soit maintenant ^ un feuilletage de Γanneau plat A tel que le bord dA soit
la reunion de deux feuilles de <$. La partie 1 permet de voir que tout
feuilletage d'un anneau A dont le bord est reunion de deux feuilles verifie

JA JdA

oύ lι et l2 sont les longueurs respectives des deux composantes du bord et oύ
le signe depend de Γorientation d'un champ de vecteurs transverse au
feuilletage. II est clair que Γintegrale fA |σj| sera minimale si σλ garde sur A un
signe constant, c'est-a-dire si toutes les feuilles sont localement convexes. Les
deux composantes du bord de A sont alors deux courbes convexes, et

La generalisation de ces resultats a Tn, Bn, boule convexe de dimension n,
ou a Γanneau forme de deux boules convexes emboitees est immediate et
donne des feuilletages tendus de ces varietes.

B. Theoreme d'echange

Donnons un autre moyen, plus gέometrique, de calculer Tintegrale
fμrn+i\σn\. Soit done 5" un feuilletage de codimension 1 d'un ouvert d'adhe-
rence compacte Wn+ι de RΛ+1. RΛ + 1 est muni de la metrique plate. Soit U un
ouvert de Wn+ι. Soit % une droite orientέe passant par Γorigine de RΛ+ 1 et h
un point de %. Le nombre μ(^9 %9 h) est le nombre de points oύ Γhyperplan
normal a % passant par h est tangent a une feuille de 5" en un point de U. Ce
nombre est fini pour presque tout (DC, A) appartenant a E, fibre en droite
canonique sur R". Posons μ(<$9 %, h) = μ(<$, %, Λ, Wn+ι). Posons m{%) =
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43. Theoreme.

ί m(%) = f |σj.
Jpn Jμrn+l

Les deux membres pouυanί etre infinis.
Demonstration, Considerons Γapplication suivante2:

oύ N(x) est Γaxe engendre par la normale en x a la feuille, et oύ PN{x) est la
projection orthogonale sur Γaxe engendre par N(x).

Generiquement Γensemble des points critiques d'une projection p% est une
courbe de classe C 2 de Wn+1 que nous noterons Γ^ courbe polaire associee a
%. Soit θ G [0, π/2] Tangle non oriente forme par N(x) et la tangente en x a
Γ^^. Le jacobien de φ en x vaut

Soit d'abord U un ouvert de Wn+ι tel que la restriction de φ a Γouvert U soit
un diffeomorphisme, on a

/ \σn\ = I bacobien (φ)| = mesure(φ(U)) = \ m{%)\

en effet les points de φ(U) sont precisement les couples (%, h e %) tels que
le plan orthogonal a % passant par h est tangent au feuilletage Φ en un point
deί/.

L'ensemble Σ des valeurs critiques de φ est de mesure nulle par le theoreme
de Sard. L'ensemble φ-1(Σ) est reunion d'un ensemble de mesure nulle et d'un
ensemble sur lequel on a (jacobien φ) = σn = 0. Toujours a un ensemble de
mesure nulle pres, on peut trouver une partition denombrable finie A = A
U - * U Ap u telle que

Le nombre μ(^, %, A, Wn+ι) etant presque partout defini et fini ce resultat
est encore, pour presque tout (DC, Λ), vrai pour une partition denombrable

2Nous devons a J. Milnor Γidee d'utiliser Γapplication φ pour simplifier le demonstration du

theoreme d'echange.
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d'un ouvert de Wn+1. On a done

[
ce qui permet d'ecrire Γegalite

[μ(9,X,h9 I/,)- (μ(9,X9h),

m(X)-fμ(9,X,h)-f |σj,

qui est Γenonce du theoreme d'echange. La geometrie integrate montre que la
longueur d'un arc de courbe plane est egale a Γintegrale suivante:

/(C) = f#(D Π C),

oύ ε est Γensemble des droites D de R2 muni de la mesure canonique
invariante sous Faction du groupe des isometries; cf. [6].

Le theoreme d'echange permet done de dέterminer directement les feuille-
tages tendus de Tn ou de Γanneau plat A, puisque la condition de minimalite
peut s'exprimer a l'aide du nombre μ{^, %, h). Par exemple dans le cas de
Γanneau la condition est μ^, %, h) = 1 si la perpendiculaire a % passant
par h coupe le bord exterieur de Γanneau en deux points consecutifs, 0 sinon.
On a, si les deux composantes, exterieures: C,, de longueur lv et interieure:
C2, de longueur /2, sont convexes, et si la condition de minimalite est realisee:

F, 3C, h) = μ(droite coupant Cλ) - μ(droites coupant C2) = lx - l2,Us.
on verifie enfin que si le feuilletage de Γanneau est forme de courbes
localement convexes, la condition de minimalite est remplie.

Remarque. Le theoreme d'echange permet de retrouver geometriquement
quelques invariants des singularites algebriques [4].
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