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INVARIANTS CONFORMES GLOBAUX SUR LES
VARIETES RIEMANNIENNES

JACQUELINE LELONG-FERRAND

Sur toute boule euclidienne ouverte B, il existe une metrique conformement
equivalente a sa metrique initiate, et qui reste invariante dans tout automor-
phisme conforme de B la distance geodesique associee est la distance hyper-
bolique. Dans le cas 2-dimensionnel, toute surface de Riemann hyperbolique
simplement connexe possede la meme propriete.

Dans cet article, nous montrons qu'il existe une classe tres generate (J^o)
de varietes riemanniennes M sur lesquelles on peut definir une distance δM

entierement determinee par la structure conforme de M et par consequent
invariante dans tout automorphisme conforme de M. Mais il est des varietes
sur lesquelles une telle distance ne peut exister: c'est le cas si M admet une
suite d'automorphismes conformes convergeant vers une application constante
et c'est en particulier le cas de En. Si la variete M n'est pas de type 34?0 nous
montrerons qu'il suffit de lui enlever un point si elle est non compacte, ou
deux points si elle est compacte, pour obtenir une variete de type Jfo

 A

chaque triplet (x, y,z) de points d'une variete non compacte, et a chaque
quadruplet (x, y, z, t) de points d'une variete compacte, nous pouvons ainsi
associer des invariants conformes, entierement determines par la structure
conforme de la variete.

L'introduction de ces invariants permet de considerer les homeomorphismes
quasi-conformes comme des applications bi-lipschitziennes. Elle permet aussi
d'obtenir des renseignements sur le comportement des groupes d'automor-
phismes conformes d'une variete non compacte et, dans le cas des varietes
compactes, elle permettrait de donner une nouvelle demonstration de la con-
jecture de Lichnerowicz.

Les resultats obtenus aboutissent a une classification des varietes rieman-
niennes de dimension quelconque n et pour n = 2, ils sont a rapprocher des
classifications connues (cf. [8]).

La methode utilisee est voisine de celle employee par G. D. Mostow dans
[6] elle est essentiellement fondee sur Γetude d'une classe de functions
numeriques verifiant a la fois une hypothese metrique (difϊerentielle generalisee
de puissance n*me sommable) et une hypothese topologique (principe du

Communicated by J. Eells, Jr., June 28, 1972. Ces resultats ont fait l'objet d'un
expose a ΓUniversite de Warwick (Juin 1972) et a Oberwohlfach (Juillet 1972).
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maximum et du minimum). La notion de capacite conforme y jouera aussi un
role important.

1. Notations et rappels

Dans tout ce qui suit, nous designerons par M une variete riemannienne
connexe, de classe C1 et dimension n, non necessairement complete, mais sans
bord (eventuellement, un domaine de Rn).

La metrique de M sera notee ds2 = gijdxίdxj la distance geodesique et
Γ element de volume associes seront designes respectivement par dM et dτM =
V g dx1 Λ Λ dxn. Nous noterons βM(a, r) = {x e M | dM(a, x) < r) la boule
geodesique ouverte de centre a et rayon r, par ]ϊM(a, r) son adherence dans
Γespace euclidien En, ces boules seront designees par B(a, r) et B(a, r).

L'espace H(M). A la variete M nous associerons Γespace vectoriel

H(M) = V(M,R) Π W\(M)

constitue par les functions numeriques u, continues sur M, dont la difϊerentielle,
au sens de la theorie des courants, est une fonction vectorielle mesurable
verifiant:

( 1) I(u,M) = C\du\ndτM < oo , avec

\du\ =

L'espace H(M) sera muni de la semi-norme u i-> \\du\\ definie par

Rappelons (voir par exemple [5]) que H(M) peut etre defini directement
comme etant Γensemble des fonctions u: M -+ R, continues, telles que:

i) u est ACL, i.e., absolument continue sur presque toute ligne coordonnee,
dans chaque systeme de coordonnees

ii) les derivees partielles de u (qui existent presque partout d'apres i) sont
localement de puissance « i έ m e integrable et verifient (1).

Voici quelques proprietes qui nous seront utiles pour la suite.
1.1. Soil u <zΉ(M), et soil θ: R-> R une fonction de classe C1 verifiant:

\θ'(t)\ < k, vteR. Alors θou e A(M) et on a: | |d(0oκ)| | < k\\du\\.
Cela resulte immediatement de la definition directe de A(M).
1.2. Soit u 6 H(M) et soit Eo = {x e M \ u(x) — 0} on a alors

J\du\ndτM = 0.
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Demonstration. On sait que u admet des derivees partielles presque
partout et en tout point de densite de Eo oύ ces derivees partielles existent,
elles sont necessairement nulles. On a done du = 0 presque partout sur Eo.

1.3. Soit (ua) une suite de fonctions appartenant a H(M), convergeant uni-
formέment sur tout compact de M, telle que la suite (I(ua,M)) soit majoree.
Alors la function u = l i rn,^ (ua) appartient a H(M), et on a:

/(", Λί) < lim inf I(ua, M) .

Demonstration. Sur chaque compact K de M, les fonctions ua sont egale-
ment bornees; nous pouvons done appliquer a K le theoreme 2.3 de [5] et
nous avons:

I(u, K) < lim inf I(ua, K) .
a-*oo

Le resultat annonce en decoule.
1.4. Pour chaque u e H(M), la fonction u+ = sup (w, 0) appartient a H(M)

et verifie I(u+,M) < I(u, M).
Demonstration. La fonction β: R —> R, x —> x+ = sup (JC, 0) est la limite

uniforme pour ε —• 0, des fonctions θε: R -^ R definies par: ^e |;c| = x+ pour
1*1 > e> ΘJix) = \{x + ε)2/ε pour (x) < ε. Done u+ est limite uniforme, pour
ε —* 0, des fonctions ue = θεou. Or, pour chaque ε > 0, θε est de classe C1

sur R et verifie |0 ' | < 1. D'apres 1.1. on a done ue e H(M), avec I(uε,M) <
I(u, M) le resultat decoule alors de la proposition 1.3.

2. Inegalite de base

Nous rappellerons d'abord un resultat connu1.
2 . 1 . Dans Vespace euclidien En9 soit D la couronne sphέrique definie par

Ri < IJC| < R2 soit u ς. H(D) et, pour chaque r ζ. ]Rly R2[, soit δ(r) Γoscilla-
tion de u sur la sphere Sr = {x\\x\ = r}. On a:

( 1 ) Γ2

J

oύ An designe une constante ne dependant que de n.
Pour adapter ce resultat au cas des fonctions definies sur une variete rieman-

nienne quelconque, nous etablirons d'abord un lemme.
2.2. Soit M une variete riemannienne. A chaque reel k> 1 on peut associer

un nombre ρκ > 0 tel que, pour chaque a e K, il existe un voisinage Ωa de a
et un diffeomorphίsme θa de Ωa sur la boule euclidienne B(0, pκ) satisfaisant a:

1 Cf. G. D. Mostow [6, lemmes 4.1. et 4.3]. Dans un autre article nous etendrons ce
resultat aux fonctions prenant leurs valeurs dans une variete riemannienne.
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i) θa(fl) = 0,
ii) I/A < \θa(y) - θa(x)\/dM(x,y) < k vx,yε Ωa.
Demonstration. Pour chaque a <= M il existe un voisinage Ua de α et un

diffeomorphisme ha: t/α —> J?n tel que Λα(α) = 0, definissant des coordonnees
locales (**) et on peut choisir ha de maniere que g^ia) — δ{. La continuite
du tenseur metrique entraίne Γexistence d'un nombre ra > 0 tel que Γinegalite
Σ (x*)2 < Λ entraίne, pour tout u e Rn:

Les points de Ua dont les coordonnees verifient 2 (x*)2 < Ί constituent un
voisinage F α de α, et on a:

I/A < \ha(x) - ha(y)\/dM(x,y) <k yx,y <= Va .

II nous suffit done de montrer que Γon peut choisir ra independant de a
suτK.

Posons Wa = [x e Ua\ha(x) < | r α } . Le compact K peut etre recouvert au
moyen d'un nombre fini d'ouverts Wai, , Wap posons ρκ = inf^^^ ( | r α { ) .
Si a designe un point quelconque de K, contenu dans un ouvert Wa., Γensemble

Ωa = {x e Uat\\hat(x) - hat{a)\ < Pκ]

est un voisinage de a contenu dans Va. et Γapplication θa: Ωa —• 5(0, pκ),
x ι-> Λαi(Λ:) — Λαί(

fl) verifie les conditions imposees.
Nous pouvons maintenant etablir:
2.3. Soit M une variέtέ riemannienne de dimension n. Pour chaque com-

pact K C M, il existe un nombre Rκ > 0 tel qu'ά chaque a € M on puisse
associer une famille Cr(a), 0 < r < i ^ , de compacts de M diβέomorphes a
des boules, verifiant les conditions suivantes:

i) si rf > r, Cr,(α) 3 Cr(α),
ii) βM(a, r) C Cr(έi) C βM(a, 2r),

iii) powr toute fonction u e H(M), Voscillation δ(r) de u sur la frontiere de
Cr(a) verifie

J RK

o

ou Λn designe la meme constante que dans (2.1).
Demonstration. Reprenons les notations du lemme 2.2 en choisissant

A = vΓ2" pour chaque a e K et chaque r e]0, pκ/\ΓΣ[ posons Cr(a) =
^ ^ 5 ( 0 , rV^T")]. Le compact Cr(α) est contenu dans Ωa et diffeomorphe a
une boule d'apres la condition ii) du lemme 2.2 il verifie βM(a, r) C Cr(a) C
βM(a, 2r) enfin Cr(a) croit avec r.
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Pour chaque a e K et chaque u e H(M), considerons la fonction va =
uoθ'1: B(0, ρκ) —> R. Du fait que θa verifie la condition ii) du lemme 2.2
avec k = V~2 , on deduit que θa et θ'1 sont 2-quasi-conformes (i.e. de dilata-
tion exterieure < 2n) et on a done va e H[B(0, pκ)] avec I[va, B(0, pκ)] < 2n

Ί(u, M). L'oscillation de u sur la frontiere de Cr(ά) est egale a celle de va sur
la sphere |JC| = r\ί~2'. Par application de la proposition 2.1, on a done en
posant Rκ = pκ/\ί2:

AnI[va,B(0,Pκ)] < 2nAJ(u,M)

Remarque. La proposition 2.3 ne nous donne qu'une majoration de
l'oscillation de u sur la frontiere de Cr(ά). Pour avoir un module de continuite
de u, il faudrait connaϊtre une majoration de Γoscillation de u sur Γensemble
Cr(ά) lui-meme. Pour pouvoir etablir un lien entre l'oscillation de u sur un
ensemble, et l'oscillation de u sur la frontiere de cet ensemble, nous sommes
amenes a f aire une hypothese topologique qui va etre precisee dans les sections
suivants.

3. Applications semi-ouvertes

Definition 3.1.2 E, F designant deux espaces topologiques separes, nous
dirons qu'une application f:E—>F est semi-ouverte si, pour tout compact
K c E, la frontiere de f(K) est contenu dans Γ image de la frontiere de K,
soit:

( 1 ) df(K) C f(βK) .

Si E est localement compact, les applications continues et semi-ouvertes ne
sont autres que les transformations quasi-ouvertes introduites par Whyburn
(cf. [10, theoreme 4.4, p. 111]). D'autre part, si F = R, et si E est localement
connexe (ce qui sera le cas dans la suite de cet article) la notion d'application
semi-ouverte est tres voisine de celle de "fonction monotone au sens de
Lebesgue" (cf. [6, p. 66]).

On a en efϊet:
3.1. Soit E un espace sέparέ. Pour qu'une foncίion numέrique continue

f: E —> R soit semi-ouverte, il faut que, pour toute par tie ouverte connexe et
relativement compacte U de E, on ait:

( 2 ) sup f(x) = sup f(x) et inf f(x) = inf f(x)
xζU xζdU xζU xζdU

et cette condition est suffisante si E est localement connexe.

2 On obtient des variantes de cette definition en imposant au compact K des conditions
supplementaires, ou en remplacant les compacts par des ouverts.
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Demonstration, a) Supposons / semi-ouverte et continue. Alors /(£/) est
un compact connexe de R, c'est-a-dire un intervalle compact [a, b\. D'apres
Γhypothese, les points a, b appartiennent a f(dU), done a f(dU), d'oύ (2).

b) Reciproquement, supposons que / soit continue et verifie la condition
enoncee.

Soit K un compact de E, et soit b ε df(K), ce qui implique b ε f(K). II s'agit
de prouver que b € f(dK). Si j~\b) ne possede aucun point interieur a K, e'est
evident; sinon b ε f(K). Designons alors par (Va) la famille des composantes
connexes de K, et soit a tel que b e f(Va). Alors, necessairement b ε df(Va):
en d'autres termes b est une des bornes de Γintervalle f(Va), c'est-a-dire une
borne de / sur Va. Or, si E est localement connexe, Va est ouvert: par appli-
cation de (2) a 1 Ouvert connexe relativement compact Va, on voit que b est
egal a Γune des bornes de / sur le compact dVa. Done b ε f(dVa) enfin on a
dVa c dK (car tout point interieur a K appartient a un seul ouvert VJ d'oύ
bef(dK). q.e.d.

Rappelons qu'une fonction numerique f:E—>Rest dite monotone au sens
de Lebesgue si pour tout ouvert connexe U C E tel que dU Φ 0, on a:

sup /(JC) < sup f(x) et inf /( c) > inf f(x) .

A Γaide de 3.1 nous pouvons etablir:
3.2. 5o// E un espace localement connexe. Pour qu'une fonction numerique

continue f:E-^R soit semi-ouverte, il faut et il suffit que pour tout a ε R, et
tout compact K de E tel que dK C f'Ka), on ait f = Cte = a sur K.

Demonstration, a) Si / est semi-ouverte, et si dK c f~Kά), on a df(K) C
{a}. Le compact f(K) ay ant une frontiere non vide dans R, cette frontiere se
reduit au point a, ce qui exige f(K) = {a}. La condition enoncee est done
necessaire.

b) Reciproquement supposons / continue, verifiant la condition enoncee.
Soit U un ouvert relativement compact de E, et soit b = s\xpx€dUf(x).
L'ensemble B = {x ε U \ f(x) > b} est un compact, dont la frontiere est con-
tenue dans dU U f~\b) mais, sur dB, on a necessairement f(x) > b et sur
dU, on a f(x) < b done dB C /"KW, ce qui entraίne B C /-1(W En d'autres
termes, on a: sup^^/O) = sup^^/O). On etablirait de meme la seconde
des relations (2).

Exemples. Toute application ouverte est semi-ouverte. La composee
d'applications semi-ouvertes et continues est semi-ouverte.

Si / est semi-ouverte sur un espace topologique E, la restriction de / a tout
ouvert U de E est semi-ouverte (car la frontiere d'un compact K contenu dans
U est la meme dans U et dans E).

Toute fonction numerique monotone et continue sur un intervalle ouvert /
de R est semi-ouverte sur /. Toute fonction harmonique sur un ouvert U de
Rn est semi-ouverte.
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Si E est un espace topologique connexe et non compact, les functions numeri-
ques constantes sont semi-ouvertes sur E (cela tient a ce qu'aucun compact
de E n'a une frontiere vide). Par contre, si E est compact, il n'existe pas de
fonction numerique semi-ouverte sur E.

Nous etablissons maintenant un resultat fundamental pour la suite:
Theoreme 3.3.3 Soient E, F, deux espaces topologiques separes, Γespace F

etant suppose localement connexe et regulier; soit ^(E,F) Γensemble des

applications semi-ouvertes de E dans F, et soit ^(E, F) son adherence pour la

topologie compacte-ouverte. Alors, toute application continue φ e 6^(E, F) est
semi-ouverte.

En consequence: Γensemble des applications semi-ouvertes et continues de
E dans F est fermέ pour la topologie compacte-ouverte.

Demonstration} Soit φ: E-+F une application continue qui ne soit pas
semi-ouverte. Nous allons montrer que φ admet, dans ^(E,F), un voisinage
φ ne rencontrant pas ^(E, F).

Puisque ψ $ ̂ {E, F), il existe un compact K C E et un point b e dψ{K) tel
que b $ ψ{dK) et puisque ψ est continue, il existe un point a e K tel que <p(a)
= b. D'apres les hypotheses faites sur F, les voisinages connexes et fermes de
b constituent une base de voisinages de b. L'ensemble φ(dK) etant ferme, il
existe done un voisinage connexe et ferme V de b tel que V C F\φ(dK) et
puisque b e dφ(K), il existe un point c e V Π [F\φ(K)]. Les applications ψ : E
-+ F verifiant: i) ψ(α) e V, ii) ψ(K) c F\{c}, iii) ψ(dK) C F\V forment un
voisinage Φ de ψ dans ^(E,F). S'il existait une application semi-ouverte
ψ 6 Φ, l'ensemble connexe V joindrait le point ψ(a) de ψ(K) au point c de
F\ψ(K), et rencontrerait dψ(K), done ψ(dK), ce qui serait en contradiction
avec iii).

Redressement des applications. En adapt ant une demonstration due a
G. D. Mostow [6, p. 67] on a:

3.4. Soient E un espace topologique localement connexe, et U un ouvert
propre de E. A toute fonction numerique f continue et bornέe sur E, on peut
associer une fonction numerique g, continue et bornee sur E, prenant mimes
valeurs que f sur E\U, et dont la restriction a U est semi-ouverte.

Principe de la demonstration. Pour chaque a e R, et chaque fonction
numerique / continue sur E, soit aDf la reunion des composantes connexes
relativement compactes de t/\/~1(α) dont la fermeture est dans U et soit Ta(f)
la fonction definie sur E par:

Ta(j)(x) = a si xζ aDf; Ta(f)(x) = f(x) si x $ aDf .

Designant par (a19 a2, , an, •) une suite dense dans R on forme la suite

(fn) definie par les relations de recurrence /0 = /, fn = Tan(fn_^) et on
3 Ce theoreme generalise un resultat de Whyburn [10].
4 Dans le cas oύ F = R et oύ E est localement connexe, on peut donner une demonstra-

tion plus rapide en utilisant (3.1).
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demontre que la suite (fn) converge uniformement vers une fonction g verifiant
les conditions imposees. La demonstration est fondee sur la proposition 3.2.

Cas ou E est une variete. Gardant les notations precedentes, supposons
que E soit une variete riemannienne de dimension n et que la fonction / appar-
tienne a H(E). En s'appuyant sur la proposition 2.1, on demontre facilement
que, pour chaque a e E, on a Ta(j) e H(E) et que:

I(Ta(f),E)= \dfrdτM<I(f,E).
aDf

Par passage a la limite (prop. 1.3) on en deduit que la fonction g, precedem-
ment construite, appartient a H(E), et veriίie I(g,E) < I(f,E). Nous
enoncerons:

3.5. Soient M une varίέtέ riemannienne, et U un ouvert propre de M. A
toute fonction numέrique f e H(M), bornέe, on peut associer une fonction
numέrique g e H(M), bornέe, satisfaisant a I(g, M) < /(/, M), prenant memes
valeurs que f sur E\U, et dont la restriction a U soit semi-ouverte.

4. Autres proprietes des fonctions numeriques semi-ouvertes

Nous groupons ici quelques resultats utiles pour la suite.
4.1. Soit u: E —» R une fonction numέrique semi-ouverte et continue sur

un espace localement connexe E. Alors les fonctions u+ = sup (u, 0) et u~ =
sup ( — u, 0) sont semi-ouvertes sur E.

Dέmonstration. La fonction u+ [resp. u~] est la composee de u avec la
fonction R -* R, x ^ χ+ [resp. x —> x~]. Or les fonctions x ι-> x+ et x «-• x~
sont monotones et continues, done semi-ouvertes. D'apres une remarque
anterieure (cf. exemples § 3) les fonctions u+ et u~ sont semi-ouvertes.

En vue des developpements qui suivent, nous introduirons la notion de con-
tinu relatif.

Definition 4.1. Une partie fermee C d'un espace topologique E sera
appelee continu relatif s'il n'existe aucun compact non vide K C C tel que
C\K soit ferme.

Un continu relatif est evidemment non compact. D'autre part, tout continu
non compact de E est un continu relatif.

4.2. 5/ u est une fonction numέrique semi-ouverte sur un espace localement
compact E, Γensemble F = {x e E\ u(x) > 0} est un continu relatif.

Dέmonstration. Raisonnons par Γabsurde en supposant qu'il existe un
compact non vide K tel que F\K soit ferme. II existerait alors un ouvert rela-
tivement compact U, contenant K, tel que U ne rencontre pas F\K. La frontiere
de U ne rencontrant pas F, on aurait u(x) < 0 sur dU. D'autre part, puisque
U contient K, on a M = supxeTjU(x) > 0. Le point M appartenant a la
frontiere de u(U), Γinclusion du(U) C u(dϋ) ne pourrait etre verifiee.
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Remarque. En changeant u en — u ou en u — m (avec m = Cte) on voit
que pour tout m ζ R, les ensembles

Fm = {x eE\u(x) > m) , F^ = {* e £|u(x) < m)

possedent la meme propriete que F.
4.3. Dans un espace localement connexe E, soient Co, C1 deux conίinus

relaίifs. Soit, (Γautre part, u une jonction numέrique continue sur E, semi-
ouverte sur Vouvert C = E\(C0 U Cx) et verifiant u = 0 sur Co, u = 1 sur
CΊ, 0 < W(JC) < 1 powr ôw/ x € E. Alors u est semi-ouverte sur E.

Demonstration. Soit U un ouvert connexe relativement compact quelconque
de E, et soit M = sup^.^ u(x).

a) Si U ne rencontre pas C19 designons par a un point de U tel que u{a)
= M. Si a € Co, on a M = 0, done w = Cte = 0 sur U, ce qui implique u — 0
sur £7.

Si a<{:C0, soit F la composante connexe de a dans U\C0. L'ouvert relative-
ment compact V est contenu dans C, et puisque u est semi-ouverte sur C,
on a:

M = u(a) = sup W(Λ ) = sup

Mais, dans ce cas, on a dF C Co U dU, d'oύ, dans tous les cas:

( 3 ) M = sup w(i) = sup «(JC) .

b) Si U rencontre C1? on a M = 1.
Si w ne prenait pas la valeur 1 sur dU, Γensemble K = {x e C/|W(JC) = 1}

serait un compact contenu dans U Γensemble Kλ = K Π C1 serait un compact
contenant U Π Cl9 done non vide; et Γensemble C ^ ^ = Ci Π (E\U) serait
ferme: ceci etant en contradiction avec les hypotheses, on a, encore ici:
sup*e3tf u(x) = M, d'oύ (3).

On etablirait de meme les relations mfxeuu(x) = inix^duu(x); d'oύ le
resultat.

Corollaire 1 (lemme des deux continus). Dans un espace localement
connexe E, soient CQ,C1 deux continus non compacts disjoints; et soit u une
fonction numerique continue sur E, semi-ouverte sur C = E\(C0 U Cx) satisfai-
sant a u = 0 sur Co, u = 1 swr Cx et 0 < w < 1 partout. Alors u est semi-
ouverte sur E.

En efϊet, Co et Cλ sont des continus relatifs.

Corollaire 2. Dans un espace localement connexe M, soient Co, Q ^WΛ:
continus disjoints quelconques e/ soit u une jonction numέrique continue sur
M, semi-ouverte sur Vouvert C = M\(C0 U Q), satisjaisant a u = 0 swr C1?

M = 1 swr C15 e/ 0 < u < 1 partout. Alors quels que soient les points a0 e Co

et aγ e C1? Zα jonction u est semi-ouverte sur Vouvert E = M\{a0, α j .
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Demonstration. Pour chaque / = 0, 1, Γensemble C[ = Ct\{a^ est ferme
dans E. S'il existait un compact non vide Kt de E contenu dans C£ et tel que
Γensemble Ft = C £ \ ^ soit ferme dans E, le continu Ct serait la reunion des
deux ensembles disjoints non vides Kt et Ft U {^}, qui sont tous deux fermes
dans M, ce qui est impossible.

II suffit done d'appliquer 4.3 a Γespace E et aux continus relatifs CJJ, C[.
On peut aussi etablir directement ce resultat, par une demonstration analogue

a celle de 4.3.
Remarque. Dans le cas des espaces localement compacts, la proposition

suivante ramene la notion de continu relatif a celle de continu ordinaire.
4.4. Soit E le compactifie d?Alexandroff d'un espace localement compact

E. Pour qvCune partie C de E soit un continu relatif, il faut et il suffit que C
U oo soit un continu de E.

Demonstration, a) Si C U oo admet une partition en deux fermes F1 et
F2, Γun d'eux, soit Fx, contient oo. Alors F2 est un compact non vide contenu
dans C, et C n'est pas un continu relatif.

b) S'il existe un compact non vide K c C tel que F = C\K soit ferme,
C U oo est la reunion des fermes disjoints K et F U oo, done C U oo n'est
pas un continu.

5. Modules de continuite

Notations. Pour chaque variete riemannienne M nous designerons desor-
mais par H*(M) Γensemble des functions numeriques u e H(M) qui sont semi-
ouvertes sur M (s'il en existe). L'existence de telles functions sera discutee
au §6.

Nous commencerons par etendre aux varietes riemanniennes un resultat de
G. D. Mostow [6, p. 73]:

Theoreme 5.1. Soit M une variete riemannienne ouverte de dimension n.
Pour tout compact K c M, il existe un nombre aκ > 0, ne dependant que de
K, tel que pour toute fonction u e H*(M), tout a € K, et tout x e M verifiant
dM(a,x) < aκ, on ait:

( 1) \u(x) - u(a)\ < Bn(I(u,M)/|LogdM(a,*)|)1/w ,

oύ Bn dέsigne une constante ne dependant que de n.
Demonstration. Reprenons les notations de la proposition 2.3 et soit a e K.

Du fait que u est semi-ouverte, Γoscillation de u sur Cr(a) est une fonction
croissante de r. D'autrepart, pour tout r < inf (1,R2

K), Γinegalite (2) du § 2
entraϊne Γexistence d'un nombre R € [r, *J r ] tel que Γon ait:

r A < 2Mn/(κ, M) ,
r

d'ou
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( 2 ) δn(r) < δn(R) < 2n+ιAnl{u, M)/|Log r\ .

Soit alors xεM tel que dM(a,x) < mt(l,R2

K). D'apres les conditions ii)
enoncees dans 2.3, on a: x e Cr(a) d'oύ \u(x) — u(a)\ < δ(r).

Finalement, Γinegalite dM(a, x) < inf (1,R2

K) implique \u(x) — u(a)\n <
2n+1AJ(u,M)/\LogdM(a,x)\; on a done Γinegalite (1) avec Bn = (2n+1An)

1/n

tiaκ = inf (19R
2

K). q.e.d.
Par une methode analogue, on obtient:
Theoreme 5.2. Touίe fonction u € H*(M) est presque partout dίβέrentiable

sur M.
Demonstration. II suffit d'etablir que u est presque partout differentiate

sur un voisinage de chaque point a de M. Or, pour chaque a <~ M, il existe un
diffeomorphisme φ: 5(0, R) —> Ω d'une boule euclidienne ouverte sur un
voisinage fldeα, verifiant

1/VT < dM[φ(x)9 φ(y)]/\y - x\ < V T v*, >> € 5(0, /?) ,

(cf. lemme 2.2). Une telle application φ est 2-quasi-conforme (i.e., de dilata-
tion exterieure < 2n) et pour tout u e H*(M), la fonction v = uoφ verifie
I[v, B(0, R)] < 2nI(u,M). D'autre part v est semi-ouverte, comme composee
d'applications semi-ouvertes done v e H*[B(0,R)] et la differentiabilite de u
equivaut a celle de v. II suffit done de prouver que v est presque partout dif-
ferentiable sur B(0, R).

Pour tout x e B(0, R) et tout r < R — \x\, la boule B(x, r) est contenue dans
5(0, R). D'autre part, puisque v est semi-ouverte, Γoscillation de v sur B(x, r),
soit δx(r), est egale a Γoscillation de v sur la sphere de centre x et rayon r.
D'apres la proposition 2.1, on a done, pour tout p < R — \x\:

0

Or, pour presque tout x e 5(0, R), on a:

limsup p~n I \dv\ndy < oo .
p-+Q J

Pour presque tout x e 5(0, R), il existe done un nombre k(x) tel que, pour
p > 0 assez petit, on ait:

Γ-^-dr<k(x)pn .
0

Si r est assez petition en deduit Γexistence d'un nombre R e [r, 2r] tel que:
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δx(r) < δx(R) < 2r(k(x)/Log2y'n ,

d'oύ lim sup r^0 (δx(r)/r) < oo, soit, en d'autres termes:

lim sup [\v(y) — v(x)\/\y — x\] < oo .
y-x

II resulte alors du theoreme de Rademacher-Stepanoff que v est presque
partout differentiate sur B(0,R).

Remarque. Le theoreme 4.2 generalise un theoreme de J. Vaϊsala [9]
relatif aux applications ouvertes de classe ΛCLn.

6. Condensatures et capacites

Definition 6.1. Sur une variete riemannienne M un condensateur est defini
par la donnee de deux fermes disjoints Co, Cx et de Γouvert complementaire C.

Definition 6.2. Soit Γ = (C, Co, Q) un condensateur sur la variete M.
Nous dirons qu'une fonction numerique u est admissible pour Γ si u € H(M),
et si on a w = 0 sur Co, u = 1 sur Q et 0 < u(x) < 1 pour tout x € M.
L'ensemble des functions admissibles pour .Γ etant note a(Γ), la capacite con-
forme de .Γ est le nombre

( 1 ) c a p ( Γ ) = inf 7(iι,Af),
wSα(Γ)

avec la convention cap (Γ) = + oo si α(jΓ) est vide.
On a tout d'abord:
6.1. On ne change pas la valeur de cap (Γ) si on remplace a(Γ) par

Vensemble ao(Γ) des foncίions u e H(M) qui verifienί seulement u < 0 sur Co

et u > 1 sur C19 ou par Γensemble ax(Γ) des fonctions u e H(M) qui verifient
u = 0 sur Co et u = 1 sur Cλ (sans verifier nέcessairement 0 < u < 1 sur M).

Demonstration. Les inclusions a(Γ) C α^CΓ) C ao(Γ) impliquent:

( 2 ) inf 7(κ, M) < inf 7(«, M) < inf I(u, M) .
w€αo(Γ) w6αi(Γ) w6α(Γ)

D'autre part si u e ao(Γ), considerons la fonction v definie par v(x) = u(x)
sίfi < u(x) < 1 v(x) = 0 si u(x) < 0 et v(x) = 1 si «W > 1. D'apres 1.4
on a v e H(M), avec 7(w, M) < /(w, M), d'oύ i; e αr(jΓ). On a done

inf I(v, M) < inf I(u, M)
Vζa(Γ) Uζao(Γ)

de sorte que les inegalites (2) sont, en fait des egalites. q.e.d.
D'autre part la capacite d'un condensateur Γ = (C, Co, Cx) ne change

evidemment pas si Γon echange Co et Q .
6.2. Powr ^w^ le condensateur Γ = (C, Co, Q) fl/7 wn^ capacitέ conforme

finie, il suffit que Γun des ensembles Co, Cγ soit compact.
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Demonstration. Supposons Co compact; et, pour tout x e M, soit f(x) =
infyζco dM(x,y) la distance geodesique de x a Co. Pour tous x,yeM, on a
1/00 — f(x)\ < dM(x,y); done / est presque partout diίϊerentiable et verifie
\df\<l.

Le nombre δ = inίx€Cl f(x) etant > 0, posons K = {x e M\ f(x) < δ}.

L'ensemble K etant compact, on a ί \df\ndτM < oo. La fonction u: M —> R,

K

x H-> inf (f(x)/δ, 1) verifie u = 0 sur Co, w = 1 sur M\X (done w = 1 sur Q)
et coincide avec //£ sur K. On en deduit que u est admissible pour Γ, d'oύ
cap(Γ) < oo.

6.3. Soit Cj wπe pαr//e fermee de la variέtέ M telle que M\Cλ soit non vide,
et soit a e M\Cλ. Quelque soit ε > 0, il, existe un voisinage V de a, ne
rencontrant pas C1? tel que, pour tout ferme Co contenu dans V, le condensateur
Γ = (Λf \(C0 U Q), Co, Q) vίπ/fe cap (Γ) < e.

Demonstration. Soit 4̂ un voisinage compact de α, ne rencontrant pas C15

tel qu'il existe un diffeomorphisme θ de A sur une boule fermee 5(0, R) de
En9 verifiant:

1/V2 <

(cf. lemme 2.2). On peut evidemment supposer R < 1. Pour chaque r € ]0, Λ[,
soit vr la fonction numerique definie sur 5(0, R) par:

si r2 < \x\ < r ,

s i | j c | < r 2 ,

si \x\> r .

La fonction wr = vr oθ verifie ur = 0 sur l'ensemble F r — {x e A \\θ(x)\ < r2}
et ur = 1 sur 9^4. Nous pouvons la prolonger en une fonction continue sur M
en posant ur = 1 sur M\A, ce qui implique ur = 1 sur C^ La fonction wr est
admissible pour tout condensateur .Γ = (C, Co, Cx) tel que le ferme Co soit
contenu dans Vr et (puisque θ est 2-quasi-conforme) on a:

/(wr, M) = /(wr, ^ ) < 2nI(Vr, B(0, R)) avec n = dim (M)

soit, par un calcul facile:

oύ ωn_λ designe la mesure (n — l)-dimensionnelle de la sphere unite de En.
Pour r assez petit, on a done cap (Γ) < I(ur, M) < ε pour tout condensateur

Γ = (C, Co, Q) tel que Co c Vr et F r est un voisinage de α. q.e.d.
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II en resulte que si Γ = (C, Co, Q) est un condensateur tel que Co ou Cι se
reduise a un point, on a cap (Γ) — 0.

Par extension du theorem 5.1 de [6], on a enfin:
Theoreme 6.5. Sur une variέtέ riemannienne M, soit Γ = (C, Co, Q ) un

condensateur de capacite finie tel que Co et C1 soient des continus non rέduits
a un point ou des continus relatijs iyoir fin § 4). // existe alors une jonction
unique u, admissible pour Γ et semi-ouverte sur C, telle que I(u, M) = cap (JΓ).
Cette jonction u sera appelee extremale relative a Γ. Si Co et Cί sont des con-
tinus relatifs, u est semi-ouverte sur tout M.

Demonstration. Soit (ua) une suite de fonctions admissibles pour Γ telles
que l im^^ I(ua, M) = cap (Γ). Pour chaque a e N, la proposition 3.5 assure
Γexistence d'une fonction numerique va, continue sur M et semi-ouverte sur
C, prenant memes valeurs que u sur Co et C19 satisfaisant a I(v, M) < I(ua, M)
et 0 < va < 1 sur M.

Les fonctions va sont admissibles pour Γ, et on a aussi l im^^ I(va, M) =
cap(Γ).

Si Co et Cx sont de vrais continus, non reduits a un point, nous fixerons
arbitrairement un point a0 dans Co et un point aλ dans Q . D'apres le corollaire
2 de 4.3 les fonctions vβ sont semi-ouvertes sur M\{αo,«1}; et d'apres le
theoreme 5.1 elles forment une famille uniformement equicontinue sur tout
compact de M\{a0, ax). On peut done en extraire une suite (wλ) = (vaχ) con-
vergeant uniformement sur tout compact de M\{a0, α j . Mais si b0 e Co et
bλ € Q sont deux autres points, les fonctions va sont aussi semi-ouvertes sur
M\{bQ, 6J et elles forment une famille uniformement equicontinue sur chaque
compact de M\{b0, 6J. On en deduit que la suite (wλ) est uniformement con-
vergente sur chaque compact de M. D'apres 1.3 la fonction u = lim^^ (wλ)
appartient a H{M) et verifie

I(u, M) < lim inf I(wi9 M) ,

soit I(u,M) < cap (Γ) d'autre part, on a u = 0 sur Co et u = 1 sur Cx.
Done u est admissible pour Γ, et on a necessairement /(w, M) = cap (Γ).

Enfin, d'apres le theoreme 3.3, u est semi-ouverte sur C, comme les
fonctions va.

Si Co et Q sont des continus relatifs, la demonstration est simplifiee du fait
que les fonctions va sont semi-ouvertes sur tout M (prop. 4.3) done uniforme-
ment equicontinues sur tout compact de M. La fonction limite u est alors
semi-ouverte sur M.

On traiterait de meme le cas ou Γun des ensembles Co, Cλ est un continu
relatif, et Γautre un continu non reduit a un point.

Dans tous les cas Γunicite de u se demontre, comme dans le cas euclidien,
par application de Γinegalite de Clarkson (cf. [6, lemme 5.1]).

Corollaire. Si Γ = (C, Co, Cx) est un condensateur tel que Co et Cλ soient
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des continus relaίijs ou des continus non rέduits a un point, on a cap (Γ) > 0.
Demonstration. La function extremale u relative a Γ est non constante;

on a done cap (Γ) = /(«, M) > 0.

7. Varietes de type ^ 0 , distance conforme

Definition 7.1. Une variete riemannienne M sera dite de type ^f 0 si la
famille #*(M) separe les points de M.

On voit immediatement que la classe (^ 0 ) est invariante par tout home-
morphisme quasi-conforme.

Exemples. 1) Tout domaine borne D de En est de type ^ 0 . En effet les
functions coordonnees sont semi-ouvertes sur tout domaine de Rn et, si D
est borne, elles appartiennent a H(D), done a H*(D).

2) En n'est pas de type Jf 0. En effet si δ(r) designe Γoscillation, sur la
sphere |JC| = r, d'une fonction u € ί/*(En), on doit avoir:

r
(cf. lemme 2.1); et puisque u est semi-ouverte la fonction δ est croissante:
cela n'est possible que si on a δ(r) = 0 pour tout r > 0, e'est-a-dire u = Cte.
L'ensemble H*(En) se reduit done aux fonctions constantes.

3) Enfin il est evident qu'une variete compacte M ne peut etre de type ^ 0

puisque, dans ce cas fl*(M) est vide.
Theoreme 7.1. Si M est une variete de type 3f0 et de dimension n, on

obtient une distance δM sur M en posant:

( 1 ) δM(x,y)= sup {\u(x)-u(y)\/[I(u,M)Y'n}
uζH*(M)

soit

( 2 ) δM(x, y) = sup I u(x) - u(y) \

en dέsignant par H^{M) Vensemble des u € H*(M) verifiant I(u, M) = 1.
Demonstration. Tout d'abord on a δM(x,y) = 0 si, et seulement si, on a

u{x) — u(y) pour tout u € H*(M), e'est-a-dire six = y (puisqueH*(M) separe
les points de M). D'autre part Γinegalite triangulaire δM(x,z) < δM(x,y) +
$M(y> z) est evidente. II reste a montrer que δM(x, y) est fini, quels que soient
x, y €M.

Les points x, y etant donnes, soit γ un arc compact joignant x ky dans M.
D'apres le theoreme 4.1 il existe un nombre a < 1 tel que, pour tous a,b eγ
verifiant dM(a, b) < a, on ait, pour tout u € ί ί*(M):

\u{d) - u{b)\ < Bn[I(u,M)/\LogdM(a,b)\Y/n .
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II existe alors une chaϊne ήnie aQ = x^ 'a19 , ap '= y de points de γ verifiant
poΐir tout i = 1,2, ,n, dM{ai_x,aτ) <Tdt; et on a, pour tout u € H*{M):

\u(x) - u(y)\ < Σ \u(flθ ~ Φi-i)\ < pBn[I(u,M)l\Loga\Y/n ,

d'oύ &(>, y) < pBn/\Log a\1/n. q.e.d.
Pour des raisons evidentes d'homogeneite, P integrate I(u, M) reste invariante

si on remplace la metrique riemannienne de M par une metrique conformement
equivalente. La distance δM ne depend done que de la structure conforme de
M. Nous Γappellerons distance conforme. Cette distance reste invariante dans
tout automorphisme conforme de M et, plus generalement, on a:

7.2. Si φ\ M —* N est un homέomorphisme k-quasiconforme de variέtέs
riemanniennes de type (^f0), on a, pour tous x,y e M:

δN[φ(x)9φ(y)] <kδM(x,y) .

On a d'autre part:
7.3. Si M est une variέtέ de type J^o, chaque sous variέtέ ouverte V de M

est de type ^f 0 et, pour tous x, y e V, on a:

δv(x,y) > δM(x,y) .

Cela resulte immediatement du fait que les traces sur V des functions u €
/f*(M), appartiennent a H*(V).

Remarque. Si M, N sont deux varietes de type jf0, les homeomorphismes
quasi-conformes de M sur N sont lipschitziens, ainsi que leurs reciproques,
pour la distance cpnforme. II est probable que cette propriete les caracterise
mais la demonstration exigerait une evaluation plus precise de la distance con-
forme que celle que nous avons pu obtenir jusqu'ici.

Nous etudions maintenant la structure topologique definie par la distance
conforme.

7 4. La structure topologique dέfinie par la distance conforme δM est moins
fine que la structure topologique initiale de M (associέe a la distance gέodέsique
dM) et, sur toute partie compacte K de M (au sens de la topologie initiale)
ces deux topologies coincident.

Dέmonstration. Pour montrer que la ^-topologie est moins fine que la
(i-topologie, il suffit de prouver que chaque d-boule contient une d-boule de
meme centre. Or, pour chaque a € M, le theoreme 4.1 montre qu'il existe un
nombre ae]0, 1[ tel que Γinegalite dM(a, x) < a entraϊne, pour tout
u e H*(M):

\u(x) - u(a)\ <Bn[I(u,M)/\LogdM(a,x)\rn .

L'inegalite
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dMifli x) < inf [a, exp (-(BB/e)Λ)]

entraίne done δM(a, x) < ε, d'oύ le resultat.
D'autre part, si (xn) est une suite de points d'un compact K telle que

l i m ^ ^ δM(a, xn) = 0, on a, pour tout u e H*(M): l im^^ \u(d) — u(xn)] = 0
la suite (xn) ne peut done avoir d'autre valeur d'adherence que a pour la
topologie initiale, et on a: lim^.^ dM(a,xn) = 0. La seconde partie de 7.4 en
resulte.

Corollaire. La fonction δM est continue sur M x M (pour la topologie
initiale de M).

Nous verrons plus loin que, sur les sous-varietes propres d'une variete non
compacte, la topologie conforme coincide avec la topologie initiale. La ques-
tion se pose evidemment de savoir si cette propriete est vraie pour toute variete
de type ^ 0 . Nous ne Γavons pas resolue jusqu'ici.

Pour clore ce section nous allons montrer que la distance conforme possede
une propriete qui n'est verifiee par la distance geodesique que sur certaines
varietes (par exemple, sur les varietes simplement connexes de courbure nega-
tive; cf. [4, lemme 6.1]).

7.5. Sur une variete riemannienne M de type ^ 0 , le diametre conforme
d'un compact quelconque K est έgal au diametre de sa frontiere.

Demonstration. Pour toute fonction numerique u continue et semί-oϋverte
sur M, Γinclusion du(K) c u(dK) entraϊne:

sup \u(x) — u(y)\ = sup \u(x) — u(y)\ ,

d'oύ, si /(w, M) = 1:

sup \u(x) - u(y)\ < sup δM(x,y)

et enfin:

sup δM(x,y) < sup δM(x,y) . q.e.d.

On peut aussi montrer que le complementaire d'une <5M-boule ouverte est un
continu relatif de M.

8. Expression de la distance conforme au moyen

de capacites, cas d'une boule euclidienne

On a tout d'abord:
8.1. Soient x, y deux points distincts quelconques d'une variete M de type

JΊ?O, et soit Axv Vensemble des fonctions u e H*(M) telles que u(x) = 1, u(y)
= 0. Posant n = dim (M), on a alors:
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( 1 ) δu(x,y)= sup U(u,M)]-1/n

UζAXy

et il existe une foncίion u e Axy ίelle que

( 2 ) δM(x,y)

Demonstration. La relation (1) resulte immediatement de la definition de
δM (cf. theoreme 7.1).

Considerons alors une suite ua e Axy telle que

lim I(uaiM) = [δM(x,y)]~n .

D'apres le theoreme 5.1 la suite (wα) est uniformement equicontinue sur tout
compact de M on peut en extraire une suite partielle convergeant uniforme-
ment sur tout compact de M et la limite u de cette suite verifie (2) a cause
de la semi-continuite de I(u,M) (prop. 1.3).

8.2. Solent x, y deux points distincts quelconques d'une variέtέ M de type
JFQ // existe alors deux continus relatifs disjoints Co, C19 tels que x eC0,y eCt

et tels que la fonction extremale v relative au condensateur Γ = (M\(C0 U Q),
Co, Q ) verifie

( 3 ) I(v,Ai) = lδM(x,y)]-».

Demonstration. Soit u la fonction dont la proposition 7.1 affirme Γexis-
tence. D'apres 4.2 nous savons que les ensembles

C0 = {zeM\u(z) < 0 } et Q = {z € M\ u(z) > 1}

sont des continus relatifs (voir fin § 4 ) ; et il resulte de 6.1 que le con-
densateur Γ, defini par ces deux fermes, a une capacite finie. La fonction
extremale v, relative a ce condensateur, verifie

( 4 ) I(v9 M) < 7(iι, M) < [δM(x, y)]~n ,

d'autre part v est semi-ouverte sur M d'apres 6.5 done v € H*(M), en on a:

δM(x,y) > \v(y) - v(x)\/[I(v,Mψn = [I(v9Aί)]'Vn ,

d'oύ, par comparaison avec (4), Γegalite (3).
Theoreme 8.3. Si x, y sont deux points distincts quelconques d'une varietέ

M de type f̂0, et si γxy dέsigne Vensemble des condensateurs (C, Co, CJ tels
que CQ et Cx soient des continus relatifs disjoints vέrifiant x zCQ,y e C19 on a:

δM(x,y)= sup
Γ
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Demonstration. Si Γ e γxy est un condensateur de capacite finie, et si u
designe Γextremale relative a Γ, on a u(x) = 0, u(y) = 1 et w e #*(M) (par
application de 4.3) d'oύ

δM(x,y) > \I(μ,M)Yι/n = [cap(Γ)]- 1 / w .

D'autre part, d'apres 8.2, il existe un condensateur Γ e γxy tel que δM(x, y)
= [cap (Γ)]'1/n d'oύ le resultat.

Cas d'une boule euclidienne. Nous savons deja que toute boule de En est
de type 34?0 (puisque c'est un ouvert borne). Pour calculer la distance conforme
de deux points de la boule B(0, R) nous pouvons nous remener au cas oύ Γun
des points est au centre de la boule, Γautre point a etant quelconque. Soit alors
Γ = (C, Co, Cj) un condensateur de B(0, R) defini par deux continus relatifs
Co, Ci passant respectivement par 0, α. Pour tout r e [0, JR[, la sphere |JC| = r
rencontre Co, et pour tout r ε[\a\,R[, cette sphere coupe Cx (voir figure). Le
procede de symetrisation spherique de Pόlya-Szego [7, p. 205] montre que le
minimum de cap (Γ) est atteint lorsque Co est le rayon passant par le point
—a, et Cι le segment [a, Ra/\a\].

Une symetrie par rapport a la sphere \x\ = R permet ensuite de prouver que
ce minimum est egal a la moitie de la capacite du condensateur Γr defini, dans
En, par la donnee de la demi-droite γ09 d'origine 0, passant par le point — a,
et du segment γ1 joignant les points inversee a, a! = aR2/\a\2. Or Γf se deduit
du condensateur de Teichmuller par une similitude (cf. [6, p. 81]) et par un
calcul facile, on a:

cap (Γ) =
(mod ΓT-1 |Log Ψn[\a\2/(R2 - H W 1

en designant par Ψn la fonction de Teichmuller et par ωn_x la mesure {n — 1)-

dimensionnelle de la sphere unite de En. Nous enoncerons:

8.4. Si M est la sous variέtέ de En constituέe par la boule ouverte B(0, R),

on a, pour tout aεM:

δM(0,a) = (2/ωn_1)
1

ou Wn designe la fonction de Teichmuller.
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Rappelons que la distance hyperbolique des points 0, a est egale a
Log[(R + \a\)/(R-\a\)].

Les proprietes de la fonction Ψn (cf. [6, lemme 7.3]) montrent que la fonc-
tion r >-> (R2 — r2)Ψn[r2/(R2 — r2)] est croissante sur [0, R[. On en deduit que
δM(0,a) est une fonction croissante de \a\, et que: lϊm]a]iRδM(0,a) = + 0 0 .
Cela permet de montrer que la distance δM est compatible avec la topologie de
M = B(0,R).

Application: Majoration de la distance conforme au voisinage d'un point.
Revenons au cas d'une variete quelconque M de type J f 0, et soit a e M. En
procedant comme au § 2, on voit facilement qu'il existe un voisinage U de a
admettant un diffeomorphisme Θ sur une boule euclidienne B = B(0, R),
verifiant θ(ά) = 0 et:

i < \θ(y) - θ(x)\/dM(x, y) < 1 yx, z β U .

D'apres 7.3 on a δM(a,x) < δu(a,x) pour tout x e U; et puisque θ~ι est
2-quasi-conforme, on a, d'apres 7.2:

δu(a,x)<2δB[0,θ(x)]

avec|6>(Λ;)| <dM(a,x).

Si on pose φn(i) = [Log Ψn(t2/(1 - f))γ-1/n, on a done, d'apres l'etude qui
precede:

δM(a,x) < (l/ω^y^ψnidM^x)^) .

Nous obtenons ainsi, au voisinage de a, une majoration qu'il n'est pas pos-
sible en general d'ameliorer.

En s'appuyant sur le fait que la suite Ψn est decroissante (cf. [1] et [2]) et
sur le developpement asymptotique de Ψ2 qui se deduit de l'etude faite dans
[3], on voit ainsi qu'au voisinage de α, on a:

δM(a, x) = 0 ([Log (R/dM(a, x))γ-1/n) .

9. Ecarts conformes sur une variete non compacte

Theoreme 9.1. Soit M une variete riemannienne non compacte quelconque.
Pour chaque aeM, la variete Ma = M\{a} est de type J f 0 la distance con-
forme de Ma est compatible avec sa topologie, et, pour tout ye Ma, on a:

( 1 ) lim<VaCx,;y)= +00 .
x-*a

Demonstration. Soient JC, y deux points distincts dans Ma. On peut tout
d'abord joindre x a a par un continu compact γ0 tel que M\γ0 soit connexe
(par exemple un arc simple) et on peut ensuite construixe un continu non
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compact γ19 contenant y et ne rencontrant pas γ0 (on pourra considerer une
suite (yn) de points de M\γ0, tendant vers Γinfini dans M, telle que;y0 = y, et,
pour chaque n eN, joindre yn a yn+1 par un arc Cn contenu dans M\γ0. La
reunion des Cn donne le continu cherche).

Les deux continus disjoints γ09 γ1 determinent un condensateur Γ de M dont
la capacite est finie (puisque γQ est compact). D'autre parties ensembles 7*0\{a}
et γ1 sont des continus relatifs de Ma. Si u est Γextremale relative a Γ, on en
deduit que sa restriction a Ma9 soit ua, est semi-ouverte sur Ma. Done
ua € H*(Ma) et verifie ua(x) = 0, ua(y) = 1: la famille H*(Ma) separe done
les points de M α , et Ma est de type ^ 0 .

Montrons maintenant que, pour tout y e Ma9 on a: lim^..^ δMa(x, y) = + 0 0 .
Designons par γx un continu non compact tel que y ^γ1 et a^γ1. D'apres le
lemme 6.3 on sait que, pour tout ε > 0, il existe un voisinage Ve de a tel que
tout condensateur Γ = (C, γQ, γ^ de M verifiant γ0 C F e ait une capacite
inferieure a ε.

Nous pouvons supposer que Ve est connexe et ne rencontre pas γλ. Pour tout
x e Ve il existe alors un continu compact γQ joignant x a a dans Vε et le con-
densateur Z7 associe verifie:

ce qui etablit (1).
Montrons enfin que la topologie deίinie par la distance conforme δMa est plus

fine que la topologie de sous variete de Ma. Sinon, il existerait un point x de
Ma et une suite (xn) de points de Ma9 ne convergeant pas vers x, verifiant

( 2 ) lim δMa (x, xn) = 0 .
v n-*co

D'apres (1) une telle suite (xn) ne pourrait admettre a pour valeur
d'adherence; d'autre part elle ne pourrait admettre dans Ma d'autre valeur
d'adherence que x car, d'apres (2) on devrait avoir u(x) — u(y) pour toute
valeur d'adherence y de cette suite et tout u € fl*(Mα). La suite (xn) ne serait
done contenue dans aucun compact de M, et on pourrait en extraire une suite
(xnp) tendant vers Γinfini dans M.

Designant par γ0 un continu compact joignant a k x dans M, et tel que M\γ0

soit connexe, on pourrait construire un continu γ19 disjoint de γ0 et contenant
une infinite de points {XUj) le continu γλ serait non compact le condensateur
Γ determine par γQ et yλ aurait une capacite finie; et pour tout point xnp

appartenant a γt on aurait:

ce qui est en contradiction avec (2).
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Le d^-topologie est done a la fois plus fine et moins fine que la topologie
de Ma (cf. prop. 7.4) d'oύ le resultat. q.e.d.

On en deduit :
9.2. Sur une variέίέ riemannienne non compacte quelconque M, on obtient

une famille d'έcarίs ea (a e M) en posanί:

ea(x, y) = δMa(x, y) si x,ye M\{a} ,

ea(x, a) = + oo si x Φ a , ea(a, a) = 0 .

Si i a dέsigne la topologie definie par ea, la topologie de M est la borne
inferieure des topologies &a*

En efϊet, les ouverts de la topologie i a sont les ouverts de M et Γ ensemble

w
Si M est de type ^Q, on etablit facilement Γegalite dM = infα€itf ea.
9.3. Si M est une variέtέ non compacte quelconque, chaque sous-vaήέtέ

ouverte propre V de M est de type «^0, et la distance conforme de V est com-
patible avec sa topologie de sous-variete.

Demonstration. Si a est un point de M\ V, on peut considerer V comme une
sous-variete de Ma = M\{a}. D'apres 7.3, V est de type Jf0 et verifie dv >
δMa. Cette inegalite montre que la topologie definie par δv est plus fine que la
topologie definie par δMa, done plus fine que la topologie £ de sous-variete de
V; et d'apres 7.4 la <5F-topologie est moins fine que <?, d'oύ le resultat.

10. Invariants conformes

A chaque couple (x, y) de points d'une variete M de type (^f 0) nous avons
associe Γinvariant conforme δM(x, y).

A chaque triplet (x, y, z) de points d'une variete non compacte quelconque,
la construction du §9 permet d'associer le nombre (fini ou egal a + o o ) :
i(x, y, z) = ez(x, y) ce nombre ne depend que de la structure conforme de M,
et des points x,y,z. C'est encore un invariant conforme, tel que:

i(x, y, z) = 0 4=> x = y et

i(x, y,z) = + oo φ=^> (x = z et y Φ z) ou (y — z et z Φ y) .

Si x, y, z, t sont quatre points d'une variete M quelconque, et si z Φ t, la
variete Mzt = M\{z, i) est de type J f 0 (puisqu'elle se deduit de la variete non
compacte M\{z) en enlevant le point /). On obtient done un invariant conforme
attache aux quatre points x, y, z, t, en posant j(x, y, z, i) Ξ= δMgt(x, y).

Designons par A(x, y, z, t) Γensemble des condensateurs Γ = (C, Co, C^ de
M definis par la donnee d'un continu Co joignant x a z ou t et d'un continu
C19 disjoint de Co, joignant y a t ou z. Si la variete M est compacte on obtient
facilement par application du theoreme 8.3, la relation:
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j(x, y, z, t) = sup [cap (Γ)]" 1 / w .
Γ£A(x,y,z,t)

Or Γensemble A(x, y, z, t) ne change pas si on permute les couples (x, y) et
(z, t). On a done alors j(x, y, z, i) = j(z, t, x, y).

Nous enoncerons:
10.1. Si M est une variέtέ compacte, il existe une foncίion numέrique posi-

tive j sur M\ ne dependant que de la structure conforme de M, et par conse-
quent invariante dans tout homέomorphisme conforme, telle que:

i) /(*, y, z, i) = j(y, x, z, i) = j(t, z, x, y),
ϋ) (j(x, y, z, t) = 0) <=^> (x = y ou z = /),

iii) j(x,y,z,i) est une fonction continue du couple (x,y) sur M2\{(z,/),
(/, z)} et j(x, y, z, i) tend vers + oo si (les points y, z, t restant fixes) x tend
vers z ou t.

Lorsque M est la sphere de Riemann, Γinvariant conforme j(x, y, z, t) est
evidemment une fonction du rapport anharmonique des points x, y, z, t.

L'existence et les proprietes de cet invariant permettraient d'obtenir un
resultat voisin de la proposition 7.3 de [4] et d'en deduire une nouvelle
demonstration de la conjecture de Lichnerowicz.

Dans le cas des varietes non compactes, Γ existence d'invariants conformes
permet d'obtenir des resultats nouveaux. Par exemple, si C0(M) designe la
composante connexe du groupe des automorphismes conformes de M, nous
avons:

Theoreme 10.1. Soit M une variέtέ riemannienne non compacte telle que
CQ(M) admette deux orbites 01? 02 d*adhέrences disjointes. Alors M est la
rέunion de sous-variέtέs ouvertes sur chacune desquelles il existe une distance
conforme, compatible avec sa topologie de sous-variέtέ et invariante par C0(M).

Demonstration. M est la reunion des composantes connexes des ouverts
Ui — M\Oi (ί = 1,2); et chacune de ces composantes est une sous-variete
ouverte propre V de M, done une variete de type f̂0, invariante par C0(M).
D'apres 7.4 la distance conforme de V est compatible avec sa topologie, et
cette distance est invariante par CQ(M). q.e.d.

On a d'autre part:

Theoreme 10.2. Soit ξ un champ de vecteurs conforme engendrant un
groupe global sur une variέtέ M de type #f 0. On a alors δξ = 0 en tout point
ou ξ = 0.

Dέmonsiratio::. Supposons qu'il existe un point a € M tel que ξ(a) = 0 et
δξ (a) Φ 0 et, pour fixer les idees, supposons δξ{a) > 0. II existe alors un
voisinage V at a tel que Γorbite de tout point de V passe par a, et tel que le
groupe t —> φ(t, x) engendre par ξ verifie:

lim φ(t, x) — a vx εV ,

(cf. par exemple, A. Avez, Transformations conformes des variέtέs rίeman-
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niennes compacίes, C. R. Acad. Sci. Paris 259 (1964) 4469-4472).

Or, pour tous x, y e V et tout t e R, on a:

δMlφ(t, x), φ(ί, y)] = δM(x, y) , lim δM[φ(t, x), φ(t, y)] = δM(a, a) = 0 .
ί-»— oo

En supposant i ^ j o n aboutit a une contradiction, q.e.d.

On a de meme:

Theoreme 10.3 Soit ξ un champ de vecteurs conforme engendrant un

groupe global sur une variέtέ non compacte M. II exisίe alors au plus un point

ade M tel que ξ(a) = 0 eί δξ(a) φ 0.

Demonstration. Supposons qu'il existe deux points a,b e M veriίiant cette

condition et soit toujours 11-» <p(t, x) le groupe engendre par ξ. L'ecart eb

defini par la distance conforme de M\{b) est invariant par φ, et on raisonne

comme dans le cas precedent, en remplaςant δM par eb.

Conclusion. Les resultats obtenus ne sont qu'un premier pas dans le

probleme de la reduction du groupe C{M) des automorphismes conformes a

un groupe d'isometries et la premiere question qui se pose set de savoir si,

sur une variete de type 34?0, il existe une metrique riemannienne conformement

invariante.

Quoiqu'il en soit, Γexistence de la distance conforme δM montre que le

groupe C(M) d'une variete type de 3tf*0 se comporte "comme un groupe d'iso-

metries" et il est probable qu'il est efϊectivement reductible a un groupe

d'isometries.
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