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SUR LA STRUCTURE DES EQUATIONS DE LIE: II.
EQUATIONS FORMELLEMENT TRANSITIVES

HUBERT GOLDSCHMIDT

3. Connexions dans le fibré tangent

Si E est un fibré vectoriel sur X, une dérivée covariante /' dans E est un
opérateur différentiel

Vi > T*R&E
tel que
Ffs) =df®s + s, pour fe Oy, seé& .

On pose Vys =& A Vs, pour ¢, se& et on étend V en une dérivation
V:NT*QE—> NT*Q & par la formule

Pl A u=da \Nu+ (—D?a \FVu
pour e AT *, ue NI *Q®&. On vérifie que
B EARTwy =& TG R Wy — G VE R w) — & 7], u)

pour §,7eT, ucI* Q6.

L’application F?: & —» AT *® & est Ox-linéaire et provient donc d’un
morphisme K de fibrés vectoriels, la courbure de V, qui est donnée par la for-
mule

ENBKY=Vel; — Vil — Vg

pour &, 7eJ , Sila courbure de I est nulle, on obtient un complexe
e L@l nor@e L o L ArTFQE—50

qui est exact d’apres le lemme de Poincaré.

On dira qu’une section s de E est horizontale si F's = 0, et qu’un repére
(8}, +++,8y,) de E est horizontal si /'s;, = 0, pouri =1, ..., m.

Proposition 3.1.  Soit I une dérivée covariante sans courbure dans E. Pour
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tout ouvert U simplement connexe et tout x e U, il existe un isomorphisme qui
ne dépend que de V

éalU_')E.E@R@U .

Démonstration. D’aprés le théoréme de Frobenius, il existe un repére hori-
zontal (s, ---,s,) de E sur U qui induit I’isomorphisme cherché, qui ne
dépend que de V. En effet, soit (¢,, - - -, £,,) un autre repére horizontal de E sur
U. Alors si

m
ti = Z a,;ij > avec aljéF(U, @X)
=1
pouri=1,...,m,ona

0="rt, =3 da, s, ,
=1

ce qui implique que les a;; sont des constantes.

Soient I, P’ des dérivées covariantes dans des fibrés vectoriels E, E’ respec-
tivement. On dira qu’un morphisme ¢: E — E’ de fibrés vectoriels est com-
patible aux dérivées covariantes si ’¢p = ¢F. On dira qu’un sous-fibré F de E
est stable par V' si V(F) C T* QR F.

Proposition 3.2. Soient IV, V' des dérivées covariantes sans courbure dans
des fibrés vectoriels E, E’ et soit ¢: E — E’ un morphisme de fibrés vectoriels
compatible aux dérivées covariantes. Pour tout x ¢ X, et tout voisinage ouvert
simplement connexe U de x le diagramme

P S

I I

E, ®p 0y —25 E, ®, 0y

est commutatif, ou les isomorphismes sont donnés par la proposition 3.1. De
plus, si F (resp. F’) est un sous-fibré de E (resp. F) stable par V (resp. V'),
alors o(F)(resp. ¢~'(F")) est un sous-fibré de E’ (resp. E) stable par V' (resp. V).

Démonstration. Soient (S;, -+« SpsSma1s = =5 8p)s (515 * 5 Soy Sogrs =+ *557)
des repéres horizontaux de E, E’ respectivement sur U tels que (s,, - -, Sy)
soit un repere de F et (s, - - -, s;) un repére de F’. Alors

os; _—_jé bis;,, avecbiel'(U,0y) ,
et Vs, = oFs;,, pouri=1,...,p; d’ou

0="Plgs; =3 dbi®s),
j=1
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ce qui implique que les b7 sont des constantes.

Rappelons qu’une section u sur X de APT* @ J(T) définit une dérivation
ZL(uw) de degré p de A\ * qui ne dépend que de w,u (cf. [10, § 3]). Le crochet
de Nijenhuis sur AT* ® J,(T) est alors donné par la formule

REBR=(@APRIE T + (La®EHP ® 7
—(—D)*(ZLBRNa) ® &

pour we N2T*, Be N1T*, g, 7€J(7). On en tire la formule suivante si

3.2

ENG Y =ERAu, AV — [ Au,ER ]
—[mERW, ARV + [RGA W, E1 A
— @RV, AU+ 7GRV, El A u
+ ENARWARY + (EFI A Au
pour u,ve I * ®J(I), & jeT (cf. [10]).

Définition. Un fibré vectoriel associé a J,(T) est un fibré vectoriel E muni
d’une dérivée de Lie, c’est-a-dire d’un opérateur différentiel

(3.3)

L@E): €6 — &

pour tout & e I'(X, J(T)) qui vérifie les conditions suivantes:
W 2E+ =28+ 26,
() £(6) = 1£(8),
Qi) 2(E 7D = [2@), 2@,
iv) 2@fs =fL©)s+ (s,
pour &, e ['(X,J(T)), fe ['(X,0x), s€&.
On définit alors pour toute section u de A?T* ® J(T) I’opération

LW): N T*RE > NPT *RE
par la formule
(3.4 L@RHBR) =(L@R®HP s+ a N p®2s,

olu=a®§&, pe NT*, seé& (cf. Nickerson [12]). Si ue A2T*QJ(T),
ve AT *R®J.(F), on ala relation

(3.5) L(u,v)) = WL W) — (=DMZLW)ZL W)

entre les opérations dans AT * ® &.
Définition. Une connexion d’ordre k dans T est une scission w: J(T) —
J(T) de la suite exacte

0 —— JYT) — J(T) 2> J(T) — 0.
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On pose @ = vlowov: T —Ji(T) et @ = v 'ow: J(T) — J(T). La courbure
£ de w est la section de N\*T* ® JY(T) sur X définie par

(3.6) QE N 9 = [a), a(D] — al§, 7]
pour &, j € 7. On a alors
3.7 2 = ila, @]

en considérant @ comme une section de T* & J(T), d’apres la formule (3.3).
Toute connexion w d’ordre k dans T définit une dérivée covariante /' dans
un fibré vectoriel E associé a J,(T) en posant

Ves = L(@(€)s, pouréed,seé
ou, ce qui est équivalent
Vs = L(a)s , pour seé ,
en considérant @ comme une section de T* ® J,(T). On aura aussi
Pu= %@@u, pour ue N?7*Q &
d’apres 1’équation (3.4). 11 suit de (3.5) que
Vu = #(@) o Z(@)u = Lo, alu

et que la courbure K de F est simplement #(2).
Proposition 3.3. Sila courbure d’une connexion d’ordre k dans T est nulle,
alors la courbure de la dérivée covariante induite dans tout fibré vectoriel associé

a J.(T) est nulle.
La section 3 de J,(T)* ® J,(T) correspond 2 la projection de Jo(T) sur les
champs horizontaux de la connexion canonique de X X X parallelement a

J.(T). On a la proposition évidente:
Proposition 3.4. Si w est une connexion d’ordre k dans T, alors on a

I=0—o.
D’apres le théoréme 3.10 de [10], pour & eJi(9) avec E =7, &, ona
(3.8 D¢ =[3,81=—[8,0 — 0l = LE)0 — Z&a .
En particulier, si 7,&’ = 0, on a
(3.9) Lo = —38 .

Soient @ une connexion d’ordre k dans T et ¢ une section de 2y, sur X.
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Posons @& = ¢o@ogd™ = ¢(@). Alors ' = vod’ oy est une connexion
d’ordre k dans T, la connexion w tordue par ¢, et ne dépend que de x;¢. On
a alors
 — b (w- (1 —p-D D) !
(3.10) o = ¢-(0-( v é) + V_ é)-¢
=¢w-(1 —v-2¢) + v-2¢) .
En effet,

1 -1

o =vgvovgly

— y.¢.(¢_1.y—l.¢ + gq&).w.y.qs_l.y'l
=¢-wvd v +v.¢6-Dpy-g !
=¢-0: @7 —v-T¢-¢7) + §-v-Tg-47" .

D’aprés (3.6), la courbure de o’ est ¢(£2); donc si la courbure de w est nulle,
la courbure de la connexion tordue 1’est aussi.

Rappelons que, pour a e X fixé, si ’on considére Q,(a) comme fibré sur X
par la projection “but”, toute section & e I'(X,J,(T)) induit un champ de
vecteurs t,(£) invariant a droite sur Q(a), et que I’application r, est un homo-
morphisme d’algébres de Lie qui induit un isomorphisme

w(F): T (T); — Tr(Qw(@)) ,

pour F e O(a) de but x (cf. [10], § 6]). Si w est une connexion d’ordre k sans
courbure, la collection des espaces 7,(F)@(T,), F e Q(a), avec x = but F,
définit un systeme de Pfaff complétement intégrable sur Q,(a). Pour tout x, e X
et tout F e Q(a, x,), il existe une section s de Q;(a) sur un voisinage U de x,
telle que s(x)) = F et o = 75’ os,, c’est-a-dire

(@) (s(x) = 5,(5(x)

pour tout €eI'(U,T), xe U. Inversement, toute section s de Q,(a) nous donne
une connexion w d’ordre k dans T sans courbure définie par cette méme formule.

Soient w, ' deux connexions d’ordre k dans T a courbure nulle sur un
voisinage de x, € X. Si F e Q(x,, x,) est donné, il existe une section ¢ de QY sur
un voisinage U de x, telle que ¢(x,) = F et que o’ soit la connexion o tordue
par ¢, i.e., @ = ¢o@. En effet, on écrit F = G'-G™', ou G, G’ € Q;(a, x,); il
existe des sections s, s' de Q(a) sur un voisinage U de x qui induisent les
connexions ®, «’ respectivement telles que s(x)) = G, s'(x,) = G’. Posons
¢(x) = 5'(x)-s(x)~!; nous avons alors ¢gos = s’, d’ou le résultat voulu.

4. Algebres de Lie transitives

Les fibrés vectoriels

71— _ WD*®IT)
TSI ® I(T)
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et Bp® sont associés a J,,,(T) et J,(T) respectivement. Soit A, I’ensemble
des €éléments u e A, tels que 7u = id € J(T)* @ J(T). C’est un sous-fibré affine
de A, dont le fibré vectoriel associé est BL°. Soit e une section de A4, et ¢ une
section de y,,, alors ¢~'() est encore une section de 4, qui ne dépend que
de 7,¢. En effet, soit w une connexion d’ordre k dans T telle que la section de
Ay qu’elle détermine soit égale a «. Alors, d’apres la proposition 3.4,

7w d=9¢ -3+ ¢ a4

donc ¢~'(@) ne dépend que de ¢ et de D(mpp). Il est clair que si ¢ est une
section de Q}, alors ¢ '()(x) ne dépend que de ¢(x) et a(x). Donc Q(x, x)
opére sur A, ,. 1l suit que si £ e J(), on a une opération L(E): oA, — B
(ceci peut aussi se voir a I’aide de (3.9)); si & e J3(T),, alors L(§): Ay, , — By%
est bien défini.

Rappelons que I’on a la suite exacte (2.5) de [10]

0— jk(T) - jk(T) - Jo(T) -0

(0 < k < ), ce qui permet d’identifier J,(T)* & un sous-fibré de J,(T)*. Alors
le crochet sur AJ.(T)* ®J.(T) de [10] induit un crochet sur AJ(T)* ®J;,.(T)
a valeurs dans AJ(T)* @ J(T), d’apres la formule (3.2) de [10], qui est
d’ailleurs défini fibre par fibre. On vérifie aisément que 1’on a la formule
suivante, qui est a comparer a (3.3)

ENplu>=ERuyAv] - A ué R vl
—m{lmE AW, )l R v —[r(p A w,El1 A v
+[mERV Y Au—I[n(p Av),El Au
— (@&, 9] R W) A v — (=([&, 9] R ) A u}

“.1

pour u, v e J(T)* ®J, (1), &, 9 € J(T). Soit  une section de J(T)* ® Ji(T)
telle que m,w = id; alors d’aprés la proposition 3.4

4.2) Ho,0l = 3o — 3,8 — 3] = —(Da — ia,al) ,

[

et I’on voit donc que [w, w] est une section de A% (T)* ®J4(T). D’apres (4.1),
on obtient la formule

4.3 EN 9, 3lo, 0]) = [08), 0o(n)] — 7rolr,w(d), 10()] .
L’équation (4.2) montre que 1’application w — %[w, w] induit une application
Ay — B’

qui envoie « € A, dans i[a, @] € B%°.
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Dans la suite de ce paragraphe nous considérerons les fibres E, des fibrés E
en point fixe x € X et nous écrirons E au lieu de E,.

Si R est une sous-algébre de Lie de JY(T), on notera C2:° I’image de
NP (T)* ® RS, dans B2-°, et A(R}) ’espace affine quotient de 4, par Cy°, dont
I’espace vectoriel associé est By"/Cy°. D’apres les remarques précédentes, tout
¢ € Qi(x, x) tel que ¢(R}) = R}, opere sur A(RY), et si pe R}, on a une opéra-
tion ¥ (y): A(R}) — By°/Cy". On dira que a € A(RY) est invariant par 1’algébre
de Lie R} si #(p)a = 0 pour tout 7 ¢ R}.

Soient a € A(R}) un élément RY-invariant et « € A, un élément dont la classe
dans A(R?) est égale a a. On note }[a, a] la classe de }[a, «] dans B%°/C%°;
on vérifie facilement que 1[a, al ne dépend que de a. Ecrivons

Cart (R}) = {ae A(RY)|a est R}-invariant et {[a, a] = 0} .

Soient RY, R} deux sous-algebres de J3(T); si ¢ € Oi(x, x) vérifie ¢(R}) C RY,
alors les applications

é: ARY) — ARY) et ¢: Cart (R} — Cart (R})

sont bien définies.

Définition. Une sous-algébre de Lie tronquée est un couple (RS, ¢), oit R},
est une sous-algebre de Lie de JY(T) et ¢ un élément de Cart (RY). Si (R}, ¢")
est une autre sous-algebre de Lie tronquée de J,(T), nous dirons que (RS, ¢)
et (R?, ¢’) sont isomorphes s’il existe ¢ e Qx(x, x) tel que ¢(RY) = Ry et ¢(c)
=c.

Si weJy(T)* @ J,(T) est un représentant de c, posons R, = w(J(T)) ® RS,
R;_, = =Ry, et notons g, le noyau de n;: R}, — J,_(T). Le fait que c soit
Ri-invariant implique que [RY, w(Jo(T))] C R;_,, et ’équation i[c,c] =0
implique que [w(J (1)), o(J(T))] C R;_,; on a donc [R;, R,] C R;_,. Notons
que R;_, C J,_,(T) ne dépend pas du choix de w; d’autre part, R; détermine
une structure d’algebre de Lie tronquée (R,_,, gi,C) sur R;_, au sens de
Guillemin-Sternberg [7], qui est déterminée par (R}, ¢), de la maniére suivante.
Pour £ e Ry, p€ 9, on a [§, 7] € R;_, et cette derniere expression dépend seule-
ment de 7 et de 7,§. On a donc une application 8: g; — Jo(T)* @ R;._,, qui est
injective, et 1’algebre de Lie g, a une représentation fidele sur R;_;. Soit
o: Ry_ — R; un relévement de r;,_,; définissons ¢ ¢ A’R¥., ® R,_, par

¢E N ) = [o), p(n]
et & e N°R¥ , ® R;_, par
EENYPND =CCENDPAND+ECGNANYDNE + @ NE AN

pour &,7,{ e R;_,. Notons ¢ la classe de ¢ dans ARE QR _,[0(RE,® g4).
Il est facile de voir que ¢ est invariant par g;; par conséquent I’élément ¢
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classe de & dans A°R¥., ® R;_,/0(/A\’R¥_, ® g;) est bien défini et I’on vérifie
que ¢ = 0. 11 est clair que si (RS, c), (RY, ¢’) sont deux sous-algébres de Lie
tronquées de J,(T) isomorphes, alors les algébres de Lie tronquées (Ry_;, g, ©),
(R}_1, 9%, ¢) sont aussi isomorphes.

Proposition 4.1.  Soient (RS, ¢), (R?, ¢’) deux sous-algébres de Lie tronquées
de J,(T) isomorphes, et v, € J(T)* Q J(T) des représentants de c, ¢’ respec-
tivement. Posons R; = w(J(T)) ® Rl et R}, = o' (J(T)) @ RY. Alors il existe
o€ Qp.i(x, x) tel que d(Ry) = R;.

Démonstration. On se raméne facilement au cas ol les deux sous-algébres
de Lie tronquées sont les mémes. On peut aussi supposer que o’ = » + du, ol
ue S (I)* ® J(T). Alors ¢ = 9~'ou appartient au sous-ensemble QF, (x)
de Q% i,(x). D’aprés I’équation (7.3) de [10], on a

pE) =&+ EA Ou, pour & e J,(T) .

Donc ¢(w(§)) = (&), pour & e J(T), ce qui implique que $(R;) = R;.

Une sous-algebre L C J,(T) est une sous-algebre de Lie transitive de J_.(T)
si my: L — Jy(T) est surjectif. Soient L* et R, le noyau et I’image de n;: L —
Ji(T), et R} le noyau de n,: R, — J(T), et g; le noyau de n;_,: R, — R;_;.
L’algebre de Lie transitive L détermine, pour chaque k& > 1, une sous-algébre
tronquée (RY, ¢;) de J,(T) de la maniére suivante. Nous pouvons écrire

L=L®&wl(T) ,

ol w est un relevement de z,: L — J,(T). Soit ¢, la classe de n,w dans A(R%)
qui ne dépend que de L. Le fait que L soit une sous-algebre de Lie de J.(T)
est équivalent aux conditions suivantes:
(i) L° est une sous-algebre de Jo,(T),
(i) [w((T),L]1C L,
(i) [wl(T)), 0(J(T)] < L.
Ces trois conditions peuvent se réécrire de la maniére suivante: pour tout k > 1,
(i) RS est une sous-algebre de JY(T),
(ii) ¢ est RY-invariant,
(i) 3lee, el = 0,
ou chaque condition est bien définie si les précédentes sont vérifiées. Nous
obtenons donc aussi une algebre de Lie tronquée (Ry_,, gx, Cx) pour chaque
k > 1 qui est précisément celle qui est définie a partir de L par Guillemin-
Sternberg [7].
Rappelons que nous avons un complexe

5 ] é
0— 9y — J(D)*® goor —> NI(D)* @ gpy —> -+
—> AN(ID* ® gy — 0

dont on notera le groupe de cohomologie en N /J(T)* ® ¢;_; par H*~%I(gr L),
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et que H*’(gr L) = O pour k£ > 0. Nous dirons que deux sous-algebres transi-
tives fermées L, L’ de J.(T) sont isomorphes s’il existe ¢ € Q. (x, x) tel que
¢(L) = L'. Le théoreme III de Guillemin-Sternberg [7] implique que les sous-
algébres L et L’ sont isomorphes si et seulement si elles sont isomorphes en
tant qu’algebres de Lie transitives abstraites.

Théoreme 4.1. Soient L et L' deux sous-algébres de Lie transitives fermées
de J (T). Si

Hbe'(gr L) = H*Xgr L) = H*(gr L) = 0

pour k > k,, alors les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) Les sous-algebres de Lie transitives L et L’ sont isomorphes.

(ii) Les sous-algebres de Lie tronquées (R}, c,) et (R, cy,) de Ji,(T) sont
isomorphes.

(iii) Les algebres de Lie tronquées (Ry,_, 9y,> Cr,) €t (Ri,_15 9%,» C,) SONt
isomorphes.

De plus, si ¢, € QO (x,x) est un isomorphisme des sous-algébres de Lie
tronquées (R}, cx,) et (Ry,,ci,) de J(T), alors il existe ¢ € Q.(x,x) tel que
Trd = éx, €t $(L) = L.

Les implications (i) = (ii) et (ii) = (iii) sont évidentes et (iii) = (i) découle
des résultats de Guillemin-Sternberg [7] et Rim [13].

5. Equations de Lie formellement transitives

Supposons que R;, soit une équation de Lie formellement transitive dans J (7).

Définition. Une Ry-connexion est une connexion d’ordre k dans T telle que
o(J(T)) C R;. »

Proposition 5.1. Si R, est une équation de Lie formellement transitive, il
existe une R,-connexion sans courbure au voisinage de tout point x ¢ X.

Démonstration. Soit P, une forme finie de R, et a € X fixé. Alors, pour
£e I'(X, R,), le champ de vecteurs 7,(&) est tangent & P,(a) et ¢, induit un
isomorphisme z,(G): Rk, » — T¢(Py(a)) pour tout G ¢ Py(a) de but b. Comme
R, est formellement transitif, P,(a) est un fibré sur la composante connexe de
x; soit s une section de Py(a) sur un voisinage de x ¢ X. D’apres le § 3, s nous
donne la R;-connexion sans courbure cherchée.

Pour x € X, rappelons que R;, , est une R-sous-algebre de Lie de JY(T),.

Proposition 5.2. Soit R, C J,(T) une équation de Lie formellement transi-
tive et w une R;-connexion sans courbure définie sur un voisinage ouvert simple-
ment connexe de x € X. Les applications

%gm - R?c,x ® Oy, J?c(y)m -, ® 0y

induites par w sont des isomorphismes de O -algébres de Lie et le diagramme
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@?aw — R(I)c,:c ®R@U

(5.1) l l

J?c(g—)m — J(T), ®R Oy

est commutatif.

Démonstration. Puisque J%(T) est un fibré vectoriel associé a J(T), la con-
nexion w induit une dérivée covariante I’ dans J%(T) a courbure nulle telle que
R} soit F-stable. D’apres la proposition 3.2, F définit les isomorphismes

o — RY 2 Qg Oy, JTUT )y — JUT), &g Oy et le diagramme (5.1) est com-
mutatif. L’identité de Jacobi

(£, Dy, 711 = [LE, 1), ] + Do, [€, 7211

pour & e J,(T), 7, 7, € JYT), implique que le crochet J4(T) ® JUT) — JUT)
est compatible aux dérivées covariantes. Donc, d’aprés la proposition 3.2, nos
isomorphismes sont des morphismes de @ -algébres de Lie.

D’apres les propositions 5.1 et 5.2, toute équation de Lie R, dans J(T) for-
mellement transitive se décompose localement de la maniére suivante

(5.2) Riy = o(Jy(D)v) © Riyy

ol o est une connexion d’ordre k dans T sans courbure sur un ouvert simple-
ment connexe U et %3, est le sous-faisceau de J$(9),, image de I’application
composée

(5.3 R Qr Oy — JUD), Qg Oy = JUI )y

oll x e U, et I’isomorphisme est déterminé par la dérivée covariante dans J5(7)
induite par w. En particulier, Ry, est déterminé par o et R}, ,.

Inversement, soient R} , C Ji(T), une sous-algebre et » une connexion
d’ordre k dans T sans courbure sur un voisinage ouvert simplement connexe U
de x ¢ X; définissons R, = Ry, par I’équation (5.2), ou %3, est I'image de
R} . ®g Oy dans J3(J),, par I’application composée (5.3) déterminée par la
dérivée covariante V' dans JY(T) induite par w. Alors R; est une équation de
Lie formellement transitive sur U. Comme I’isomorphisme JY(T) ®, O, —
JY(T),y déterminé par V' est un morphisme de @,-algebres de Lie, %3, est une
sous-algebre de JY(), ;. Il est clair que £, est stable par la dérivée covariante
V; donc

[@(]0(9')”,), ?cll/'] c '%(I)cIU .
Enfin, puisque la courbure de w est nulle

[8((T)10), 8UNT ) )] C 8U(T)0) -
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Proposition 5.3. Soit R, C J,(T) une équation de Lie formellement transi-
tive. Alors gy, est un fibré vectoriel pour 1 > 0.

Démonstration. Prenons une R, -connexion o a courbure nulle définie sur
un voisinage simplement connexe U de x ¢ X. Soit

4y 2 SEHIT* @ J|(T) — SU(T)* @ SHI(T)* @ J|(T)

I’application naturelle (cf. [5]); notons aussi 4, , 1’application $**J(T)* ® J(T)
— SU(D)*®JYT) que 4, , détermine, qui commute aux applications diagonales
et qui est donc compatible aux dérivées covariantes F induites par » dans les
fibrés SE+U(T)* ® J(T) et SU(D* ® JYT) associés a J,(T). De plus R}, est
stable par /. Rappelons que g;,, est la famille 4;3(S(T)* ® R}) de sous-
espaces de S*+*J(T)* ® J(T) (cf. [S]). En appliquant la proposition 3.2, on
voit que gy, est un fibré vectoriel pour I > 0.
Remarque. Pour y e U, on a des isomorphismes

He+Li(gy), =~ HELi(gy),

pour 1, j > 0, d’aprés la proposition 3.2. En effet § commute aux applications
diagonales et le sous-fibré g;,, C S**J(T)* @ J(T) est stable par V.

On écrit R; = n,(R;) pour [ < k et on note g, le noyau de =,: R, — R;_,
pour I < k.

Proposition 5.4. Soit R, C J,(T) une équation de Lie formellement transi-
tive. Supposons que ny: R; ., — R, soit surjectif. Alors R, et g, sont des fibrés
vectoriels et R;., C (R}),1, 9111 C (9)),, pour 1 < k, et R, C J,(T) est une
équation de Lie formellement transitive pour 1 <1< k. Toute R, ,-connexion
sans courbure définie sur un voisinage ouvert U simplement connexe de x ¢ X
induit des isomorphismes Ry,y — Ry, z ®p Oy, Ry _1yy — Ri_1.; @ 0Oy tels que
le diagramme

R ® Ry — Rk,.‘c & Rk,z ®R Oy

(5.4) l l

gzk—llU — Rk—l,z ®R Oy

soit commutatif, ou les fleches verticales sont données par le crochet. Si de plus
R, est formellement intégrable, pour tout y dans un voisinage de x, il existe
¢ e Q.(x,y) tel que (R.. ;) = R.. ,.

Démonstration. Prenons une R;,,-connexion sans courbure sur un voisi-
nage ouvert simplement connexe U de x. Puisque R; est stable par la dérivée
covariante induite par o, la proposition 3.2 appliquée a z,: R; — J,(T) implique
que les R, sont des fibrés vectoriels pour / < k. Puisque z,: R,,, — R, est sur-
jectif pour I < k, si ue #,,,, on a Due 7*Q® %, et donc R,,, C (R),, et
9141 C (9)4,- On aévidemment [R;,,, R,,,] C R, pour [ < k. De plus, d’aprés
la proposition 3.1, » induit les isomorphismes voulus. L’identité de Jacobi
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[é’ [771’ 772]] = [[éa nl], 7]2] + [771: [é; 772]] s

pour € e Zy.y, 1> 7 € By, implique que le crochet R, ® R, — R;_, est com-
patible aux dérivées covariantes; le diagramme (5.4) est commutatif d’apres
la proposition 3.2. Si R, est formellement intégrable et g, est 2-acyclique,
I’isomorphisme des sous-algebres fermées R.. , C J..(T),, R.. , C J..(T),, pour
y € U découle maintenant du théoréme 4.1.

Proposition 5.5. Soient R, R, deux équations de Lie formellement transi-
tives dans J(T) telles que r;: Ry,, — Ry, mi: Ry, — R} soient surjectives.
Supposons qu’il existe F ¢ Qy,,(x,x) tel que F(Ry ;) C Ry ,. Alors il existe
une section ¢ de Q% ., sur un voisinage ouvert U de x telle que I’on ait sur U

() ¢(Ry) C Ry, (i) $(R,) C R, (i) ¢(x) =

Démonstration. Soient w une R, ,-connexion sans courbure et o’ une R} ;-
connexion sans courbure sur un voisinage de x. D’aprés le § 3, il existe une
section ¢ de Qf,, sur un voisinage ouvert simplement connexe U de x telle que
¢(x) = F et @ = ¢-@ sur U. On se restreint maintenant a ’ouvert U. Il est
évident que les sous-fibrés ¢(R,) et R, de J,(T) sont stables par la dérivée
covariante induite par o’ dans J,(T) et que ’on a ¢(Ry), C Ry, ,. La proposition
3.2 implique que ¢(R;) C R,. Il en découle que #(RY) C Ry, d’ou (ii).

Lorsque I’équation R, C J,(T) est formellement transmve, on considérera
I'image C2:° de A?J(T)* @ RS dans B2°; c’est un fibré vectoriel a fibre vari-
able; puisque g;,, et g, , sont des fibrés vectoriels, C»° et C% sont des fibrés
vectoriels et, si H**g;) = 0, alors C%° et C2 sont des fibrés vectoriels. L’ap-
plication

Bpt/Cp® — BE/CE

induite par I’'inclusion JY(T) — J(T) est un isomorphisme qui commute aux
applications diagonales, et on identifiera donc ces deux fibrés vectoriels a fibre
variable.

Définissons maintenant le tenseur de structure d’une équation de Lie formel-
lement transitive R, C J,(T) de la maniére suivante. Considérons le fibré affine
A(RY) quotient de A, par le fibré vectoriel C%° dont le fibré vectoriel associé
est By®/C%°; ces fibrés ne dépendent que de R}. Le tenseur de structure de R,
est la section ¢ de A(R}) qui provient d’une R;-connexion w considérée comme
section de J(T)* & Ji(T). On voit immédiatement que ¢ ne dépend pas du
choix de . Rappelons que pour £eJ,(J), nous avons une opération
LE): of, — B, et donc si £e %, nous avons une operatlon induite
L(&): A (RY) — BL°|%%° qui est définie “fibre par fibre” si & € 8.

Soit @ une Rj-connexion et a une section de B}/C. sur X; prenons un
représentant @ de & dans I'(X, B}) qu’on peut toujours supposer étre une section
dans I'(X, B;"). Considérons la section ¢, de A(RY) définie par ¢, = ¢ + a.
On a
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(5 .5) o — Z e Ca ;

en effet, si on note aussi w et @ les classes de w et @ dans I'(X, é}c), on a
d’apres la proposition 3.4

d—y=a+ow—o

ol @ e I'(X, CL), ce qui implique (5.5). Si pour tout x ¢ X, 1’élément c,(x) de
A(RY) est invariant par R} ., ce qui est notamment le cas si la premiere équa-
tion de Cartan (1.1) ou

(5.6) LE)c, =0 pour tout £ ¢ %,

est vérifiée, on peut définir, d’aprés le §4, une section i}[c,,c]: x—

3e.(x), c.(x)] sur X du fibré vectoriel B%°/C%° a fibre variable. Sous cette
condition, on peut donc écrire la seconde équation de Cartan

5.7 e, c]=0.

Si la premiére équation de Cartan (5.6) est satisfaite et si H**(g,) =0, on a
d’apres (4.2)

%[a - Z’a - z] = %[Ca9 ca] ’

et on retrouve bien les équations de Cartandu § 1. Si (5.6) est vraie et si H**(g,)
= 0, on a toujours

(5.8 ZL©EGle,, ) =0 pour £ e Z, .
On définit la dérivée covariante Vc, e I'(X, T* ® (By°/Cy%) de c, par
ERVec, = L&), pour £e T .

Proposition 5.6. Si la R,-connexion o est sans courbure sur un voisinage
ouvert U simplement connexe de x ¢ X, alors la premiére équation de Cartan
(5.6) est vraie pour tout & € Zy,y Si et seulement si:

(i) c.(x) e A(RY) est invariant par Ialgebre de Lie R;, ,,

(ii) la dérivée covariante de c, est nulle sur U.

Si H**(g,) = O et si les conditions (i) et (ii) sont vérifiées, alors la seconde
équation de Cartan (5.7) est vraie sur U si et seulement si L[c(x),c(x)] = 0.

Démonstration. 11 est clair que les conditions (i) et (ii) sont nécessaires
pour que (5.6) soit vraie pour tout & ¢ Z,,,. Inversement, si elles sont remplies,
alors il suffit de montrer que (5.6) est vraie pour & € %3,,,. Rappelons que J%(T)
et B, sont des fibrés vectoriels associés a J.(T) et que  induit une dérivée
covariante I/ sans courbure dans R}, et B;°/Cy° sur U. De la relation
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2@@NL(c) = L)L @E)e,) + L[, 7)c,

pour e Ty, ne Ay et de (i), on déduit que, si ye I'(U, RY) satisfait a
Vyp =0, alors

V(Z@ec,) =0.

La proposition 3.1 et (i) impliquent que si » € I'(U, RY) satisfait a 'y = 0, alors
ZL(p)c, = 0. Comme les sections horizontales de R} sur U engendrent R},
on a Z(y)c, = 0, pour tout » ¢ I'(U, RY).

Si H*»*(g,) = 0, alors C%° est un fibré vectoriel et w induit une dérivée
covariante I/ a courbure nulle dans B%°/C%° sur U. Si (ii) est vraie, on a
rile,, c,) = 0 sur U, d’apres (5.8); (i) implique que [c,, c,] = O sur U.

Pour tout ouvert U de X, il est clair que

L@&c, =0 pour tout & € Z,;
%[ca’ ca] =0 ’

Cart (U, R;) = {oc e I'(U,B;/C})

On a donc, pour x € U, une application naturelle

(59) Cart (Ua Rk) — Cart (R(I]c,z) )

qui envoie « dans c,(x).

Proposition 5.7. Si H**(g,) = 0, pour tout x € X, il existe un voisinage
ouvert U simplement connexe de x tel que I’application (5.9) soit bijective.

Démonstration. Nous pouvons supposer que la courbure de w est nulle sur
un voisinage ouvert simplement connexe U de x. Prouvons que pour tout
a e Cart (R} ,), il existe un et un seul élément « ¢ I'(U, B;/C}) tel que a =
c(x) + a(x) et tel que la dérivée covariante Fc, de c, soit nulle sur U. Vérifions
d’abord que la dérivée covariante F'(Fc) e I'(U, \°T* ® (By"/C:") de Pc est
nulle. En effet, puisque la courbure de  est nulle sur U, on a d’apres (3.1),
pour &,5 € Ty,

ENGTTOY =& VGARVOY — i, VERVOY — IE 71, Vc)
= L(@E)Z(@G)c) — LML (@E)e) — L(alE, 7De
=0.

Donc d’aprés le lemme de Poincaré, il existe un élément « € I'(U, By°/Cy°) et
un seul tel que

Va = —Vc et alx) =a— c(x).

Ces deux équations sont équivalentes aux propriétés requises de a. D’aprés la
proposition 5.6, puisque i[a,a] = 0, on a « ¢ Cart (U, R;), et I’application
(5.9) est bijective.
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Maintenant, soit ¢ € I'(X, 2;). Soit R}, I’équation de Lie formellement transi-
tive définie par (1.3). Nous avons alors R = ¢(R3) et ¢: AR} — A(R}) est
bien défini; notons ¢’ le tenseur de structure de Rj et o’ la R}-connexion
définie par &’ = go@og'. Prenons @ = 9¢ ¢ I'(X, BL). D’aprés la formule
(3.10) on a

(5.10) ¢ = ¢(c,)
ol « est la classe de @ dans I'(X, B;/C}). D’apreés (5.5), on a
K& = L@, =g U(LE)), Ee
et
@ =2@c, &¢I .

Proposition 5.8. L’application x;: R}, — R}, est surjective si et seulement
si £(&)c, = 0 pour tout & ¢ Z,.

Donc (5.6) est la premiére équation de Cartan de Rj par rapport a R,. Si
la premiére équation de Cartan est satisfaite, alors la seconde équation de
Cartan (5.7) de R}, par rapport a R; est toujours vérifiée; en effet, en prenant
une R, ,-connexion, on voit d’apres (4.3) que 1[¢’, ¢'] = 0 et donc que }[c,, c,]
= 0 d’apres (5.10).

En prenant ¢ = I;, on obtient le

Corollaire 5.1 Si R, C J,(T) est une équation de Lie formellement transi-
tive, la suite

~ Ty —~ K
Risr —> Ry —> B C°
est exacte, ol
w8 = £@c .
L’application w;,: Ry,, — R, est surjective si et seulement si
(5.1D) LEc=0 pour tout £ e %, .
Si-cette derniére condition est satisfaite, on a

(5.12) ile,el =0.

On appelle (5.11) la premiere équation de Cartan de Ry, et (5.12) la seconde,
qui est définie si la premiére est satisfaite. On déduit de la proposition 5.6 que
ni: Ry, — R, est surjectif sur un voisinage ouvert U de x ¢ X simplement
connexe sur lequel la courbure de w est nulle si et seulement si:

(i) c(x) € A(RY), est invariant par I’algebre de Lie R} ,,
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(ii) 1la dérivée covariante de c est nulle sur U.

C’est sous une forme analogue que les équations de Cartan sont écrites par
Cartan [1] ou [2]. La condition (i) correspond a I’équation (19) de Cartan [1]
et la condition (ii) exprime la propriété “les c;;; sont des constantes”; de plus
1e(x), e(x)] = 0 est notre version de 1’équation (20) de [1].

6. Le troisieme théoreme fondamental et équations de
Lie formellement transitives

Nous supposerons que X est muni d’une structure de variété analytique réelle
compatible a sa structure de variété différentiable.

Théoreme 6.1 (Troisiéme théoréme fondamental). Soient x € X et (R} ,, a)
une sous-algébre de Lie tronquée de J(T),. Si gi ., C S*I(T)¥ & J(T), est
3-acyclique, il existe sur un voisinage de x une équation de Lie analytique R},
formellement intégrable et formellement transitive dans J,(T) telle que la sous-
algébre de Lie tronquée de J,(T), déterminée par R}, soit égale a (R}, ,, a).

Démonstration. Prenons une connexion analytique o d’ordre k dans T sans
courbure sur un voisinage ouvert simplement connexe U de x et considérons
I’équation de Lie analytique R; dans J,(T) sur U définie par (5.2). La proposi-
tion 5.7 nous fournit 1’existence d’un élément unique « € Cart (U, R;) tel que

c(x) =cx) + a(x) =a,

en notant c le tenseur de structure de R;. Puisque la dérivée covariante de c,
(par rapport a w) est nulle, ¢, est une section analytique de A(R}), et donc «
est une section analytique de BL/C} sur U. D’apres le théoreme 2.1, il existe
une section analytique ¢ de Q! sur un voisinage V' de x telle que 9'¢ = a et
#(x) = I,(x); I’équation de Lie analytique R}, dans J,(T) sur V définie par (1.3)
satisfait aux conditions requises, car d’apres (5.10) on a

d(x) = ¢le(x) = a .

Corollaire 6.1. Soient L' C L C J_(T), des sous-algebres de Lie transitives
fermées. Alors quelque soit I’entier m > 0, il existe sur un voisinage de x des
équations de Lie analytiques R, R}, formellement intégrables et formellement
transitives dans J,(T) telles que R}, C R,, et telles que les sous-algeébres de Lie
transitives fermées R., ,, R, , de J..(T), soient isomorphes a L, L’ respective-
ment et que (L) = R, , et n,(L") = R}, ,.

Démonstration. Prenons un entier kK > m + 1 tel que

HE+bi (gr L) = H¥+hé (gr L)=0

pour [ >0,i=1,2,3. Soient (R}, ,, cx), (R, ci) les sous-algebres de Lie tron-
quées de J4(T), déterminées par L, L’ respectivement. Appliquons le théoréme
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6.1 a (RY, c;;) pour obtenir 1’équation de Lie R}, sur un voisinage de x. Soit
une Rj-connexion sans courbure sur un voisinage simplement connexe U de x
et soit R; 1’équation de Lie dans J,(T) sur U définie par (5.2). On a R; C R,
et on déduit de la proposition 5.6 que r;: Ry, — R, est surjectif. Le théoreme
4.1 de [4] implique que R, est formellement intégrable, puisque g , et donc
aussi g, est 2-acyclique. Le théoréme 4.1 nous donne les isomorphismes
cherchés.

11 découle que toute algeébre de Lie transitive abstraite est isomorphe a une
algébre de Lie du type R., , (cf. Guillemin-Sternberg [7]).

Remarque. Soient L C J_(T), une sous-algebre de Lie transitive fermée et
R, C J4(T) une équation de Lie formellement intégrable et formellement transi-
tive telle que R., , soit isomorphe a L. Si m est un entier tel que 1 <m <k
et H™*! (gr L) = O pour [ > 0, alors sur la composante connexe X° de x, on a

Rk == (Rm)+(k—m)

ou R, est I’équation de Lie formellement transitive et formellement intégrable
n(Ry) dans J,(T). En effet, notre hypothése est équivalente & 9,,;, =
(9m,2)+1» pour I > 0. Les propositions 5.4 et 5.3 impliquent que 1’on a une in-
clusion ¢,,,; C (g,),, de fibrés vectoriels. Donc sur X°, on a ¢,,,; = (gn).:-
Du diagramme exact et commutatif

0 0
| l
00— gnits1 — (gm)+(l+1) —0
l !
00— Ry — Ry
l |
0—R,,, — R
l
0

on déduit par récurrence que R,,,; = (R,),; pour [ > 0.

Proposition 6.1. Soit R une équation de Lie formellement intégrable et
formellement transitive dans J,(T). Pour tout x ¢ X, il existe sur un voisinage
U de x une équation de Lie analytique R} formellement intégrable et formelle-
ment transitive dans J,(T) et une section ¢ € I'(U, Q%)) telles que $(x) = I;,.,(x)
et telles que sur U P'on ait §(R,) = R} et §(R,) = RY.

Démonstration. 1l existe un entier [ > 1 tel que g;., soit 3-acyclique. Le
théoreme 6.1 nous donne !’existence sur un voisinage de x d’une équation de
Lie analytique Ry, formellement intégrable et formellement transitive dans
Ji.(T) telle que la sous-algébre de Lie tronquée de J;,,(T), déterminée par
R}, soit égale a celle déterminée par R;,,. Nous avons donc R;, , =R}, et la
proposition 5.5 nous fournit alors une section ¢ de Q},, sur un voisinage con-
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nexe U de x avec les propriétés voulues. D’autre part, puisque R, , est iso-
morphe a R’ , d’aprés le théoréme 4.1, la remarque précédente montre que
sur U I’équation de Lie R} = r.(R}.;) dans J(T) est formellement intégrable
et que RY,; = (R,

Définition. Nous dirons que deux équations de Lie Ry, R;, dans J,(T) sont
localement isomorphes s’il existe un automorphisme ¢,: X — X et, pour tout
x e X, une section f de Aut (X) sur un voisinage U de x tels que f(x) = ¢y(x)
et tels que i, (D: Ry — Riypn 00 ji(f): Ry — R}y, sOit un isomor-
phisme.

Soit R, une équation de Lie formellement intégrable dans J,(7") dont on note
une forme finie P,. Supposons que g; soit 2-acyclique. Nous dirons que le
deuxiéme théoréme fondamental est vrai pour R, si, pour tout x ¢ X, on a
H (Ze,2) = 0(cf. [10, § 8]); cette dernicre condition est remplie si et seulement
sion | peut résoudre l’equatlon 9F = u, avec F e ﬂk 2 et F(x) = I(x), lorsque
ue Ct, satisfait 3 u = 0, ob Ct=B.NCL.

Theoreme 6.2. Soient R, R}, deux équations de Lie formellement intégra-
bles et formellement transitives dans J(T). On suppose que g, est 2-acyclique
et qu’il existe ¢ ¢ I'(X, Dy, tel que §(R,) = R}, et $(R,) = R,,. Pour tout
x ¢ X, on a un isomorphisme ¢: ﬂ‘(?k,z) — I-?‘(ngw), ouy = but ¢(x); sile
deuxiéme théoréme fondamental est vrai pour R}, il est vrai pour R,, et R, est
localement isomorphe a R,

Démonstration. On vérifie aisément que 9¢ el'(X, JO(T)* ® R, ) et donc,

en notant aussi ¢ la sectlon mxp de Ty, on a D¢t e I'(X, C’l) Si ue €, alors
wl= 9¢ +¢(u) e C¢, et d’apres la formule (7.15) de [10], @lu = O sietseule-
ment si 2, = 0. On a donc un isomorphisme ¢: 2% , — % %y qui envoie
u dans u?~*. D’autre part, si ¢ ¢ ['(X, Z,) nous notons Ad +r ’application de
Q. dans Q, qui envoie Fe Q,, avec source F =a, but F = b, dans
W(b)-F-y(a)~! et nous avons le résultat suivant:

Lemme 6.1. Soient Ry, R}, deux équations de Lie dans J(T) et ¢ e I'(X, Zy,)
tels que ¢(R,,) = R.. Si P, P, sont des formes finies de R, R., respectivement,
au voisinage de I, on a la relation P, = Ad ¢(Py).

Démonstration. Si F e Q;, avec but F = b, et si but ¢(b) = ¢, on vérifie
aisément que le diagramme

Vo004 0200

TF TAd¢~F
I, —— D,
est commutatif (cf. [10, § 6]). Ceci implique que le systtme de Pfaff F —
Ad ¢, (R, Ad ¢~'-F) est égal au systeme de Pfaff F — (4(R,))F = R,F, d’ou

le résultat voulu.
Revenons a la démonstration du théoréme 6.2. D’apres le lemme 6.1, si
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FeP,, avec F(x) =I,(x), alors Adg-Fe P, et (Adg¢-F)x) = L(x).
L’isomorphisme ¢: H'(Zy ,) — H'(Z, ,) provient de I’isomorphisme ¢: Z ko
-7 #y, et découle de la formule (7.14) de [10] qui implique la relation

@™ = @y r,

pour ue ‘3}6@, Fe 2, .. Rappelons que g est 2-acyclique; si le deuxieme
théoréme fondamental est vrai pour Rj, pour tout x ¢ X, il existe une section
 de Z, sur un voisinage de y telle que Iy = 9! et (y) = I(y). On a alors
Q?(w-gz&) = 0 d’apres la formule (7.13) de [10] et on peut écrire 4o ¢ = 7, o
f est une section de Aut (X) sur un voisinage V' de x. On a donc I’isomorphisme
cherché 74(f): Ryyy — R0y avee Ju(D() = ¢(x).

Si I’on se place dans la catégorie des variétés et des morphismes analytiques,
le deuxi¢me théoréme fondamental est alors vrai pour toute équation de Lie R,
formellement intégrable avec g, 2-acyclique (cf. [10]) et deux équations de
Lie vérifiant les hypothéses du théoréme 6.2 sont localement isomorphes.

Remarque. Si X est connexe et x € X, la proposition 5.5 et le théoréme
6.2 impliquent que le fait que le deuxieme théoréme fondamental soit vrai pour
une équation de Lie R;, formellement intégrable et formellement transitive
dans J(T) avec g, 2-acyclique, ne dépend que de la classe d’isomorphisme de
la sous-algebre transitive fermée R, , de J..(T),. On dira donc que le deuxiéme
théoréme fondamental est vrai pour une sous-algébre transitive fermée L de
J(T), s’il est vrai pour une telle équation de Lie R; pour laquelle R, , est
isomorphe a L; d’apres le corollaire 6.1 ou la proposition 6.1, on peut tou-
jours supposer que R, est analytique.

Nous donnons maintenant une version relative du corollaire 6.1.

Corollaire 6.2. Soient x € X et Ry, une équation de Lie analytique (ou pour
laquelle le deuxieme théoreme fondamental est vrai) formellement intégrable
et formellement transitive dans J(T). Si L’ C R, , est une sous-algébre de Lie
transitive fermée de J_(T),, alors quelque soit I’entier m > 0, il existe sur un
voisinage de x une équation de Lie R}, C Ry, formellement intégrable et
formellement transitive dans J,,,(T) telle que la sous-algébre de Lie transitive
fermée R, , de J.(T), soit isomorphe a L' et que n,(L’) = R, ..

Démonstration. D’aprés le corollaire 6.1, il existe au voisinage de x des
équations de Lie analytiques R}/, C Ry, formellement intégrables et formelle-
ment transitives dans J;,,(T), avec k + | > m + 1 et g¢., et g7, 2-acycliques,
telles que les sous-algebres de Lie transitives fermées RZ ,, R’ soient isomor-
phes AR, ,, L’ respectivement et que Ry, ; , =Ry, 2 Ri{y o =mr (L"), D’apres
la proposition 5.5 et le théoréme 6.2, les €équations de Lie R;,; et RY,; sont
isomorphes sur un voisinage de x: il existe donc une section f de Aut (X) sur
un voisinage U de x telle que f,m(f)(x) = I, ,(x) et telle que fk+,+1(f) *Rew
— RY.11;, soit un isomorphisme. L’équation Ry, dans J;,(T) sur U définie
par
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JerinDRe) = Ry o0 JeaDRin) = Ry
est une équation de Lie formellement intégrable puisque R}, I’est. D’apres
(5.10), les sous-algebres de Lie tronquées de J,, (T), déterminées par Ry, et
R}, sont les mémes, et R;,, , , = R}/, , ,. L’isomorphisme de L’ et de R, ,
découle du théoréme 4.1.

7. Equations de Lie elliptiques formellement transitives

Examinons d’abord les automorphismes d’une équation de Lie. Supposons
X connexe; soit R, une équation de Lie formellement transitive dans J,(T')
avec 7 : Ry, — R, surjectif. Soit P}, I’ensemble des F ¢ Oy, tels que F(Ry 5)
= Ry, si a = source F, b = but F. Montrons que P},, est une sous-variété de
Q.- D’abord Py, (a,a) = Qi.(a,@) N Pi,,, pour ae X, est un sous-groupe
de Lie fermé de Q;.,(a, a). En effet, ’action de Q,,,(a, a) sur J,(T), permet
d’identifier Q;,,(a,a) & un sous-groupe fermé du groupe d’automorphismes
GL(J(T),) de J(T),. Puisque les automorphismes de J(T), qui préservent le
sous-espace R, , forment un sous-groupe fermé de GL(J(T),), on peut identi-
fier P, (a,a) a un sous-groupe fermé de GL(J,(T),). D’autre part, le sous-
groupoide Pi., de O, contient toute forme finie P, de R;,,. Comme R,
est formellement transitif, il existe des sections locales de Py, considéré comme
fibré sur X X X qui permettent de voir que Pi,, est un sous-fibré de Q,, sur
X X X.

La dérivée de Lie Z(&): J(I) — J(T) pour & e ['(X,J;,.(T)) s’obtient a
partir de ’action de Qy,, sur J,(T) de la manicre suivante. Si F, = (f,,F,) est
une famille & un paramétre de sections de 2., sur un ouvert U de X avec
F,=1,,,, alors (dF]/dt) leco (X) € Vi r)(Qrsy) et &= (dFt/dt) ls—o est une
section de Jy,,(T) sur U. Toute section de J,,(T) peut localement s’écrire
ainsi. Si # est une section de J(T) sur U, alors pour x € U,

.0 (L@@ = 2 Frade)| -

Soit Rj ., le sous-fibré vectoriel de J,,,(T) dont la fibre en a ¢ X est égale a
Vs (Piry). Alors Vy(Pi,,) = Ry, F pour F e Pi,,. 1l est clair que RY,, =
w(RY,,) est une équation de Lie dans J,,,(T) dont Pi,, est une forme finie et
que R,,, C R,,. Si F, est une famille & un paramétre de sections de 2, sur
un ouvert U de X avec F, = I,,,, alors & = (dF,/dt)|,.,e I'(U, R:,,); la
formule (7.1) montre alors que 3({-’)0 e I'(U,R;) pour tout e I'(U,Ry).
Ceci implique que [#4,,, Z,] C Z,. Notons g, le noyau de 7;: Ri,, — J(T).
On a donc les inclusions gy, C g%, et [9%,1, R, ] C Ry. Si &€ 94,157 € Ry
alors [£,9] = —m(p) A & € 9. Puisque R;,, est formellement transitif, on a
Iinclusion ¢%,, C (9);1 = Gr.1, A00 Pégalité gt = g,...
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Si I’équation de Lie R, dans J,(T) est elliptique, il en est de méme pour les
équations R; ., et RY,, dans J;,(T) d’apres la proposition 6.2 de [4].

Nous ne supposons plus X connexe. La remarque qui suit le théoréme 6.2,
et le théoréeme 9.1 de [10] impliquent:

Théoréme 7.1. Si R, est une équation de Lie elliptique formellement inté-
grable et formellement transitive dans J,(T) avec g, 2-acyclique, le deuxiéme
théoréme fondamental est vrai pour R,.

Supposons X muni d’une structure de variété analytique compatible a sa
structure de variété différentiable.

Proposition 7.1. Soit R, une équation de Lie elliptique et analytique dans
J(T). Toute solution de R, et tout automorphisme local de X solution de
I’équation différentielle non-linéaire d’ordre k dans le fibré X* — X, déterminée
par une forme finie P, de R,, est analytique.

Démonstration.  Choisissons des métriques analytiques sur un voisinage U
de x e X et dans les fibrés R, et Bl ; soit D* I’adjoint formel de 1’opérateur
différentiel D: Z, — #%. Toute solution s sur U de I’équation R; détermine
une solution u = j,(s) sur U de I’opérateur différentiel D*D: %, — #,. De
méme, toute section f de Aut(X) sur U solution de I’équation différentielle
non-linéaire P, d’ordre & dans X? — X détermine une section ¢ = 7(h de
P, sur U qui vérifie I’équation D*9¢ = 0, ou D*P: P, — Z, est un opérateur
différentiel non-linéaire d’ordre 2, qui définit un morphisme de fibrés p(D*9):

J(Py) N Qp 1y —R,. L’opérateur D: 7, — %L est elllpthue d’ apres la propo-
sition 6.4 de [4], puisque le noyau de son symbole o(D): T* ® R, — B; est
8(9x,.); il en résulte que I’opérateur D* D est déterminé et elliptique. Si « e T%,
G e J,(Py) N Q1 avec source 7,G = a, but 7,G = b, notons ¢ (D*9; G):
Rk » — Rk " I’application ¢ (D*) 00, (9; G), ou g (D; G): Rk b — B,c . €nvoie
£ dans a(9; G)a® &) et a,(D*): B., — R, , envoie v dans o(D%)(a ® v).
D’apres la formule (2.8), on voit que si G = ]1(¢)(a) avecae U

o(9; G) = a(D)-(id ® G

et que I’ensemble V' des éléments G de J,(P,) N Q, 4, tels que ¢ (D*@ G):

o — R,, « Soit un isomorphisme pour tout « ¢ T¥ non-nul, o a = source
m,G b = but =G, est ouvert et contient j(#)(U). Soit W C J,(Py) N Q(2 k,
’image réciproque de V par la projection z,. La restriction de p(D*%) a
nous donne un opérateur différentiel non-linéaire déterminé et elliptique telle
que j(¢) soit une section de W. L’analyticité de u et ¢, et donc de s et f, résulte
des propriétés classiques des opérateurs différentiels analytiques elliptiques (voir
par exemple Friedman [3]).

Théoreme 7.2. Soit R, une équation de Lie elliptique formellement in-
tégrable et formellement transitive dans J,(T). Alors il existe une structure de
variété analytique sur X compatible a sa structure de variété différentiable par
rapport a laquelle R, est une équation analytique. Toute solution de R, et tout
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automorphisme local de X solution de I’équation différentielle non-linéaire
d’ordre k dans le fibré X* — X, déterminée par une forme finie P, de R, est
analytique; la cohomologie de Spencer de R, est nulle en degrés supérieurs a
zéro.

Démonstration. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que g,
est 2-acyclique. Pour tout x e X, il existe d’aprés la proposition 6.1 et les
théorémes 6.2 et 7.1, sur un voisinage connexe de x une équation de Lie ana-
lytique R;, formellement intégrable et formellement transitive dans J,(T) et une
section f de Aut (X) sur un voisinage U de x telles que j,,(f: Rijy— Ry
soit un isomorphisme. Montrons que la famille des sections f de Aut (X) obte-
nues de cette maniere se recollent pour donner une structure de variété analy-
tique sur X par rapport a laquelle R, sera visiblement une équation analytique.
11 suffit pour cela de prouver que, si f, g sont des sections de Aut (X) apparte-
nant a cette famille définies sur un ouvert V de X, alors fo g~! est analytique
par rapport i la structure de variété analytique donnée. Supposons que j ;,,(f):
Ry — Ry rrys T 601(9) : Riyy— R, v, soient des isomorphismes, ou R}, R/ sont
des équations de Lie analytiques formellement intégrables dans J,(T) définies
sur des ouverts connexes de X ; alors j,,,(gof™): Ry, s vy — Ry gy €St un iso-
morphisme. Pour tout y € V, d’apres la proposition 5.5, le théoréme 6.2 et le
deuxiéme théoreme fondamental pour les équations de Lie analytiques, il existe
une section analytique 4 de Aut (X) sur un voisinage W C f(V) de f(y) telle que
h(W) C g(V) et telle que j,,(h): Ry — R}, 4w, Soit un isomorphisme. II faut
simplement montrer que la section fo g~'oh de Aut (X) sur W est analytique.
Or, puisque j;,.(fo 9 0 h): Ry — Rij(sog-1omawy €St UN isomorphisme, cette
section de Aut (X) est une solution de 1’équation différentielle non-linéaire Py, ,
d’ordre k + 1 dans X? — X définie sur un ouvert de X. Comme Rj, est une
équation elliptique, Py, est une forme finie de 1’équation de Lie elliptique et
analytique R}, dans J,,(T) sur un ouvert connexe de X, I’analyticité de cette
section découle de la proposition 7.1. L’analyticité des solutions de R, et des
sections de Aut (X) solutions de P, est une conséquence de la proposition 7.1.
La cohomologie de Spencer (voir par exemple [6] ou [17]) est nulle en degrés
supérieurs a zéro puisque R, est elliptique et analytique (cf. [6] ou [17]).

8. Isomorphismes d’équations de Lie formellement transitives

D’aprés le § 6, nous disons que deux équations de Lie R, R; dans J,(T)
sont isomorphes sur un voisinage de x € X s’il existe une section f de Aut (X)
sur un voisinage U de x telle que f(x) = x et telle que

Fea®: Ry — Ruyyan

soit un isomorphisme. Supposons X connexe et muni d’une structure de variété
analytique compatible & sa structure de variété différentiable.



EQUATIONS DE LIE: II 89

Le théoréme 6.2, la proposition 5.5 et les théorémes 4.1 et 7.1 nous don-
nent I’énoncé suivant:

Si R, et R} sont des équations de Lie analytiques (resp. elliptiques) dans
J(T) formellement intégrables et formellement transitives, alors il existe un
entier k, > k tel que les conditions suivantes soient équivalentes:

(i) R, et R; sont isomorphes sur un voisinage de x.

(i) Il existe ¢ € Qy,,.(x, X) tel que ¢: Ry, ,— Ry, , soit un isomorphisme.
(iii) Les algébres de Lie transitives R,, , et R, , sont isomorphes.
Notamment, on prend pour k, un entier tel que les symboles de R,, et R;,

soient 2-acycliques. Pour ces équations, le probléme d’équivalence est donc
réduit & une question purement algebrique qui ne dépend que d’un nombre fini
de prolongements des équations. Nous voulons maintenant généraliser ce
résultat aux équations qui ne sont pas nécessairement formellement intégrables.

La généralisation du résultat précédent aux équations analytiques s’énonce
ainsi:

Théoréme 8.1. Soient R, R} deux équations de Lie analytiques formelle-
ment transitives dans J,(T). Si n,: R, —J(T) et n,: R, — J(T) sont surjectifs,
alors il existe un entier k, > k tel que les conditions suivantes soient équivalentes :

(i) R, est isomorphe a R}, sur un voisinage de x.

(i) I existe ¢ € Qy,,,(x, x) tel que

¢(Rk1,-‘5) = ;1,1‘ et (n.k+l¢)(Rk,z) = R;c,z .

Le résultat analogue pour les équations elliptiques est le suivant:

Théoréme 8.2. Soient R, R, deux équations de Lie elliptiques formelle-
ment transitives dans J(T). Si R,,;, R}, sont des fibrés vectoriels pour tout
1>0, et si my: R, — J(T), =,: R, — J(T) sont surjectifs, alors il existe un
entier k, > k tel que les conditions (i) et (ii) du théoréme 8.1 soient équivalentes.

Démontrons d’abord le

Lemme 8.1. Soit R, une équation de Lie formellement transitive dans
J(T). Si Ry, est un fibré vectoriel pour tout 1 > 0 et si ny: R, — J(T) est
surjectif, alors I'application n,,;: Ry,i,m — Ry,, est de rang constant pour
tout Il,m> 0.

Démonstration. On applique la proposition 5.4 a 1’équation de Lie formel-
lement transitive R;.;,, pour déduire que son image par =, dans J,, ,(T)
est un fibré vectoriel.

Proposition 8.1. Soit R; une équation de Lie analytique dans J,(T). Si
7y: R — J(T) est surjectif, alors R, est un fibré vectoriel pour tout 1 > 0.

Pour démontrer la proposition 8.1, nous avons besoin de la digression sui-
vante. Soit k& un corps infini et 4 I’anneau des séries formelles k[[X, - - -, X, ]].
On notera Der,,; le A-module des k-dérivations d: A — k. Si M est un A4-
module et si d e Der 4,;, une application k-linéaire D: M — M est une d-déri-
vation si
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D(fm) = df-m + fDm

pour tout fe A, me M.

Le lemme suivant nous a été communiqué par B. Malgrange.

Lemme 8.2. Soient d,, - - -, d, des k-dérivations de A et D; une d,-dériva-
tion d’un A-module M de type fini pour i = 1, - . ., n. Si les imagesde d,, - - -,
d, dans Der 4, @ 4 k forment une base de cet espace vectoriel sur k, alors M
est un A-module libre.

Démonstration.  Soient m,, - - -, m, des éléments de M dont les images dans
M &, k sont une base de cet espace vectoriel. D’apres le lemme de Nakayama,
my, - - -, m, engendrent M. On a donc

»
Dm; = kZI agmy , avec a; € 4 ,

pouri=1,-.-,n, j=1,...,p. Considérons une relation
3.1 fimy + oo + fmp =0, avec fy, ---fpe d

entre les générateurs de M. Alors f; = 0, ou le degré de f; est positif, pour
j=1,-..,n; eneffet, sile degré de f; est nul, alors f; est inversible dans A4 et
M est engendré par p — 1 éléments; il en est donc de méme pour M ®, k, ce
qui est impossible. Supposons qu’il existe une relation non-triviale (8.1); on
peut supposer que le degré m de f, est positif et minimal. Puisque k est infini,
d’apres notre hypothese, il existe une combinaison linéaire

d = i aidi ) o; € k
i=1
telle que le degré de df, soit égal a m — 1. Si I’on pose
D= éi ail)i’
i=1

on obtient
dfy-m, + --- + df,-m, + f,Dm; 4+ ... + f,Dm, =0,

d’ou la relation

S

D .
(8.2) 2 2 (dfy + funalpm; =0 .
jyl=11i=1

Comme le degré de f; est >m, le degré de

P n
2 2 fdl

l=11i=1
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est aussi >m; dans (8.2), le coefficient de m, est donc de degré m — 1, ce qui
est une contradiction. Par conséquent, M est libre.

Si 1 est le fibré trivial de dimension 1, on écrit A = J_(1), et I’anneau A4
est isomorphe a R[[X,, ---,X,]l. Si E est un fibré vectoriel, J.(E), est un
A-module de type fini; si F est un autre fibré vectoriel, alors

J(EQRF), =J.(E),®,4J.(F),
Si R, est une équation différentielle dans J,(T), on pose pour l >0 et x ¢ X
Riro = Jalesi(T)s N TU(RD),

en considérant J_(J,,(T)), comme un sous-espace de J.(J,(J+(T))),. Soit F le
quotient J,(T)/R; et ¢: J,(T) — F la projection naturelle. Il est clair que la
suite de A-modules

T (pu(9))

0— Riyrz — Julirt(D), J.0(F)y;— S, ,—0

est exacte (cf. [4]), ou Sl - est le conoyau de J..(p;(¢)). Comme A4 est un an-
neau noethérien, R,M 5 et S, .z sont des A-modules de type fini.
L’opérateur différentiel D: J, () — I * ® J,,_(") induit

D: JN(Jm(T))I g Jao(T*)z ®A ]oo(J‘m,—l(T))I 5

et ’on voit facilement que les R x+1,5 S¢ déterminent par récurrence de la ma-
niere suivante. D’abord R %,z =Ju(Ri)z; puis un élément u ¢ J.(J k+141(T))s ap-
part1entaRk+l+l 5 Sietseulement si J (nk”)ueR,m zetDuel (T* )$®AR,¢+, 2

Pour m > 0, injection canonique 2,,: Jy,1,m(T) — Jn(Ji (7)) induit une
application J_.(T), — J..(J5,(T)); il est facile de voir que I’image de R., , par
cette application est contenue dans R r+1,2 €t que le diagramme

Reo,:c a— Rk+l,z
lﬂo 17‘
id
Iy — J(T),
est commutatif, ot y est ’application composée

Ruvto — 1@, =% 104, = 1(D),, -

Soit J a,u(T) le fibré des (I, k)-jets de champs de vecteurs bidiagonaux iso-
morphe a Jy(J,(T)). On notera

v: J,i(T) — T(J (D)
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isomorphisme canonique et on définit ,: J;,,(T) — J, ,(T) par 1, = v
(cf. [10, § 4]). On vérifie que f(,,k)(ﬂ' ) est un faisceau d’algebres de Lie sur
X, et que ’on a un crochet

Uik, T INIC T JT(T))
d’ou un crochet
Uis1a() WUIN C T T (T ,
qui étend le crochet
Tes10(I), Te i C T ()
On vérifie la formule
(8.3) &, 71 = v([4(®), v 7] + A(mi(y) & DE)

pOllI' g € jk+l+l(9—)’ 77 € Jl(Jk(g-))a Oi'l 770(7]) € Jo(g-) .
Nous avons les crochets suivants induits par les crochets habituels

Vel nii(M)zs Vol s1i(T))2] C I (1)) 5
Vel niiD)gs J T n(T)g] C I (D)y 5
VelTn(T)z, JeT ()] C T (D),

Vel s 10(D)es T T T(TH)1 € T (D)), -

Si R, est une équation de Lie, notons J A(R,) le sous-fibré v U (R,) de
Ju.,(T); alors

V%), J(ZICT(Z,) .
Ecrivons
Revio = 1.0 Ry
On vérifie facilement que, pour I > 0

Py A Py
[Rk+l+1,:c’ Rlc+l+1,z] c Rk+l,z ’
A A A
[Rk+l+l,z’ Rk+l,.1:] c Rk+l,z ’
A A A
[-Rk+l,a:a -Rk+l,z] C Rk+l,.1: .

De (8.3), il suit que
[Rys111,00 T (R),1 C TR, -

A
Pour £ ¢ R, ,,, ., on a donc une application
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L@ 1P — T (F)),

telle que

T.JU)NZEn = L@ (P

pour 5 € J.(J;(J:(T))),. Donc le diagramme

Joa i
1 (M), =29 5 1y

lg(é) 137(5)
J.(p,
1 U@, 2229 5 ,Fy),

est commutatif, d’oll une application
g(é) S‘L,:p - ‘§L,.1; ’

qui est une .#(3)-dérivation du A-module S, ,, olt j = J..(n)é € J.(T),.

Démontrons maintenant la proposition 8.1. Appliquons le lemme 8.2 au A4-
module .§L’z de type fini. Puisque =,: R., , — J(T), est surjectif, il existe des
éléments &, ---,§, € fik e,z tels que 7(&), - - -, 7(&,) forment une base de
J(T),. Posons &; = J_(v")§, et §; = I (n)&,;; alors Z(&,) est une L(5,;)-déri-
vation de §L,x et myf),, - - -, Tyij, est une base de T,. Les hypotheéses du lemme
8.2 sont donc vérifiées et on conclut que S‘l,x est un A-module libre.

Soit Oy , le faisceau de germes de fonctions analytiques sur X a valeurs réelles
et notons &, le faisceau de germes de sections analytiques d’un fibré vectoriel
analytique E. La suite

ch+z(‘7—)m£l—(‘«2 Jz(gz)m——’yz,w’—’o

est exacte, ou &, , est le conoyau de p,;(p), et
Slaz = ylv“’"‘” ®01.m,zA .

Comme S, , est un A-module libre et A4 un Oy, ,-module fidélement plat, on
conclut que &, , , est un @y , ,-module plat, donc libre, pour tout x ¢ X. Puis-
que &, est un Oy -module cohérent, d’apres le théoréme des syzygies, &, ,,
est localement libre; par conséquent p,(¢) est de rang constant et R;,; est un
fibré vectoriel.

Démontrons maintenant les théorémes 8.1 et 8.2 en méme temps. 1l suffit
de montrer que la condition (ii) implique la condition (i). D’aprés la proposi-
tion 8.1 et le lemme 8.1, on peut appliquer le théoréme 1 de [6, 1]; il existe
donc des entiers m, > k, I, > O tels que les équations de Lie
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— 2(lo) — ’
Rﬁg) - ﬂmo(Rmo+lo) et Rmfn(]) - ﬂmo(RmoHo)

dans J,,,(T) soient formellement intégrables et aient les mémes solutions for-
melles que R, et R} respectivement; on peut supposer aussi que les symboles
de R% et de R, sont 2-acycliques. Ces équations sont donc formellement
transitives. Posons k, = m, + l;; si ¢ € 2;,,,(x, x) vérifie la condition (ii), alors

(Tmo 1 P)(RE) = R,

D’autre part, si R, et R} sont elliptiques, alors R et R/ le sont aussi. On
sait donc que, sous nos hypothéses, il existe une section f de Aut(X) sur un
voisinage U de x tel que

JmesiD: Ry — R, 0,
soit un isomorphisme. On peut supposer que
;mo+1(f)(x) = n'mo+1¢

(cf. § 6). Soit ® une R,,,,,-connexion sans courbure sur un voisinage de x; alors
o = jps1(H(ze,.0) est une R,,,-connexion sans courbure sur un voisinage de
x, d’apreés (3.10). Sur un voisinage de x, les fibrés R} et T ea1(ND(R,) sont stables
par la dérivée covariante induite par o’ dans J,(T). D’apres notre hypothése,
nous avons

Jen@Rez) =R, s

donc d’apres la proposition 3.2, sur un voisinage de x nous avons 1’égalité
fk+l(f)(Rk) = R;c s

ce qui démontre les théorémes 8.1 et 8.2.
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