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SUR LA STRUCTURE DES EQUATIONS DE LIE: II.
EQUATIONS FORMELLEMENT TRANSITIVES

HUBERT GOLDSCHMIDT

3. Connexions dans le fibre tangent

Si E est un fibre vectoriel sur X, une derivee covariante F dans E est un
operateur differentiel

F : δ-

tel que

F(fs) = df®s + fFs , pour fe(Px,

On pose FξS = f A Ps, pour f € F, s e £ et on etend F en une derivation
F: Λ^~* (x) <̂  -> Λ ^ * (x) £ par la formule

F(α Λ u) = da Λ u + (— l) p α Λ Fw

pour or e Λ^.T*, u 6 Λ ^ * ® ̂ . On verifie que

(3.1) < | Λ r), Vu) = < | , FO? A u)> - <γ, F(ξ A M)> - < [ | , yl u}

pour I , ̂ e^ 7 " , w e . T * ® ^ .
L'application F 2 : ^ ^ Λ 2 ^ * ® ^ est 0x-lineaire et provient done d'un

morphisme K de fibres vectoriels, la courbure de F, qui est donnee par la for-
mule

<! Λ η,κy = vξv- - F-Fξ - FLlΐl

pour ξ,ή€J~, Si la courbure de F est nulle, on obtient un complexe

v J (x) δ —v-+ - - > Λn^r* (x) & > 0

qui est exact d'apres le lemme de Poincare.
On dira qu'une section s de E est horizontale si Vs — 0, et qu'un repere

(sl9 , sm) de E est horizontal si Fst = 0, pour i = 1, . ., m.
Proposition 3.1. Soit F une derivee covariante sans courbure dans E. Pour
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tout ouvert U sίmplement connexe et tout x&U, il existe un ίsomorphisme quί
ne dέpend que de V

Demonstration. D'apres le theoreme de Frobenius, il existe un repere hori-
zontal (s19 - - -, sm) de E sur U qui induit Γisomorphisme cherche, qui ne
depend que de F. En effet, soit (t19 , tm) un autre repere horizontal de E sur
U. Alors si

U = Σ aijsj , avec aiά € Γ(U, Θx)

pour i = 1, ,m, on a

m

o = vu = Σ daιj ® SJ 9
J = l

ce qui implique que les aυ sont des constantes.
Soient V, V des derivees covariantes dans des fibres vectoriels E, E' respec-

tivement. On dira qu'un morphisme φ: E —• Er de fibres vectoriels est com-
patible aux derivees covariantes si V'φ = φV. On dira qu'un sous-fibre F de E
est stable par F si F(JO C ^ * (x) «̂ *.

Proposition 3.2. Soient V, Ψr des derivees covariantes sans courbure dans
des fibres vectoriels E, Ef et soit φ: E —> E' un morphisme de fibres vectoriels
compatible aux derivees covariantes. Pour tout xeX, et tout voisinage ouvert
simplement connexe U de x le diagramme

\u > Θ \u

est commutatif, ou les isomorphismes sont donnέs par la proposition 3.1. De
plus, si F (resp. F') est un sous-fibre de E (resp. F) stable par F (resp. V),
alors ψ(F)(resp. φ~ι(Ff)) est un sous-fibre de Ef (resp. E) stable par V (resp. F).

Demonstration. Soient (s19 , sm, sm+1, , sp), (si, , s'q, s'q+ι, , s'r)
des reperes horizontaux de E, E' respectivement sur U tels que (sλ, , sm)
soit un repere de F et (s[, , sq) un repere de Ff. Alors

Φi = Σ Hs'j , avec b{ e Γ(U, Θx) ,

e t V'φSi = φVsu p o u r / == 1, ,p; d ' o ύ

0 = F'φsi =
J
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ce qui implique que les b{ sont des constantes.
Rappelons qu'une section u sur X de ΛPΓ* (x)Jk(T) definit une derivation

££(u) de degre p de Λ ^ * qui ne depend que de πou (cf. [10, § 3]). Le crochet
de Nijenhuis sur ΛT* (x) Jk(T) est alors donne par la formule

[α <8> f, j8 ® #] = (α Λ j8) <g> [f,

( l )

pour az Λp3r*, βε /\qZΓ*, f, ηeJk(^). On en tire la formule suivante si
p = q= 1

<l Λ ή, [u, v]} = [| A M, ̂  A v] - \fj A u, I A v]

- W f A M ^ l A H [τro(̂  A w), | ] Λ v

- [τro(l λ ^ ? ] A M + [τro(̂  A t>), I] A w

+ ([ | , η]7\u)7\v + ([ | , 3j] A v) A u

pour M, v e ^ * ® / t ( ^ ) , I, ί € «r (cf. [10]).
Definition. Un fibre vectoriel associe a Jk(T) est un fibre vectoriel E muni

d'une derivee de Lie, c'est-a-dire d'un operateur differentiel

pour tout I € JΓC^, Jk(T)) qui verifie les conditions suivantes:

(i) f !
(ii)

(iii)
(iv)

pour I, ^ e Γ(Z, / fc(D), /
On definit alors pour toute section u de Λ*T* (x) Jk(T) Γoperation

JSf(w):

par la formule

(3.4) Jί?(α (x) |)(/3 ® J) = (J2P(α ® ξ)β) ®s + a Λ

oύ u = a (x) I, β e Λ 9 ^*, j 6 δ (cf. Nickerson [12]). Si u ε
v β Λ α ^ * (x) /fcί^)? on a la relation

(3.5) J2?([w, v]

entre les operations dans
Definition. Une connexion d'ordre /: dans T est une scission ω: J0(T)

Jk(T) de la suite exacte

0 > Jk(T) > Jk(T) ^U JIT) > 0 .
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On pose ώ = v~1oωov:T —>/fc(Γ) et ω = v~ιoω: /0(T) —>/fe(Γ). La courbure
fldeω est la section de Λ 2 Γ* <8> /*(Γ) sur X definie par

(3.6)

pour I, gj e ̂ \ On a alors

(3.7) fl = J

en considerant ώ comme une section de Γ* (x) Jk(T), d'apres la formule (3.3).
Toute connexion ω d'ordre k dans T definit une derivee covariante V dans

un fibre vectoriel E associe a Jk(T) en posant

PξS = &(ω(ξ))s , pour | € ̂ , J € #

ou, ce qui est equivalent

Vs = &(ώ)s , pour s e if ,

en considerant ώ comme une section de Γ* ® Jk(Ό- On aura aussi

Fw = jSf(ώ)M , pour u

d'apres Γequation (3.4). II suit de (3.5) que

P2u =

et que la courbure £ de V est simplement Jίf(Ω).
Proposition 3.3. Si la courbure d'une connexion d'ordre k dans T est nulle,

alors la courbure de la derivee covariante induite dans tout fibre vectoriel associe
a Jk(T) est nulle.

La section χ de /0(Γ)* ® ίk(T) correspond a la projection de )k(T) sur les
champs horizontaux de la connexion canonique de X X X parallelement a
Jk(T). On a la proposition evidente:

Proposition 3.4. Si ω est une connexion d'ordre k dans T, alors on a

χ = ω — ω .

D'apres le theoreme 3.10 de [10], pour f7 € Jk+ί(^) avec f = πkξ\ on a

(3.8) Dξ' = [χ, f ] - - [ f , ω - ω] = <?{ξ')ω - JSP(|)ω .

En particulier, si πkξ' — 0, on a

(3.9) jSP(IOα) = - 3 | ' .

Soient ω une connexion d'ordre k dans T et φ une section de J f c + 1 sur X.
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Posons ώ' = φo ώ o φ~ι = φ(ώ). Alors ω'= v o ώ'o v'1 est une connexion
d'ordre k dans T, la connexion ω tordue par φ, et ne depend que de πkφ. On
a alors

α/ = φ.(ω.(l - v®φ) + v®φ).φ~ι

= #(ω (l -

En effet,

α/ = ι> φ v~1 ω-v φ~1 v~

= φ-ω iφ-1 - v^φ-φ-1) + φ'V^φ'φ-1 .

D'apres (3.6), la courbure de ω' est φ(Ω) done si la courbure de ω est nulle,
la courbure de la connexion tordue Test aussi.

Rappelons que, pour a e X fixe, si Γon considere Qk(ά) comme fibre sur X
par la projection "but", toute section f <= Γ(X, Jk(T)) induit un champ de
vecteurs rfc(f) invariant a droite sur Qk(ά), et que Γ application τk est un homo-
morphisme d'algebres de Lie qui induit un isomorphisme

τk(F):Jk(T)x->TF(QM),

pour F 6 Qk(ά) de but x (cf. [10], § 6]). Si ω est une connexion d'ordre k sans
courbure, la collection des espaces τk(F)ώ(Tx), F e Qk(ά), avec x = but F,
definit un systeme de Pfafϊ completement integrable sur Qk(ά). Pour tout x0 e X
et tout F € Qk(a, x0), il existe une section s de Qk(ά) sur un voisinage U de * 0

telle que ^(^0) = F et ω = τk

λo^, e'est-a-dire

pour tout I € /Xt/, Γ), x e [/. Inversement, toute section s de Qfc(α) nous donne
une connexion ω d'ordre k dans T sans courbure definie par cette meme formule.

Soient ω, ω' deux connexions d'ordre k dans Γ a courbure nulle sur un
voisinage de x0 e X. Si F 6 βfeί̂ o? ^o) e s t donne, il existe une section 0 de βj. sur
un voisinage U de JC0 telle que φ(xQ) = F et que α/ soit la connexion ω tordue
par 0, i.e., ώ' = ^ o ώ. En effet, on ecrit F = G'G\ oύ G, G' € β fc(β, JC0) il
existe des sections s, s' de Qk(a) sur un voisinage U de * qui induisent les
connexions ω, ω' respectivement telles que s(xQ) = G, s'(x0) = G'. Posons
φ(x) = s/(x)'S(x)~1; nous avons alors φos = s', d'oύ le resultat voulu.

4. Algebres de Lie transitives

Les fibres vectoriels

Ά /0(Γ)*(g)/ fc(Γ)
k
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et Bp° sont associes a Jk+ι(T) et Jk(T) respectivement. Soit Ak Γensemble
des elements u e Ak tels que π<μ = id β JQ(T)* (x) /0(Γ). C'est un sous-fibre affine
de Άk dont le fibre vectoriel associe est βJΛ Soit a une section de Ak et φ une
section de 2ϊk+ι, alors ^" ! (^) est encore une section de Ak qui ne depend que
de πkφ. En effet, soit ω une connexion d'ordre k dans T telle que la section de
Ak qu'elle determine soit egale a a, Alors, d'apres la proposition 3.4,

φ-ι>ω φ = Θφ — χ + φ~ι-ω φ

done φ~\a) ne depend que de πkφ et de Φ(πkφ). II est clair que si φ est une
section de Q°k, alors φ~\a)(x) ne depend que de φ{x) et a(x). Done Qk(x,x)
opere sur i4 t fa.. II suit que si f e/Λ(^*), on a une operation J*?(f): ^-^^^°
(ceci peut aussi se voir a l'aide de (3.9)) si ξ e J°k(T)x, alors &(ξ): AkfX-*B\^x

est bien defini.
Rappelons que Γon a la suite exacte (2.5) de [10]

0 - Jk(T) -> Λ(Γ) - /0(Γ) - 0

(0 < /: < oo), ce qui permet d'identifier /0(T)* a un sous-fibre de Jk(T)*. Alors
le crochet sur Λ / J T ) * <g) J ^ Γ ) de [10] induit un crochet sur ΛJ0(T)*(g)Jk+1(T)
a valeurs dans Λ/^Γ)* (x)/fc(Γ), d'apres la formule (3.2) de [10], qui est
d'ailleurs defini fibre par fibre. On verifie aisement que Γon a la formule
suivante, qui est a comparer a (3.3)

<f Λ η, [u, vΐ) = [ξ A u, η A v] - [η A w, ξ A ^]

- ^ { [ ^ ( f A w ) , 27] A v - [ ^ ( 2 7 A M ) , f ] A v
(4.1)

+ Mξ 7\ v),η\7\ u - [πfy A v), f ] A «

- W K , η\7\u))T\V - (τro([f, 27] A V)) A «}

pour w, v € /0CD* ® Jk+ι(T), ξ,η£ Λ(T). Soit ω une section de /0(Γ)* ® Λ+iίT1)
telle que πQω = id; alors d'apres la proposition 3.4

(4.2) £[ω, ω] = J[ω - χ, ω - χ] = — (5ω - J[ω, ω]) ,

et Γon voit done que ^[ω, ω] est une section de Λ7 0 (Γ)* ®/^(Γ). D'apres (4.1),
on obtient la formule

(4.3) <£ Λ 27, i[ω>ω]> = [ω(? ^

L'equation (4.2) montre que Γapplication ω »-> \[ω, ω] induit une application

A _ . D2,0

^*fc —• *>k

qui envoie α e Ak dans ^[α, α] e Bk>°.
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Dans la suite de ce paragraphe nous considererons les fibres Ex des fibres E
en point fixe x e X et nous ecrirons E au lieu de Ex.

Si R°k est une sous-algebre de Lie de J°k(T), on notera Q'° Γimage de
Λ p/ 0(T)* ® ΛJ dans J5£'°, et A(R°k) l'espace aίfine quotient de Ak par Q ° , dont
Γespace vectoriel associe est BYjC1^. D'apres les remarques precedentes, tout
Φ £ Qk(x> x) tel Q u e φ(R°k) — R°k opere sur A(R°k), et si η e R°k, on a une opera-
tion Sf(η): A(R°k) ->Bk>

0/Ck>
0. On dira que α e ̂ 4(ΛJ) est invariant par Γalgebre

de Lie R°k si &(ή)a = 0 pour tout ηzR\.
Soient a € -4(/φ un element i^-invariant et a € Ak un element dont la classe

dans 4 ( / φ est egale a a. On note \[a,a\ la classe de ^ k , α ] dans B2

k>
0/Ck>°;

on verifie facilement que \[a, a] ne depend que de a. Ecrivons

Cart (R°k) = {ae A(R°k) \ a est i^-invariant et J[α, fl] = 0} .

Soient R°k,Rk° deux sous-algebres de J°k(T) ύφε Qk(x, x) verifie φ(R°k) c .Ri0,
alors les applications

0: Λ(Λ£) -> A(R'k°) et ^ : Cart (R°k) -+ Cart (Λi°)

sont bien definies.
Definition. Une sous-algebre de Lie tronquee est un couple (R°k, c), oύ R°k

est une sous-algebre de Lie de J°k(T) et c un element de Cart (ΛJ). Si (Rk°, c')
est une autre sous-algebre de Lie tronquee de Jk(T), nous dirons que (R°k,c)
et (Rk°, cθ sont isomorphes s'il existe φ e Qk(x, x) tel que φ(R°k) = i?fc0 et ̂ (c)
= d.

Si ω € /0(Γ)* ® /*(?) est un representant de c, posons Λfc = ω(J0(T)) 0 ΛJ,
Rk_λ = πkRk, et notons #fc le noyau de πk: Rk—> /fc_i(Γ). Le fait que c soit
^-invariant implique que [R°k, ω(/0(Γ))] C .Rfc.!, et Γequation J[c,c] = 0
implique que [ω(J0(T)),ω(J0(T))] C 7^^.!; on a done [#fc,#fc] C Rjc^. Notons
que Rk_λ C Jjc_ι(T) ne depend pas du choix de ω; d'autre part, Rk determine
une structure d'algebre de Lie tronquee (Rk_u gk, c) sur Rk_λ au sens de
Guillemin-Sternberg [7], qui est determinee par (R°k, c), de la maniere suivante.
Pour ξ € Rjc, η e gk, on a [ξ, 27] € 7?^.! et cette derniere expression depend seule-
ment de η et de πoξ. On a done une application δ: gk -* /0(Γ)* (8)-R*_i, qui est
injective, et Γalgebre de Lie ^fc a une representation fidele sur /?fc_!. Soit
p: .Rfc.! -^ /?fc un relevement de πk_λ; definissons c e Λ2Λ?

et c2 6 Λ 3 ^ ^ ! (x) î fc_i par

Λ η Λ 0 = 2(δ(f Λ ^ ) Λ ζ ) + c(c{η A ζ) Λ f) + c(c(ζ Λ f ) Λ ? )

pour f, 57, ζ € /?*_!• Notons c la classe de c dans Λ2Λ*_i® Rk-iβ(R*-i® ^Λ)
II est facile de voir que c est invariant par gk par consequent Γelement c2



74 HUBERT GOLDSCHMIDT

classe de c2 dans Λ3Λ?_i ® Λ*_i/δ(Λ2Λ?-i ® gk) est bien defini et Γon verifie
que c2 = 0. II est clair que si (R°k, c), (Rk°, c') sont deux sous-algebres de Lie
tronquees de Jk(T) isomorphes, alors les algebres de Lie tronquees (Rk_19 gk, c),
(R'k-i9 9k> £') s o n t aussi isomorphes.

Proposition 4.1. Soient (R°k, c), (R;

k°, c') deux sous-algebres de Lie tronquees
de Jk(T) isomorphes, et ω, ωf <= J0(T)* ® Jk(T) des reprέsentants de c, d respec-
tivement. Posons Rk = ω(J0(T)) 0 R°k et R'k = ω'(J0(T)) φ Rk°. Alors il existe
Φ e β t + 1 U , x) tel que φ(Rk) = #£.

Demonstration. On se ramene facilement au cas oύ les deux sous-algebres
de Lie tronquees sont les memes. On peut aussi supposer que α/ = ω + δu, oύ
W€S*+70(Γ)* (8)/0(Γ). Alors ^ = g-^n appartient au sous-ensemble βj+1(jc)
de β(ift)(jc). D'apres Γequation (7.3) de [10], on a

0(f) = ξ + ξ A δu , pour f e/*(Γ) .

Done ^(ω(f)) = ω7(f), pour ξ e /0(Γ), ce qui implique que φ(Rk) = Rk.
Une sous-algebre L C JJJ*) est une sous-algebre de Lie transitive de JJX)

si π0: L —> 70(Γ) est surjectif. Soient LΛ et Rk le noyau et Γimage de πk: L —>
/ fc(Γ), et Λ^ le noyau de πk: Rk-+ J0(T), et #fc le noyau de πk_x\ Rk -> Rk_λ.
L'algebre de Lie transitive L determine, pour chaque k > 1, une sous-algebre
tronquee (R°k, ck) de / f c(r) de la maniere suivante. Nous pouvons ecrire

L = L°® ω(J0(T)) ,

oύ ω est un relevement de πQ: L —> / 0 ( D Soit cfc la classe de πkω dans ^4(i?J)
qui ne depend que de L. Le fait que L soit une sous-algebre de Lie de J^iT)
est equivalent aux conditions suivantes:

(i) L° est une sous-algebre de PJX)9

(ii) [ω(7 0 (Γ)),L°]cL,
(iii) [ω(JQ(T)),ω(J0(T))]CZL.

Ces trois conditions peuvent se reecrire de la maniere suivante: pour tout k>l,
(i) R°k est une sous-algebre de J°k(T),

(ii) ck est /^-invariant,
(iii) i[ck,ck] = 0,

oύ chaque condition est bien definie si les precedentes sont verifiees. Nous
obtenons done aussi une algebre de Lie tronquee (Rk-i,gk,ck) pour chaque
k > 1 qui est precisement celle qui est definie a partir de L par Guillemin-
Sternberg [7].

Rappelons que nous avons un complexe

0 > gk - ^ J0(Tr ® Λ - ! - ^ > Λ2JQ(T)*

• Λ"/ 0 (Γ)* ® ^ f t-w • 0

dont on notera le groupe de cohomologie en Λ JJ0(Ό* ® gk.j par Hk~J>J(gr L),
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et que Hk>°(gτ L) = 0 pour k > 0. Nous dirons que deux sous-algebres transi-
tives fermees L, 1/ de Jm(T) sont isomorphes s'il existe φ e QΛx, x) tel que
^(L) = Z/. Le theoreme III de Guillemin-Sternberg [7] implique que les sous-
algebres L et 1/ sont isomorphes si et seulement si elles sont isomorphes en
tant qu'algebres de Lie transitives abstraites.

Theoreme 4.1. Soient L et V deux sous-algebres de Lie transitives fermees
de JJX). Si

Hk>\grL) = #*' 2(grL) = Hk>XgrL') = 0

pour k > k09 alors les conditions suivantes sont έquivalentes:
(i) Les sous-algebres de Lie transitives L et Lr sont isomorphes.

(ii) Les sous-algebres de Lie tronquέes (R°kQ, cko) et (R'ko, cko) de Jko(T) sont
isomorphes.

(iii) Les algebres de Lie tronquέes (Rko-19gko,cko) et (Rko_19 g'ko, c'k) sont
isomorphes.

De plus, si φko e Qko(x, x) est un isomorphisme des sous-algebres de Lie
tronquέes (R°ko,cko) et (Λί°0,c£0) de JkQ(T), alors ίl existe φ^QJjc.x) tel que
Kk0Φ = φko et φ{L) = L'.

Les implications (i) => (ii) et (ii) =̂> (iii) sont evidentes et (iii) => (i) decoule
des resultats de Guillemin-Sternberg [7] et Rim [13].

5. Equations de Lie formellement transitives

Supposons que Rk soit une equation de Lie formellement transitive dans Jk(T).
Definition. Une 7?fc-connexion est une connexion d'ordre k dans T telle que

Proposition 5.1. Si Rk est une έquation de Lie formellement transitive, il
existe une Rk-connexion sans courbure au voisinage de tout point x e X.

Dέmonstration. Soit Pk une forme ίinie de Rk et a € X fixe. Alors, pour
I 6 Γ(X, Άk), le champ de vecteurs τk(ξ) est tangent a Pk(a) et τk induit un
isomorphisme r*(G): Rkb —> TG(Pk(a)) pour tout G e Pk(a) de but b. Comme
Rk est formellement transitif, Pk(a) est un fibre sur la composante connexe de
x\ soit s une section de Pk(a) sur un voisinage de x e X. D'apres le § 3, £ nous
donne la i^-connexion sans courbure cherchee.

Pour x e X, rappelons que R°ktX est une Λ-sous-algebre de Lie de J°k(T)x.
Proposition 5.2. Soit Rk C Jk(T) une έquation de Lie formellement transi-

tive et ω une Rk-connexion sans courbure dέfinie sur un voisinage ouvert simple-
ment connexe de x e X. Les applications

)\U ~* J

k\ί )x ^9 Vu

induites par ω sont des isomorphismes de Θυ-algebres de Lie et le diagramme
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(5.1)

est commutatίf.

Demonstration. Puisque J°k(T) est un fibre vectoriel associe a Jk(T), la con-
nexion ω induit une derivee covariante V dans Pk(T) a courbure nulle telle que
R°k soit F-stable. D'apres la proposition 3.2, V definit les isomorphismes
3PkW -> R°k,x ® Λ 0ϋ9 Pk(f)w -> J°k(T)x <g)Λ ΘΌ et le diagramme (5.1) est com-
mutatif. L'identite de Jacobi

[f, b)ι, y2]] = ίlξ, %L V2\ + bin \.t %]]

pour I e Λ(T), η19 η2 € /2(Γ), implique que le crochet Pk(T) (g) J°k(T) -+ J°k(T)
est compatible aux derivees covariantes. Done, d'apres la proposition 3.2, nos
isomorphismes sont des morphismes de tfValgebres de Lie.

D'apres les propositions 5.1 et 5.2, toute equation de Lie Rk dans Jk(T) for-
mellement transitive se decompose localement de la maniere suivante

(5.2) R w = ωiUT)^) ® R°k
k[U

oύ ω est une connexion d'ordre k dans T sans courbure sur un ouvert simple-
ment connexe U et &°k]U est le sous-faisceau de Jk(^)\u image de Γapplication
composee

(5.3) Rlt, ® Λ 0π -> 7J(Γ)Λ ®R GJJ ^ Pk{£Γ){U

oύ x e £/, et Γisomorphisme est determine par la derivee covariante dans Pk(T)
induite par ω. En particulier, Rk]U est determine par ω et JRJIJ2..

Inversement, soient R°kiX c Pk(T)x une sous-algebre et ω une connexion
d'ordre /: dans Γ sans courbure sur un voisinage ouvert simplement connexe U
de x e X; definissons Rk = Rkιu par Γequation (5.2), oύ 0PkW est Γimage de
R°kx (g)R ΘΌ dans Pk(3~}\jj par Γapplication composee (5.3) determinee par la
derivee covariante V dans Pk(T) induite par ω. Alors Rk est une equation de
Lie formellement transitive sur U. Comme Γisomorphisme Pk(T) ® Λ Θυ —>
Pk(^)\u determine par V est un morphisme de ίP^-algebres de Lie, &l\w est une
sous-algebre de Pk{^Γ)w. II est clair que <%°k{ϋ est stable par la derivee covariante
F ; done

Enfin, puisque la courbure de ω est nulle
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Proposition 5.3. Soit Rk C Jk(T) une aquation de Lie formellement transi-
tive, Alors gk+i est un fibre vectoriel pour I > 0.

Demonstration. Prenons une /^-connexion ω a courbure nulle definie sur
un voisinage simplement connexe U de x e X. Soit

Δltk: Sk+ιJ0(Tr <8> UT) -> SιUT)* <g> 5*/0(Γ)* <8> /0(Γ)

Γapplicationnaturelle (cf. [5]) notons aussi Δ^k Γapplication Sk+ιJQ(T)* ®J0(T)
—»Sι/0(Γ)* ® /fc(Γ) que JZ j f c determine, qui commute aux applications diagonales
et qui est done compatible aux derivees covariantes V induites par ω dans les
fibres Sk+ιJ0(T)* <g> /0(Γ) et S ι/0(Γ)* ® i£(T) associes a Jk(T). De plus Λ°fc est
stable par F. Rappelons que gk+ι est la famille Δϊ\(SιJQ(T)* ® Ro

k) de sous-
espaces de Sk+ιJo(T)* ® /0(Γ) (cf. [5]). En appliquant la proposition 3.2, on
voit que 5rfc+z est un fibre vectoriel pour / > 0.

Remarque. Pour y e U, on a des isomorphismes

pour Z, / > 0, d'apres la proposition 3.2. En efϊet ^ commute aux applications
diagonales et le sous-fibre gk+ι C 5 f c +70(Γ)* (x) /0(Γ) est stable par V.

On ecrit /?ί = πL(Rk) pour / < A; et on note ^t le noyau de πt: Rt -+ Rt_x

pour / < k.
Proposition 5.4. Soit Rk C Jk(T) une equation de Lie formellement transi-

tive. Supposons que πk: Rk+ι-*Rk soit surjectif. Alors Rt et gt sont des fibres
vectoriels et Rι+ι C (Rt)+19 gi+ι C (gt)+1 pour Z < k, et Rt C /Z(Γ) ^ / une
equation de Lie formellement transitive pour 1 < Z < k. Toute Rk^-connexion
sans courbure definie sur un voisinage ouvert U simplement connexe de x e X
induit des isomorphismes &k]U —> Rk x <g)Λ Φϋ9 &k_uu —> /?fc_ l ja; (8) d?̂  ^
Ẑ  diagramme

(5.4)

soit commutatif, oil les fleches verticales sont donnέes par le crochet. Si de plus
Rk est formellement integrable, pour tout y dans un voisinage de x, il existe
Φ 6 QΛx,y) tel que φ(R^x) = R^y.

Demonstration. Prenons une i?Λ+1-connexion sans courbure sur un voisi-
nage ouvert simplement connexe U de x. Puisque Rk est stable par la derivee
covariante induite par ω, la proposition 3.2 appliquee a πL: Rk-^Jt(T) implique
que les Rt sont des fibres vectoriels pour Z < k. Puisque τrz: Rt+X —• RL est sur-
jectif pour Z < k, si u e 0lι+l9 o n a D w e J * ® 0lι et done Rι+ι c (/?z)+1 et
9ι+i C (0ι)+i On a evidemment [Λ ι+1, RU1] C .Rj pour Z < A:. De plus, d'apres
la proposition 3.1, ω induit les isomorphismes voulus. L'identite de Jacobi
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pour I β ̂ ?*+1, V19 V2 € 5?*, implique que le crochet Rk®Rk-> Rk_λ est com-
patible aux derivees covariantes; le diagramme (5.4) est commutatif d'apres
la proposition 3.2. Si Rk est formellement integrable et gk est 2-acyclique,
Γisomorphisme des sous-algebres fermees R^^ C /„,(!%, /£«,?2/ C /^(Γ)^, pour
y € £/ decoule maintenant du theoreme 4.1.

Proposition 5.5. Soient Rk, Rk deux equations de Lie formellement transi-
tives dans Jk(T) telles que πk: Rk+ί —• Rk, πk: R'k+1-+ Rk soient surjectives.
Supposons quΊl existe F e Qk+1(x, x) tel que F(RktX) C Rkx. Λlors il existe
une section φ de Q°k+ί sur un voisinage ouvert U de x telle que Von ait sur U

(i) φ(Rk)cR'k, (ϋ) φ(Rk)<zRk, (iii) φ(x) = F.
Demonstration. Soient ω une /^.^-connexion sans courbure et ωf une R'k+1-

connexion sans courbure sur un voisinage de x. D'apres le § 3, il existe une
section φ de Q°k+1 sur un voisinage ouvert simplement connexe U de x telle que
φ(x) = F et ώf = φ-ώ sur £/. On se restreint maintenant a Γouvert U. II est
evident que les sous-fibres φ(Rk) et Rk de Jk(T) sont stables par la derivee
covariante induite par ωf dans Jk(T) et que Γon a φ(Rk)x C R'kyX. La proposition
3.2 implique que φ(Rk) C Rk. II en decoule que φ(Rk) C R'k\ d'oύ (ii).

Lorsque Γequation Rk C Jk(T) est formellement transitive, on considerera
Γimage Q ° de ΛP/O(Γ)* ® ΛJ dans Bp°; c'est un fibre vectoriel a fibre vari-
able; puisque gk+ί et gk+2 sont des fibres vectoriels, CJ.'0 et C\ sont des fibres
vectoriels et, si Hk*\gk) = 0, alors CJί0 et CJ sont des fibres vectoriels. L'ap-
plication

induite par Γinclusion J°k(T) —> /fc(Γ) est un isomorphisme qui commute aux
applications diagonales, et on identifier a done ces deux fibres vectoriels a fibre
variable.

Definissons maintenant le tenseur de structure d'une equation de Lie formel-
lement transitive Rk C Jk(T) de la maniere suivante. Considerons le fibre affine
A(R°k) quotient de Ak par le fibre vectoriel Q'°, dont le fibre vectoriel associe
est 2?J'°/Ciί0; ces fibres ne dependent que de R°k. Le tenseur de structure de Rk

est la section c de A(Rk) qui provient d'une /^-connexion ω consideree comme
section de J0(T)* (x) Jk(T). On voit immediatement que c ne depend pas du
choix de ω. Rappelons que pour f e Jk(^), nous avons une operation
=£?(I): s/k —» @Yi et done si | e 01 ky nous avons une operation induite
j£?(f): J / ( Λ J ) -> ̂ Yl^Y qui est definie "fibre par fibre" si f € 0Pk.

Soit ω une /?Λ-connexion et a une section de B\/Cl sur X ; prenons un
representant a de α dans F(X, BJ) qu'on peut toujours supposer etre une section
dans Γ(X, Bk>°). Considerons la section ca de A(R°k) definie par ca = c + a.
On a
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(5.5) a - χ = ca

en effet, si on note aussi ω et ω les classes de ω et ω dans Γ(X, B\), on a
d'apres la proposition 3.4

α? — χ = α? + ω — ω

o ύ ω e Γ(Z, Ci), ce qui implique (5.5). Si pour tout x e X, Velement ca(x) de
A(R°k) est invariant par R°ktX9 ce qui est notamment le cas si la premiere equa-
tion de Cartan (1.1) ou

(5.6) &(ξ)ca = 0 pour tout f e &k

est verifiee, on peut definir, d'apres le §4, une section \\ca, ca]: x »->
iίca(x), cβ(jc)] sur Z du fibre vectoriel £ 2 / / Q ° a fibre variable. Sous cette
condition, on peut done ecrire la seconde equation de Cartan

(5.7) J[cβ,cJ = 0 .

Si la premiere equation de Cartan (5.6) est satisfaite et si Hk>2(gk) = 0, on a
d'apres (4.2)

i[a - χ, a - χ] = i[cβ, cβ] ,

et on retrouve bien les equations de Cartan du § 1. Si (5.6) est vraie et si Hk*2(gk)
= 0, on a toujours

(5.8) ^ ( D ( i [ c β , c j ) = 0 pour f e @k .

On definit la derivee covariante Vca e Γ(X, T* (g) (BJ»0/Q0)) de cα par

I A Fcα = J2f (ώ(|))cβ pour | e ^ .

Proposition 5.6. ^/ la Rk-connexion ω est sans courbure sur un voisinage
ouvert U sίmplement connexe de x β X, alors la premiere aquation de Cartan
(5.6) est vraie pour tout ξ € Mk^Ό si et seulement si:

(i) ca(x) € A(R°k) est invariant par Γalgebre de Lie R°Kx,
(ii) la derivee covariante de ca est nulle sur U.
Si Hkt\gk) = 0 et si les conditions (i) et (ii) sont verifiees, alors la seconde

equation de Cartan (5.7) est vraie sur U si et seulement si j[ca(x), ca(x)] = 0.

Demonstration. II est clair que les conditions (i) et (ii) sont necessaires
pour que (5.6) soit vraie pour tout f e &k[U. Inversement, si elles sont remplies,
alors il suffit de montrer que (5.6) est vraie pour f e &°k]U. Rappelons que J°k(T)
et BkΛ sont des fibres vectoriels associes a Jk(T) et que ω induit une derivee
covariante V sans courbure dans R\ et BY\CY sur £/. De la relation



80 HUBERT GOLDSCHMIDT

J2P(ώ(D)(J2P(7)cβ) - &(η)(&(ώ(ξ))cβ) + 2([ώO),η\)ca

pour ξz&Ίui ηεSPw et de (ii), on deduit que, si η€Γ(U,Ro

k) satisfait a
Fη = O, alors

V{Z{η)ca) = 0 .

La proposition 3.1 et (i) impliquent que si η e Γ(U, R°k) satisfait a Vη — 0, alors
££{η)ca — 0. Comme les sections horizontales de R\ sur U engendrent R°k]U,
on a J£?O?)cα = 0, pour tout η e Γ(U, R°k).

Si Hk'\gk) = 0, alors Ck>° est un fibre vectoriel et ω induit une derivee
covariante V a courbure nulle dans Bk>

0/Ci° sur U. Si (ii) est vraie, on a
F(i[cα, c j ) = 0 sur U, d'apres (5.8); (i) implique que %[ca, ca] = 0 sur U.

Pour tout ouvert U de X, il est clair que

&(£)ca = 0 pour tout

1 Γ i πέ[c«5 ca] = 0

On a done, pour x e U, une application naturelle

(5.9) Cart (17, Rk) -> Cart (ΛJ tJ ,

qui envoie a dans cα(jc).
Proposition 5.7. Si Hk*2(gk) = 0, pour tout xεX, il existe un voisίnage

ouvert U simplement connexe de x tel que Γapplication (5.9) soit bijective.
Demonstration. Nous pouvons supposer que la courbure de ω est nulle sur

un voisinage ouvert simplement connexe U de x. Prouvons que pour tout
a e Cart (R°ktX)9 il existe un et un seul element a e Γ(U, Bl/Ck) tel que a =
c(x) + a(x) et tel que la derivee covariante Vca de ca soit nulle sur U. Verifions
d'abord que la derivee covariante F(Fc) e Γ(U, Λ 2 Γ* <g> (BfcVQ0)) de Vc est
nulle. En effet, puisque la courbure de ω est nulle sur U, on a d'apres (3.1),
pour ξ,ήe flU9

< | Λ r),

Done d'apres le lemme de Poincare, il existe un element a e Γ(U, i^/CJ.'0) et
un seul tel que

Pa = -Vc et a(x) = a - c(x) .

Ces deux equations sont equivalentes aux proprietes requises de a. D'apres la
proposition 5.6, puisque i[a,a] = 0, on a a e Cart (U, Rk), et Γapplication
(5.9) est bijective.
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Maintenant, soit φ e Γ(X, 2>k). Soit Rk Γ equation de Lie formellement transi-
tive definie par (1.3). Nous avons alors Rk° = φ(R°k) et φ: A(R°k) -* A(R'k°) est
bien defini; notons d le tenseur de structure de Rk et ωf la /^-connexion
definie par ώf = φ o ώ o 0-1. Prenons # = ^ € Γ(X, 2%). D'apres la formule
(3.10) on a

(5.10) C = φ(ca)

oύ α est la classe de a dans /XX, B\jCk). D'apres (5.5), on a

*'(£) - &(φ-\ξ))ca = ^^(^(DcO , £ e 0;

et

*(£) = J2?(£)C , £ e ^ ί .

Proposition 5 8. Vapplication πk: i?£+1 —* JRĴ  ^ ί surjective si et seulement
si ^{ξ)ca = 0 powr ίowί | g l f c .

Done (5.6) est la premiere equation de Cartan de Rk par rapport k Rk. Si
la premiere equation de Cartan est satisfaite, alors la seconde equation de
Cartan (5.7) de Rk par rapport a Rk est toujours verifiee; en efϊet, en prenant
une l££+1-connexion, on voit d'apres (4.3) que J[c', c*] = 0 et done que | [c α , cα]
= 0 d'apres (5.10).

En prenant φ = /Λ, on obtient le
Corollaire 5.1 Si Λfc C Jk(T) est une aquation de Lie formellement transi-

tive, la suite

&

est exacte, oύ

Vapplication πk\ Rk+1 —> Rk est surjective si et seulement si

(5.11) J*?(f)c = 0 pour tout ξz@k .

Si cette derniere condition est satisfaite, on a

(5.12) ±[c,c] = 0 .

On appelle (5.11) la premiere equation de Cartan de Rk, et (5.12) la seconde,
qui est definie si la premiere est satisfaite. On deduit de la proposition 5.6 que
iCk- ĵfc+i —> Rk est surjectif sur un voisinage ouvert U de x e X simplement
connexe sur lequel la courbure de ω est nulle si et seulement si:

( i) c(x) e A(Ro

k)x est invariant par Γalgebre de Lie R°kyX,
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(ii) la derivee covariante de c est nulle sur U.
C'est sous une forme analogue que les equations de Cartan sont ecrites par

Cartan [1] ou [2]. La condition (i) correspond a Γequation (19) de Cartan [1]
et la condition (ii) exprime la propriete "les cijk sont des constantes" de plus
j[c(x), c(x)] = 0 est notre version de Γequation (20) de [1].

6. Le troisieme theoreme fondamental et equations de

Lie formellement transitives

Nous supposerons que X est muni d'une structure de variete analytique reelle
compatible a sa structure de variete differentiable.

Theoreme 6.1 {Troisieme theoreme fondamental). Soient x e X et (R°kjX, a)
une sous-algebre de Lie tronquέe de Jk(T)x. Si gKx C SkJ0(T)* <g) JO(T)X est
3-acyclique, il existe sur un voisinage de x une equation de Lie analytique Rk

formellement ίntέgrable et formellement transitive dans Jk(T) ίe^e Que to sous-
algebre de Lie tronquέe de Jk(T)x dέterminέe par Rk soίt έgale a (R°ktX, a).

Demonstration. Prenons une connexion analytique ω d'ordre k dans T sans
courbure sur un voisinage ouvert simplement connexe U de x et considerons
Γequation de Lie analytique Rk dans Jk(T) sur U deίinie par (5.2). La proposi-
tion 5.7 nous fournit Γexistence d'un element unique a e Cart(£/, Rk) tel que

ca(x) = c(x) + a(x) = a ,

en notant c le tenseur de structure de Rk. Puisque la derivee covariante de ca

(par rapport a ω) est nulle, ca est une section analytique de A(R°k), et done a
est une section analytique de B\\C\ sur U. D'apres le theoreme 2.1, il existe
une section analytique φ de Q\ sur un voisinage F d e i telle que Θ'φ = a et
φ(x) = Ik(χ) Γequation de Lie analytique Rk dans Jk(T) sur V definie par (1.3)
satisfait aux conditions requises, car d'apres (5.10) on a

c\x) = φ(ca{x)) = a .

Corollaire 6.1. Soient Lf C L C JJJ)X des sous-algebresde Lie transitives
fermees. Alors quelque soit Vender m > 0, // existe sur un voisinage de x des
aquations de Lie analytiques Rk,Rk formellement intέgrables et formellement
transitives dans Jk(T) telles que Rk(ZRk, et telles que les sous-algebres de Lie
transitives fermees R^ X,RL ^ de ΛoίTX soient isomorphes a L,Lf respective-
ment et que πm(L) = Rm,x et πm(L') = R'm%x.

Demonstration. Prenons un entier k > m + 1 tel que

fl*+M (gr L) = Hk+ι^ (gr V) = 0

pour / > 0, i = 1, 2, 3. Soient (R°kiX9 ck), (Rk%9 ck) les sous-algebres de Lie tron-
quees de Jk(T)x determinees par L, Lf respectivement. Appliquons le theoreme
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6.1 a (Rk°, ck) pour obtenir Γequation de Lie Rk sur un voisinage de x. Soit ω
une /^-connexion sans courbure sur un voisinage simplement connexe U de x
et soit Rk Γequation de Lie dans Jk(T) sur U definie par (5.2). On a RkdRk

et on deduit de la proposition 5.6 que πk: Rk+ι-+Rk est surjectif. Le theoreme
4.1 de [4] implique que Rk est formellement integrable, puisque gkx et done
aussi gk est 2-acyclique. Le theoreme 4.1 nous donne les isomorphismes
cherches.

II decoule que toute algebre de Lie transitive abstraite est isomorphe a une
algebre de Lie du type R^x (cf. Guillemin-Sternberg [7]).

Remarque. Soient L c JST)X une sous-algebre de Lie transitive fermee et
Rk c Jk(T) une equation de Lie formellement integrable et formellement transi-
tive telle que R^ x soit isomorphe a L. Si m est un entier tel que 1 < m < k
et Hm+ι>1 (gr L) = 0 pour I > 0, alors sur la composante connexe X° de x, on a

R-k : = ( ^ m ) + (fc-m)

oύ Rm est Γequation de Lie formellement transitive et formellement integrable
πm(Rjc) dans Jk(T). En effet, notre hypothese est equivalente a gm+ι,x =
(ffm,x)+i> P°ur / > 0. Les propositions 5.4 et 5.3 impliquent que Γon a une in-
clusion gm+ι C (gm)+ι de fibres vectoriels. Done sur X°, on a ^ m + ι = (gj+ι
Du diagramme exact et commutatif

0 *

0 >

0 >

0

I
Qm-H

I
Rm+ι

1
Rm+I

1
0

0

1
+i *• iff

ϊ
: + i - — * (R

I
: " >(R

on deduit par recurrence que Rm+i — (Rm)+ι pour / > 0.
Proposition 6.1. Soit Rk une aquation de Lie formellement integrable et

formellement transitive dans Jk(T). Pour tout x e X, il existe sur un voisinage
U de x une equation de Lie analytique Rk formellement integrable et formelle-
ment transitive dans Jk{T) et une section φ e Γ(U, Q°k+1) telles que φ(x) = Ik+1(x)
et telles que sur U Γon ait φ(R'k) = R'k' et φ{Rf

k) = Rf

k'.

Demonstration. II existe un entier / > 1 tel que gk+ι soit 3-acyclique. Le
theoreme 6.1 nous donne Γexistence sur un voisinage de x d'une equation de
Lie analytique Rk+ι formellement integrable et formellement transitive dans
Jk+ι(T) telle que la sous-algebre de Lie tronquee de Jk+t(T)x determinee par
R"+ι soit egale a celle determinee par Rk+t. Nous avons done Rkx = R'k\x et la
proposition 5.5 nous fournit alors une section φ de Q°k+1 sur un voisinage con-
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nexe U de x avec les proprietes voulues. D'autre part, puisque RLtX est iso-
morphe a R'ltX d'apres le theoreme 4.1, la remarque precedente montre que
sur U Γequation de Lie Rk = πk(Rk+ι) dans Jk(T) est formellement integrable

Definition. Nous dirons que deux equations de Lie Rk, R'k dans Jk(T) sont
localement isomorphes s'il existe un automorphisme φQ: X —> X et, pour tout
x e X, une section / de Aut (X) sur un voisinage U de x tels que fix) = φo(x)
et tels que Jk+1(f): Rk]U -* R'kmm ou Jk(f): Rk]U -> &k]fm soit un isomor-
phisme.

Soit Rk une equation de Lie formellement integrable dans Jk(T) dont on note
une forme finie Pk. Supposons que gk soit 2-acyclique. Nous dirons que le
deuxieme theoreme fondamental est vrai pour Rk si, pour tout x ζ X, on a
HK^ktx) = 0 (cf [10, § 8]) cette derniere condition est remplie si et seulement
si on peut resoudre Γequation 9F = u, avec F e £Pk^x et F(x) = Ik(x), lorsque
ueCifX satisfait a 9λu = 0, oύ C\ = B\ Π C\.

Theoreme 6.2. Soίent Rk,R'k deux aquations de Lie formellement intέgra-
bles et formellement transίtives dans Jk(T). On suppose que gk est 2-acyclique
et quΊl existe φ <= Γ(X,ΪSk+1) tel que φ{Rk) — Rf

k et φ(Rk) = &k. Pour tout
xeX, on a un isomorphisme φ: Hι(β*k%3ύ —> H1^'^), oύ y = but φ(x); si le
deuxieme theoreme fondamental est vrai pour Rk, ίl est vrai pour Rk, et Rk est
localement isomorphe a Rk.

Demonstration. On verifie aisement que 9φ~x e Γ(X, /0(Γ)* (x) Rk) et done,
en notant aussi φ la section πkφ de J f c , on a 9φ~ι € Γ(X, Cf

k

ι). Si u e C\, alors
u*"1= Φφ~1 + φ(u) € C'k\ et d'apres la formule (7.15) de [10], 9λu = 0 si et seule-
ment si ^(w^-1) = 0. On a done un isomorphisme φ: &\^x —> 2t'k\y qui envoie
w dans uφ~x. D'autre part, si ψ e Z 7 ^ , «SΛ) nous notons Ad ψ Γapplication de
Qk dans β f c qui envoie F e Qk9 avec source F = a, but F = b, dans
ψ(b) -F- ψia)'1 et nous avons le resultat suivant:

Lemme 6.1. Soient Rk, Rk deux equations de Lie dans Jk(T) et φ<ε Γ(X, Sk)
tels que φ(Rk) = Rk. Si Pk, Pk sont des formes finies de Rk, Rk respectivement,
au voisinage de Ik on a la relation Pk = Ad φ(Pk).

Demonstration. Si F e Qk avec but F = b, et si but φ(b) = c, on verifie
aisement que le diagramme

hiT)b —> hiT)c

est commutatif (cf. [10, §6]). Ceci implique que le systeme de
Aάφ*(Rk Aάφ-'-F) est egal au systeme de Pfaff F •-> (φ(Rk))F = ΆkF, d'oύ
le resultat voulu.

Revenons a la demonstration du theoreme 6.2. D'apres le lemme 6.1, si
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F<z^Kx avec F(x) = Ik(x), alors Adφ-Fz^y et (Aάφ-F)(x) = Ik(x).
L'isomorphisme φ: H\&k,x) -• H\^y) provient de Γisomorphisme φ: &\x

-+ &'k\y, et decoule de la formule (7.14) de [10] qui implique la relation

pour M e ^ F s ^ j . Rappelons que gk est 2-acyclique; si le deuxieme
theoreme fondamental est vrai pour Rk, pour tout x <=. X, il existe une section
ψ de ^k sur un voisinage de y telle que ^ ψ = Q)φ~x et ψ(y) = Ik(y). On a alors
^ ( ψ φ) = 0 d'apres la formule (7.13) de [10] et on peut ecrire ψ o ^ = / f c(/), oύ
/ est une section de Aut (X) sur un voisinage V de *. On a done Γisomorphisme
cherche jk(f): Rk]V -» ^ i / ( F ) avec jk(f)(x) = φ(x).

Si Γon se place dans la categorie des varietes et des morphismes analytiques,
le deuxieme theoreme fondamental est alors vrai pour toute equation de Lie Rk

formellement integrable avec gk 2-acyclique (cf. [10]) et deux equations de
Lie verifiant les hypotheses du theoreme 6.2 sont localement isomorphes.

Remarque. Si X est connexe et x 6 X, la proposition 5.5 et le theoreme
6.2 impliquent que le fait que le deuxieme theoreme fondamental soit vrai pour
une equation de Lie Rk, formellement integrable et formellement transitive
dans /jfc(Γ) avec gk 2-acyclique, ne depend que de la classe d'isomorphisme de
la sous-algebre transitive fermee R^ x de /^(Γ)^. On dira done que le deuxieme
theoreme fondamental est vrai pour une sous-algebre transitive fermee L de
Joo{T)x s'il est vrai pour une telle equation de Lie Rk pour laquelle R^iX est
isomorphe a L; d'apres le corollaire 6.1 ou la proposition 6.1, on peuttou-
jours supposer que Rk est analytique.

Nous donnons maintenant une version relative du corollaire 6.1.

Corollaire 6.2. Soient x β X et Rk une aquation de Lie analytique {ou pour
laquelle le deuxieme theoreme fondamental est vrai) formellement integrable
et formellement transitive dans Jk(T). Si L! C R^x est une sous-algebre de Lie
transitive fermee de J^iT);^, alors quelque soit Γentier m > 0, // existe sur un
voisinage de x une equation de Lie Rk+t C Rk+ι formellement integrable et
formellement transitive dans Jk+ι(T) telle que la sous-algebre de Lie transitive
fermee B!^x de JSX)X soit isomorphe a V et que πm(U) = R'mfX.

Demonstration. D'apres le corollaire 6.1, il existe au voisinage de x des
equations de Lie analytiques R'"+l C Rk+ι formellement integrables et formelle-
ment transitives dans Jk+ι(T), avec k + I > m + 1 et g"+ι et g*"+ι 2-acycliques,
telles que les sous-algebres de Lie transitives fermees RZyX9 R'"yX soient isomor-
phes έjR^a , L; TQspQCtivQmQntQtquQ Rk

;

+liX=Rk+lx, Rkilx = πk+ι(L/). D'apres
la proposition 5.5 et le theoreme 6.2, les equations de Lie Rk+t et Rk+ι sont
isomorphes sur un voisinage de x: il existe done une section / de Aut (Z) sur
un voisinage U de x telle que Jk+ι(f)(x) = Ik+ι(x) et telle que Jk+t+1(f): Rk+m

—» R'k+ufw) s°it u n isomorphisme. L'equation Rk+ι dans Jk+t(T) sur U definie
par
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ou Λ+Ittκ-κ;+I) = Λ*;n/«o

est une equation de Lie formellement integrable puisque R"'+ι Test. D'apres
(5.10), les sous-algebres de Lie tronquees de Jk+ι(T)x determinees par Rk+ι et
R'k'+i sont les memes, et R'k+ι-liX = R"'+ι-i,x- L'isomorphisme de V et de R^ x

decoule du theoreme 4.1.

7. Equations de Lie elliptiques formellement transitives

Examinons d'abord les automorphismes d'une equation de Lie. Supposons
X connexe soit Rk une equation de Lie formellement transitive dans Jk{T)
avec πk: Rk+1 —> Rk surjectif. Soit P\+1 Γensemble des F e Qk+1 tels que F(Rka)
— Rk b si a = source F, b = but F. Montrons que P\+1 est une sous-variete de
Qk+ι. D'abord Pl+1(a, a) = Qk+1(a, a) Π P\+1, pour a € X, est un sous-groupe
de Lie ferme de Qk+1(a, a). En efϊet, Γaction de Qk+1(a, a) sur Jk(T)a permet
d'identiίier Qk+ι(a,a) a un sous-groupe ferme du groupe d'automorphismes
GL(Jk(T)a) de Jk(T)a. Puisque les automorphismes de Jk(T)a qui preservent le
sous-espace Rk a forment un sous-groupe ferme de GL(Jk(T)a), on peut identi-
fier Pk+1(a, a) a un sous-groupe ferme de GL(Jk(T)a). D'autre part, le sous-
groupoϊde P\+1 de Qk+1 contient toute forme finie Pk+1 de i? fc+1. Comme^Rfc+i
est formellement transitif, il existe des sections locales de Pk+1 considere comme
fibre sur I X I qui permettent de voir que P\+1 est un sous-fibre de Qk+1 sur
XXX.

La derivee de Lie i?(f): Jk(£Γ) -> Jk(f) pour f € Γ(X, Jk+1(T)) s'obtient a
partir de Faction de Qk+1 sur Jk(T) de la maniere suivante. Si Ft = (/,, Ft) est
une famille a un parametre de sections de £k+ι sur un ouvert U de X avec
Fo = Ik+ι, alors (dFt/dt)\M(x) e VIjt+lix)(QkiJ et | = (dFt/dt)\t=0 est une
section de Jk+1(T) sur U. Toute section de Jk+1(T) peut localement s'ecrire
ainsi. Si η est une section de Jk(T) sur U, alors pour x e U,

(7.1) (&(ξ)vKx) 4
dt

Soit ^5;+1 le sous-fibre vectoriel de Jk+ι(T) dont la fibre en ae X est egale a
VIί+l(a)(Pl+1). Alors VF(Pί+Ί) = Ά\+1F pour F ε P\+1. II est clair que * i + 1 =
v(Rk+1) est une equation de Lie dans Jk+ι(T) dont P\+1 est une forme finie et
que Rk+ι C Rk+1. Si ^ est une famille a un parametre de sections de ^\+1 sur
un ouvert [ / d e l avec Fo = Ik+1, alors | = (dFt/dt)\tm0 € Γ(t/,Λj.+1); la
formule (7.1) montre alors que &(jϊ)η 6 Γ(U,Rk) pour tout η<zΓ(U,Rk).
Ceci implique que [^J+1, &k] C ^ f c . Notons ^ + 1 le noyau de πk: R\+1->Jk(T).
On a done les inclusions gk+1 C ^ + 1 et [g\+19 Rk+1] C ΛΛ. Si ξ € flrj+1,2y € Rk+1,
alors [f, 27] = —πo(τ]) 7\ ξ £ gk. Puisque Rk+1 est formellement transitif, on a
l'inclusion ^ + 1 C (# f c)+ 1 = ^rfc+1, d'oύ l'egalite
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Si Γequation de Lie Rk dans Jk(T) est elliptique, il en est de meme pour les
equations Rk+1 et R\+1 dans Jk+1(T) d'apres la proposition 6.2 de [4].

Nous ne supposons plus X connexe. La remarque qui suit le theoreme 6.2,
et le theoreme 9.1 de [10] impliquent:

Theoreme 7.1. Si Rk est une aquation de Lie elliptique formellement inte-
grable et formellement transitive dans Jk(T) avec gk 2-acyclique, le deuxieme
theoreme fondamental est vrai pour Rk.

Supposons X muni d'une structure de variete analytique compatible a sa
structure de variete differentiable.

Proposition 7.1. Soit Rk une aquation de Lie elliptique et analytique dans
Jk(T). Toute solution de Rk et tout automorphisme local de X solution de
Γequation dίβέrentielle non-lineaire d'ordre k dans le fibre X2 —• X, determinee
par une forme finie Pk de Rk, est analytique.

Demonstration. Choisissons des metriques analytiques sur un voisinage U
de x e X et dans les fibres Rklu et B\ljτ soit Z>* Γadjoint formel de Γoperateur
differentiel D: ί%k —> SS\. Toute solution s sur U de Γequation Rk determine
une solution u = }k(s) sur U de Γoperateur differentiel D*D: l%k —> l%k. De
meme, toute section / de Aut(X) sur U solution de Γequation differentielle
non-lineaire Pk d'ordre k dans X2 —> X determine une section φ = Jk(f) de
$Pk sur U qui verifie Γequation D*Φφ = 0, oύ I)*®: &k —> ί%k est un operateur
differentiel non-lineaire d'ordre 2, qui definit un morphisme de fibres p(D*Φ):
h(Pk) Π Q^k)—*&k- L'operateur D: 0tk-+@\ est elliptique d'apres la propo-
sition 6.4 de [4], puisque le noyau de son symbole σ(D)\ T* (x) Rk —• B\ est
^( f̂c+i) \ i l e n resulte que l'operateur D*D est determine et elliptique. Si a € 71*,
G 6 J^Pjc) Π Qatk) a v e c source π0G = a, but πQG = b, notons σa(D*Φ; G):
Rw -> ^*,a Γapplication σaφ*)oσjβ\ G), oύ σaφ\ G): Rk,b->B\a envoie
I dans σφ\ G)(a <g) | ) et aa(.D*): S i ϊ β -> RKa envoie v dans σφ*)(a ® v).
D'apres la formule (2.8), on voit que si G = jι(φ)(a), avec a e C/

( 7 0 ; G) = σ0) . (/έ/®G- 1 )

et que Γensemble F des elements G de ^(P*) Π β ( l f Λ ) tels que σaφ*$; G):
&k,b —> ̂ fc,α soit un isomorphisme pour tout α e Γ* non-nul, oύ (2 = source
πoά, b = but πQG, est ouvert et contient h(φ)(U). Soit JFc/ 2 (P f c ) Π β ( 2 f f c )

Γimage reciproque de F par la projection TΓ̂  La restriction de pφ*3) a P^
nous donne un operateur differentiel non-lineaire determine et elliptique telle
que j2(φ) soit une section de W. L'analyticite de u et φ, et done de s et /, resulte
des proprietes classiques des operateurs differentiels analytiques elliptiques (voir
par exemple Friedman [3]).

Theoreme 7.2. Soit Rk une equation de Lie elliptique formellement in-
tέgrable et formellement transitive dans Jk(T). Alors il existe une structure de
variete analytique sur X compatible a sa structure de variete differentiable par
rapport a laquelle Rk est une equation analytique. Toute solution de Rk et tout
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automorphisme local de X solution de V aquation differentielle non-lineaire
d'ordre k dans le fibre X2 —> X, determinee par une forme finie Pk de Rk, est
analytique; la cohomologie de Spencer de Rk est nulle en degrέs supέrieurs a
zero.

Demonstration. Nous pouvons supposer sans perte de generalite que gk

est 2-acyclique. Pour tout x e X, il existe d'apres la proposition 6.1 et les
theoremes 6.2 et 7.1, sur un voisinage connexe de x une equation de Lie ana-
lytique Rk formellement integrable et formellement transitive dans Jk(T) et une
section / de Aut (X) sur un voisinage U de x telles que Jk+1(f): Rk]ϋ-+R'klf(U)

soit un isomorphisme. Montrons que la famille des sections / de Aut (X) obte-
nues de cette maniere se recollent pour donner une structure de variete analy-
tique sur X par rapport a laquelle Rk sera visiblement une equation analytique.
II suffit pour cela de prouver que, si /, g sont des sections de Aut (X) apparte-
nant a cette famille definies sur un ouvert V de X, alors fog-1 est analytique
par rapport a la structure de variete analytique donnee. Supposons que Jk+1(f):
Rkιv-^Rk]f{V), Jk+ι(g): Rkιv-+Rk]fnV) soient des isomorphismes, o ύ R k , Rk sont
des equations de Lie analytiques formellement integrables dans Jk{T) definies
sur des ouverts connexes de X; alors Jk+ι(g o f ~ ι ) : Rk]fiV) -+R'k\g{V) est un iso-
morphisme. Pour tout y e V, d'apres la proposition 5.5, le theoreme 6.2 et le
deuxieme theoreme fondamental pour les equations de Lie analytiques, il existe
une section analytique h de Aut (X) sur un voisinage Wcf(V) de f(y) telle que
h(W) C g(V) et telle que jk+1(h): Rk]W-^Rk]h{W) soit un isomorphisme. II faut
simplement montrer que la section fog~1oh de Aut (X) sur W est analytique.
Or, puisque Jk+1(f ° g~ι o h): Rk]W -* RkHfog-Uh)(W) est un isomorphisme, cette
section de Aut (X) est une solution de Γequation differentielle non-lineaire P'£+1

d'ordre k + 1 dans X2 —> X definie sur un ouvert de X. Comme Rk est une
equation elliptique, P'k\x est une forme finie de Γequation de Lie elliptique et
analytique Rk\x dans Jk+l(T) sur un ouvert connexe de X, Γanalyticite de cette
section decoule de la proposition 7.1. L'analyticite des solutions de Rk et des
sections de Aut (X) solutions de Pk est une consequence de la proposition 7.1.
La cohomologie de Spencer (voir par exemple [6] ou [17]) est nulle en degres
superieurs a zero puisque Rk est elliptique et analytique (cf. [6] ou [17]).

8. Isomorphismes d'έquations de Lie formellement transitives

D'apres le § 6, nous disons que deux equations de Lie Rk, Rk dans Jk(T)
sont isomorphes sur un voisinage de x e X s'il existe une section / de Aut (X)
sur un voisinage U de x telle que f{x) = x et telle que

J k + l\f) '• Rjc\U > -R-k\f(U)

soit un isomorphisme. Supposons X connexe et muni d'une structure de variete
analytique compatible a sa structure de variete differentiable.
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Le theoreme 6.2, la proposition 5.5 et les theoremes 4.1 et 7.1 nous don-
nent Γenonce suivant:

Si Rk et Rk sont des equations de Lie analytiques (resp. elliptiques) dans
Jk(T) formellement integrables et formellement transitives, alors il existe un
entier kQ > k tel que les conditions suivantes soient equivalentes:

(i) Rk et Rk sont isomorphes sur un voisinage de x.
(ii) II existe φ e Qko+ι(x, x) tel que φ: RkθiX-^RkθjX soit un isomorphisme.

(iii) Les algebres de Lie transitives R^ x et R^ x sont isomorphes.
Notamment, on prend pour k0 un entier tel que les symboles de Rko et RkQ

soient 2-acycliques. Pour ces equations, le probleme d'equivalence est done
reduit a une question purement algebrique qui ne depend que d'un nombre ίini
de prolongements des equations. Nous voulons maintenant generaliser ce
resultat aux equations qui ne sont pas necessairement formellement integrables.

La generalisation du resultat precedent aux equations analytiques s'enonce
ainsi:

Theoreme 8.1. Soient Rk,Rk deux aquations de Lie analytiques formelle-
ment transitives dans Jk(T). Si τr0: R^—*J0(T) et π0: 2£i—•/0(Γ) sont surjectifs,
alors il existe un entier kr>k tel que les conditions suivantes soient equivalentes:

(i) Rk est isomorphe a Rk sur un voisinage de x.
(ii) // existe φ € Qkl+λ{x, x) tel que

φ(RkuX) = R'kux et (πk+1φ)(RKx) = R^x .

Le resultat analogue pour les equations elliptiques est le suivant:
Theoreme 8.2. Soient Rk,Rk deux aquations de Lie elliptiques formelle-

ment transitives dans Jk(T). Si Rk+t,Rk+ι sont des fibres vectoriels pour tout
I > 0, et si π0: i?M —> J0(T), π0: R^ —• /0(Γ) sont sur jectifs, alors il existe un
entier kλ>k tel que les conditions (i) et (ii) du theoreme 8.1 soient equivalentes.

Demontrons d'abord le
Lemme 8.1. Soit Rk une equation de Lie formellement transitive dans

Jk(T). Si Rk+i est un fibre vectoriel pour tout l>Oet si ττ0: R^ —»/0(T) e s t

surjectif, alors Vapplication πk+t: Rk+ι+m-^ Rk+i est de rang constant pour
tout I, m > 0.

Demonstration. On applique la proposition 5.4 a 1'equation de Lie formel-
lement transitive Rk+ι+m pour deduire que son image par πk+t dans Jk+t(T)
est un fibre vectoriel.

Proposition 8.1. Soit Rk une equation de Lie analytique dans Jk(T). Si
π0: Rco —> JQ(T) est surjectif, alors Rk+ι est un fibre vectoriel pour tout I > 0.

Pour demontrer la proposition 8.1, nous avons besoin de la digression sui-
vante. Soit k un corps infini et A Γanneau des series formelles k[[Xly , Xn]].
On notera Der^/fc le A -module des ^-derivations d: A —> k. Si M est un A-
module et si d € Der4/fc, une application A -lineaire D: M —* M est une d-deri-
vation si
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D(fm) = df m + fDm

pour tout / € A, m e M.
Le lemme suivant nous a ete communique par B. Malgrange.
Lemme 8.2. Soient d19 >,dn desk-dέrivations de A et Dt une dcderiva-

tion d'un A-module M de type fini pour i = 1, ,n. Sίles images de d19 ,
dn dans ΌeτA/k (g)A k jorment une base de cet espace vectoriel sur k, alors M
est un A-module libre.

Demonstration. Soient m19 , mp des elements de M dont les images dans
M (g)A k sont une base de cet espace vectoriel. D'apres le lemme de Nakayama,
m19 - , mp engendrent M. On a done

D i m j = Σ aijmk 9 a v e c ah 6 A 9
k = l

pour i == 1, , n, j = 1, . , p. Considerons une relation

(8.1) fxmι + + f p m p = 0 , a v e c fl9 . . . f p e A

entre les generateurs de M. Alors fj = 0, ou le degre de fj est positif, pour
/ == 1, . . . , n en effet, si le degre de fά est nul, alors fj est inversible dans A et
M est engendre par p — 1 elements il en est done de meme pour M ®A k, ce
qui est impossible. Supposons qu'il existe une relation non-triviale (8.1); on
peut supposer que le degre m de fx est positif et minimal. Puisque k est infini,
d'apres notre hypothese, il existe une combinaison lineaire

d =
i

telle que le degre de dfγ soit egal a m — 1. Si Γon pose

D = Σ "Pi ,
ί = l

on obtient

dfrm, + - - - + dfp mp + ]xDmx + - + fpDmp = 0 ,

d'oύ la relation

(8.2) Σ Σ (dfj + hataίJmj = 0 .
j l l ί l

Comme le degre de fd est >m, le degre de

Σ Σ fiotioίi
1 = 1 i=l
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est aussi > m ; dans (8.2), le coefficient de mγ est done de degre m — 1, ce qui
est une contradiction. Par consequent, M est libre.

Si 1 est le fibre trivial de dimension 1, on ecrit A = J^Wx et Γanneau A
est isomorphe a R[[Xl9 ,<X"n]]. Si E est un fibre vectoriel, JSE^x est un
y4-module de type fini; si F est un autre fibre vectoriel, alors

JJβ <g> F)x = JJJS)a ®A JΛF)X .

Si Rk est une equation difϊerentielle dans Jk(T), on pose pour / > 0 et x e X

en considerant JMk+ι(X))χ comme un sous-espace de JMι(Jk(T)))x- Soit F le
quotient Jk(T)/Rk et p : /fc(Γ) —> F la projection naturelle. II est clair que la
suite de A -modules

o -> ^ t + I f , - /.(/»+I(T», ^ ^ /-(/.(f)), - &,, -> o

est exacte (cf. [4]), oύ SιtX est le conoyau de JαAPiiφ))* Comme A est un an-
neau noetherien, Rk+hx et S^x sont des ^4-modules de type fini.

L'operateur differentiel D: Jm(^) -> f * (8) KΛ^) induit

Z): JM

et Γon voit facilement que les i ^ + ^ se determinent par recurrence de la ma-
niere suivante. D'abord Rk,x = JJRkϊx I P u i s u n element w e JMk+ι+ι(T))x ap-
partient a jRk + ι + 1 ) a ; si et seulement si JΛπk+ι)u € i? f c + M et Z>w € Λ i Γ * ) ^ JRfc+ίja;.

Pour m > 0, Γinjection canonique λm: Jk+ι+m(T) —> Jm(Jk+ι(T)) induit une
application JST)X -> JMk+ι(T))χ \ ϋ e s t facile de voir que Γimage de Λ ^ par
cette application est contenue dans Rk+hx et que le diagramme

est commutatif, oύ γ est Γ application composee

Soit J{ιyk)(T) le fibre des (/, &)-jets de champs de vecteurs bidiagonaux iso-
morphe a Ji{Jk(T)). On notera
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Γisomorphisme canonique et on deίinit λt: Jk+i(T) —> J(ι,k)(T) par λt — v~ιλtv
(cf. [10, §4]). On verifie que J{ι,k){^) e s t u n faisceau d'algebres de Lie sur
X, et que Γon a un crochet

d'oύ un crochet

qui etend le crochet

On verifie la formule

(8.3) [f, η\ = p([^(D, i;-^] +

pour I 6 Jk+ι+1(f), η 6 Jt{Jk{3r)), oύ ^0(9) β

Nous avons les crochets suivants induits par les crochets habituels

x, /.(/»(Γ))J

Si i?j; est une equation de Lie, notons Jι(&k) le sous-fibre v'^^R^ de

/(I,*,(Γ);

Ecrivons

On verifie facilement que, pour / > 0

[*tίlίi,n°(tlti,i]^''t

[«ltl,n"tt!,Jί-"*

De (8.3), il suit que

&+I+i..,/-(/i(K*)),] C /.(

Pour I € Λ*+ί+iiβ, on a done une application
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telle que

pour η 6 JMι(Jk(T)))x. Done le diagramme

est commutatif, d'oύ une application

qui est une if(^)-derivation du /l-module SlfX9 oύ η = J^Mξ e J^iDx.
Demontrons maintenant la proposition 8.1. Appliquons le lemme 8.2 au A-

module SltX de type fini. Puisque πQ: R^^ —> JO(T)X est surjectif, il existe des
elements ξ19 , ξn e Rk+t+ι,x tels que ^(fx), , f ( ? J forment une base de
JO(T)X. Posons I, = /.(y-Ofi et η, = JΛπo)li', alors J*?(f*) est une J2?(^)-dέri-
vation de SliX et πo^15 , πo9jn est une base de Tx. Les hypotheses du lemme
8.2 sont done verifiees et on conclut que StyX est un A -module libre.

Soit Θz%ω le faisceau de germes de fonctions analytiques sur X a valeurs reelles
et notons Sω le faisceau de germes de sections analytiques d'un fibre vectoriel
analytique E. La suite

est exacte, oύ Sfttω est le conoyau de Pι(φ), et

Comme Sh3} est un v4-module libre et A un 0X >^-module fidelement plat, on
conclut que &Ί^X est un ΦXωX-modυle plat, done libre, pour tout x β X. Puis-
que ^ i j ω est un 0X)f iΓmodule coherent, d'apres le theoreme des syzygies, S?ι,m

est localement libre; par consequent pt{φ) est de rang constant et Rk+ι est un
fibre vectoriel.

Demontrons maintenant les theoremes 8.1 et 8.2 en meme temps. II suffit
de montrer que la condition (ii) implique la condition (i). D'apres la proposi-
tion 8,1 et le lemme 8.1, on peut appliquer le theoreme 1 de [6,1]; il existe
done des entiers m0 > k, lQ > 0 tels que les equations de Lie
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dans Jmo(T) soient formellement integrables et aient les memes solutions for-

melles que Rk et Rk respectivement on peut supposer aussi que les symboles

de R%f et de R^ι

o

o) sont 2-acycliques. Ces equations sont done formellement

transitives. Posons kx = m0 + /0; si φ e £kl+1(x, x) verifie la condition (ii), alors

D'autre part, si Rk et Rk sont elliptiques, alors R™ et /?^Jo) le sont aussi. On

sait done que, sous nos hypotheses, il existe une section / de Aut (X) sur un

voisinage U de x tel que

J mo + l\t)

soit un isomorphisme. On peut supposer que

(cf. § 6). Soit ω une i?mo+1-connexion sans courbure sur un voisinage de x; alors

α/ = }k+1(j)(πk+1ω) est une i^+1-connexion sans courbure sur un voisinage de

x, d'apres (3.10). Sur un voisinage de x, les fibres Rk et }k+i(f)(R k) s o n t stables

par la derivee covariante induite par ω' dans Jk(T). D'apres notre hypothese,

nous avons

done d'apres la proposition 3.2, sur un voisinage de x nous avons Γegalite

ce qui demontre les theoremes 8.1 et 8.2.
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