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SUR LE CUT-LOCUS D'UNE VARIETE PLONGEE

R. THOM

1. Preliminaire

Soit Cr(M) Γespace des fonctions reelles de classe ^r sur une variete difϊeren-
tiable compacte M (muni de la topologie ^ r , r > 0).

On sait que cet espace fonctionnel est muni d'une stratification canonique,
definie par exemple par les orbites du groupe DifϊM X DiffJR. Rappelons
que jusqu'en codimension six, les orbites definissent une telle stratification; en
codimension plus elevee apparaissent des modules, qui obligent a concentrer
les orbites en strates (Voir J. N. Mather [2], F. Sergeraert [5]). Nous n'aurons
ici a considerer explicitement que des strates de codimension inferieure a deux.
On trouve dans J. Cerf [1] une description explicite de ces strates que nous
rappelons ici brievement: X°, de codimension zero, est Γensemble des fonc-
tions de Morse excellentes (a valeurs critiques toutes distinctes) X\ de codimen-
sion un, est formee des fonctions dont deux seulement des valeurs critiques
sont egales, ou qui admettent un seul point critique de type / = JC3 + forme
quadratique non degeneree. X2, strate de codimension deux, formee des fonc-
tions dont trois valeurs critiques seulement sont egales, ou des fonctions dont
un point critique d'index un a meme valeur qu'un point critique ordinaire, ou
des fonctions dont un point critique est de type x* + J] x\.

On observera que la partie lisse de Γ ensemble X1 (dit ensemble de bifurca-
tion de Cr(M)) se decompose en certains ensembles Xij, ensemble des fonctions
/ qui admettent un point critique d'indice i et un point critique d'indice / d'egale
valeur, les autres points critiques etant generiques. On appellera X^o Γensemble
des fonctions qui admettent leur minimum absolu en deux points critiques
simples distincts.

Definition. Le sous-ensemble ferme W C Cr(M) tel que toute fonction g du
complementaire Cr — W atteint son minimum absolu en un point critique
ordinaire sera dit Vensemble de Maxwell de Γespace fonctionnel. Ce comple-
mentaire est evidemment partout dense dans Cr(M).

Proposition 1. Vensemble W est Vadherence de Vensemble X^o.

Une fonction geW atteint son minimum absolu en deux points cί9 c2 distincts
au moins, ou en un minimum degenere unique. Dans le premier cas, on
approchera g par une fonction / qui atteint son minimum absolu en deux points
simples x19x2 voisins de c1? c2 respectivement, done dans X™0. Dans le second
cas, le minimum, dans une carte locale, s'ecrit g = x\s + h (x2, , xn), entier
s > 0 et dg h > 2.
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En ajoutant a g une fonction de la forme x\ + Σ x), on approche arbitraire-
ment pres g par une fonction dont le minimum absolu est atteint en un point
de type x\ + J] x), j > 2, c'est a dire une fonction de X2; mais ces fonctions
sont dans Γabherence de X%0 comme le montre la fonction x* — ax2, a > 0 arbi-
trairement petit.

II resulte de la theorie generate des singularites de fonctions differentiates
(theorie du "deploiement universel") que Γetoile d'une strate de la stratification
canonique (de codimension finie) admet un modele local defini par des ensem-
bles semi-algebriques, done localement triangulable cf. [2]. II en va de meme
de Γensemble W, sous-ensemble stratifie de cette stratification.

De plus, comme pour toute stratification definie par les orbites d'une action
de groupe, on a la propriete de rigidite locale (dans le bon cas de codimension
< 6): Tout champ de vecteur X d'une strate U s'etend localement en un champ
de vecteur X tangent aux strates de la stratification situees dans Γetoile de U.
II en resulte qu'on peut definir la notion d'une application differentiable
F: Rk —> Cr(M) transverse sur Γensemble de Maxwell W. (On suppose ici
k < 6 pour rester generiquement dans le "bon cas": cette hypothese n'est sans
doute pas necessaire . . .). Si F est transverse sur W, la contre-image F~\W)
est un ensemble stratifie, dote de la meme propriete de rigidite des etoiles. . . Ces
etoiles ont en particulier des modeles locaux semi-algebriques, done polyedraux.

2. Cut-locus d'une variete plongee dans l'espace euclidien

Soit / une application differentiable d'une variete Mn dans l'espace euclidien
Rn+P. On associe a cette application / une application Φ(f) de l'espace ambiant
Rn+P dans Cr(M), dite: champ des fonctions distances associe a f, par la for-
mule: [Φ(f)(x)](y) = d2(f(x), y), d distance euclidienne. On voit que Φ(j) prend
ses valeurs dans Γensemble C+ des fonctions positives sur M.

Definition. On appelle cut-locus K(f) de Γapplication /: M -> Rn+P Γen-
semble contre-image par Φ(f) de Γensemble de Maxwell W C Cr(M).

Enonςons alors la conjecture:
Conjecture (CL). Pour presque toute application f de M dans Rn+P (au sens

de la ^fc-topologie), Γapplication Φ(f) de Rn+P dans Ck{M) est transverse sur
Γensemble de Maxwell W.

J. N. Mather a annonce un resultat semblable concernant le cut-locus d'un
point dans une variete riemannienne, lorsqu'on fait varier la metrique. Tres
vraisemblablement, sa technique de demonstration pourra s'appliquer a la con-
jecture ci-dessus. Pour le cas n = 1,2, p = 1, la conjecture peut etre demon-
tree par reduction au lemme de transversalite, applique dans l'espace des jets
et des multijets (au sens de Mather) de Γapplication /.

La conjecture (CL) permet de definir de maniere precise les singularites gέnέ-
rίques d'un cut-locus.

L'application / a un cut-locus generique, si le champ Φ(f) associe est trans-
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verse sur Γensemble de Maxwell W. En ce cas, la cut-locus K(f) = Φ{f)~\W)
a lui-meme une structure stratifiee, et les modeles locaux, semi-algebriques,
des incidences des strates sont les sections transversales des modeles locaux
definis sur W.

L'ensemble de Maxwell W comporte trois sortes de strates (cf. [6]):
i) des strates de bifurcation. Ensembles des functions dont le minimum

absolu est atteint en un minimum degenere d'un certain type (algebriquement
isole).

ii) des strates de conftit. Ensembles des functions qui atteignent leur mini-
mum absolu en k minima simples cλ,c2, , cte.

iii) Strates mixtes. Meme definition qu'en ii), lorsqu'au moins un des
minima cό est degenere.

Les incidences des strates de conίlit entre elles sont aisees a decrire: dans
Γespace Rk de coordonnees barycentriques tQ9119 , tk, il s'agit toujours de
varietes lineaires definies par les equations et inequations: tγ — t2 = =
ts < Inf (ts+1, , tk). En general, une strate de bifurcation est dans Γ adherence
de strates de conflit (Proposition 1). Le modele local de Γetoile est decrit par
un ensemble de Maxwell defini localement dans le deploiement universel du
minimum degenere. Par exemple, la singularite / = x4 admet pour deploiement
universel F = xA/4 + ux2/2 + vx. Dans le plan Ouv du deploiement, la strate
X2 de bifurcation est Γorigine u = v = 0. La strate de conflit incidente est l'en-
semble de Maxwell v = 0, u < 0. (Cf. la theorie de la catastrophe de Riemann-
Hugoniot [6].)

Cas des petites dimensions. A) n = 1, p = 1 (Courbes planes). II y a deux
strates de conflit: Γarc simple, de dimension un, defini par Γegalite de deux
minima simples, et le point triple, obtenu lorsque trois minima simples sont
egaux.

II y a une seule strate de bifurcation: le point-fronce X2 defini par un mini-
mum de type x\ Ce point est Γextremite libre d'un arc de conflit. II n'y a pas de
strates mixtes, puisque la plus simple, obtenue en ecrivant qu'un minimum sim-
ple et un minimum de type x\ est de codimension trois, done non generique.

II en resulte que generiquement le cut-locus d'une courbe plane est un graphe,
dont les seuls sommets sont des points triples, ou des sommets libres. Ce
resultat est bien connu dans le cas du cut-locus d'une surface.

B) n = 2, p — 1. II y a trois strates de conflits: la nappe, de dimension deux
oύ deux minima simples sont egaux; Γarete triple (suspension du point triple),
oύ trois minima simples sont egaux et le point quadruple oύ quatre minima
sont egaux. L'etoile d'un point quadruple s'obtient en joignant le barycentre
d'un 3-simplexe (tetraedre) aux sommets et aretes du bord.

II n'y a qu'une seule strate de difurcation: Γarete X2, de dimension un, co-
dimension deux, donnee par les functions dont le minimum absolu est de type
x*. La singularite de type x5 {Queue d'aronde) n'apparaitpas, car ce n'est pas
un minimum. L'arete X2 est le bord libre d'une nappe de conflit.
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II existe une seule strate mixte, de codimension trois, dimension zero: en-

semble des functions qui atteignent leur minimum en un minimum simple et un

minimum de type X2. U n tel point est Γextremite libre d 'une arete triple, et la

nappe de conflit s'exfolie en donnant naissance a une nouvelle nappe de bord

X2. Ce point est egalement le point d 'arret de Γarete X2 (cf. Fig. 1).

. x2

Fig. 1.

Par suite, presque toute surface dans R2 admet pour cut-locus un polyedre
de dimension deux, qui ne comporte que des aretes triples ou des aretes libres,
et dont les sommets ont la configuration decrite ci-dessus.

3. Proprietes generiques du cut-locus

Disons qu'une application F d'une variete X dans C(M) est de classe ^ r , si
Γ application G: X X M-+R definie par G(x, m) = F(x) (ra) est elle-meme de
classe c£r. II est immediat de voir que, dans ces conditions, Γapplication Φ(f):

Rn+p _^ cr(M) est differentiable, et depend difϊerentiablement de /. Par suite,
si une application /: M -+ Rn+P est telle que Φ(f) est transverse sur W, il en
ira de meme pour toute application (/') assez voisine de / dans la ^r-toρologie.
En raison du theoreme d'isotopie des sections transversales d'ensembles strati-
fies, les cut-loci K(f),K(f) sont isotopes dans Rn+P. Si on munit M d'une
structure algberique reelle (par le theoreme de Nash), alors / peut etre appro-
chee par une application f qui est un morphisme de Nash (algebrique). Alors
Γensemble K(f) = Φ(jΎ\W) est un ensemble semi-algebrique deM. II existe
par suite une subdivision simpliciale de M contenant K(f) comme sous-com-
plexe. De la resulte que, generiquement, le cut-locus K(f) d'une application / est
rέtracte par deformation d'un de ses voisinages.

Lemme 1. Soit Q = Σ x\le carrέ de la distance euclidienne dans Rk une
application differentiate g: Rs—>Rk, s <k, telle que g(0) = 0, est reguliere en
0 si et seulement si la fonction induite Q = Qog est une forme quadratique non
dέgέnέrέe.

II est immediat que si g est reguliere en 0 (de rang s), Q! °g est quadratique
non degeneree. Si g est singuliere, il existe un vecteur Z Φ 0 tangent a 0 dans
le noyau de ]\g) alors β'(Z, Z) = β o g(Z, Z) = Q(g(Z), g(Z)) = 0.

Definition. Si / est une application differentiate de Mn dans Rn+P, on
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appelle partie lisse, notee Sm(f), de Γimage f(M), Γensemble image des points
reguliers de M, diminue de la variete de self-intersection de /. Autrement dit,
si y e Sm(f), ί~\y) ne comporte qu'un point x, oύ / est de rang maximum n.

Le complementaire /(M) — Sm(f) sera dit partie singuliere de Γimage /(M).
C'est un sous-ensemble ferme de f(M) (eventuellement identique a f(M)).

Proposition 2. Vintersection du cut-locus K(f) avec Γimage /(M) est la
partie singuliere de /(M).

En eίϊet, en un point y de la partie lisse Sm(f) de /, la fonction Φ(f)(y) =
d\f(x), y) atteint son minimum absolu, zero, au seul point x0 tel que f(x0) = y,
et, d'apres le lemme 1, ce minimum est simple (non degenere). Au contraire,
si z appartient a la partie singuliere de /(M), la fonction d2(f(x), z) atteint son
minimum, zero, soit en au moins deux points (si z est un point de self-inter-
section), soit en un minimum degenere, si z est image d'un point singuliere de
/ (Lemme 1).

Theoreme 1. Soit K(f) le cut-locus de Γ application f: M —• Rn+P; alors le
complementaire Rn+P — K(f) est "fibre" en p-boules ouvertes sur la partie lisse
Sm(j) de Γapplication /.

En effet, soit z un point du complementaire Rn+P — K(f).
La fonction d(f(x) z) prend son minimum absolu en un minimum simple

xf = q(z). D'apres le theoreme des fonctions implicites (xf est un minimum
simple), xf est une fonction differentiable du point z, et Γapplication q: z —>
x' est localement de rang n. En effect, si la normale zx' est minimale pour z,
elle est aussi minimale pour tout point y situe entre z et xr (d'apres Γinegalite
du triangle); par suite, si Γon considere Γapplication Exp: T —> Rn+P du fibre
normal T a Sm(f) dans Rn+P, definie par les droites normales a Sm(J), on voit
que si u est une valeur critique de Exp, deux cas sont possibles: ou la normale
minimale issue de u est unique et simple en ce cas, u admet une contre-image v
pour lequel Exp est de rang maximum par suite Γapplication q peut etre relevee
dans T sur un voisinage de u en une application q de rang maximum (projec-
tion du fibre normal T —> Sm(j)). En ce cas v est exterieur au cut-locus K(f).
Si la normale minimale est non unique, ou degeneree, v appartient au cut-locus.
Ainsi q definit une application surjective de rang maximum de Rn+P — K(f)
sur Sm(f). Lorsque K(f) n'a que des singularites generiques, on peut Γencap-
suler dans une famille d'hypersurfaces qui le tapissent: il existe un voisinage
/ C K(f) - f(M), et une fonction H:J-^R, telle que H~\0) = K(j), dH Φ 0
sur / — K(f), et telle que q soit de rang maximum sur chacune des hypersur-
faces H~\ε), ε > 0 assez petit. Ceci fait de q une submersion contrόlee et par
suite q est une fibration.

Corollaire 1. Le cut-locus K(f) est rέtracte par deformation du complemen-
taire de la partie lisse Sm(f).

En effet, le fibre normal a Sm(f), diminue de sa section centrale Sm(f), peut
etre retracte par deformation dans un voisinage de son bord, done dans un
voisinage tel que /, dont K(f) est retracte par deformation.
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Cas des hypersurfaces. Lorsque p = 1, / est un plongement, alors il y a
lieu de distinguer le cut-locus interieur K\ qui est retracte par deformation de
Γinterieur de la variete plongee (supposee connexe), et le cut-locus exterieur,
qui est un retracte par deformation du complementaire, lorsqu'on ajoute a Rn+1

son point a Γinfini. (On notera que le cut-locus exterieur peut etre vide, com-
me c'est le cas pour une sphere convexe). Les affirmations precedentes ne sont
valables, en principe, que si le cut-locus est generique. Mais, pour un cut-
locus quelquonque K(f), il reste vrai que Sm(f) est retracte par deformation du
complementaire de K(f). II en resulte que Γhomologie de K(j) ne depend que
de la classe d'isotopie de /; on peut conjecturer qu'il en va de meme pour le
type d'homotopie faible de K(f).

Cas des spheres plongees. Lorsque Mn est une sphere Sn, on sait, depuis
la demonstration par Barry Mazur de la conjecture de Schoenfliess, que Γinte-
rieur de Sn est une boule Bn+1; par suite le cut-locus interieur est contractile.

Lorsque n = 1, on en deduit que Kι est generiquement un arbre il a done
au moins deux sommets libres, correspondant a deux minima de rayon de cour-
bure. D'oύ une demonstration (due a A. Weinstein) du theoreme des quatre
sommets (le rayon de courbure R devant presenter egalement deux maxima).

Lorsque n — 2, on en conclut qu'il existe des polyedres contractiles de
dimension deux dont toutes les etoiles sont de type generique. Une adaptation
simple d'un theoreme du a A. Weinstein [7] montre qu'il existe des plonge-
ments de S2 dans R3, dont le cut-locus interieur ne rencontre pas le "conjugate
locus", c'est a dire n'a pas de strate libre de type X2. Un tel polyedre ne peut
etre strictement le classique bonnet croise (dunce hat), car Γorigine n'a pas,
dans ce polyedre, une etoile generique. Mais Γexemple, du a E. R. Reifenberg-
F.Adams [4] d'une surface minima dans R3 qui se retracte par deformation sur
son bord, montre qu'il existe des polyedres contractiles de dimension deux qui
n'ont d'autres singularites que des aretes triples.

4. Cut-locus maximal

On designe par MX le sous-ensemble ferme des fonctions de Cr(M) tel que
toute fonction g du complementaire de MX atteint son maximum en un point
critique simple non dέgέnέrέ. Si / est une application de M dans Rn+P, on ap-
pelle cut-locus maximal de / la contre-image KM(f) = Φ(j)~\MX). Par tout
point du complementaire de KM(f), il passe une normale maximale unique et
simple a la partie lisse Sm(f).

Supposons, pour fixer les idees, que / soit un plongement. Si z n'est pas
dans KM(f), soit q(z) le pied de la normale maximale (unique et simple) a
Γimage f(M) issue de z. Comme precedemment, tout point z! du prolongement
de q(z)-z au-dela de z admet la meme normale maximale. De la resulte que le
complementaire de KM(f) se retracte par deformation a Γinfini: dans la situa-
tion generique, ce complementaire est fibre en S?'1 X R sur une partie de Sm(f),
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chaque fibre etant contenue dans un plan normal a Sm(f). Lorsqu'on a affaire a
un plongement strictement convexe de Sn, alors la base de la fibration est Sn toute
entiere, car en tout point de Sn, il existe une forme lineaire qui atteint son maxi-
mum, et une forme lineaire est pratiquement la distance a un point tres eloigne.
Par suite, en ce dernier cas, le cut-locus maximal est compact, et (generique-
ment) contractile.

On va etablir le
Theoreme 2. Pour toute sphere Sn plongέe dans Rn+\ le cut-locus intέrieur

et le cut-locus maximal KM se recontrent.
Observons d'abord qu'il existe une application continue m de Cr(Sn) — W

dans Sn m associe a toute fonction g: Sn -> R qui n'est pas dans Γensemble de
Maxwell le point unique oύ g atteint son minimum absolu. Par ailleurs, Γimage
f(Sn), si / est un plongement, est disjointe du cut-locus K(f).

Dans le diagramme:

Γ application composee Φ(f)of se releve dans C(Sn) — W et la composee / =
m o r1 o φ(f) o f est Γidentite.

Supposons que le cut-locus interieur Kι soit disjoint du cut-locus maximal
KM, pour le plongement generique /. Alors il existe un voisinage / (deίini par
exemple par une fonction tapissant K1) de Kι dans Γinterieur de f(Sn) disjoint
de KM. Soit Dn+ι la boule de bord Sn; on sait qu'il existe un plongement F
de Dn+1 sur Γinterieur de f(Sn) qui prolonge le plongement / au bord. On con-
sidere le prodiut Sn X Dn+1 comme un fibre sur le second facteur Dn+ί, et Γap-
plication m o i ^ o φ(f) o/ comme la section "identique" de ce fibre au-dessus du
bord Si de Dn+1. Or une telle section s'etend-avec la meme definition via m-au
dessus-du complementaire de F - 1 (/) = /'. Mais sur Γ on peut definir une autre
section de ce fibre, a savoir celle definie par le point k! antipodal du maximum
k de la fonction distance, point uniquement defini, puisque / est disjoint de
KM. Mais όtons du fibre Sn X Dn+1, restreint a J', la section k; Γespace res-
tant est un fibre a fibre Sn — un point, done a fibre contractile. II en resulte
que les deux sections, la section m definie sur dJ', et la section kr definie sur
Kι, peuvent etre reliees par une section continue glob ale au-dessus de /' dans
ce meme fibre. Mais e'est dire que Γapplication identique de Sn sur elle-meme
peut etre prolongee a Dn+\ impossibilite bien connue.

Corollaire 2. Pour presque toute courbe jermέe simple du plan, il existe
un point x qui est centre commun d'un cercle bitangent intέrieurement et ά*un
cercle bitangent extέrieurement a la courbe.

Remarque. On eliminera Γhypothese de genericite dans le resultat du
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theoreme 2 en remarquant qu'une application propre entre espaces metriques est
une application fermee [3]. On considere la projection canonique P(Dn+\ Sn) X
Cr(Sn) -> Cr(Sn): c'est une application propre. Mais dans Dn+1 X Cr(Sn) la
contre-image de KW par [φ(f)oF, (Φif))]'1 est un ensemble ferme; de meme
pour la contre-image de MX; done aussi pour leur intersection. La projection
par P de cet ensemble ferme dans Dn+1 X Cr(Sn) est fermee dans Cr(Sn) mais
pour / generique, cette intersection est non-vide; done Γimage par P de Γinter-
section est dense, dans Cr(M), et par suite Γimage est Cr(M) tout entier. C'est
dire que quel que soit /, Kι(f) et KM{j) se rencontrent.

5. Plongements strictement convexes

Sur le cut-locus interieur d'une hypersurface, la fonction distance a Γimage
est definie pour un tel cut-locus generique, la fonction distance est differentiate
dans toute strate. On peut done parler des points critiques de la fonction dis-
tance sur une strate. On peut egalement parler de minimum (ou maximum)
local de cette fonction au voisinage d'un point de K(f).

Proposition 3. Generiquement, les points critiques locaux de la fonction
distance sur K(f) ne sont pas sur des strates de conflit, de codimension > 1,
ni sur des strates mixtes.

Ceci vient de ce que le cut-locus est generiquement de dimension n — 1, et
qu'un point critique de la distance est generiquement un point isole. Supposons
des lors que / soit un plongement strictement convexe de la ^-sphere Sn dans
Rn+1. On a alors la

Proposition 4. Pour le cut-locus d'une sphere strictement convexe, la fonc-
tion distance rta pas de minimum interieur a une strate de dimension maxi-
mum, ni a une strate de conflit ou mixte.

Supposons d'abord la strate plane; si la fonction distance h a un minimum
en un point 0 de cet hyperplan, on verifie immediatement que Γenveloppe des
spheres de centre x, de rayon h(x), ne peut etre strictement convexe sur la
normale en 0. II en va de meme si la strate est une hypersurface regulierement
plongee en 0: il suffit de le voir par induction sur la dimension, quand la strate
est de dimension un; or si la strate est une courbe convexe vers le haut, Γen-
veloppe des cercles (x, h(x)) sera aussi convexe vers le haut sur la normale in-
ferieure en 0.

Corollaires. Pour une sphere plongee strictement convexe:
i) Le minimum de la distance sur le cut-locus est atteint sur une strate

de bifurcation {done le cut-locus et le conjugate locus se rencontrent).
ii) Si R dέsigne le minimum d'un rayon de courbure, atteint en un point

x de Sn, la sphere osculatrice en x a Sn, de rayon R, est toute entiere dans
Vinterieur de Sn

iii) La fonction distance atteint son maximum en un point unique.
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(Les proprietes ii) et iii) peuvent etre demontrees elementairement elles exi-
stent sans doute dans la litterature.)

Designons par K^ Γ ensemble des points x tels que la fonction distance
d{x /()>)) ait la propriete suivante: cette fonction admet au moins deux points
critiques d'indice un; les deux qui sont de valeurs la plus basse sont d'egale
valeur ou Γun est degenere. On va montrer la

Proposition 4 Pour une sphere strictement convexe, le cut-locus Kι et
Γ ensemble Kψλ se rencontrent.

Si ces ensembles etaient disjoints, alors, en tout point x de Kι la fonction dis-
tance serait telle que le point d'indice un a valeur la plus basse, s'il existe,
serait simple. Mais un tel point existe necessairement puisqu'en x <ε K\ la fonc-
tion distance a au moins deux minima. Or entre deux minima dont les bassins
sont voisins, il y a un col le plus bas qui les met en communication. Puisque
Kι contient generiquement des strates X2, au voisinage de ces strates, on a un
col le plus bas qui met ces bassins en communication; pour une metrique
riemannienne sur Sn, on peut trouver des trajectoires de gradients joignant,
comme des lignes de thalweg, le col a ces deux minima. Puisque le col et les
minima peuvent etre prolonges continuement a partir de tout X2 du bord, ces
lignes de gradients se prolongent egalement sur tout Kι (ceci exclut en fait les
strates de conflit de codimension 2 comme les aretes triples). On peut alors
refaire le raisonnement par Γabsurde de la demonstration du theoreme 2, en
prenant pour section locale le minimum absolu a Γexterieur d'un voisinage /
de K\ et sur Kι le col le plus bas; et on reliera ces sections Γune a Γautre a
Γaide des trajectoires de gradients, qui joignent le col aux minima sur Sn. Ainsi
sera deίinie une section globale conduisant a une extension a Dn+1 de Γappli-
cation identique du bord Sn, d'oύ contradiction.

Tres vraisemblablement, Γetude des proprietes topologiques des cut-loci et des
ensembles de bifurcation est d'une extreme richesse et les resultats precedents
ne sont guere qu'une premiere exploration d'un materiel pratiquement in-
explore.

L'auteur tient a exprimer sa reconnaissance des fructueuses discussions qu'il
a eues avec S. Chern, J. Guckenheimer, S. -Lojasiewicz (qui lui a donne des
demonstrations elementaires des proprietes ii) et iii)). Je remercie egalement
A. Weinstein pour une tres utile correspondance, et Harry Blum, dont la theorie
sur la reconnaissance visuelle des formes a stimule mon interet pour le cut-
locus. Le theoreme 2, en un cas particulier, a fait Γobjet d'un Doctorat de
3eme cycle presente a ΓUniversite de Paris VII par J. Wandja.
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