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SUR LA STRUCTURE DES EQUATIONS DE LIE:
I. LE TROISIEME THEOREME FONDAMENTAL

HUBERT GOLDSCHMIDT

Dans [1], [2], Elie Cartan démontre le troisiéme théoréme fondamental de
la théorie des pseudogroupes de Lie, 1’analogue du troisieme théoréme de Lie:
“Toute algebre de Lie de dimension finie sur R est isomorphe a 1’algebre de
Lie d’un groupe de Lie”.

Nous donnons un énoncé du troisieme théoréme fondamental de Cartan dans
le cadre de la nouvelle version ([9] et [10]) de la théorie des équations de Lie
et des déformations de structures de Spencer ([15],[16] et [18]) élaborée par
Malgrange et Spencer. D’autre part, la théorie des algebres de Lie transitives
de Guillemin-Sternberg [7] nous permet de formuler I’analogue exact du
troisi¢me théoreme de Lie pour les pseudogroupes transitifs:

Toute algébre de Lie transitive abstraite est isomorphe a I’algébre de Lie
transitive des solutions formelles en un point d’une équation de Lie analytique
formellement intégrable et formellement transitive
qui découle du corollaire 6.1 et des résultats de Guillemin-Sternberg [7].

Cartan associe a tout pseudogroupe d’ordre 1 la famille d’algebres de Lie
des groupes d’isotropie linéaires et des fonctions de structure c¢;;; qui vérifient
deux équations qu’on appelle les équations de Cartan du pseudogroupe. Si le
pseudogroupe est transitif, ces algebres de Lie sont toutes isomorphes et les
fonctions de structure sont des constantes; si le pseudogroupe provient d’un
groupe de Lie, ces fonctions sont les constantes de structure du groupe. Si 1’on
se donne une algebre de Lie involutive et des constantes c;;, vérifiant les
équations de Cartan, alors le troisitme théoréme fondamental de Cartan pour
les pseudogroupes transitifs nous donne 1’existence d’un pseudogroupe transitif
analytique d’ordre 1 dont les constantes de structure sont les constantes données
c:jx et dont ’algebre de Lie du groupe d’isotropie linéaire est 1’algébre de Lie
donnée. .

Nous procédons comme Cartan et déterminons au § 1 d’abord les équations
de Cartan d’une équation de Lie R} d’ordre k. Pour ce faire, nous sommes
obligés de prendre une autre équation de Lie R, d’ordre k et de supposer que
R; est reliée a R, par un automorphisme diagonal ¢ selon (1.3); on appellera
Rj, ’équation R, tordue par I’automorphisme ¢. La premiére équation (1.1)
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de Cartan de R;, par rapport a R, exprime que toute solution formelle d’ordre
k de R;, peut se relever en une solution formelle d’ordre k + 1 (théoréme 1.1).
Si cette équation est satisfaite, la seconde équation (1.2) est alors bien définie
et toujours vérifiée. En fait, si ces équations sont vraies pour R}, c’est 1’auto-
morphisme ¢ qui détermine une solution « des équations de Cartan par rapport
aR,.

Notre version du troisitme théoréme fondamental (théoréme 2.1) peut
s’énoncer ainsi: tout germe de solution analytique « des équations de Cartan
par rapport a une équation de Lie R;, analytique dont le symbole est 3-acyclique
provient d’une équation de Lie R; analytique formellement intégrable et égale
a I’équation R, tordue par un automorphisme diagonal ¢. Il s’agit de trouver
une solution ¢ d’une certaine équation différentielle non-linéaire N, analytique
a I’aide de la théorie formelle des équations différentielles non-linéaires de [5].
Les méthodes de [5] montrent que 1’opérateur &, du complexe non-linéaire de
Spencer

7.2 5 2 #
est la condition de compatibilité de &, ce qui nous permet de calculer la premiére
obstruction a I’intégrabilité de N, et de vérifier qu’elle est nulle si & est une
solution des équations de Cartan. La 3-acyclicité du symbole de R, implique
que le symbole de N, est 2-acyclique ; ’intégrabilité formelle de N, et I’existence
de la solution analytique cherchée ¢ découle alors de [5].

La seconde partie de cet article est consacrée a 1’étude des équations de
Lie formellement transitives. Elle comporte des résultats préliminaires au § 3
sur les connexions et les opérations dans les fibrés vectoriels et au § 4 sur la
théorie des algebres de Lie transitives sous la forme qui nous sera utile par la
suite; en particulier, au § 4 nous introduisons les sous-algebres de Lie tronquées
qui, dans le cas des pseudogroupes d’ordre 1, sont les objets abstraits corres-
pondants aux algebres de Lie d’isotropie et aux constantes de structure. Au
§ 5, nous examinons la structure d’une équation de Lie R, formellement transi-
tive, et nous définissons son tenseur de structure ¢ qui est une section d’un fibré
affine, généralisant la construction classique du tenseur de structure des équa-
tions de Lie d’ordre 1 (cf. [14]). Les équations de Cartan peuvent s’écrire et
I’intégrabilité de R, peut s’interpréter directement & 1’aide de ¢ sans avoir re-
cours a une équation de Lie auxiliaire. Toute solution formelle d’ordre k de R,
se reléve en une solution formelle d’ordre k£ + 1 si et seulement si la premiére
équation de Cartan de R; est vérifiée, c’est-a-dire si ¢ est une ‘“‘constante” et
si c est invariant par 1’algebre de Lie d’isotropie R} , d’un point x (corollaire
5.1). Si la premicre équation de Cartan est vraie pour R,, alors la seconde
équation de Cartan

3lc,cl =0,
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une expression quadratique en ¢ généralisant 1’équation (20) de [1] ou (4.5) de
[7], est automatiquement vérifiée.

Au § 6, nous donnons la version du troisieme théoreme fondamental pour les
pseudogroupes transitifs et ses applications a la structure des équations de Lie
formellement transitives. L’analogue de la version donnée par Cartan nous dit
que toute sous-algebre de Lie tronquée d’ordre k, dont le symbole est 3-
acyclique, provient d’une équation de Lie Rj, analytique d’ordre k formellement
intégrable et formellement transitive (théoréme 6.1). Il en découle que toute
algebre de Lie transitive est isomorphe a 1’algeébre de Lie transitive déterminée
par une équation de Lie analytique formellement intégrable et formellement
transitive (corollaire 6.1), d’ou le résultat cité plus haut et la généralisation
aux équations de Lie analytiques formellement intégrables et formellement
transitives (corollaire 6.2) du théoréme classique suivant: toute sous-algébre
de I’algebre de Lie d’un groupe de Lie G est 1’algebre de Lie d’un sous-groupe
de G.

Donnons a titre d’exemple de nos méthodes ’esquisse de la démonstration
du résultat suivant: pour toute équation de Lie R; d’ordre k formellement
intégrable et formellement transitive, sur un voisinage d’un point x quelconque,
il existe une équation de Lie analytique R formellement intégrable et un auto-
morphisme diagonal ¢ tels que R} soit I’équation R;, tordue par ¢ et tels que
#(R;) = Ry/. Pour montrer I’existence de R}/, on peut supposer sans perte de
généralité que le symbole de Rj est 3-acyclique; on construit d’abord une
équation de Lie analytique R, dont I’algebre de Lie d’isotropie au point x est
égale a celle de R;. L’équation de Lie R}, nous fournit alors une solution « sur
un voisinage de x des équations de Cartan par rapport a R;, qui est nécessaire-
ment analytique. Le théoréme 2.1 nous dit que le germe de « en x provient d’un
automorphisme diagonal analytique +; I’équation R, tordue par + est analytique
et vérifie les conditions requises.

Enfin, on montre que, pour démontrer le deuxieme théoréme fondamental
pour les équations de Lie formellement intégrables et formellement transitives,
on est ramené a examiner le cas des équations analytiques. En particulier, on
peut supprimer 1’hypothese d’analyticité dans les résultats de Malgrange [9],
[10]; le deuxieme théoréme fondamental est donc vrai pour une équation de
Lie elliptique formellement intégrable et formellement transitive (théoreme 7.1)
et une telle équation est nécessairement analytique (théoreme 7.2).

Le § 8 est consacré a ’application au probleme d’équivalence des équations
de Lie formellement transitives des résultats des §5 et 6 et de la théorie du
prolongement de [6].

Nous supposons connus les résultats de la théorie des équations de Lie ex-
posée dans [9] ou [10] et nous employons en général la terminologie et les
notations de [4] et de [10]. Nous joignons ci-dessous un index des principales
notations pour faciliter la tache du lecteur.

Je tiens a remercier vivement B. Malgrange et D. C. Spencer pour 1’aide
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précieuse qu’ils m’ont apportée tout au long de ce travail. Je suis tout particu-
licrement heureux de dédier cet article 2 S. S. Chern et a D. C. Spencer qui
m’ont initié aux travaux d’Elie Cartan sur les pseudogroupes.

T
T*
E
& :
V(E) :
J.(E) :
pilp)

{k((a@) :
J(T) :

J(T):
T (D) :

jk(f):
T :
Vv

(T :
J(T):

Index des principales notations

: fibré tangent de la variété différentiable X
: fibré cotangent de X

: fibré sur X

: faisceau de germes de sections de E

fibré des vecteurs verticaux de E

fibré des jets d’ordre k de E

application de J,,,(E) dans J,(E’) qui est le l-i¢éme prolongement d’un
morphisme ¢: J,(E) — E’ de fibrés

faisceau de germes de sections de J,(F)

fibré de “champs de vecteurs diagonaux” d’ordre k sur X (on identi-
fiera .70(T) et T)

faisceau de germes de sections de J (1)

fibré de ‘“‘champs de vecteurs sur X X X projetables par rapport a la
premiére projection pr; de X X X sur X d’ordre k sur X qui est la
somme de ses sous-fibrés J(T) et J (D)

faisceau de germes de sections de T/(T)

: projection de J;,(T) sur J,(T) ou de f,m(T) sur J(T)
: isomorphisme canonique J (1) — J,(T)

noyau de x,: J(T) — J(T) égal a J,.(T) N jk(T)
J(T) N J(T)

SEI(T)* ® J(T): sera identifié au noyau de ny: J(T) — J,_(T) puisque

R AR

Qal

I’isomorphisme canonique commute aux applications diagonales

: dérivée de Lie

: opérateur différentiel N?2T* Q@ J (T ) —» APHT*QJ,_(T)

: opérateur différentiel A?J(7)* ® J (T) — NPPUI(IH* R J e 1(T)

: morphisme A?T* @ St (T)* ® J(T) — AP T* QS (T)* Q@J(T)

induit par —D

: morphisme

NPI(TD)* ® SEI(T)* ® J(T) — NPHI(T)* ® S¥~U(T)* & Jy(T)
induit par —D

: section de J,(T)* ®jk(T) induite par la connexion canonique de

pri: X XX —-X
API(T)* ® J(T)
(AP I(D* ® S T(T)* ® J(T))
API(T)* ® JY(T)
SAPI(T)* @ SEI(T)* ® J(T))
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: opérateur différentiel #? — Zr+!

I(D* @ J(T)
3(SHHT(T)* ® Ty(T))

: I’ensemble des a € B} dont la projection n,(a) dans J(T)* ® T vérifie:

“y~! — 7,(a) est inversible”
J(D)* & J,(T)
8(SE+(T)* @ J(T))

: fibré affine formé des éléments u ¢ A4, tels que wu = id € J(T)* ® J(T)
: équation différentielle linéaire dans J;(T)

: l-ieme prolongement (R;),, de R; (I > 0)

D VT Ry )

C v (R, r)

: noyau de ny: Ry, — J(T)

: ligl R, ..

sous-fibré & fibre variable de S**'J(T)* ® J(T), le l-itme prolonge-
ment du sous-fibré a fibre variable 4, de S*J(T)* ® J(T)

: noyau de my, ;i Ryyy — T o(T), €gal a (g3),, pour I > 0

H**“i(g,): groupe de cohomologie du symbole de R,

Ct
Cp0
(o}
ARY):
O

Ox(a) :

: image de A?J(T)* ® R, dans B?
: image de NAPI(T)* ® RS dans B2-°
. BLnCL

fibré affine quotient de A4; par C°

: ensemble des jets d’ordre k inversibles d’applications X — X que I’on

considérera sauf mention expresse du contraire comme fibré sur X par
la projection “source”
ensemble des jets d’ordre k inversibles d’applications X—X de source a

Q.(a, b): ensemble des jets d’ordre k inversibles d’applications X — X de

2
Q(l,k) :

Tk

I.(a) :
I

10
0i.1(a)

source a et de but b

: sous-faisceau des éléments inversibles de 2,

fibré des jets d’ordre I de sections étales de Q;

: application qui fait correspondre 2 toute section de J,(7T) un champ de

vecteurs invariant a droite sur Q(a)
jet d’ordre k en a de I’identité X — X

: la section a — I,(a) de Q,
1 {F e Qy|mF = I(a), si a = source F}

. ensemble des G € Q. ,(a) avec ;G = [(a)

Q%l,k)(a): {FE Q(z,k)lﬁoF = Ik(a)}

0

: injection Q% (@) — T#* ® J(T),

Aut (X) : faisceau de germes d’applications étales X — X

Ji
2

: injection canonique de Aut (X) dans 2,
: opérateur différentiel 2,,, — J(I)* ® J(T)
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9 : opérateur différentiel 2, — %
9, . opérateur différentiel #; — %2
P, : forme finie d’une équation de Lie R, dans J,(T)

P, L PN 3,

Pio + (FePy | F@) = I(x)}
é‘{’}c,x : {u e:é}c,x L@lu = 0}
H(P o) £ .| P,

1. Equations de Lie

Soit X une variété différentiable de dimension n. Nous noterons 0 le fais-
ceau de germes de fonctions différentiables a valeurs réelles sur X et 0y la
restriction de 0 a un ouvert U C X. Soient T le fibré tangent de X et T* le
fibré cotangent de X. Si E est un fibré sur X, que 1’on ne supposera pas néces-
sairement localement trivial, & sera le faisceau de germes de sections de E, et
E, (resp. &) la fibre de E (resp. &) en xeX ; le fibré des vecteurs verticaux de
E sera noté V(E) et le fibré des k-jets de E sera noté J(E).

Soit R;, C J,(T) une équation différentielle linéaire dans J,(7). On lui associe
les prolongements R, C J,,,(T) qui sont des fibrés a fibre variable et les
faisceaux Z;,; CJ;,. (). Rappelons que les %, ; se déterminent par récurrence
de la maniére suivante: un élément u de J,,;,,(J) appartient a %, ,,,, si et
seulementsir,, ue %, et Due 7*QZA,,, (cf. [4] et [10]). La limite projective
R, = 1131 R;,, est le sous-ensemble de J (T) = li{l_l Ji.(T) des solutions

formelles de 1’équation différentielle R,. Nous noterons Rj,, (resp. %,
I’image de R, ., (resp. #y.;) par v~ ' et R}, (resp. ¢, ,) lenoyaude z,: Ry, ,—
J(T)(resp. i i_1: Riyi — Jipio(T)). Le groupe de cohomologie H*+i(g,)
du symbole de R, est le groupe de cohomologie du complexe

3
NTI(D* @ Grn— NL(D* Q Gisa
L AT @ ST @ T(T)

Nous renvoyons le lecteur a [4] et [6] pour la théorie formelle des équations
différentielles linéaires.

Posons
BP,, = — API(D)* @ T, i(T)
(NP U(D* @ S (T)* @ J(T))
et
BEY, API(T)* @ T3 (T)

T 3API(D* ® SFI(TYF @ 1))
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soit €2, I'image de A?J(T)* ® #;,, dans B2, ,.

Définissons «: %y,; — B,/ €%, de la maniére suivante. Si & e %,,,, on
prend un relevement & e J,,,,,(9) de &; alors x(£) est la classe de D&’ dans
B 1| €. 11 est facile de voir que « est @ -linéaire et que

Proposition 1.1. La suite des O y-modules
est exacte.

Remarque. Cette proposition se généralise de maniére évidente aux équa-
tions différentielles dans un fibré quelconque; si R;,; est un fibré vectoriel,
I’obstruction a la surjectivité de z;, ;: Ry,1,1— R, peut étre définie “fibre par
fibre”, ce qu’on fera pour les équations non-linéaires au § 2.

Soit C? I'image de A?J(T)* ® R, dans B?; c’est un fibré vectoriel a fibre
variable. Si g,,, est un fibré vectoriel, C}, I’est aussi; si g;,, et g, sont des
fibrés vectoriels et H*?*(g,)=0, alors C2% est aussi un fibré vectoriel et I’on a

. _ AY(D*Q R,
TS D grsy)

Définition. Une équation différentielle R, dans J,(T) est une équation de
Lie si ’on a [%,, %] C %,. Nous dirons qu’elle est formellement transitive si
7 Ry — J,(T) est surjectif.

Rappelons que si R, est un fibré vectoriel et R, est une équation de Lie,
on a

(cf. [4]) .

[@lu-n '%k,] c '%k ’ [Rk+1>Rlc+1] c Rk

(cf. [10, proposition 4.4]).
Posons

o DRI
FTS(SHI(T)* ® I(T))

et notons aussi y la section de lvi}c image de la section y de J(T)* ® J ().

Soit R, C J,(T) une équation de Lie. Nous supposerons que g, est un fibré
vectoriel et que H%*(g,) = 0; alors g;,, et C} sont aussi des fibrés vectoriels
(cf. [5, lemme 6.5]). Soit & une section de B}/C;} sur X et @ un repre’isentant
quelconque de « dans I'(X, B;). Considérons la section @ — § de Bj et sa
classe « — y e I'(X, é}c /C%), en notant aussi g la classe de 3 dans I'(X, Lv?}c /C3).
Si £ ¢ &y, alors Z(&)(@ — 7)€ #.; 'on a L(E)(@ — 3) = O si et seulement si
L)@ — 3) e . Sila premitre équation de Cartan de «

(1.1) PE@—7p =0 pour tout & ¢ Z;,
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est satisfaite, on a [&@ — 3, €3] C €% et le crochet
o — y,a — gl e I'(X, B/ CY)
est donc bien défini et égal a la classe de la section
o -y, — 3] = —(Da — jlz,a))
de B, et on peut écrire la seconde équation de Cartan de «
1.2) tHla —y,a —31=0.
Si (1.1) est vrai, on a toujours
LEGle —g,a—3D =0 pour tout £ ¢ Z,
d’apres I'identité de Jacobi.
Soit B I’ensemble des « € B}, dont la projection z,() dans J(T)* @ T vérifie:
“y=! — my(a) est inversible”. Si U est un ouvert de X, posons

a est la classe d’un élément @ e ['(U, ﬁ}c) ;}

Cart (U,R,) = {ae I'(U, B%/C: .
( 2 {a \( ¢/ C) les équations (1.1) et (1.2) sont vraies

Soit ¢ ¢ I'(X, 2;); on définit une équation de Lie R, C J(T) par
(1.3) R, = ¢(R,) .

Notons que R = ¢(R}) et que g5, =@(gx, ), pour [ >0, et que la cohomologie
de gy, est isomorphe a celle de g,. En outre, si g, (ou RY) est un fibré vectoriel
Jr (0u RY) Pest aussi. Donc g5, ,, C, C;? sont des fibrés vectoriels.

Posons

a=%¢ecl'(X,B)
et
D¢ = D& — [, £], pour £ e J (T .
Le diagramme

A

- Da
ch(y)—’ g}c

e e

= D
J(T) — %,

est alors commutatif, ce qui est une conséquence directe de I’équation (5.6) de
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[10]. Définissons une application 0 y-linéaire £’': %, — %%/ %", par
1.4 K = 2@ ONa—p, &
oll « est la classe de @ dans I'(X, BL/C.). Puisque [%,, €] C €%, on a
K& =¢"w®, Eed,

ou « est ’application de la proposition 1.1. La suite de @x-modules

-~ Ty ~ 4
4 4 1 1
Ror —> Ry, —> B |6

est donc exacte et

Théoréme 1.1. L’application n;: R}, — R;, est surjective si et seulement si
L&) a — 3) = 0 pour tout & ¢ X,.

On appelle (1.1) la premiere équation de Cartan de R} par rapport a Ry;
elle ne dépend que de R, et de «. Si la premiere équation de Cartan est satis-
faite, alors la seconde équation de Cartan (1.2) de Rj par rapport a R, est

toujours vérifiée, puisque .@@g&:@@: 0. Donc, dans ce cas, a € Cart (X, Ry).

2. Le troisieme théoreme fondamental

Nous généralisons maintenant la proposition 1.1 a certaines équations dif-
férentielles non-linéaires; nous employons la théorie formelle des équations
différentielles non-linéaires et les notations de [S]. La proposition 2.1 comple-
tera la théorie de [5].

Soient E, E’ des fibrés sur X. Soit ¢: J,(E) — E’ un morphisme de fibrés
sur X de rang localement constant, et soit s’ une section de E’ sur X telle que
s'(X) C o(Jx(E)). Alors N, = Ker,. ¢ est une équation différentielle d’ordre &
sur E déterminée par ¢ et s’. Le diagramme

Neor — 1B 2D, 127y

e

N, — J(E) 2 F
est commutatif; la suite exacte de fibrés vectoriels a fibre variable sur N,
b
Q.1) 00— hyy — STy VE) 255 T @y VIE) —> W — 0
définit W et ¢, ol hy,, = (hy),, avec b, = V(N,) N {S*T* @y, V(E)}. On

considere ici V(E’) comme un fibré vectoriel sur N, au moyen de ’application
SD: Nk — E/.
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Proposition 2.1. 1l existe une section 2 de W telle que la suite

Ty 2
Nk+1 —> N, — w

soit exacte.
Démonstration. Pour tout élément u de N, posons

Q) = (u, pp)v — ji(sH(x) ,

ou x = n(u), et v est un élément quelconque de J,, ,(E) tel que n,(v) = u.
Puisque

77-'0171(50)” = SD(M) = 5'(x) = mj,(s)x) ,

Pélément p,(p)v — ji(s)(x) de T* ® V,,,(E’) est bien défini, et 2(u) appartient
a W,. Si v, est un autre élément de J,, (E) tel que 7,(v,) = u, d’aprés la
proposition 5.6 de [5] I’on a:

p1(§0)v1 — Pl(SD)?) = (QD* 05)(?)1 — V) ;

il suit donc que:

PV — ji()(X) = PPV — ji(8)X) + (@4 0 8)(v, — 0)

en tant qu’éléments de T} ® V,,,,(E’), et par conséquent 2(u) ne dépend pas
du choix de v. Puisque N,,, = Ker;,, p,(¢), I'on a pour v € Ny,,, u = mx(v)

2.2) Q@) = z(u, p(Pv — j,(sHX) =0 .

Inversement, si ue N, , satisfait Q(u)=0, et si v eJ; ,(E) satisfait 7,(v)=u,
I’équation (2.2) est vérifiée. L’exactitude de la suite (2.1) implique I’existence
d’un élément a de S¥*'T* ®y,V(E) tel que

(py0d)a = (u, p(p)v — ji(s)) .
Donc, d’apres la proposition 5.6 de [5]
P@((—a) + v) = (¢, 0da + pi(Pv = [,(s)(X) ;

I’élément (—a) + v de J,,,(E) appartient donc & Ny, et 'on a mx((—a) + v)
= u, ce qui démontre la proposition.

Remarque. L’on aurait pu supposer que ¢ n’était défini que sur un sous-
fibré ouvert de J,(E) et I’on aurait obtenu le méme résultat. Les exemples qui
se présentent en géométrie sont généralement de ce type; nous appliquerons
la proposition 2.1 a des équations de ce type pour démontrer le théoreme 2.1.
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Soit O, 1, le fibré des jets d’ordre I de sections étales de Q. On a une in-
jection canonique Q; , C J,(Q;). La structure de fibré affine de J; ,(Q;) sur
J(Q,) de fibré vectoriel associé S'*'T* & ;, ., V(Qx), ol V(Q;) désigne le
fibré des vecteurs verticaux de Q,, nous permet de donner a Q ;,, ;, une struc-
ture de fibré affine sur Q4 de fibré vectoriel associé S'*'T* ®q, ., V(Q:).
Pour F e Q,, de source a et de but b, rappelons que nous avons un isomorphisme
F:J.(T), — V#(Qy), qui envoie & dans &F, que ’on obtient en considérant les
champs verticaux invariants a droite sur Q,(a) induits par les sections de T.(D)
(cf. [10]). On a donc un isomorphisme canonique

F:8%T*® jk(T)b — SHT¥® V(O »

2.3) .
Uu—uF =u(id®QF),

pour F ¢ O, de source a et de but b. Si G,, Ge Q,, 4, avec 7,G, =7, G=F, ona
G, — GeT*QVy(Qy et (G, — GF e T* ® J(T),; pour & eJ(T),, on a
la formule suivante

2.4 Gé —GE =&~ (G, — GF.

Si G = j,(Iy)(a), alors par définition 0G, = (G, — G)F~! et (2.4) se réduit a
la formule (6.5) de [10]. Vérifions maintenant la formule (2.4). Soient s, s des
sections étales de Q,, au voisinage de a telles que j,(s))(a) = G,, j,(5)(a) = G.
Alors les applications §,: Oy — Oy, §: Qr — Q; qui envoient g dans s,(y)-g
et s(y) - g respectivement, ou y = but g, sont des difféomorphismes locaux; on
as, =§ol,ets=35ol,. L’'élément G, — G de T* ® V(Q,) est déterminé
par I’application s,, — 5, = (§;,, — §,) o I, de T, dans T(Q,)(cf. [5]). Il existe
une application T, — T(Q,) telle que le diagramme

S14— Sy

TIk(a)(Qk) _— TF(Qk)

Joe,—

T,

soit commutatif; en effet, si H(¢) est une courbe dans Q, avec but H(¢) = a,
H(0) = I,(a), on a

5,(H(0) = sy(a)-H(1) = s(a)- H(1) = 5(H())

et par suite (5, — §,) dH (1)

= 0. Puisque I est un relévement de la pro-
t=0

jection “but” O — X, on a

(51* - S*)Olk*(ﬂosé) = (5'1* - j*)é
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pour EeT 1:@(Qx). Comme on identifie fk(T)a et V;,.a(Qy) on obtient la
relation

(5:1* -—.S-’*)$~= é A (Gl""G) s

pour fe J +(T),, dont la formule (2.4) découle immédiatement (cf. [10]).
SiHeQ, avec Hy = n,H e O, et but H, = a, on a la formule suivante
(2.5) [(G, — G)F'1oH = (G,H — GH)(FH,)* .
En effet pour & ¢ J(T),, ol y = source H,, on a
&€ A (G, — GF'1oH) = (HY) ~ (G, — GF ' = GHE — GHE
= & X (G,H — GH)(FH,)™" .

Comme 9: 9, — % est un opérateur différentiel d’ordre 1, il définit un
morphisme de fibrés p(2): Qi — Bi. Notons p: J(T)* ® J(T) — B; la
projection naturelle. Calculons maintenant 1’application composée o(Z; G)

- F D)
Tt ® F(T)y — T* ® Vi(Q0) > To(Qui) "2% BL, .

Soit ue T* ® J,(T), et soit G(r) une courbe dans Qur avec m,G() = F et
G(0) = G telle que

u=2Ge — GF-
i

t=0

Alors en posant H(f) = G(t)G™*, d’apreés la formule (7.13) de [10]

)

Si ¢, est une famille 2 un paramétre de sections de 2, sur un voisinage

2.6) o(@; 6= LpdGo| = G-l(ip(@)ﬂ(z)
dt dt

t=0

U de a avec ¢, =1, alors %gﬁ,(x)eVIW)(Q,,) pour xeU et &=

%g&, e ['(U, fk(T)) en identifiant comme d’habitude J,(T), et Vi@ (Qr)s

t=0

et d’apres le théoréeme 3.10 de [10]
2.7 2 9¢,| = DE.

En particulier, si ’on choisit la famille ¢, telle que j(¢,)(a) = H(t), on
obtient d’apres (2.5)
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s d _(d 3 o
O@ = £ HQO o—p(E(H(t) H(0) )_e(u G

t=0

t=

ove: T*®J (1) — JI(J~ +(1)) est I’inclusion naturelle (cf. [5, proposition 5.3]).
Puisque &(a) = 0, et comme le symbole o(D): T* ® J,(T) — BL envoie v dans
p(vov™), on a d’apreés (2.7)

= (D& (@) = a(D)( i (E) @) = p(uoGov™) .

t=0

d A
EP(Q)H ®

La formule (2.6) nous donne donc
(2.8) a(@; Gu = p(GlouoG oy o F) .

Notons que ceci entraine la surjectivité de o(2; G). Comme Q. =
J(Qw N 77 (Q k), le premier prolongement de p(.@) est un morphisme de
fibrés pl(g) Qo — ]1(B ). L’opérateur différentiel ,@1 A, — #; induit un

morphisme de fibrés p(@): J(BY — B..
Lemme 2.1. Pour k > 1, le diagramme

Ouk Pi(D) J (B ) 22 p(@)

T

Q(l,‘)-@) B1 —0

est commutatif et exact, i.e. p(.@) est surjectif et Im pl(@) Ker p(@ ). De
plus, si GeQ , et ve J.(BY) satisfont p(.@)G—n:O(v) alors il existe G’ € Q .1,
avec 1,G' = G et pl(Q)G = v si et seulement si p(@l)v = 0.

Démonstration. La surjectivité de p(@) découle de la proposition 7.5 de [10].
La condition p(@l)v = 0 est évidemment nécessaire. Soient F = 7,(G) € Q, et
a = source F, b = but F. Rappelons que nous avons une projection naturelle
r: J(T)* ® B} — B: induite par la multiplication J,(T)* & J(T)* — AU (T)*;
elle est égale a o(D) o v* ®id), ot ¢(D): T* & Bi — B2 est le symbole de
D: #. — #:. Définissons ¢(G): T* ® B}, — B}, de la maniére suivante: si
BeT* ® B; ,, alors ¢(G)Bestégala c(Bo G 'ov'o F) € B} ,. On voit aisément
que la suite

01(2; G) o(G)

8T ® J(D), T ®B, —> B,
est exacte oll 6,(2; G) = o(2; G) o 4. D’apres la démonstration de la proposi-
tion 2.1, il existe G’ € Q,, &, avec p,(P)G’ = v et -;G’ = G si et seulement si
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K(G, v) = «(G)e(py(DH — v)

est nul, ou H est un élément quelconque de Q,,;, avec m,H = G et ¢ est
I'injection naturelle T* ® B} — J,(B}). Soient ¢e 9 ,, ac AL, avec H =
jA$)(a) et v = j(a)(a). Montrons que

2.9) KG,v) = —p(@)v ;

le résultat cherché en découle immédiatement. D’abord, supposons que la
projection 7, de v dans J(T)¥ ® T, soit nulle. Sous cette hypothése zo,@G =0
et

KG,v) = (D(@¢ — @) (a) = (3[D¢, D] — Da)(a) ;

comme «(a) = (@zﬁ)(a) ¢ By', et comme le crochet Z;° ® %" — #: est Ox-
bilinéaire, on a [9¢, Dpl(a) = [«, al(a) et la formule (2.9) est donc vérifiée.
Maintenant examinons le cas général. Pour tout ¢ 29 ,, on a

(2.10) (G, v) = ¥(x(($-v)(@), j(a")(@)) .
En effet,

£+ (@, iy @@) = (DB ¥) — a)@) o (g ) ov o go))
= (W H(2g — D) @) o P ogT o o go))
= tf(¥* @ ¥ (P9 — )(@) o g™ ov o §])
= V(T Dg — (@) 0§ ov o g)
= ¥k (D@, j}()(@) .

Prenons dans (2.10), ¥ € 23 , avec D(z ™) = ma € J(I)¥ ® T, ; existence
d’un tel + résulte des assertions (7.7), et (7.8) de [10]. Alors on a m’=
YW mpe— D(mnhr~Y) = 0, et donc d’apres le cas précédent et la formule (7.15)
de [10], on obtient

(G, ) = —W(P(Dia") (@) = —p(@)v ,

ce qui achéve la vérification de (2.9).

Soit R, une équation de Lie dans J,(T). Supposons que gy, soit un fibré
vectoriel et que H**g,) = 0. Si a e I'(X, By/C}) et P, est une forme finie de
R, nous pouvons interpréter I’équation de Cartan (1.1) comme la forme infi-
nitésimale de ’invariance de « par 2;. En effet, si ¢ ¢ 2, fe %S, alors 8% € ¢%,
et par conséquent o € % /%% est bien défini. Si « est invariant par 2, c’est-
a-dire si pour tout ¢ € P, onaa®=a, alors-d’apres (2.7) et le théoreme 3.10
de [10], pour tout & ¢ %, I’équation de Cartan (1.1) est vraie.

Notons @& la projection naturelle de B? sur BZ/C? pour p = 1,2. Posons
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9 = woP; on a alors p(P) = wop(D): Quw — BLCL et o(D'; G) =
@oa(P; G) pour Ge Q. Comme o(2’; G) est surjectif, p(2’) est de rang
localement constant. Soit « une section de B/C telle que a e I'(X, w(BL)); on
a alors a(X) C p(@’)Q(l, - Considérons I’équation Q’gﬁ =a, OU gecI,; elle
correspond & une équation différentielle N, C Q,, 4, qui est égale a Ker, (D).
Nous pouvons donc appliquer la proposition 2.1 & N,.

Si Ge Q.1 et a=source r,G, b = but r,G, I'image de T} ® C; , par =(G)
est égale & C2 ,, et par conséquent =(G) induit une application

(G): T§ ® (By/Ca — (By/Cha
On vérifie aisément que la suite

7(G)

HT5G) e @ By, 29

SzT:zk &® jk(T)b (Bi/ci)a —0

est exacte, ol 0,(9" ; G) = a(2’; G) - 8. Notons 2 I’application de N, dans B2 /C:
définie par

2G) = (@ (pUD)G — j(@)(@)

ol GeN, et G'eQ,,,, Vvérifient 1,G’ = G; d’apres la proposition 2.1, 2 est
bien défini et nous avons une suite exacte

0
MJLM;;mW$

Si@e @i,a vérifie w@ = a ¢ (#}/%1)q, On a
26) = oG (PG — i@@) -
Si de plus @ vérifie p(.@)G = @(a), on obtient d’apres (2.9)
2G) = wk(G, j(@)(a) = —5(2,a)(a))

et 2(G) est nul si et seulement si (@@)(a) eCi.
Si aeCart(X,Ry); alors ael'(X,w(B}), et pour tout représentant

acl(X,B) de «, on a Pac (X, Ch(ct. §1). Donc pour GeQ ), en
prenant @ tel que @) = p()G, on voit que 2(G) = —(%,a)(a) € C2, ce qui
entraine la surjectivité de I’application =,: N, — N,.

Calculons maintenant la cohomologie du symbole de 1’équation N, (cf. [5]).
Soit h, = V(N) N (T* Qy, V(Qr) et hy,, C S'T* Ry, V(Qw) le l-iéme
prolongement de 4,. Si Ge N,, avec G = Fe Q; et a = source F, b = but F,

I’image de A, ¢ dans T* @ J(T), par F est égale au noyau de a2'; G).
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Soit A, C T*®J(T) le sous-fibré noyau de [I’application surjective
@opo W) '®idl: T* ®J(T) — B}/C;. Alors h;,,, est 'image de
(hy,0),; C S'T* ® J(T), par 'application (v"'o FloyoG)*® G, ou G est
’application J,(T), — V(Qy) induite par G (définie dans [10]), de sorte que
h, est un fibré vectoriel sur N,, et la cohomologie H™7(h,), est isomorphe a
H™(h,),. On calculera donc les groupes H™(h,).

Soit 4, ;: S*HU(T)* ® J(T) — SU(D)* ® S¥I(T)* @ J,(T) 1I’application
naturelle (cf. [5]). Pour [ > 1, soit h, C S'T* ®fk(T) le sous-fibré a fibre
variable S'T* ® R, + (v* ® id)4, (S¥*1J(T)* ® J(T)); on vérifie facilement
que A, coincide avec le fibré défini plus haut en observant que 1’application
o[ ®id]: T* ® C; — C: est surjective. Pour [ > 1, on a la suite exacte

Q21D 0 — gyt —s (ST ® R) ® (S*+U(T)* @ Iy(T)) — > iy — 0,

ou f(u) = (V*®id) -4, yu, — u) et y(v,w) = v + (v* ®id)- 4, ;w. Les suites
exactes (2.11) sont compatibles aux applications §, notamment le diagramme

0— Grun —— EWMT*QR) @ (S*I(D*QI(T) — hyy ——0
3 aPs b
00— T* ® gra —— (T* ® SIT* ® Ry) @ (T* ® SH+U(T)* ® I(T)) — T* @ hy — 0

est commutatif, et I’on a donc A,,, C (h;),,. Notons H'~/»/ la cohomologie du
complexe

- - ) - 0 _
0y 2 T*@ iy, — s NT* @ Ty y—s o> APT* @y —— 0

en AIT* ® h,_,;; on prend ici h, = J(T) et h,, = 0 pour m < 0. Les suites
exactes (2.11) nous donnent une suite exacte de cohomologie. Comme les fibrés
T* ® R, et S+ J(T)* ® J(T) sont n-acycliques, cette suite exacte nous fournit
des isomorphismes

of: HYI __)Hk+l—1,j+l(gk) .

En particulier si g, est 2-acyclique, H"! = 0 pour I > 1 et h,,, = (h,),, pour
I1>1,et
Lemme 2.2. Si g, est 2-acyclique, 3* est un isomorphisme

Hl,j(ﬁl) _,Hk+z—1,j+1(gk) .

Enfin, notons que I’application z,: N, — Q, est surjective. En effet, si
FeQ.aetme Ek,a avec @@ = al(a), il existe G € Q,1,,, Vérifiant p(2)G = &
d’aprés le lemme 2.1. Alors F = H,-(z,G) avec H,e Q;; prenons He Q,,,
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avec m,H = H,. Alors p(Q)H =0 et d’aprés la formule (7.13) de [10],
p(.@)(HG) = p(Q)G = @(a). Il en résulte que H-Ge N, et n,(H-G) = F.

Proposition 2.2. Si g, est 3-acyclique et si « e Cart (X, R;), I’équation N,
— Ker, p(2') est formellement intégrable.

Démonstration. Nous avons montré que si « ¢ Cart (X, R;), ’application
7. N, — N, était surjective. D’autre part, comme g, est 2-acyclique, pour tout
G e N, avec a = source z,G, le groupe de cohomologie H'*(h, ;) est isomorphe
a H**'"%%(g, ,) =0 pour [ > 1, d’apres le lemme 2.2. Puisque 4, est un fibré
vectoriel, le théoréme 8.1 de [5] nous permet de conclure que N, est formelle-
ment intégrable. :

Supposons X muni d’une structure de variété analytique réelle compatible a
sa structure de variété différentiable.

A T’'aide du théoréme 9.1 de [S](cf. [10, appendice]), on déduit de Ia
proposition 2.2 et de la surjectivité de z,: N, — Oy, le résultat suivant:

Théoréme 2.1 (Troisieme théoréeme fondamental). Soit R, une équation
de Lie analytique dans J,(T); supposons que g, Soit un fibré vectoriel et que
g soit 3-acyclique. Si « est une section analytique de B/CL sur X et
a e Cart (X, R,), alors pour tout x e X et F e Qy(x)(resp. G e N, ,), il existe une
section analytique ¢ de 9,, sur un voisinage V de x telle que Qf’gé =asurV et
#(x) = F (resp. j\($)(x) = G). Si f = =yp, I'équation de Lie analytique R}, dans
J(T) sur f(V) définie par (1.3) est formellement intégrable.

L’intégrabilité formelle de R}, résulte du théoréme 1.1, et du théoréme 4.1
de [4] puisque g;, est 2-acyclique.

Remarque. Si F = I(x), alors dans le théoréme précédent, on peut supposer
que ¢ est une section de 2 sur V. En effet, on remplace la section ¢ donnée
par le théoréme par j,(f)~'-¢.
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