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SUR LA STRUCTURE DES EQUATIONS DE LIE:
I. LE TROISIEME THEOREME FUNDAMENTAL

HUBERT GOLDSCHMIDT

Dans [1], [2], Elie Cartan demontre le troisieme theoreme fundamental de
la theorie des pseudogroupes de Lie, Γanalogue du troisieme theoreme de Lie:
"Toute algebre de Lie de dimension finie sur R est isomorphe a Γalgebre de
Lie d'un groupe de Lie".

Nous donnons un enonce du troisieme theoreme fondamental de Cartan dans
le cadre de la nouvelle version ([9] et [10]) de la theorie des equations de Lie
et des deformations de structures de Spencer ([15], [16] et [18]) elaboree par
Malgrange et Spencer. D'autre part, la theorie des algebres de Lie transitives
de Guillemin-Sternberg [7] nous permet de formuler Γ analogue exact du
troisieme theoreme de Lie pour les pseudogroupes transitifs:

Toute algebre de Lie transitive abstraite est isomorphe a Valgebre de Lie
transitive des solutions formelles en un point d'une aquation de Lie analytique
jormellement ίntέgrable et jormellement transitive
qui decoule du corollaire 6.1 et des resultats de Guillemin-Sternberg [7].

Cartan associe a tout pseudogroupe d'ordre 1 la famille d'algebres de Lie
des groupes d'isotropie lineaires et des fonctions de structure cijk qui verifient
deux equations qu'on appelle les equations de Cartan du pseudogroupe. Si le
pseudogroupe est transitif, ces algebres de Lie sont toutes isomorphes et les
fonctions de structure sont des constantes si le pseudogroupe provient d'un
groupe de Lie, ces fonctions sont les constantes de structure du groupe. Si Γon
se donne une algebre de Lie involutive et des constantes cijlc verifiant les
equations de Cartan, alors le troisieme theoreme fondamental de Cartan pour
les pseudogroupes transitifs nous donne Γexistence d'un pseudogroupe transitif
analytique d'ordre 1 dont les constantes de structure sont les constantes donnees
cίjk et dont Γalgebre de Lie du groupe d'isotropie lineaire est Γalgebre de Lie
donnee.

Nous procedons comme Cartan et determinons au § 1 d'abord les equations
de Cartan d'une equation de Lie Rk d'ordre k. Pour ce faire, nous sommes
obliges de prendre une autre equation de Lie Rk d'ordre k et de supposer que
Rk est reliee a Rk par un automorphisme diagonal φ selon (1.3) on appellera
Rk Γequation Rk tordue par Γautomorphisme φ. La premiere equation (1.1)
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de Cartan de Rk par rapport a Rk exprime que toute solution formelle d'ordre

k de Rk peut se relever en une solution formelle d'ordre k + 1 (theoreme 1.1).

Si cette equation est satisfaite, la seconde equation (1.2) est alors bien definie

et toujours verifiee. En fait, si ces equations sont vraies pour Rk, c'est Γauto-

morphisme φ qui determine une solution a des equations de Cartan par rapport

Notre version du troisieme theoreme fondamental (theoreme 2.1) peut
s'enoncer ainsi: tout germe de solution analytique a des equations de Cartan
par rapport a une equation de Lie Rk analytique dont le symbole est 3-acyclique
provient d'une equation de Lie Rk analytique formellement integrable et egale
a Γ equation Rk tordue par un automorphisme diagonal φ. II s'agit de trouver
une solution φ d'une certaine equation differentielle non-lineaire Nx analytique
a Γaide de la theorie formelle des equations differentielles non-lineaires de [5].
Les methodes de [5] montrent que Γoperateur Q>λ du complexe non-lineaire de
Spencer

est la condition de compatibilite de Q), ce qui nous permet de calculer la premiere
obstruction a Γintegrabilite de N1 et de verifier qu'elle est nulle si a est une
solution des equations de Cartan. La 3-acyclicite du symbole de Rk implique
que le symbσle de Nλ est 2-acyclique Γintegrabilite formelle de Nλ et Γexistence
de la solution analytique cherchee φ decoule alors de [5].

La seconde partie de cet article est consacree a Γ etude des equations de
Lie formellement transitives. Elle comporte des resultats preliminaires au § 3
sur les connexions et les operations dans les fibres vectoriels et au § 4 sur la
theorie des algebres de Lie transitives sous la forme qui nous sera utile par la
suite en particulier, au § 4 nous introduisons les sous-algebres de Lie tronquees
qui, dans le cas des pseudogroupes d'ordre 1, sont les objets abstraits corres-
pondants aux algebres de Lie d'isotropie et aux constantes de structure. Au
§ 5, nous examinons la structure d'une equation de Lie Rk formellement transi-
tive, et nous definissons son tenseur de structure c qui est une section d'un fibre
affine, generalisant la construction classique du tenseur de structure des equa-
tions de Lie d'ordre 1 (cf. [14]). Les equations de Cartan peuvent s'ecrire et
Γintegrabilite de Rk peut s'interpreter directement a Γaide de c sans avoir re-
cours a une equation de Lie auxiliaire. Toute solution formelle d'ordre kάεRk

se releve en une solution formelle d'ordre k + 1 si et seulement si la premiere
equation de Cartan de Rk est verifiee, c'est-a-dire si c est une "constante" et
si c est invariant par Γalgebre de Lie d'isotropie R°k>x d'un point x (corollaire
5.1). Si la premiere equation de Cartan est vraie pour Rk, alors la seconde
equation de Cartan
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une expression quadratique en c generalisant Γequation (20) de [1] ou (4.5) de
[7], est automatiquement verifiee.

Au § 6, nous donnons la version du troisieme theoreme fondamental pour les
pseudogroupes transitifs et ses applications a la structure des equations de Lie
formellement transitives. L'analogue de la version donnee par Cartan nous dit
que toute sous-algebre de Lie tronquee d'ordre k, dont le symbole est 3-
acyclique, provient d'une equation de Lie Rk analytique d'ordre k formellement
integrable et formellement transitive (theoreme 6.1). II en decoule que toute
algebre de Lie transitive est isomorphe a Γalgebre de Lie transitive determinee
par une equation de Lie analytique formellement integrable et formellement
transitive (corollaire 6.1), d'oύ le resultat cite plus haut et la generalisation
aux equations de Lie analytiques formellement integrables et formellement
transitives (corollaire 6.2) du theoreme classique suivant: toute sous-algebre
de Γalgebre de Lie d'un groupe de Lie G est Γalgebre de Lie d'un sous-groupe
deG.

Donnons a titre d'exemple de nos methodes Γesquisse de la demonstration
du resultat suivant: pour toute equation de Lie Rk d'ordre k formellement
integrable et formellement transitive, sur un voisinage d'un point x quelconque,
il existe une equation de Lie analytique Rk formellement integrable et un auto-
morphisme diagonal φ tels que Rk soit Γ equation Rf

k tordue par φ et tels que
φ(Rk) = Rk. Pour montrer Γexistence de Rk, on peut supposer sans perte de
generalite que le symbole de Rk est 3-acyclique; on construit d'abord une
equation de Lie analytique Rk dont Γalgebre de Lie d'isotropie au point x est
egale a celle de Rk. L'equation de Lie Rk nous fournit alors une solution a sur
un voisinage de x des equations de Cartan par rapport a Rk, qui est necessaire-
ment analytique. Le theoreme 2.1 nous dit que le germe de a en x provient d'un
automorphisme diagonal analytique ψ Γ equation Rk tordue par ψ est analytique
et verifie les conditions requises.

Enfin, on montre que, pour demontrer le deuxieme theoreme fondamental
pour les equations de Lie formellement integrables et formellement transitives,
on est ramene a examiner le cas des equations analytiques. En particulier, on
peut supprimer Γhypothese d'analyticite dans les resultats de Malgrange [9],
[10] le deuxieme theoreme fondamental est done vrai pour une equation de
Lie elliptique formellement integrable et formellement transitive (theoreme 7.1)
et une telle equation est necessairement analytique (theoreme 7.2).

Le § 8 est consacre a Γ application au problems d'equivalence des equations
de Lie formellement transitives des resultats des § 5 et 6 et de la theorie du
prolongement de [6].

Nous supposons connus les resultats de la theorie des equations de Lie ex-
posee dans [9] ou [10] et nous employons en general la terminologie et les
notations de [4] et ds [10]. Nous joignons ci -dessous un index des principales
notations pour faciliter la tache du lecteur.

Je tiens a remercier vivement B. Malgrange et D. C. Spencer pour Γaide
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precieuse qu'ils m'ont apportee tout au long de ce travail. Je suis tout particu-
lierement heureux de dedier cet article a S. S. Chern et a D. C. Spencer qui
m'ont initie aux travaux dΈlie Cartan sur les pseudogroupes.

T

E

V(E)
Jk(E)
Pι(φ)

Jk(T)

Jk(T)

Index des principales notations

fibre tangent de la variete difϊerentiable X
fibre cotangent de X
fibre sur X
faisceau de germes de sections de E
fibre des vecteurs verticaux de E
fibre des jets d'ordre k de E
application de Jk+i(E) dans Jt(Ef) qui est le /-ieme prolongement d'un
morphisme ψ\ Jk(E) -> E' de fibres
faisceau de germes de sections de Jk(E)

fibre de "champs de vecteurs diagonaux" d'ordre k sur X (on identi-

fiera J0(T) et T)

faisceau de germes de sections de Jk{T)

fibre de "champs de vecteurs sur X x X projetables par rapport a la

premiere projection prγ de X x X sur X" d'ordre k sur X qui est la

somme de ses sous-fibres Jk(T) et Jk(T)

faisceau de germes de sections de Jk(T)

πk : projection de Jk + ι(T) sur Jk(T) ou de Jk+ι(T) sur Jk(T)

v : isomorphisme canonique Jk(T) —> Jk(T)

J°k(T) : noyau de πQ: Jk(T) -* JQ(T) egal a Jk(T) Π /*(Γ)

Jl(f): jk{r) n Λcn
SkJQ(T)*(g)J0(T): sera identifie au noyau de πk: Jk(T)-* Jk_γ(T) puisque

Γisomorphisme canonique commute aux applications diagonales
Jδ? : derivee de Lie
D : operateur difϊerentiel Λ p ^ * ® / t ( ^ ) -^ Λ p + 1 ^ * ® h-iif)
D : operateur differentiel Λ p / 0 ( y ) * (x) ΛC^) -^ Λ p + 7 0 ( f ) * (8) h-ii^)
5 : morphisme Λ*T* ® 5fc/0(Γ)* ® /0(Γ) -^ Λp+1T*®Sk-ιJ0(T)*(g)JQ(T)

induit par — D
§ : morphisme

Λ^/oίΓ)* ® S*/0(Γ)* ®/o(^) -> Λ^ + 7 0 (Γ)* <8> S^UT)* <8> /0(T)
induit par — D

V

χ : section de 70(Γ)* ® /jfc(T) induite par la connexion canonique de
pr,: XxX^X



D

Λk

Rk

Rk+ι

Rk + l

vk + l

(A.)+ 1

c\
,0

Qk
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operateur difϊerentiel <%l —> &ξ+1

§(S*+70(Γ)*(g)/0(Γ))

Γensemble des a e B\ dont la projection πo(ά) dans /0(Γ)* (x) T verifie:
V 1 — πo(a) est inversible"

/0CO*(χ)/*CΓ)

fibre affine forme des elements w e y4fc tels que τrow = id e J0(T)* (x) /0(T)
equation diίϊerentielle lineaire dans /fc(Γ)
/-ieme prolongement (Rk)+ι de 7̂ ^ (/ > 0)

noyau de π0: Rk + i-+ /0(Γ)

sous-fibre a fibre variable de 5*+70(Γ)* (8)/0(Γ), le /-ieme prolonge-
ment du sous-fibre a fibre variable hk de SkJQ(T)* (g) J0(T)
noyau de πkU_γ: Rk+ι -> Jk+ι-i(T), egal a (gk)+ι pour / > 0

Hk+lJ(gk): groupe de cohomologie du symbole de Rk

image de Λ ^ Γ ) * (g) ^ f t dans

image de ΛPJO(T)* (x)i^J dans

ι
fibre affine quotient de Λk par
ensemble des jets d'ordre k inversibles d'applications X -^X que Γon

^k

considerera sauf mention expresse du contraire comme fibre sur X par
la projection "source"

Qk(a) : ensemble des jets d'ordre k inversibles d'applications X—>X de source a
Qk(a,b): ensemble des jets d'ordre k inversibles d'applications X -+ X de

source a et de but b

sous-faisceau des elements inversibles de l k

fibre des jets d'ordre I de sections etales de Qk

application qui fait correspondre a toute section de Jk(T) un champ de
vecteurs invariant a droite sur Qk(ά)
jet d'ordre k en a de Γidentite X -> X
la section a H-V Ik(ά) de Qk

{F eQk\ π0F = /0(«)5 si a = source F}

Qt+ι(a) : ensemble des G € Qk+1(a) avec πkG — lk(a)

β(

ιk

ίk

3 : injection Q\ltk){d) — T* ® Jk(T)a

Aut (Z) : faisceau de germes d'applications etales X

Jk : injection canonique de Aut (X) dans J Λ

9 : operateur differentiel Mk+1 -+ / 0 ( ^ ) * (x) /
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operateur differentiel Mk —> 3$\

operateur differentiel &\ -> 3S\

forme finie d 'une equation de Lie Rk dans Jk(T)

n

-Z k,x

1. Equations de Lie

Soit X une variete differentiable de dimension n. Nous noterons Θx le fais-
ceau de germes de fonctions differentiates a valeurs reelles sur X et 0v la
restriction de Θx a un ouvert U c X. Soient T le fibre tangent de X et Γ* le
fibre cotangent de X. Si E est un fibre sur X, que Γon ne supposera pas neces-
sairement localement trivial, $ sera le faisceau de germes de sections de E, et
Ex (resp. Sx) la fibre de E (resp. S) en xeX; le fibre des vecteurs verticaux de
E sera note V(E) et le fibre des A-jets de E sera note Jk(E).

Soit Rk C /fc(Γ) une equation differentielle lineaire dans Jk(T). On lui associe
les prolongements Rk + ι d Jk+L(T) qui sont des fibres a fibre variable et les
faisceaux &k + l(ZJk + t(έΓ). Rappelons que les 0ίk+1 se determinent par recurrence
de la maniere suivante: un element u de Jk+ι+ι(&~) appartient a &k+ι+ι si et
seulement ύπk + ιU€^tk+i et Du e ZΓ*®0ίk+ι (cf. [4] et [10]). La limite projective
R^ — XvmRy.^ est le sous-ensemble de 1JX) = lim Jk+ι(T) des solutions

formelles de Γequation differentielle Rk. Nous noterons Rk + ί (resp. &k+ι)
Γimage de,Rfc + i (resp. ^ f c + ί )ρar y"1 et-RJ+ι (resp. gk+i) le noyau de ττ0: Rk+t^>
/0(T)(resp. TΓfc+ ĵ: jRfc+i —• Jk+ι-i(T)). Le groupe de cohomologie Hk+ι>j(gk)
du symbole de i?Λ est le groupe de cohomologie du complexe

^-> Λ'/0(Γ)*C

Nous renvoyons le lecteur a [4] et [6] pour la theorie formelle des equations
differentielles lineaires.

Posons

Λ p ΛvJ0(T)*(g)Jk+ι(T)

et

T)* ® Jl+ι(T)
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soit <g*+ι l'image de Λ W * ® Hk+ι dans ̂ J + ι .

Definissons κ\ &k+ι —> ̂ l+i/^l+i de la maniere suivante. Si ξ e&k + ι, on

prend un relevement f' s / ^ ^ / J ) de f alors A:(|) est la classe de 25f' dans

^l+i/^l+i- II e s t facile de voir que /c est 0x-lineaire et que
Proposition 1.1. La suite des Θx-modules

JX πk + l βfo κ 0j.λ ,(yP1

est exacte.
Remarque. Cette proposition se generalise de maniere evidente aux equa-

tions differentielles dans un fibre quelconque; si Rk + ι est un fibre vectoriel,
Γobstruction a la surjectivite de πk + ι: Rk + ί+1-*Rk+ι peut etre definie "fibre par
fibre", ce qu'on fera pour les equations non-lineaires au § 2.

Soit Cl l'image de ΛPJO(T)* (x) Rk dans Bξ c'est un fibre vectoriel a fibre
variable. Si gk+1 est un fibre vectoriel, C\ Test aussi; si gk+ι et gk+2 sont des
fibres vectoriels et Hk>2(gk) = 0, alors C\ est aussi un fibre vectoriel et Γon a

= _Λ2/oOO*(χ)*

δ(j(τ
( c

r ® gk+ι)
Definition. Une equation differentielle Rk dans Jk(T) est une equation de

Lie si Γon a \0tk, &k] C ^ f t . Nous dirons qu'elle est formellement transitive si
πk: 7?fc -> /0(Γ) est surjectif.

Rappelons que si Rk+1 est un fibre vectoriel et Rk est une equation de Lie,
on a

(cf. [10, proposition 4.4]).
Posons

et notons aussi χ la section de 5^ image de la section χ de /0(Γ)*
Soit .Rfc c /^(Γ) une equation de Lie. Nous supposerons que gk+ι est un fibre

vectoriel et que Hk^{gk) = 0; alors # f c + 2 et C\ sont aussi des fibres vectoriels
(cf. [5, lemme 6.5]). Soit a une section de B\\C\ sur X et α un representant

quelconque de a dans Γ(X,B\). Considerons la section a - χ de B\ et sa
classe α — χ 6 ΓC^, B]./C\), en notant aussi χ la classe de χ dans Γ(X, Bl/Cl).

Si I e J?*, alors Jδf ( |)(α - χ) € ̂ i Γon a Jδf ( |)(α - χ) = 0 si et seulement si

l ( ^ — χ) β ̂ J.. Si la premiere equation de Cartan de a

(1.1) Se<jb(a - χ) = 0 pour tout f 6
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est satisfaite, on a [a — χ, ̂ \] C <&\ et le crochet

est done bien defini et egal a la classe de la section

\[a -χ,a-χ]= -φa - \[a, a])

de B\, et on peut ecrire la seconde equation de Cartan de a

(1.2) i[α-Z,α-χ] = 0.

Si (1.1) est vrai, on a toujours

£ [ « - χ, α - χl) = 0 pour tout ξε

d'apres Γidentite de Jacobi.
Soit B\ V ensemble des a 6 B\ dont la projection πQ(a) dans /0(Γ)* (x) Γ verifie:

' V 1 — τro(<2) est inversible". Si U est un ouvert de X, posons

f a est la classe d'un element a e Γ(£Λ iH)
Cart(£/,Λ4) = \aeΓ(U,Bl/Ci) .

( les equations (1.1) et (1.2) sont vraies

Soit φ e Γ(X, Mk) on definit une equation de Lie Rk C Jk(T) par

(1.3) A'k

Notons que R'£ = φ(R°k) et que gk+ι =φ(gk + ι), pour / > 0, et que la cohomologie
de gk est isomorphe a celle de gk. En outre, si gk+i (ou R°k) est un fibre vectoriel
gk+ι (ou Rk°) Test aussi. Done gk+ί, Ck\ Ck sont des fibres vectoriels.

Posons

a = $φ<c Γ(X, B\)

et

Dj = Dξ- [a, | ] , pour | €

Le diagramme

est alors commutatif, ce qui est une consequence directe de Γequation (5.6) de
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[10]. Definissons une application 0x-lineaire κr \ &k-+ ^\\^\ par

(1.4) jc'(ί) = ££{φ-\ξ)Ka - χ) , | € #£

oύ or est la classe de α dans Γ(X, Bl/Ck). Puisque \0ίk, tfk] c # i , on a

oύ Λ: est Γ application de la proposition 1.1. La suite de ^-modules

^ * + i >^ίk > y&kl^k

est done exacte et

Theoreme 1.1. Vapplication πk: Rk+ί —> 7?̂  β,st suήective si et settlement si

^{ξ){oc - χ) = 0 pew towί | 6 J f c .

On appelle (1.1) la premiere equation de Cartan de Rk par rapport a Rk\
elle ne depend que de Rk et de a. Si la premiere equation de Cartan est satis-
faite, alors la seconde equation de Cartan (1.2) de Rk par rapport ai? f c est

toujours verifiee, puisque ^1^φ=ώ1a = 0. Done, dans ce cas, a e Cart(A", Rk).

2. Le troisieme theoreme fondamental

Nous generalisons maintenant la proposition 1.1 a certaines equations dif-
ferentielles non-lineaires nous employons la theorie formelle des equations
diίϊerentielles non-lineaires et les notations de [5]. La proposition 2.1 comple-
tera la theorie de [5].

Soient E, E' des fibres sur X. Soit ψ: Jk(E) —> E; un morphisme de fibres
sur X de rang localement constant, et soit sr une section de Ef sur X telle que
s'(X) C φ(Jk(E)). Alors Nk = Kers, φ est une equation differentielle d'ordre k
sur E determinee par φ et s'. Le diagramme

Nk+ι >Jk+λ{

Wk \πk \πQ

Nk > Jk(E) - ^ E'

est commutatif la suite exacte de fibres vectoriels a fibre variable sur Nk

(2.1) 0 > hk+ι > S*+iT* ®Nk V(E) ϊ^i T* ®Nk V(E>) -Uw > 0

definit W et r, oύ Λ t + ι = (A*)+I avec hk = V(Nk) Π {SkT* ®Nk V(E)}. On
considere ici V(E') comme un fibre vectoriel sur Nk au moyen de Γ application
φ: Nk^E'.
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Proposition 2.1. // existe une section Ω de W telle que la suite

Nk+1^->Nk =XW
0

soit exacte.

Demonstration. Pour tout element u de Nk, posons

Ω(μ) = r(w, pλ(φ)v - A(/)W) ,

o ύ i = 7r(«), et v est un element quelconque de Jk+ι(E) tel que 7ΓΛ(Ί;) = w.
Puisque

Γelement pSφ)v — /ΊCsOOO de Γ* (g) Vφ(u)(E') est bien defini, et Ω(u) appartient
a Wu. Si vx est un autre element de Jk+1(E) tel que ^(v !) = u, d'apres la
proposition 5.6 de [5] Γon a:

il suit done que:

en tant qu'elements de T* (x) F^^jίEO, et par consequent Ω(u) ne depend pas
du choix de v. Puisque Nk+ί = Ker^1(β/} Piίp), Γon a pour v € Nk+1, u = πk(v)

(2.2) Ω(u) = τ(u, Pl(φ)v - M J O W ) = 0 .

Inversement, si ueNkιX satisfait Ω(ύ) = 0, et si veJk+ι(E) satisfait πk(v) = u,
Γequation (2.2) est verifiee. L'exactitude de la suite (2.1) implique Γexistence
d'un element a de Sk+1T* ®NkV(E) tel que

(φ* o δ)a = (u, px{(p)v - zΊCy

Done, d'apres la proposition 5.6 de [5]

a) + v) = (φ*oδ)a + p

Γelement ( — a) + v de Jk + ι(E) appartient done a Nk+ί et Γon a πk(( — a) + v)
= u, ce qui demontre la proposition.

Remarque. L'on aurait pu supposer que φ n'etait defini que sur un sous-
fibre ouvert de Jk{E) et Γon aurait obtenu le meme resultat. Les exemples qui
se presentent en geometrie sont generalement de ce type nous appliquerons
la proposition 2.1 a des equations de ce type pour demontrer le theoreme 2.1.
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Soit Qa>k) le fibre des jets d'ordre / de sections etales de Qk. On a une in-
jection canonique Qa>k) C Jt(Qk). La structure de fibre aίfine de Jι + ι(Qk) sur
Jι(Qk) de fibre vectoriel associe Sι + ιT* (g) JιiQk)V(Qk), oύ V(Qk) designe le
fibre des vecteurs verticaux de Qk, nous permet de donner a Q{ι + hk) une struc-
ture de fibre aίfine sur Qa>k) de fibre vectoriel associe Sι+1T* ®Q{ι>k) V(Qk).
Pour F e Qk de source a et de but b, rappelons que nous avons un isomorphisme
F: Jk(T)b —> VF(Qk), qui envoie f dans ξF, que Γon obtient en considerant les
champs verticaux invariants a droite sur Qk(a) induits par les sections de Jk(T)
(cf. [10]). On a done un isomorphisme canonique

Γ . ά i a i£) Jk\i )b + & λ a yy v F\\Lk) >

w H-> uF = u(iά (g) F) ,

pour F ζ Qk de source a et de but b. Si G19 G e Qa>k) avec π0Gι = π0G = F, on a

G^GzT*® VF(Qu) et (G, - G)^-1 G Γ* <g> Λ(Γ)δ pour | e Jk(T)a, on a
la formule suivante

(2.4) G x | - Gξ = I A (Gx - G)Fί .

Si G = j^IjcXa), alors par definition dGγ = (Gλ — G)Fι et (2.4) se reduit a
la formule (6.5) de [10]. Verifions maintenant la formule (2.4). Soient^, ̂ des
sections etales de Qk au voisinage de a telles que j^s^iά) = G1? j^ia) = G.
Alors les applications sλ: Qk -^ Qfc, 5: Q^ —> Qfc qui envoient (j dans 5Ί(V) ^
et .y(y) q respectivement, oύ y — but q, sont des diίϊeomorphismes locaux on
a 5Ί = s1olk et 5 = solk. L'element Gλ — G de Γ* (x) FF(Q f e) est determine
par Γapplication j l 5 | ί — s# = (j l s | ί — 5^) o /fc;}ί de Tα dans TF(Qk)(cί. [5]). II existe
une application Ta —> TF(Qk) telle que le diagramme

soit commutatif en efϊet, si H(t) est une courbe dans Qk avec but H(t) = a,
Hφ) = Ik(a), on a

et par suite (sλ± — s^,

jection "but" Qk —» X, on

= 0. Puisque Ik est un relevement de la pro-
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pour ξ eTIk(a)(Qk). Comme on identifie Jk(T)a et VIk(a)(Qk) on obtient la
relation

(•*!• - **)? = I A (G, - G) ,

pour I εJk(T)a, dont la formule (2.4) decoule immediatement (cf. [10]).

Si 7? e β(i,fc) avec i?0 = 7roff e Qk et but //0 = a, on a la formule suivante

(2.5) [(Gx

En efϊet pour | e Jk(T)y, ou y = source HQ, on a

I A ([(G, - OF"1] ofl) = (//|) A (G, - OF" 1 = G ^ l - G#f

- I A

Comme ^ : J f c —» ^ e s t un operateur differentiel d'ordre 1, il definit un

morphisme de fibres pφ): Q(hk) -> 5 1 . Notons p: J0(T)* ® Jk(T)-* B\ la

projection naturelle. Calculons maintenant Γapplication composee <;(^; G)

* (x) Λ Γ* TG(Qihk))

Soit u<εT*(g)Jk(T)b et soit G(ί) une courbe dans Q(hk) avec τr0G(0 = F et
G(0) = G telle que

u = ξ-
dt ί = 0

Alors en posant H(t) = Gii)G~\ d'apres la formule (7.13) de [10]

(2.6) σφ;G)u= A
dt dt

Si φt est une famille a un parametre de sections de lk sur un voisinage

U at a avec φ0 = Ik, alors — φt(x) e VIjc(x)(Qk) pour x e U et ξ —

d
—
dt

e Γ(U, Jk(T)) en identifiant comme d'habitude Jk(T)x et

et d'apres le theoreme 3.10 de [10]

(2.7) —$<j

En particulier, si Γon choisit la famille φt telle que ]xiφt)iβ) = H(t)9 on
obtient d'apres (2.5)
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at

oύ ε: T*®Jk(T)-+J1(Jk(T)) est Γinclusion naturelle (cf. [5, proposition 5.3]).
Puisque f (α) = 0, et comme le symbole σ(D): Γ* ® /*CΓ) —> #* envoie v dans
^ o v " 1 ) , on a d'apres (2.7)

La formule (2.6) nous donne done

(2.8) σ(S; G)u =

Notons que ceci entraϊne la surjectivite de <τ(^; G). Comme g(2) fc) =

hiQk) Π 7rf KQd.fc))̂  le premier prolongement de p(^) est un morphisme de

fibres pγφ)\ β ( 2 f Λ ) -^ /i(S*). L'operateur difϊerentiel ^ : @\ -* @\ induit un

morphisme de fibres pφλ): Jι(B\) —> BJ..

Lemme 2.1. FOMΓ k > 1, le diagramme

β̂ ί commutatif et exact, i.e. p{0) est suήectif et I m / ? ^ ) = Kcr p(ώλ). De

plus, si G e Qa,k) et v € Jι(B\) satisfont p(@)G=πo(v), alors ίl existe Gf e Q(2,k)

avec πfi' — G et pγφ)G' — v si et seulement si pφλ)v = 0.

Demonstration. La surjectivite de p{0) decoule de la proposition 7.5 de [ 10].
La condition pφ>^)v = 0 est evidemment necessaire. Soient F = ττo(G) e Qk et
a = source F, b = but F. Rappelons que nous avons une projection naturelle
T: / O ( Γ ) * ® SI -+BI induite par la multiplication /0(Γ)* (x) /0(Γ)* -> Λ7 0 (Γ)*
elle est egale a σ(D) o(v* (g)id), oύ σ(j3): Γ * ® ^ - ^ β 2

f e est le symbole de
D: <%\-+@\. Definissons r(G): Γ* (x) βj.>α —• B\t0L de la maniere suivante: si
β€T*®B\ta, alors τ(G)/3 est egal a τ(β o G" 1 o î "1 o F) e S | ι Λ . On voit aisement
que la suite

Λ Λ

est exacte oύ ax{β\ G) = a{β\ G) o δ. D'apres la demonstration de la proposi-

tion 2.1, il existe G' e Qi2>k) avec pλ(0)Gf — v et TT^' = G si et seulement si
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κ(G, v) = τ(G)ε-\PmH - v)

est nul, oύ H est un element quelconque de Q(2,k) avec πxH = G et ε est

Γinjection naturelle T* (g) B\-> J^Bl). Soient ψε£>kf(l, cce&l.a avec # =

J2(φ)(a) etv = jiicdia). Montrons que

(2.9) κ(G,v)= -pφλ)v\

le resultat cherche en decoule immediatement. D'abord, supposons que la

projection ττ0̂  de v dans /0(Γ)ί ® ̂ α soit nulle. Sous cette hypothese π<βG — 0

et

JC(G, v) = φφφ - α))(fl) = ($φφ, Qφ] - Da)(a)

comme a(a) = φφ)(a) e J8J.;°α et comme le crochet ^ ° (x) J 1 ^ 0 -> J ^ est ̂ x -

bilineaire, on a [ ^ , ^ ] ( α ) = [α,α](α) et la formule (2.9) est done verifiee.

Maintenant examinons le cas general. Pour tout ψ e JJ j t t , on a

(2.10) *(G, v) = ψίicC/^

En effet,

φ)

Prenons dans (2.10), ψ e l°k>a avec Sfeψ- 1 ) = τrotf e / 0 ( ^ ) * ® ̂ a Γexistence
d'un tel ψ resulte des assertions (7.7)0 et (7.8) de [10]. Alors on a τroα^ =
ψ'Xπotf—^(TΓJΨ"1)) == 0, et done d'apres le cas precedent et la formule (7.15)
de [10], on obtient

κ(G,v) = -ψipΦM"*)^)) = -pΦι)v ,

ce qui acheve la verification de (2.9).
Soit Rk une equation de Lie dans Jk(T). Supposons que gk+ι soit un fibre

vectoriel et que Hk>2(gk) = 0. Si a e Γ(X, Bl/Ck) et Pk est une forme finie de

Rk, nous pouvons interpreter Γequation de Cartan (1.1) comme la forme infi-

nitesimale de Γinvariance de a par &k. En effet, si φ e S?k, β e ̂ J, alors βφ e #£,

et par consequent aφ ζ&H^l est bien defini. Si a est invariant par &k, e'est-

a-dire si pour tout φe^k, on a. aφ = a, alors d'apres (2.7) et le theoreme 3.10

de [10], pour tout ξ €&k Γequation de Cartan (1.1) est vraie.

Notons zΰ la projection naturelle de Bξ sur Bξ/Cξ pour p = 1,2. Posons
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2' = tϋo2\ on a alors p{β') = tΰopφ): Q(hk) -> tfJ/Cϊ et aφ'\ G) =
w oσ(β\ G) pour Gε Qa,k). Comme σ(β'\ G) est surjectif, p{β') est de rang

localement constant. Soit a une section de B\\C\ telle que a e Γ(X, w(BD) on

aa\orsa(X) C p{2f)Q{ltky Considerons Γequation &φ = a, oύ φe Mk; elle

correspond a une equation difϊerentielle Nλ C Q(1)k) qui est egale a Kerα/?(^0

Nous pouvons done appliquer la proposition 2.1 a Nλ.
Si G e 2(i,fc) et a = source τr0G, £ = but τr0G, Γimage de T* (x) C^α par τ(G)

est egale a CJftt, et par consequent r(G) induit une application

On verifie aisement que la suite

S Γ* (g) (Bl/φa ^ l {Blld)a > 0

est exacte, oύ ox{βf G) = σ(^ 7 G) o <5. Notons β Γapplication de Nx dans Bi
deίinie par

Ω(G) = τ\G)ε-\Pι{&)G' - h(a)(a))

oύ GeNi et G eQ{2k) verifient πfi' = G; d'apres la proposition 2.1, β est
bien defini et nous avons une suite exacte

N 2 - ^ N 1 = > B Ϊ / C J .
0

Siaε S$\t(l verifie ma = α € C^/^ΰα? on a

Si de plus ^ verifie p{0)G — a(ά), on obtient d'apres (2.9)

et Ω(G) est nul si et seulement si (2^) (a) e C\.

Si a e Cart (X, Rk) alors a e Γ(X, &(BD), et pour tout representant

azΓ(X,B\) de a, on a ^ e Γ(X, CJ)(cf. §1). Done pour Ge<2 (1>fc), en

prenant α tel que a(a) = pφ)G, on voit que β(G) = — (ί^8)(fl) € Q, ce qui
entraίne la surjectivite de Γapplication πλ\ N2 -+ Nv

Calculons maintenant la cohomologie du symbole de Γequation N1 (cf. [5]).
Soit K = V(Nί) Π (Γ* ®Nl V(Qk)) et hι+1 C Sι + ίT* ®Nl V(Qk) le Z-ieme
prolongement de hx. Si G e N19 avec τr0G = F e. Qk et a — source F, b = but F,

Γimage de /zljG dans T*(g)Jk(T)b par F est egale au noyau de β(βf \ G).
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Soit hλ C Γ* (g) Jk(T) le sous-fibre noyau de Γapplication surjective
« o p o [(**)-! ® id]: Γ*<8>/*CΓ) — Bi/Ci. Alors A ί + l f G est l'image de
(A lfα)+i C S'Γ* (x) /fc(Γ)α par Γapplication (v~ι o F~ι o v o G)* (x) G, oύ G est
Γapplication /^(lOα —> f^ίfl*) induite par G (definie dans [10]), de sorte que
hx est un fibre vectoriel sur N19 et la cohomologie Hm>j(h^)G est isomorphe a
HmJ(hχ. On calculera done les groupes Hm>j(h^.

Soit ΔlΛ: S*+i/0(Γ)* (x) /0(Γ) -> S70(Γ)* <8> 5fc/0(Γ)* (x) /0(Γ) l'application
naturelle (cf. [5]). Pour / > 1, soit ht c SιT* (g) Jk(T) le sous-fibre a fibre
variable 5 JΓ* (x) £ f e + (v* ® id)Ji,fc(5'λ;+7o(Γ)* ® J0(T)) on verifie facilement
que hx coincide avec le fibre defini plus haut en observant que l'application
p o [ ( P * ) " 1 (x) id]: Γ* (x) CJ -* C2

fc est surjective. Pour / > 1, on a la suite exacte

(2.11) 0 > gk+ι - ^ {SιT* ® Λ4) Θ (5*+ I/0(Γ)* (8) /0(T)) - ^ ^̂  >0 ,

oύ β(μ) = ((v* ® id) Δlyku, — ύ) et γ(v, w) = v + (v* ® id) Ji,fc>v. Les suites
exactes (2.11) sont compatibles aux applications δ, notamment le diagramme

0 > gk+ι+i -1-* (Sι+1T* (x) Rk) 0 ( ( (

0 > T* (x) ^ f c + ί - ^ (Γ* (x) # Γ * (x) .Rfe) 0 (Γ* g 5 * « 2 1 ) ® ^ ϊ

est commutatif, et Ton a done Az+1 C (/*i)+1. Notons Hι~jJ la cohomologie du
complexe

0 > ht -^-> T* (x) ht_λ - ^ Λ 2 T * (x) Aί_2 - ^ > Λ n Γ * (8)/Lw > 0

en Λ J T * (8) Â _̂  on prend ici h0 = jk(T) et hm = 0 pour m < 0. Les suites
exactes (2.11) nous donnent une suite exacte de cohomologie. Comme les fibres
Γ* (g) .Rfc et 5 f c + 1/0(Γ)* (x) / 0 ( Ό sont π-acycliques, cette suite exacte nous fournit
des isomorphismes

En particulier si #fe est 2-acyclique, H11 — 0 pour / > 1 et hι+ι = (Ax)+j pour
/ > 1, et

Lemme 2.2. ft" #fc est 2-acyclique, 3* ^/ wn isomorphisme

Enfin, notons que l'application πo:N1->Qk est surjective. En effet, si
F £ Qk(β) et a € B\tCL avec wa = a(ά), il existe G € Qatk),a verifiant p{0)G = a
d'apres le lemme 2.1. Alors F = HQ (π0G) avec HoeQk; prenons HeQk+1
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avec πkH = Ho. Alors p{β)H = 0 et d'apres la formule (7.13) de [10],
p(0)(HG) == p(0)G = ά(α). II en resulte que H-G e Nλ et πo(H G) = F.

Proposition 2.2. Si gk est 3-acyclique et si a e Cart (X, Rk), Γ'equation Nι

— Kerap(&) est jormellement ίntέgrable.

Demonstration. Nous avons montre que si a e Cart (X, Rk), Γapplication
π-j.: N2 —> Nλ etait surjective. D'autre part, comme gk est 2-acyclique, pour tout
GεNι avec α = source π0G, le groupe de cohomologie Hι>2(hhG) est isomorphe
^ HkJrl-ι>\gkta) = 0 pour / > 1, d'apres le lemme 2.2. Puisque hx est un fibre
vectoriel, le theoreme 8.1 de [5] nous permet de conclure que N1 est formelle-
ment integrable.

Supposons X muni d'une structure de variete analytique reelle compatible a
sa structure de variete difϊerentiable.

A Γaide du theoreme 9.1 de [5](cf. [10, appendice]), on deduit de la
proposition 2.2 et de la surjectivite de πQ: Nι —• Qk, le resultat suivant:

Theoreme 2.1 (Troisieme theoreme fondamental). Soit Rk une equation
de Lie analytique dans Jk(T) supposons que gk+ι soit un fibre vectoriel et que
gk soit 3-acyclique. Si a est une section analytique de B\/C\ sur X et
a e Cart (X, Rk), alors pour tout xεX et F 6 Qk(x)(resp. G β Nhx), il existe une
section analytique φ de J f c sur un voisinage V de x telle que ώ'φ = a sur V et
φ(x) = F (resp. j^φXx) = G). Si f = πQφ, Vaquation de Lie analytique R'k dans
Jk(T) sur f(V) definie par (1.3) est jormellement ίntέgrable.

L'integrabilite formelle de R'k resulte du theoreme 1.1, et du theoreme 4.1
de [4] puisque gk est 2-acyclique.

Remarque. Si F — Ik(x), alors dans le theoreme precedent, on peut supposer
que φ est une section de l°k sur V. En effet, on remplace la section φ donnee
par le theoreme par jk(f)~ι φ.
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