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Introduction

Notre but de cet article est de montrer le rdsultat suivant.

TH]ORME. Soit Gun groupe algdbrique connexe d$fini sur un corps alg$-
briquement clos, , de caractristique p quelconque. Alors les assertions suivantes
sont quivalentes:

(i) Ht(G, F) 0 pour tout groupe ab$lien fini F d’ordre premier p.
(ii) Ext (G, F) 0 pour tout groupe fini F d’ordre premier d p.
(i i) Ext (G, F) 0 pour tout groupe ablien fini F d’ordre premier p.
(iv) Hom_ (G, G) Ext (G, G) 0.
(v) G est une extension d’un groupe semi-simple simplement connexe (cf.

SGAD, Exp. XXII) par un groupe unipotent.
Certes assertions sont impliqu$es par
(0) H(G, F) 0 pour tout groupe fini F d’ordre premier p.
Si la caracristique pest zero, la condition (0) est dquivalente aux autres.

Ce rdsultat est inspird par le mdmoire de G. Hochschild [4]. Hochschild
a traitd le cas off la caractdristique p est zero et caractdrisd un groupe satis-
faisant les conditions du Thdorbme par son algbre affine. Si pest zero, la
condition (0) du Thdorme est dquivalente aux autres, car le groupe fonda-
mental d’un groupe algdbrique connexe sur le corps de hombres complexes,
C, est abdlien (cf. P. A. Smith, The fundamental group of a group manifold,
Ann. of Math., vol. 36 (1935).)
Dans ce qui suit, nous fixons un corps algdbriquement clos, k, de carac-

tdristique p quelconque et supposons que tous les objets sont ddfinis sur k.
Nous suiverons la tdrminologie de SGAD [1], mais tousles groupes algdbriques
considdrds ici sont rdduits. Le lecteur qui n’est pas familier avec des tdrmino-
logies comme un groupe algdbrique simplement connexe, un exposant radiciel,
une donnde radicielle et la grosse cellure est envoyd l’Exposd XXII de
SGAD, off on peut entendre les ddfinitions sans grands efforts si on connait un
peu sur la thdorie de classification de groupes algdbriques. Nous avons
rassembld dans l’appendice les rdsultats dldmentaires de la thdorie (non-
commutative) des extensions de groupes algdbriques.
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Partie principale: Dmonstration du Thorme
1. On d!montre le Thorme suiwnt le schim suivnt;

(iii)

(o) =: (i)’ (v) ,:= (v)

(ii)

D’abord, (0) (i) et (ii) (iii) sont clairs. On va dmontrer que (i)
implique (iii). Soient G’ un groupe algbrique sur/ qui est une extension de
G par un groupe fini ablien F d’ordre premier i p, Gg sa composante neutre
et F0 F n G. Alors G est une extension de G par F0 et G’ est obtenu de
G par changement de groupes, F0 -+ F. De plus, G dfinit une classe de
(G, Fo) qui est nul. Done il existe une section s G -- Go et Go est iso-

morphe au produit F0 X s(G), considr comme un schema. Cela implique
queG n’est pasconnexe, si F0 (1). Done F0 (1) etG G,d’ofi
G’ . G X F, considr comme un groupe algbrique.

2. Ddmonstration de la flche (iii) (v). On commence par

LEMME 1. Sous la condition (iii), G est ane.
Ddmonstration. Grice i un Thorme de Chevalley, il existe un sous-

groupe L connexe, affine et distingu dans G tel que le groupe-quotient
A G/L est une varit ablienne. Pour tout groupe ablien fini F d’ordre
premier p, on a une suite exacte, notant que

Ext (A, F) Exto(A F) et Ext(G,F) Exto., (G, F),

Hom_o (L, F) -- Ext (A, F) --. Ext (G, F),

off Hom_o (L, F)o 0 car Lest connexe et off Ext (G, F) 0 en vertu de
notre hypothse. Done Ext (A, F) 0. Or, si A # 0, i.e. d dim A > 0,
Ext (A, F) # 0 pour un groupe ab61ien fini F d’ordre premier i p. Pour
cela, il suffit de prendre (Z/nZ)u comme F qui est le noyau de la multiplica-
tion par n sur A, n 6rant premier p;

0--. (Z/nZ) --, A-: n_; A --,0.

Cette extension n’est pas trivial. Cela implique que A 0, done G est affine.
c.q.f.d.

LEMME 2 [4]. (1) Soient G un groupe alg$brique satisfaisant la condition
(iii) et un groupe-quotient de G par un sous-groupe connexe de G. Alors
satisfait aussi la condition (iii).

(2) Si G est un groupe connexe de type multiplicatif, G satisfait la condition
(iii) si et seulement si G est zero.
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(3) Soit Gun groupe unipotent ddfini sur k. Alors G satisfait la condition
(ii), done la condition (iii).

D$monstration. Les assertions sont presque triviales saul (3). Nous
d!montrons l’assertion (3) par induction sur dim G. Si dim G 1, G est
isomorphe au groupe additif, Ga. Soient G’ une extension de G par un groupe
fini F d’ordre premier i p, G’0 sa composante neutre et F0 F n G. G est
une extension de G par F0. Alors Go est un groupe connexe, affine et de
dimension 1. Done G’0 est isomorphe Ga off au groupe multiplicatif, G.
Ici Gg dolt tre isomorphe Ga. Alors F0 est commutatif et en effet nul,
parce que Ga ne contient qu’un p-groupe ablien. Done F0 (0) et
G’FG

Si dim G > 1, il existe une suite exacte de groupes algbriques,

0 -- G -G- U-*0,

off U est aussi unipotent. Alors pour un groupe fini F d’ordre premier i p,
on a une suite exacte

Ext (U, F) - Ext (G, F) -, Ext (Ga, F).

Par l’hypothse d’induction et ce que nous venons de volt, routes les classes
de Extl( U, F) et Ext (G, F) sont triviales, done routes les classes de
Ext (G, F) sont aussi triviales, c.q.f.d.

LEME 3 [4]. Soit Gun groupe alg$brique connexe ddfini sur k. Pour que G
satisfasse la condition (iii), il faut et il sut que le radical R(G) de G soit uni-
potent et que G G/R(G) satisfasse la condition (iii).

Ddmonstration. Dmontrons d’abord que si G satisfait la condition (iii),
le radical R(G) est unipotent. Soit U le radical unipotent de G. Alors
P G/U est un groupe rductif. Soit der (P) le groupe d4riv associ P.
Alors on a une isognierad (P) X der (P) --. P dont le noyau est isomorphe i
tad (P) n der (P), done un groupe fini de type multiplicatif (cf. SGAD,
Exp. XXII). Grglce l’hypothse et l’assertion (1) du lemme precedent, on
a en effet que

P X (derPnradP) radP XderP.

Comme radP X derP est connexe, on a P
_

radP X derP. Done
tad (P) P/der (P), qui est zero par les assertions (1) et (2) du lemme
pr!cident, d’ofi rad (P) R(G)/U 0. Par consequent, R(G) U.
Dmontrons que si R(G) est unipotent et si G G/R(G) satisfait la condi-

tion (iii), alors G la satisfait aussi. Pour un groupe abilien fini F d’ordre
premier i p, on a une suite exacte

Ext (G, F) --, Ext (G, F) --, Ext (R(G), F).
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En vertu de l’hypothse et de l’assertion (3) du lemme pric4dent, on a

Ext (G, F) Ext (R(G), F) 0.

Done Ext (G, F) 0.

LEMME 4. Soit G un groupe alg$brique lin$aire semi-simple d$fini sur k.
Alors G satisfait la condition (iii) si et seulement si G est simplement connexe
(cf. SGAD, Exp. XXII).

D&nonstration. Supposons que G satisfait la condition (iii). Par Che-
valley [2, Exp. XXIII], on sait qu’il existe une isognie h’G G d’un
groupe alg!brique semi-simple simplement connexe G’ sur G telle que les
exposants radiciels sont tous gaux 1. Done Ker h est un groupe fini discret
et distingue! dans G’, done central. Alors Ker h est de type multiplicatif,
done son ordre est premier i p (cf. Exp. XXII, p. 26, SGAD). Par l’hypo-
thse (iii), G’ G. Done G est simplement connexe.
lous allons ensuite dimontrer que si G est simplement connexe, G satisfait

la condition (i i). Soient G’ une extension de G par un groupe abliea fini F
d’ordre premier i p, Gg sa composante neutre et F0 F n G. G est une
extension de G par F0 et donne G’ par changement de groupes F0 --. F. G
est en effet une isogonic centrale. Done si (G) et t(G0) sont les donnes
radicielles de Get G respectivement, le morphisme de donnies radicielles
6t(G) --* (R(G) attachi i l’isognie G G est une isoginie de donn!es radi-
cielles. Comme G est simplement connexe, (R(G) est simplement connexe
(SGAD, Exp. XXI, (6.2.6) et XXII, (4.3.3)). Done t(G) t(G)
(SGAD, Exp. XXI, (6.2.9)). Doric G G. Cela signifie que G’ F X G.

c.q.f.d.
Maintenant, en combinant les lemmes pr4c4dents, on conclut que la condi-

tion (iii) implique bien la condition (v).

3. Ddmonstration de la flche (v) (ii). Par l’assertion (3) de Lemma 2,
on sait que la condition (ii) est remplie par un groupe unipotent. De plus,
un groupe algbrique semi-simple simplement connexe satisfait la condition
(ii) parce que route isogonic d’un groupe algbrique connexe sur un groupe
algbrique semi-simple simplement connexe i noyau fini et discret est centrale
et que dans ce cas, la dmonstration de Lemma 4 montre que cette isognie
est un isomorphisme.

Si G est une extension d’un groupe algbrique semi-simple simplement
connexe G par un groupe unipotent U, on a une suite exacte,

Ext (G, F) --. Ext (G, F) -. Ext (U, F),

pour un groupe fini F d’ordre premier i p. Dans cette suite, comme routes les
classes de Ext (, F) et de Ext (U, F) sont triviales, routes les classes de
Ext (G, F) sont aussi triviales.

4. D$monstration de la flche (iii) (i). On commence par
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LEMME 5. Soit G un groupe algtbrique lin$aire connexe d$fini sur t. Dsig-
nons par A(X) l’algObre ane d’un schtma X, par A(X)* le groupe multi-
plicatifformd des lments invertibles, et par C,(X) le conoyau de la multiplication
par n sur A(X)* pour un entier positif n. Alors C,(G) est un groupe fini pour
tout entier n > O.

Dtmonstration. Soient U le radical unipotent de Get P G/U le groupe
rductif associ i G. Soient T D(M) un tore maximal de P, (M tant un
groupe ab41ien libre de type fini) et R un systme de racines par rapport i T.
Alors choisissant un systme de racines positives R+, on peut trouver un
ouvert (Grosse cellure) 2+ de P tel que 2,+ soit l’image d’une immersion
ouverte,

II.R- P X T X IR+ P --+ P

(cf. SGAD, Exp. XXII, (4.1.2)). Soit W l’image inverse de f+ dans G.
Alors U opre sur W et 2R+ est le sch4ma-quotient W/U; en outre, U 4tant
unipotent, W 2,+ U comme un sch4ma. Mais West un ouvert de G,
done on a

A(G)* c A(W)*
(A(U) (R) A(II,_P, II,/P,) (R) A(T))* A(T)*.

Si M Z (I 6tant fini), alors A(T)* k* Z--_-- X Pour tout entiern > 0,
on a Cn(G) c C.(T) (Z/nZ) i. En effet, si un lment f de A (G) * est
4crit en forme gn pour g de A( T)*, g appartient au corps de fonctions k(G)
de Get se dfinit partout sur G parce que fest defini partout sur G. Donc
g, A (G)*. Par consequent, C, (G) c C(T) (Z/nZ) *, et C(G) est donc
un groupe fini. c.q.f.d.

LEMME 6. Soit G un groupe alg$brique, lin$aire, connexe d$fini sur k.
Pour tout groupe ab$lien fini F d’ordre premier p, H,(G, F) est un groupe fini.

Dmonstration. I1 suffit de dmontrer Lemme 6 dans le cas off F Z/nZ,
n tant premier h p. Dans ce cas, F est immerg dans Gm

O ---. F ---. G, n G, ---, O.

Cette suite donne une suite exacte"

A(G)* n . n. A(G) ---. HJt(G,F) ---* Pic(G) Pic(G)

d’ofi suit une suite exacte

0 --, C, (G) --, HJ(G, F) -* Pic (G) --* 0.

Or, on sait par [3, Exp. V] que Pic (G) est un groupe fini et par Lemme 5 que
C.(G) l’est aussi. Doric Hit(G, F) est un groupe fini. c.q.f.d.
On d6montra maintenant la flche (iii) (i). Soient [X] une classe de
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Ht(G, F) et {[gX]; g e G} l’ensemble des classes obtenues de IX] par
changement de base

G g ;G,
la translation par g. Comme H(G, F) est un ensemble fini, l’est aussi.
Done IX] doit tre invariant par rapport l’action de G. Soit le morphisme
canonique dfini par le diagramme suivant;

F XX

FX X
Alors si on dfinit r(g, g’) par ag, r(g, g’)a’a0’, r(g, g’) appartient au
groupe Autr (X/G) des G-automorphismes de X qui commutent aux ac-
tions des lments de F.
Montrons que Aut (X/G) . F. Pour calculer Aut (X/G), considerons

un foncteur Aut (X/G) sur (Sch/G) dfini par

Aut(X/G)(T) Auty (X Xa T/T).

On a d’abord que

Aut(Z/G) X Aut(Z Xa X/X) ---’ AutY(F X X/X)

AutO(F/k) X X F X X (F X G) Xa X.

Or, F itant commutatif, F est contenu dans Aut (X X T/T). Done
F X, G est contenu canoniquement dans AutO(X/G). D’autre part,
Autr(X/G) est representable. Done par la (f.p.q.c)-descente, on a
AutF(X/G) . F X, G. Comme G est connexe, on conclut que Aut (X/G)
F.

I1 est facile voir que r(g, g’) satisfait la relation

r(g, g’g’P)( r(g’, g,,)al) r(gg’, g)r(g, g’).

Or, G opre sur F par f ag fal. Pourtant, comme G est connexe, G opre
trivialement sur F. Done r(g, g’) est un 2-cocycle de G dans F tel que
r(1, 1) 1, et r(g, g’) dfinit une extension de G par F. Par l’hypothse
que Ext (G, F) 0, on a

r(g, g’) (gg’) l(g)-#(g’)- --1pour une pplication de G dans F. Alors, si on pose o (g) ,
satisfait , , et idz. Done ’ G --+ Aut (X) dfinit une opera-
tion de G sur X. Comme X contient un point x k-rationel, l’orbite Gx est une
section de G dans X. Done X se dcompose, et par consequent, H(G, F)
0. c.q.f.d.



UN GROUPE SIMPLEMENT CONNEXE 645

5. Dmonstration de lYquivalence (iii) et (v) , (iv). Soit G une extension
d’un groupe algbrique semi-simple simplement connexe par un groupe
unipotent U,

Alors on a une suite exacte

0 --* Hom_r ((, G) --* Hom_r (G, G,) ----> Hom_ (U, G)a --.

Ext (, G) --* Ext (G, G) --. Ext (U, G),

off on note que les extensions de Ext (, G), Ext (G, G) et Ext (U, G)
sont centrales, parce que Aut_gr (G) Z/2Z. D’abord Hom_gr ((, G)
0, car ( est semi-simple. En mme temps, Hom_g (U, G) Extl( U,
G) 0 parce que U est unipotent (cf. SGAD, Exp. XVII, (6.1.1)). Donc
Hom_ (G, G) 0 et Ext (G, G) -- Ext (G, G).
Montrons que Ext (, G) 0. En effet, soit G’ une extension de par

G,,,. G’ est un groupe rductif. Soit der (G’) son sous-groupe driv.
Alors il existe une isogonic

0 G X der (G’) --* G’

telle que la composition de la r!striction de 0 sur der (G’) avec la projection
canonique G’ -. ( soit une isogonic. Or, comme ( est simplement connexe,
cette isogonic est un isomorphisme. Donc der (G’) ( et G’ se scinde.
Rciproquement, on d!montre que la condition (iv) implique la condition

(iii). On utilise la suite exacte suivante"

n
0 Z/ng G,,, G,,, O.

La suite
n

0 --. Hom_, (G, G) --* Hom_o (G, G) --* Ext (G, Z/nZ) --.

Ext (G, G) n: Ext (G G)

est exacte; d’ofi notre assertion. Ici, on note que les extensions de Ext (G,
Z/nZ) et de Ext (G, G) sont routes centrales parce que Aut_ (Z/nZ) et
Auto_g, (G) sont finis et que G est connexe.

6. Nous ajoutons le rsultat suivant.
Soient Gun groupe linaire connexe dfini sur k, R(G) son radical unipo-

tent, R(G) son radical, P G/R(G) le groupe rductif associ4 a G,
G/R(G) le groupe semi-simple associ a G. Soit de plus 0 ( --+ ( une

isognie d’un groupe semi-simple simplement connexe sur i noyau D(Mo),
M0 itant un groupe ablien fini (cf. [2, Exp. XXIII]).

Alors, on a
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PROPOSITION 7. Avec les notations ci-dessus, on a:
(i) Hom_ (G, G) Hom_ (P, G), Ext (G, G) Ext (P, G)

e$ Ext (G, G) M0.
(ii) Il existe une suite exac$e de groupe ab$liens"

0 --* Hom_ (G, G) --* Hom_ (R(G)/R,(G), G,)

M0 -* Ext (G, G) --. 0.

D$monstration. On a des suites exactes de groupes algbriques,

0 --* R,(G) --. G --* P --* 0,

0 -. R(G)lB,(G) ----> P O,

O--,D(Mo) -- 0,

d’ot suivent des suites exactes de groupes abliens,

0 --. Hom_ (P, G) --. Hom_ (G, G) Hom_ (R,(G), G,)

Ext (P, G) --. Ext (G, G) --. Ext (R(G), G,),

0--. Hom_, ((, G) --* Hom_(P, G) --. Hom_ (R(G)/R,(G), G,)

Ext (, G) --* Ext (P, G) --* Ext (R(G)/R,(G), G,)
et

0-- Hom_, (, G) --* Hom_ (, G) --* Hom_ (D(Mo), G,) ---.

Ext (, G) --. Ext (, G).

En notant que les ensembles des extensions Ext (., G) dans les suites ci-
Exto (., G), on voit que les rsultats noncsdessus sont tous identiques

s’en dduisent facilement, tenant compte du TheoremS. c.q.f.d.

COROLLXmE 8. Avec les notations de Proposition 7, on a une suite de
groupes algbriques de type multiplicatif,

0 -* D(Ext (G, G,)) -- D(Mo) rad (P) -- corad (P) --* 0.

(Pour les notions corad (P), etc, voir SGAD, Exp. XXII).
Finalement nous posons la question suivante:

Question. Soit Gun groupe algbrique linaire connexe dfini sur un corps
algbriquement clos, k, de caractristique positive. Supposons que G saris-
fair la condition que

Hom_ (G, G) Ext (G, G) 0.

Alors, quelle est-elle, la structure de G?

Si G est semi-simple, G satisfait la condition.
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Appendice
Soient G et H des groupes algbriques. Un groupe algibrique E est dit

une extension de G par H si H est un sous-groupe distingu de E et G est le
groupe-quotient de E par H,

E opre sur H par automorphismes int!rieurs. Si H est commutatif, cette
operation de E sur H se factorise par G. Si cette operation de G sur H est
triviale, E est dit une extension centrale de G par H. Deux extensions E et
E’ sont dites isomorphes s’il existe un isomorphisme " E E’ tel que le
diagramme suivant soit commutatif,

E

H 8/ G..
E’

Une extension E est dire triviale si E est isomorphe l’extension G )< H.
Une extension isomorphe i une extension centrale est aussi centrale. L’en-
semble des classes des extensions de G par H isomorphismes pros est not
par Ext (G, H). Si H est commutatif, l’ensemble des classes des extensions
centrales de G par H est noti par Exto (G, H). Ces ensembles sont des
foncteurs contravariants en G; si b G’ --* G est un homomorphisme de groupes
algbriques et si E reprsente une classe de Ext (G, H), h*E E ( G’ est
une extension de G’ par H et rend le diagramme suivant commutatif,

Si E est centrale, *E est alors centrale.

H--------- 4,*E G’- ;0

>H-------* E G=- O.

Soit E une extension (qui reprisente une classe) de Ext (G, H)"

Supposons que H est commutatif. G opre sur H par automorphismes
int!rieurs. Soient H’ un groupe algbrique commutatif sur lequel G opre
et ’H -- H’ un G-homomorphisme. Alors il existe un homomorphisme
(, r-1) de H dans le produit semi-directe H’E, E op4rant sur H’ via G, dont
l’image est un sous-groupe distingue! de HPE. Le quotient E de H’E par
cet image est une extension de G par H’ tel que l’opration de G sur H’ s’iden-
title i l’opration induite par automorphismes intrieurs et que le diagramme
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suiwnt soit commuttif,

0- H’
L’extension E’ est not par , E.

E’
q

’ !, q’
;G- )0.

Si E est une extension centrale, b. E peut
tre dfini pour n’importe quel homomorphisme b de H dans un groupe
algtibrique commutatif H’ et , E est centrale. Alors si H est commutatif,
Exton (G, H) est un groupe ablien comme d’habitude et

Extoen (G, H) -- Extcen (G’, H)
et b. Ext,l (G, H) -- Extce.tl (G, H’)

sont des homomorphismes de groupes. Nanmoins, Ext (G, H) ne possde
pas ncessirement d’une structure de groupe.
Donnons quelques rsultats que nous avons utiliss.

PROPOSITION 1. Soient

T r

une suite exacte de groupes alg$briques (i.e. G. Ext (G3 G) et H un groupe
algbriue tel que Homk_g (G, H) (1). Alors dans la suite

Ext (G, H) Ext (G., H)
r* Ext (G, H)

une extension E de Ext G H) vient de Ext G3 H) par r* si et seulement
*Esir est trivial.

Dans ce cas, on dit par abus de langage que cette suite est exacte.
D$monstration. I1 est trivial que si E vient de Ext (Ga, H), r*E est trivial.

Quant i l’assertion converse, si -*E est trivial, il existe un homomorphisme

" G --. E tel que q. r, q tant la projection canonique de E sur G..
Alors on peut facilement voir que (G) est un sous-groupe distingu de E,
utilisant l’hypothse que Homk_g (G, H) (1) et le fait que (G1)
Cent (H). Soit E’ le groupe-quotient de E par (G). Alors H est un
sous-groupe distingu de E car H n (G) (0) et le quotient de E’ par H

r*E’ rsulte imm!diatement de l’observation ladite.est G. Le fair que E
c.q.f.d.

Remarque 1. La condition que Hom_ (G, H) (1) est remplie dans
l’un des cas suivants"

(i) H est fini et G est connexe.
(ii) H est unipotent et G est un tore.
(iii) H est un tore et G est unipotent.
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Remarque 2. Si H est commutatif, la mme assertion que Proposition 1
est valable pour la suite

Extent (G3, H) Extent (G, H) Extcen (G,, H).

Soient

0--+G G: - G--+0
une suite exacte de groupes algSbriques et Hun groupe algbrique commutatif.
N’otons par Hom_ (G, H)a le sous-groupe de Hom_ (G, H) form4 des
k-homomorphismes : G --+ H tel que ([G, G2]) 0, [G, G2] tant le
groupe des commutateurs de G et G.. Alors il existe un homomorphisme
des groupes

d Homk_gr (G,, H) -- Extoo.t (Gs, H).

En effet, soit un lment de Hom_g, (G1, H)as. Considirons un homo-
morphisme (, r-1) G1 --+ H X G (le produit direct). L’image de (, r-)
est un sous-groupe distingu de H X G et le quotient de H X G. par cet
image est une extension centrale de G8 par H.

Alors on peut dimontrer facilement:

PROPOSITION 2. Soient

Soient
,r

0 H ;H. H ,"> 0

une suite exacte de groupes alg4briques commutatifs et Gun groupe alg4bri-
que. Alors il existe un homomorphisme de groupes

d’ Hom_, (G, H) --+ Exto (G, H)
qui associe p*H chaque p e Hom_,, (G, H).
PROPOSITION 3. Soient

7,. 71.!

0 H------. H. H 0

une suite exacte de groupes alg$briques commutatifs et G un groupe alg4brique.
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Alors on a une suite exacte de groupe ab$liens,

0 Hom (G, H)- r,
-) Hom- (G, H). r, Hom- (G, H)

7"$ 7FExto, (G, H)- Exto,. (G, H) Exto (G, Ha).
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