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Abstract

The Rudin-Shapiro coefficients {a(n)} are an infinite sequence of + l’s,
defined recursively by a(0) 1, a(2n) a(n), and a(2n + 1) (- 1)"a(n), n > O.
Various formulas are developed for the nth partial sum s(n) and the nth alter-
nating .partial sum t(n) of this sequence. These formulas are then used to show
thatx< s(n)/x//n < V/6 and 0 < t(n)/v/n < x//3, n > 1, where the inequal-
ities are sharp and the ratios are dense in the two intervals. For a given n > 1,
the equation s(k)= n is shown to have exactly n solutions k.

1. Einleitung

Die hier betrachtete Zahlenfolge {a(n)}, deren Glieder als die Koeffizienten
der in [1], [2], und [3] untersuchten Polynome erscheinen, wurde yon Shapiro
[5] und Rudin [4] eingefiihrt. Diese Glieder lassen sich wie folgt induktiv
definieren"

DEFINITION 1.
(- 1)"a(n).

Es sei a(0)= 1, und, fiir n > 0, a(2n)= a(n), a(2n + 1)=

Man zeigt leicht, dab die Zahlen a(n) fiir allen > 0 durch Definition 1
bestimmt sind. Eine explizite Formel fiir a(n) (siehe [1]) gibt der

SATZ 1. Ist n k,=0 ,2", k _> 0, ,- 0 oder 1, so ist a(n)= (-1)e("), wo
k-1e(n) Er=o F-’rF’r+ 1"

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dab die Funktion f(n)= (-1)(") die drei
Bedingungen der Definition 1 erfiillt"

(i) f(0)= 1.
(ii) Aus 2n ,+ e,r-2r, e_= 0, folgt

k k-1

e(2n) E 8,-x8, E ,’,+ e(n),
r=O r=O

f(2n) f(n).
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(iii) Aus 2n + 1 ’k+ 1, folgt/,r-0 r-12r, e

e(2n + 1)= e_ eo + er- e, eo + etn)= n + e(n)(mod 2),

f(2n + 1) (- 1 + et (_ 1)f(n).

Beispiel 1. a(2k) 1, k > 0; a(2k 1)= (- 1)k/ 1, k > 1.

Beispiel 2.

folgt.

a((22k 1)/3)= 1, k > 0, was unmittelbar aus
k-1(22k- 1)/3 ,=o 22’

Beispiel 3. Fiir n (5" 22k 2)/3, k > 0, gilt (- Ira(n 1. Fiir k 0
ist das klar. Fiir k > 1 ist n gerade, also (-1)a(n)= a(n)=-1 wegen
(5-2a- 2)/3 2a+’ 1 ,-o* 2z’.

Beispiel 4.

a 22k+l- 1- e,22r+l 1, k >_0;
r=O

a 2- 1- e,2’+ =-1, k>_l.
r--O

2. s(n und t(n
Die Summen, mit denen diese Arbeit zu tun hat, sind folgendermaBen

definiert"

DEFINITION 2. Es sei fiir n >_ 0

(1) s(n)= a(r),
r=O

(2) t(n)= (-1)’a(r).
r=O

TAFEL

0

2
3
4
5
6
7

a(n) s(n) t(n) n a(n) s(n) t(n)

8 5
2 0 9 6 0
3 10 7

-1 2 2 11 -1 6 2
3 3 12 -1 5
4 2 13 -1 4 2

-1 3 14 5 3
4 0 15 -1 4 4
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Ersichtlich gilt

(3) s(n t(n =- n + 1 (mod 2).

SAVZ 2.

(4)
(5)
(6)
(7)

s(2n)=s(n) + t(n-1), n >_ l,

s(2n + l)= s(n) + t(n), n > O,

t(2n)= s(n)- t(n-1), n>_l,

t(2n + l)=s(n)- t(n), n >O.

Beweis.

und

Aus Definition 2,1 ergibt sich
2n

s(2n)= 2 a(r)
r=O

a(2r)+ E a(2r + 1)
r=O r--O

n-!

a(r)+ 2 (-1)’a(r)
r--O r=O

s(n)+ t(n 1),

s(2n + 1)= s(2n + 2)- a(2n + 2)
s(n + 1)+ t(n)- a(n + 1)
s(n) + t(n).

Ebenso folgen (6)und (7).
SATZ 3.

(s)
(9)
(10)

Beweis.

s(4n s(n + s(n 1) 2s(n a(n), n > 1,

s(4n + l)= s(4n + 3)= 2s(n), n>0,

s(4n + 2)= 2s(n)+ (-1)"a(n), n > 0.

Aus (4) und (7) ergibt sich

s(4n) s(2n) + t(2n 1)
s(n) + t(n 1) + s(n 1)- t(n 1)
s(n)+ s(n 1)
2s(n) a(n).

Nach Definition 2,1 hat man auch

s(4n + 1) s(4n + a(4n + 1) 2s(n a(n + a(n 2s(n ),
s(4n + 2)= s(4n + 1) + a(4n + 2)= 2s(n) + (- Ira(n),
s(4n + 3)= s(4. + 2) + a(4. + 3)= 2s(.) + (- Ira(n (- 1)"a(.)= 2s(.).
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SATZ 4.

(12)
(13)
(14)

Beweis.

t(4n) 2t(n 1) + a(n), n >_ 1,

t(4n + l)= 2t(n-1), n>_l,

t(4n + 2)= t(n) + t(n--1), n_>l,

t(4n + 3 )-- 2t(n), n>0.

Folgt wie bei Satz 3 aus (6), (4), (7).

Beispiel 5. s(2k) 2[{k+ 1)/2] _. 1, k _> 0.

Fiir k 0, 1 klar. Weiter 1/iBt sich mittels (8) und Beispiel 1 induktiv rechnen"

s(2+ 1)= 2s(2-1)_ a(2-1) 2(2[/] + 1)- 1 21{+2)/1 + 1.

Aus Beispiel 1, 5 folgt"

Beispiel 6.

s(2k 1) 2[(k + 1)/2], k > 0,

s(2k- 2)= 2[{k+ 1)/2] + (_ 1’, k>l.

Beispiel7. s(3.22k-1)=3.2k,k>_O;s(3"22k+1-1)=2k+2,k>_O.

Das ergibt sich aus (9):
s(3.22k- 1)= 2s(3.22k-2- 1)=...= 2ks(3 20 1)= 3" 2k,

S(3" 22k+1 1)= 2S(3" 22k-1 1)="’= 2ks(3 2-- 1)= 2k+2.

Beispiel 8. t(22k) 2k + 1, k _> 1; t(22k+ 1)= 1, k > O.

Nach (6), (4) und Beispiel 5 gilt

t(22k) 2s(22k-1)- s(2zk) 2k+l + 2- 2k- 1= 2k + 1

und

t(2k+l) 2s(Z2k)_ s(22k+l)= 2k+x + 2- 2k+l 1 1.

Aus Beispiel 1, 8 ergibt sich weiter"

Beispiel 9.

t(22k- 1)= 2k, k >_ O,

t(22k+1- 1)=0, k 20,

t(22k- 2)= 2k- 1, k > 1,

t(22k+ 2) 1, k > O.
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Beispiel 10. t(3 2k 1) 2ttk+ 1)/2], k >_ 0.

Das folgt induktiv aus (14):
t(3.22k- 1)= 2t(3.22k-2 1)=...= 2kt(2)= 2k,

t(3" 22k+1- 1)= 2t(3" 22k-1- 1)="’= 2kt(5)= 2k+l.

SATZ 5.

(15)
(16)
(17)
(18)

S(/1 4- 22k) S(/1)---- 2k, 0 _< n _< 22k-1 1, k > 1,

s(/1 4- 22k) 4- s(n)-- 3.2k, 22k-1 1 _< n _< 22k- 1, k > 1,

s(n + 22k+1) s(n)= 2k + 1, 0 n <_ 22k 1, k _> 0,

s(n+22k+l)+s(n)=2k +2, 22k_l_<n_<22k+l-l,k>0.

Beweis. Bei festem k ist der Satz fiir alle Anfangswerte von n (bzw. 0,
22k 1, 0, 22k 1) wegen

s(22k)- s(0)= 2k + 1 1 2k,

s(3.22k-1- 1)+ s(22k-1- 1)= 2k+l + 2k= 3" 2k,

S(22k+1)-s(0)=2k+1+1-1=2k +1,

S(3" 22k- 1)+ S(22k- 1)= 3" 2k + 2k= 2k+2

klar, wobei die betrachteten Werte aus Beispiel 5, 6, 7 zu entnehmen sind.
Es sei rn >_ 1 fest und der Satz fiir n schon bewiesen, wom anstelle von 2k

bzw. 2k + 1 gesetzt wird. Daraus folgt die Behauptung fiir n 4- 1"

s(n + 1 + 2")--- s(n + 2m) 4- a(/1 4- 1 4- 2m)
a(n+ 1), 0_<n+ 1 _2m-l- 1,

s(n 4- 2m) 4- -a(n+ 1), 2m-1 <_n+ 1_<2m- 1

2k 4- s(n)+ a(n + 1)= 2k 4- s(n + 1),
m 2k, 0 <_ n + 1 <_ 22k- 1

3" 2k- s(n)- a(n + 1)= 3-2k- s(n + 1),
m 2k, 22k- _/1 4- 1

_
22k 1

2k+l + s(n)+ a(n 4- 1)= 2k+l + s(n + 1),
m=2k+ 1,0<_n + 1<_22k- 1

2k+2 s(n)- a(n + 1) 2k+2 s(n + 1),
m 2k + 1, 22k _/I 4- 1 < 22k + 1.

Auf gleiehe Weise beweist man
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SATZ 6.

(19)
(20)
(21)
(22)

t(n + 22k)- t(n)= 2k, O < n < 22k-t l, k > l,

t(n+22k)+t(n)=2k, 22-- l<n_<22k- 1, k>l,

t(n + 22k+1) t(n)= O, 0 <_ n <_ 22k 1, k _> 0,

t(n+22k+x)+t(n)=2k+, 22k-l_<n_<22k+x-l,k>_0.

SATZ 7. Fiir k >_ 1 und 0 <_ n <_ 2k 1 ist

(23) a(2k 1 n) (- 1)k +, + a(2k + n).

Beweis (Vollstindige Induktion). Fiir k 1 ist der Satz klar. Sei er fiir k
und jedes n mit 0 _< n _< 2k 1 schon bewiesen. Wenn 0 _< n _< 2k + I ist, so
gilt im Falle von geradem n (= 2nx)

a(2k+t 1 2n x) (-- 1)2k- t-nta(2k 1 n t)
(_ 1),,t+ t(_ 1)k+,,t + Xa(2k +
(- 1)k+"+2a(2k+x + n),

und im Falle von ungeradem n (= 2nx + 1)
a(2k+x 1 n)= a(2k n 1)

(- 1)k+"* + Xa(Zk + nx)
(__ 1)k +hi +1+ 2 +n,a(Zk+ + n)
(- 1)k+"+ 2a(Zk+ + n).

Auf Grund von Satz 7 gilt

SATZ 8. Es sei k >_ 1. Dann ist

12k--s(n), 0<n<22--1,
(24) t(22k-2-n)=ts(n)_2k, 22k-’<n<22k-2,
und

(25) t(22+ 2 n)= is(n), 0 < n < 22 1,

t2i+ s(n), 22t<n<22t+x-2.

Beweis. Bei festem k > 1 ist der Satz fiir alle Anfangswerte von n (bzw, 0,
22- , 0, 22) klar, wegen

t(22k- 2)= 2k- 1 2k- s(0),
t(22k-1 2)= 1 (2k + 1)- 2k- s(22k- 1)_ 2k,

t(22k+X_ 2)= 1= S(0),
t(22k- 2)= 2k- 1 2k+ (2k + 1)= 2+ S(22k),
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wo man die Werte t(2k 2) aus Beispiel 9 zu entnehmen hat. Nun sei m > 2 fest
und der Satz fiir n bewiesen, wom anstelle von 2k bzw. 2k + 1 gesetzt wird.
Dann folgt seine Giiltigkeit fiir n + 1 aus (23)"
t(2" 2- (n + ))= t(2" 2- n)- (-1)’-1-"a(2" 2- n)

t(2" 2 n)- (- 1)"a(2" 1 (n + 1))
t(2" 2 n) + (- 1’+ a(2" + n + 1)

=t(2m_2_n)+l(-1)"+Xa(n+l ), O<n+l<2"-x-1,
(- 1)"a(n + 1), 2"- <n+ 1<2"-2,

2k- s(n)- a(n + 1) 2k- s(n + 1),
m=2k, O<n+l<22k- -1,

s(n)- 2k + a(n + 1)= s(n + 1)- 2k,

m 2k, 22k-x _< n + 1 < 22k 2,

s(n) + a(n + 1) s(n + 1),
m- 2k + 1, 0 < n + 1 < 22k- 1,

2k+ s(n)- a(n + 1)= 2k+x s(n + 1),
m=2k+l, 22k<n+l<22k+x-2.

3. Das Verhalten der Folgen in den Intervallen [2k, 2k + 1]
Aus Satz 3 folgt durch Induktion unmittelbar, daf s(n) > 1 ist. Man hat aber

den etwas genaueren

SATZ 9. (a) 1st 22k
_

n

_
22k / 1, k >_ 0, so oilt

(26) 2k + 1 _< s(n) <_ 2k + 1.

Links besteht Gleichheit dann und nut dann, wenn n 22k oder (5 22k 2)/3 ist"
rechts dann und nut dann, wenn

k-1

n 22k + 1 gr22r+
r=0

mit e, 0 oder 1 ist.
(b) Ist 22k + _< n _< 22k + 2 1, k _> 0, so oilt

(27) 2k+ <_ s(n) <_ 2k+2 1.

Links besteht Gleichheit dann und nur dann, wenn

k-1

n 22k + 2 ;r22r+
r=0

mit e, 0 oder 1 ist" rechts dann und nut dann, wenn n 2(22k+2 1)/3 ist.



RUDIN-SHAPIROSCHEN KOEFFIZIENTEN 133

Beweis (Vollstindige Induktion). Fiir k 0 ist alles klar, da s(1)= 2,
s(2) 3 und s(3)= 2. Seien alle Behauptungen fiir k wahr und sei m [n/4]
gesetzt.

(a) Es liege n im Intervall 22k + 2 n g 22k + 3

22k m _< 22k + 1.
1; dann liegt m im Intervall

(i) n 4m. Aus (8), (26)erhilt man

s(4m s(m + s(m 1)
2k+l d-2k+l--’2k+2-< 2k + d- S(22k 1) 2k + + 2k < 2k + 2

letzeres wegen Beispiel 6. Aurdem gilt

(28) s(4m) s(m) + s(m 1)
2k+ 1 + 2k+ 1 > 2k+ d- 1
2k + 1 + 2k= 2k + d- 1

fiir m > 22k,
fiir m 22k,

fiir m > 22k,
fiir m-- 22k.

(ii) n 4m + 1 oder 4m + 3. (9) gibt s(n)= 2s(m), und nach (26) ist dies
<2+2und >2 ++2>2k++1.
(iii) n 4m + 2. Aus (10), (26) folgt

s(4m + 2)= 2s(m)+ (-1)ma(m)
2k+2 1 < 2k + 2 ffir s(m) < 2k + 1,

<
2k+2_a(m)=2k+2-1<2k+2 fiirs(m)=2k +x.

Im zweiten Falle folgt a(m)= 1 aus Beispiel 4, da nach Annahme
k-1

tn 22+ 1 e,22r+ 1.
r=O

Auch gilt s(4m+2)>2(2k+l)--l=2k+a+l. Damit ist (26)f/Jr k+l
bewiesen.
Nun ist der zweite Teil der Behauptung (a) fiir k + 1 zu beweisen.
Man nehme zuerst an, dab s(n)= 2k+x + 1. Dann ist n gerade; im Falle

n 4m gibt (28), dab m 22k, also n 22k + 2 ist. Im Fallen 4m + 2 erhilt
man aus (10), (26)

2s(m) + (- 1)ma(m) 2k+ + 1,

2k + 1 <_ s(m)= 2k + [1 -(-lralm)]/2,
(- ira(m 1, s(m)= 2k -t- 1.

Nach Annahme ist m 22k oder (5.22k- 2)/3; nach Beispiel 1 nebst
(- 1)ma(m)= 1 gilt

rn=(5.22k-2)/3, n=am+2=(5"22k+2-2)/.3.
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Umgekehrt ist s(n)= 2k+l + 1 ffir n 22k +2 nach Beispiel 6. Andererseits
folgt aus n=(5.22k+2-2)/3, dab n=2 (mod4), m=(5.22k-2)/3,
(- 1)ma(m)= 1 (Beispiel 3), und s(n)= 2s(m) + (- 1)ma(m)= 2k+l + 1.
Nun werde s(n) 2k + 2 angenommen. Dann ist n ungerade und s(m) 2k +

nach (9); daraus folgt
k-1

m=22+1-1- e22+,
r=O

k-1

4m + 1 22k +3 3 er22r+3
r=0

=2+3_1_ e,_2’+
r--O

und

mit e_ 1,

k

E 22r+ mit e 0;4m + 3 22k+3 1 er_
r=O

in jedem Fall ist n von der behaupteten Form.
/3r22r +Umgekehrt, ist n 22k/ 3 1 ,k-_ o SO folgt

k-1

122r +m=[n-(3-2eo)]/4=22k+1- 1- E er+
r=O

und (9) gibt s(n)= 2s(m)= 2k/ 2. Damit ist (a) vollst/indig bewiesen.
(b) Ergibt sich auf dieselbe Weise.

Analog zu Satz 9 gelten fiir t(n) folgende drei S/itze.

SATZ 10 (Nullstellensatz). Fiir n > 0 ist t(n)= 0 dann und nut dann, wenn
n ,k= o er22r+ 1 mit k > O, e, 0 oder 1.

Beweis (Vollst/indige Induktion). Zum Beweis werden die natiirlichen
Zahlen in die Intervalle 3k [22k+1 1, 22k/ 3 2], k > 0, eingeteilt. Dann
lautet die Behauptung: Geh6rt n zum Intervall 3k, SO ist t(n) 0 genau dann,
wenn n 22k + 1 + k_-o e,22r + 1.

(i) F/Jr k 0 klar, wegen t(1)= 0, t(n) :/: 0, 2 _< n _< 6.
(ii) Angenommen, die Behauptung stimme fiir k, und n geh6re zum Inter-

vall 3k+ 1" Sei
k k-1

n= 22k+a- 1 + ’, er22r+l und m= 22k+1- 1 + er+122r+1
r=O r=O

gesetzt. Dann ist t(m)= 0 nach Annahme, und n 4m + 2Co + 3, also, nach
(14) und (12), t(n)= t(m)= O.

Ist umgekehrt t(n) 0, so mug n ungerade sein (gem/iB (3)), also n 4m + 1,
m >_ 2. Nach (12) und (14)ist 2t(m 1)= t(n)= 0. Daher hat man, dam in
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3k liegt (m ist gerade),
k-1

m=22++ ,22’+,
e’-O

22r+ 1,4m- 1 22+3 1 -[- E
=0

und

In beiden F//llen ist n von der behaupteten Form.

Bemerkung. DaB die in Satz 10 angegebenen Zahlen tats/chlich L6sungen
der Gleichung t(m)= 0 sind, l/IBt sich auch mittels (21) schlieBen.

Beweis.

SATZ 11. Ffir n > 0 ist

(29) t(n > O.

Beweis. Die Behauptung sei falsch, und es sei n die kleinste ganze Zahl, fiir
die (29) nicht gilt. Dann ist, da t(n) sich nur schriftweise /indert, n > 2,
t(n,) 1, t(nx 1) 0. Nach Satz 10 ist nx 2,=o e,22’+ ’, demgem/iB
a(n)=l, und -l=t(n)=t(n-l)+(-1)"a(n)=0+l=l; Wider-
sprueh.

ZUSATZ. Ffir n > 0 ist s(n)= t(n) 9enau dann, wenn n =o e,2’- 1 ist,
k > O, e, 0 oder 1.

Folgt aus (7) und Satz 10.

ZUSATZ. Fiir n >_ 0 ist

s(n >_ t(n ), s(n + 1)> t(n ),
s(Zn) > s(n), s(Zn + 1)> s(n).

Beweis. Folgt aus Satz 11 und den Gleichungen (7), (6), (4), (5).

Sxz 12. (a) lm Intervall 2 < n < 2 + 1, k > O, ist

(30) t(n) < 2k+ 1,

wo fiir k >_ 1 Gleichheit dann und nut dann besteht, wenn n- 4(2k- 1)/3 ist.
(b) lm Iterall 2+

_
n

_
22k+: 1, k )_ O, ist

g +

mit Gleichheit da d ur da,e 22+ 2 1 ist.

k

22r+ 1, 14m + 1 22k+3 1 + e,-x e_
r=0
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Beweis. Fiir k 0 klar, wegen t(1)= 0, t(2)= 1, t(3)= 2.

(a) Ist k > 1 und m [n/2], so gilt 22k- _< m <_ 22k- 1; nach (6), (7),
(29), (27)ist also t(n) <_ s(m) <_ 2k+ 1.
Zur zweiten Behauptung von (a) fahre man mittels Induktion fort. k 1

ist klar. Die Behauptung f’tir k + 1 folgt aus der fiir k so"

Ist n 4(22k + 2 1)/3 so ist nach (11) und Beispiel 2

t(n) 2t(4(22k 1)/3) + a((22 +2 1)/3)
2k+2 2 + 1 2k+2 1.

Umgekehrt, ist t(n) 2k + 2 1, SO ist n gerade. Wire n 4m2 + 2, so wire
nach (13) (und im Falle m2 22k auch wegen t(n) <_ s(n) und (27))

2k+2_l=t(n)=t(m2)+t(m2_l)<_2k+1-1+2k+1-1=2k+2-2.
Also ist n 4m2; nach (11) ist dann

2k+l 1 >_ t(m2 1)= It(n)- a(m2)]/2 2k +1 [1 + a(m2)]/2,
somit a(m2)= 1, t(m2- 1)= 2k+l- 1, m2 (4(22k- 1)/3)+ 1, n 4m2
4(22k + 2 1)/3. Damit ist (a) bewiesen.

(b) Folgt auf die gleiche Weise.

SATZ 13. Es bezeichne nv die v-te Isun0 der Gleichuno t(m)= 0 (n 1,
n2 7, na 9, usw.). Dann ist s(nv)= 2v, v >_ 1.

Vorbemerkuno. n liSt sich Satz 10 zufolge leicht explizit darstellen" ist
v k=o er2r, k >_ 0, er 0 oder 1, so ist n k=0 er22+ 1.

Beweis (Vollstindige Induktion). Fiir v= 1 klar, da s(nl)=s(1)= 2.
Angenommen, der Satz sei fiir alle natiirlichen Zahlen < v, v >_ 2, bewiesen. Es
sei v ’,k= o e,2, k >_ 1, ek 1.

(i) eo 0. Aus (9)ergibt sich

s(n) s ,2,+ 1

s 4 e,2’-1- 1

2s er +

2 2 e,+ 2" (nach Annahme)

2

2.
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(ii) eo 1. Aus (9) und Definition 2 ergibt sich

s(n,,) s ,2’/ 1

=s 4 e,2’- +1
r--1

2s e, +

k-

22r+ 1 + a e,r22r+=2 S gr+l
r=0

2 2 e,+ 2’ + 1 (nach Annahme)

k

2
r=O

Damit ist der Satz bewiesen.
Weiteren Zusammenhang zwischen der Folge {s(n)} bzw. {t(n)} und den

,,Extrema" von t(n) bzw. s(n) im Sinne der S/itze 10, 12, 9 enth/ilt Satz 14,
dessen Beweis wie die Beweise der Beispiele 5-10 und S/itze 9-11, 13 verliuft.

SATZ 14.

(a)
(b)

(d)

(e)

Es sei k >_ 0 und e, 0 oder 1. Dann ist"

s(4(22k-1)/3)=2k+-l, s(22k+2-1)=2k+x,
t(22k) 2k + 1 (k > 1), t((5" 22k- 2)/3)= 2k- 1,

22k +1 1 er22r+* e,2’+ ,
r--0 r-0

22k +2 1 /3r22,+ 2k+ e,2,+ ,
r--0

t(2(22k+2 1)/3) 1.

4. Das Verhalten der Folgen {s(n)/x//n}, {t(n)/v/n
Die n/iehsten sieben S/itze zielen darauf hin, folgenden genauen Satz zu

beweisen. (Siehe [4, Satz 1] mit 0 0, n.)

SATZ (Vgl. Satz 15, 16, 19, 21). Fiirn >_ 1 ist

t(n) x//3"3 s(n) x//6, 0< <
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berdies sind die Folten {s(n)/v/n) und (t(n)/x/n) dicht in den lntervallen
[x, x//6] bzw. [0, xf3]. Dies besagt natiJrlich auch, daft

lim inf s(n)/v/n x, lim sup s(n)/v/n x/6,

lim inf t(n)/v/n 0, lim sup t(n)/x//n x//3.

HILFSSATZ.

(32)

Beweis.

Es ist, O 1 2-, v >_ 0, ffesetzt,

1 / Ov+l < 1.

1 + x//0,,+1 0+ < < 1,+ 3+0+
wo die letzte Ungleichung aus 0 20+ 1 und

1
1 / v/O+l ( 1 / x/O+, 2 (1 x/O+l > 01-V/_t7-7....

folgt.

s ,z 15. e r. is, <

Beweis. Liegt n in einem der Intervalle 2 N n N 2a+ 1, k 0, so gilt
nach Satz 9(a), s(n)/n 2+*/2= 2 < 6. Liegt n in einem Intervall
2{2=+ = 1)/3 N n N 2a+ = 1, k 0, so gilt nach Satz 9(b)

1/46 <

Der Satz ist also nur noch ffir die Intervalle 2+ N n N 2(2+- 1)/3,
k 0, zu beweisen. Das kann man induktiv erschegen: Ffir k 0 ist der Satz
wegen n 2, s(2)= 3 klar. Angenommen, er sei ffir alle zu den Intervallen
[2’+ x, 2(2’+ 1)/3], 0 N r < k, geh6rigen n bewiesen. Dann stimmt er auch
ffir die zum Intervall [2+ , 2(2+ 1)/3] geh6rigen n, wie man folgender-
man sieht.

Es werden die zum Teilintervall

[(3 + 0,.)22k+ /3, (3 + 0,.+1)22k+ */3]
geh6rigen n betrachtet, wo 0 < v < 2k- 1 und 0,. die Bedeutung aus dem
Hilfssatz hat. Im Falle v 0 kann wegen

s(22k+) 2k++l 2k+l+l
< x//6 (Beispiel 5),= V/2=+ 2iV/2
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n >_ 22k + q_ 1 vorausgesetzt werden. Dann gilt nebst 1 < n 22k + _<
2(22k- 1)/3, Induktionsannahme, (17), und (32):

s(n) 2 + s(n 2 + /n - 2k+

)22k+X 3 22k+a2+3 +6 (3 + 0+
22k+a<

+ +
6 / 60+ <v/63 - 0,. + 3 + 0,.+t

womit der Satz fiir das Intervall [22k+ x, 2(22k+ 2 1)/3] bewiesen ist.

Satz 15 (oder auch nur das schw/ichere s(n)= O(x//n)) hat folgende interes-
sante Tatsache zur Folge" wenn c(n) die Anzahl der k < n mit a(k)=- 1
bezeichnet, so gilt

s(n) + 2c(n)= n + 1, c(n)= [n + 1 s(n)]/2
lim c(n)/n 1/2;

d.h., bei wachsendem n gibt es ,,beinahe" so viele k < n mit a(k)= 1 wie mit
a(k)= 1.
Auf Grund von Satz 15 lil3t sich rasch beweisen"

SATZ 16. Fiirn > list 0 < t(n)/x//n < x//3.
Beweis. Sei n > 1 und m=[n/2] gesetzt. Aus (29), (6), (7)und Satz 15 folgt

0 < t(n)/x//n < s(m)/x <

Um zu beweisen, dabx untere Grenze der Folge {s(n)/v/n ist, ist fol-
gende Definition bequem"

DEFINITION 3. Fiir n > 1 sei co(n) die gr6flte l_sung rn der Gleichung
s(m) n (siehe Tafel 2).

Das hat nach Satz 9 einen Sinn: jedes n > 1 kommt in der Folge {s(m)} vor,
denn s(0)= 1, und wird k [(log n)/(log 2)]- 1 ffir n > 2 gesetzt, so ist
s(m) n fiir ein m mit 22k / < m < 22k + 2 1. Jedes n kommt aber nur endlich
oft in der Folge vor, da s(m) > 2k fiir m > 22k.

Beispiel 11. co(2k + 1) 22k + 2, k > 0. Aus Beispiel 6 ergibt sich
s(22k+t-2)=2k+t- 1, k>0, also co=co(2k+t- 1)>22k+-2. W/ire
co > 22k+ 2, so folgte (da co nach (3) gerade ist) co _> 22k+ , nach (27) also
2k + < s(co) 2k + 1; Widerspruch.

HILFSSATZ. Aus rn > co(n)Jblgt s(m) > n.
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Beweis. Ersichtlich ist s(m) 4= n. Wire s(m) < n, so lieBe sich k so bestim-
men, dab erstens 2k > n, also, nach Satz 9(a), s(m) < n < 2k < s(22k) wire, und
zweitens 22k > m, also o(n) < m < 22k wire. Da aber s(n) sich nur schrittweise
indert, miigte es ein m zwischen m und 22k geben, fiir das s(m) n wire, was
Definition 3 wegen m > m > o(n) widerspricht.

SATZ 17.

(33)
(34)
(35)

Beweis.

09(2n) 4o(n) + 3, n > 1.

a(o)(n)) (- 1), n > 3, n =p 2", r > 2.

o(2n+l)=ao(n+1)+2, n >_ 2, n + l :/: 2", r >_ 2.

Wegen (3)ist o(2n)ungerade. Nach (9)ist s(4m + 1)= s(4m + 3),
folglich o(2n)_= 3 (mod 4), also o(2n)= 4m + 3. Daraus folgt 2n
s(4m + 3)= 2s(m), s(m)= n. Gibe es ein mt > m mit s(mt)= n, so wire
4m + 3 > 4m + 3 o(2n) und s(4m + 3)= 2s(mt)= 2n, was der Definition
von co(2n) widerspricht. Daher ist o(n)= m, o(2n)= 4m + 3 4o(n)+ 3,
womit (33) bewiesen ist.
Nun wird (34)dutch Induktion bewiesen, wobei auch (35)mitbewiesen

werden wird. Fiirn 3 ist (34) wegen o9(3)= 6 giiltig. Sei (34) fiir 3 _< k <
2n+l, n>2 bewiesen. Im Falle 2n+24:2’, r>3, folgt dann aus
n + 1 g: 2’-, r > 3, und (33)"

a(co(2n + 2))= a(4co(n + 1)+ 3)
a(2(n + 1) + 1)

(_ 1)x +o,<. + X,a(eo(n + 1))
(- 1)n+t(_ 1)n+l

(-- 1)2n+2.
Aus

s(o(2n + 2)- 1)= s(o)(2n + 2))- a(eo(2n + 2))= 2n + 2- 1 2n + 1

ergibt sich co(2n + 2)- 1 < co(2n + 1). W/ire o(2n + 2)< o(2n + 1) + 1, so
folgte aus dem Hilfssatz, dab

2n + 2 s(o(Zn + 2))< s(o(Zn + 1)+ 1)
s(e(Zn + 1))+ a(o)(2n + l)+ 1)
2n + 1 + a(o(Zn + 1)+ 1),

d.h. a(o(2n + 1) + 1) > 1 w/ire, was Unsinn ist. Daher gilt

m(2n + 1)= o(2n + 2)- 1= 4o(n + 1)+ 2,

womit (35) bewiesen ist.
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Weiter folgt aus (35) und der Induktionsannahme:

a(co(2n + 1))= a(ao(n + 1)+ 2)
(- 1)o’"+’’a(c0(n + 1))
(-1)"(-1)"+’

(- 1)2"+*;

damit ist (34) ffir 2n + 1 und 2n + 2 im Falle 2n + 2 4= 2’, r > 3, bewiesen.
Ist dagegen 2n + 2 2’, r > 3, so ist n + 1 2’-*, und nach Bispil 11, 4

a(oo(2n + 1)) a(o(2 1)) a(22’-* 2) 1 (- 1)2’- *,

womit (34) in diesem Fall fiir 2n + 1, und somit vSllig, bewiesen ist.
Aus Satz 17 ergibt sich folgende Beziehung zwischen t(oo(n)) und n.

ZUSATZ. Ffir 2k g n g 2k + 1, k 2 O, ist t(o(n)) 2 + n.

Beweis (Vollstindige Induktion). Ffir k 0 wegen co(l)= 0 klar. Sei die
Richtigkeit der Behauptung ffir ein k > 0 angenommen, es liege nim Intervall
2k+ < n < 2k/ 2_ 1, und es werde m [n/2] gesetzt. Fiir n 2m folgt dann
nach (33), (14)

t(co(n)) t(aco(m) + 3)= 2t(co(m))= 2(2k+ m)= 2k+2 n.

Fiir n 2m + 1 folgt im Falle n 2k/ 2 1 nach Beispiel 11, 9

t(oo(n)) t(22+3 2)= 1= 2+2 -(2+2- 1),

und im Fallen < 2+ 2 1 naeh (35), (14), (33), tn < 2+ 1, und nach (34)

t(o(,)) t(4og(m + 1)+ 2)
t(4og(m + 1) + 3) (- 1)’’(" + x)+a(4oo(m + 1) + 3)
2t(oo(m + l))+ a(co(2m + 2))

212+* -(m + 1)] + 1

2k+2 n,

wie behauptet.

SATZ 18. Ist 2k <_ n N 2k + 1, k >_ O, so ist

(36) og(n) n 1 + 1/2(2z*+’ 2) + 2
,=o 2,+

Beweis (Vollsffindige Induktion). Fiir k 0 klar, wegen co(l)= 0. Ange-
nommen, der Satz sei fiir ein k > 0 bewiesen, und es werde m In/2] gesetzt, wo



142 JOHN BRILLHART UND PATRICK MORTON

2k+ _< n <_ 2+ 2 1. Fiir n 2m gilt dann nach (33)
to(n)= 4to(m)+ 3

4m- 4 + 1/2(2+ a 8) + 8 + 3
=o 2+

kf[2m-2 22r+22m- 1 + (22k+3 2)+ 2m- 2 + 2
r=o 2r+2

n 1 + (* ) + ,. ’.

Ffir n 2 + 1 2+ 1 gilt nach (33), (35) und dem obigen Ergebnis

[2m+l 2z=2m+1+(2+3-2)+2=o 2.,+ -1

+(* /+

Ist dagegen n 2 + 1, so folgt

2.3 2

m(* 1)
aus Beispiel 11. Damit ist der Satz bewiesen.

ZUSATZ. Fiir n 2’(2m + 1), rn > 0, > 0, gilt

to(n + 1)- to(n)= 1/2(22"+x + 1),

aufler wenn 0 und n 2" 1, s > 1. lm letzeren Fall 9ilt
to(n + 1)-to(n)= 22’-1+ 1.
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Beweis. Die zweite Behauptung ergibt sich unmittelbar aus (36)und Bei-
spiel 11. Fiir 0 0 folgt die erste Behauptung aus (33) und (35). Fiir I folgt
sie im Falle m + 1 :/: 2, s >_ 0, gemgf5 (33), (35) aus

co(4m + 3)- co(4m + 2)= 4co(2m + 2) + 2 4co(2m + 1)- 3

4[co(2m + 2)- co(2m + 1)]- 1

3,

und im Falle m + 1 2, s > 0, nebst Beispiel 11, (36) aus

co(4m + 3) co(4m + 2) co(2+2 1) co(2+2 2)
2/3 2- (2/3 5)

-’3.

Fiir > 2 ergibt sie sich dann folgendermal3en induktiv"

o9(2(2m + 1) + 1) m(2(2m + 1))
4o9(2- (2m + 1)+ 1} + 2 4o9(2- (2m + 1))- 3

=-(22"- + 1)- 1= 1/2(22"+x+ 1).

Mit Satz 18 gelangt man zum urspriingliehen Ziel"

SATZ 19. Fiirn >_ list s(n)/v/n > x"
Beweis. Wegen

geniigt es,

s(m) s(m)> w/co(s(m)), m > 1,

x/> n>2,

zu beweisen. Das folgt aber aus (36), denn ist 2k _< n < 2k +

man
1, k >_ 1, so hat

k-1

3co(n)_<3n-3+22k+*-2+(3n-3) E 2’
r=O

< 3n 3 + 2n2 2 + (3n 3)(2k 1)
< 2n2 + 3n 5 + (3n 3)n 5n2 5 < 5n2,

>

womit der Satz bewiesen ist.
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Um den Beweis des am Anfang dieses Teils dargelegten Satzes zu vollenden,
wird ein allgemeiner Satz fiber reelle Zahlenfolgen vorausgeschickt.

SATZ 20. Seien x(n) und 2(n), n _> 1, zwei Folgen yon reellen Zahlen mit
folgenden Eienschaften

x(n) > 0, n>l,

2(1)>0,
2(n+l)>2(n), n>l,

x(n + 1)= x(n)+ o(2(n)).
Sind dann , zwei Haufunospunkte der Foloe {x(n)/X(n)}, so ist auch jede Zahl
des Intervalls [, fl] ein Hiufuo#spunkt dieser Fol#e.

Beweis. Es sei 0 < < fl, und sei 6 > 0 und N > 0 gegeben. Behauptet
wird" es gibt ein n > N mit -- <.

Man whle > N .und v > , so dab x()/2() < < x(v)/2(v), whrend ffir
n, x(n+l)-x(n)l 62(n). Dann leistet ein n mit nv das
Gewfinschte. Gbe es dagegen kein n mit n v und

so gbe es ein gr6Btes n < v mit x(nx)/2(nx) 6, somit auch

was wegen

2a={ +a- ({-a)_<

einen Widerspruch liefert.

x(n! + 1)
,(n + ) >- + ’

(nx + 1) x(nx) < (nx + 1) (n,)
,a,(nx + 1 2(n /],(11

Der Beweis von Satz 20 ist ein Verallgemeinerung des urspr/inglichen Bew-
eises folgenden J. S. Lomont zu verdankenden Satzes.

SATZ 21. Die Folgen {s(n)/v/n}, {t(n)/v/n}, n > 1, sind dicht in den Interval-
len [x, V/6] bzw. [0, (//3].

Beweis. Wenn mk (5 22k 2)/3 und nk 2(22k/2 1)/3, k > 1, gesetzt
werden, so folgt aus Satz 9, dab

lim
S(mk

__
lim

S(nk ,/6.Vs’
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Dann sind die Bedingungen des vorigen Satzes mit x(n)= s(n), 2(n)= x//n
wegen [s(n+l)-s(n)[ =l=o(x//n) erfiillt. Fiir mk=22k+-1 und
nk 4(22k 1)/3, k > 1, folgt andererseits aus Beispiel 9 und Satz 12(a)

lim
t(m) t(n) V/3,

k=o k O, lim
k--oo k

und die Bedingungen des vorigen Satzes sind in diesem Falle mit x(n)= t(n),
2(n) v/n erfiJllt.

5. Die Anzahl der k mit s(k)= n

Definition 3 betrachtet die gr6Bte L6sung og(n)der Gleichung s(k)= n.
Wieviele L6sungen hat diese Gleichung iiberhaupt?

Tafel 2 gibt Anlal3 zum folgenden

SATZ 22. Es bezeichne #(n) die Anzahl der l_/6sungen k > 0 der Gleichung

(37) s(k)= n, n > l.

Dann ist It(n)= n.

Beweis. Es sei 2(n) die Anzahl der L6sungen k von (37) mit a(k) 1. Fol-
gende drei Tatsachen werden bewiesen:

(i) #(2n)= 2#(n).
(ii) 2(2n)= #(n).
(iii) /(2n + 1)= #(n)+/(n + 1).

Mit (i) und (iii) ist auch der Satz bewiesen. Denn fiir n 1 ist er klar, da
s(0) 1 und, nach Satz 9, s(k) > 2 fiir k > 1 ist. Wird die Richtigkeit des Satzes
fiir alle natiJrlichen Zahlen < n, n _> 2, angenommen, so schliel3t man weiter
induktiv folgendermal3en:

TAFEL 2

L6sungen von s(k)= n

n k

2
3
4
5
6
7
8
9
10

0
3

2 4 6
5 7 13 15
8 12 14 16 26
9 11 17 19 25
10 18 20 22 24
21 23 29 31 53
32 50 52 54 56
33 35 49 51 57

27
28 30
55 61
60 62
59 65

63
64 106
67 105 107
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Fiir n 2m ergibt (i), dab/(n) =/(2m) 2u(m)= 2m n ist.
Fiirn 2m + 1 ergibt (iii), daa + 1)=/(m) +/(m + 1)= m +

rn + 1 nist.

(i), (ii), (iii) ergeben sieh wie folgt:

(i) Die L6sungen von

(38) s(k 2n

miissen ungerade sein. Wegen s(4k + 1)= s(4k + 3)ist /(2n)die doppelte
Anzahl der L6sungen von

(39) s(4k + 1)= 2n.

Letztere Anzahl ist aber #(n), da wegen (9) die Beziehung (39) mit 2s(k)= 2n
gleichbedeutend ist.

(ii) In (38) ist k ungerade, also 2(2n) die Anzahl der k mit

(40) s(2k + 1)= 2n und a(2k + 1)= 1.

Ist k 2m, so ist (40) gleiehbedeutend mit

(41) s(4m + 1) 2s(m) 2n, a(m) 1,

was 2(n) L6sungen besitzt. Ist k 2m + 1, so ist (40) gleiehbedeutend mit

s(4m + 3)= 2s(m)= 2n, a(2m + l)= -l, oder

(42) s(m n, a(m (- 1)" + x.
Falls n gerade ist, mug m ungerade sein, folglieh a(m)= 1. In diesem Falle ist
die Anzahl der L6sungen m von (42) gleieh 2(n). Falls n ungerade ist, muB m
gerade sein, also a(m) 1. In diesem Falle ist die betraehtete Anzahl gleieh

Weil nun 2(2n) gleich der gesamten Anzahl der L6sungen yon (41)und (42)
ist, ergibt sich

(43) 2(2n) 2(n) + ;L(n) 22(n) fiir gerades n,

und

(44) 2(2n) 2(n)+/(n)- 2(n)= #(n) fiir ungerades n.

Damit ist (ii). fiir ungerades n bewiesen. Ist n gerade, und setzt man n 2r,
0 > 1, 2 , r, so folgt durch wiederholte Anwendung yon (43), (44) und (i)

2(2n) 22(n)= 22(2"r)= 2"2(2r)= 2"/(r)=/(2"r) #(n).

(iii) Die L6sungen der Gleichung s(k) 2n + 1 miissen gerade sein. Daher
ist/(2n + 1) die L6sungszahl von

(45) s(2k) 2n + 1.
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(a) Ist k 2m, so ist (45) gleichbedeutend mit

(46) s(am) 2s(m)- a(m)= 2n + 1.

Weiter ist die L6sungszahl von (46) gleich der L6sungszahl yon s(m)= n,
a(m) -1, nebst der Anzahl der L6sungen von s(m)= n + 1, a(m)= 1. Die
Gleichung (46) hat somit

(47) [p(n)- 2(n)] + 2(n + 1)
L6sungen.

(b) Ist k 2m + 1, so ist (45) gleichbedeutend mit

(48) s(4m + 2)= 2s(m)+ (-t)"a(m)= 2n + 1.

Weiter ist die L6sungszahl von (48) gleieh der L6sungszahl von

(49) s(m n, a(m (- 1)m
nebst der L6sungszahl von

(50) s(m)= n + 1, a(m)= (- a m+.
Wenn n gerade ist, so mul3 in (49) m ungerade sein, also a(m) 1; mithin

ist die L6sungszahl von (49) gleieh p(n) 2(n). In diesem Falle mul3 in (50)m
gerade sein, also a(m)= -1. Somit hat (50)/(n + 1)- 2(n + 1) L6sungen.
Daher hat in diesem Falle (48)
(51) p(n)- 2(n)+ (n + 1)- 2(n + 1)
L6sungen.

Ist n ungerade, so kann man ihnlieh sehlieBen, dab (48) die L6sungszahl

(52)
hat.

(c)

2(n) + 2(n + 1)

Fiir gerades n erhilt man aus (47), (51) nebst (ii) und (i)"
#(2n + 1)= 2p(n)- 22(n)+ (n + 1)

2(n)- 2(n/2)+/(n + 1)
2p(n)- p(n)+/(n + 1)
#(n)+ (n + 1).

Fiir ungerades n erhilt man aus (47), (52), nebst (2) und (1):
#(2n + 1)= #(n)+ 22(n + 1)

(n)+ 2/((n + 1)/2)
=/(n) + #(n + 1).

Damit ist (3), und somit der Satz, vollstindig bewiesen.
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Einen fiir t(n) entsprechenden Satz gibt es nicht, da nach Beispiel 9 fiir alle
k > 0, t(22 + 1) 0, t(22 + 2 1) 2 + ist; also hat t(m) n fiir jedes n
unendlich viele L6sungen.
Zum Schlul3 m6chten wir Don Speray fiir seine rechnerische Hilfe und H.

Hasse fiir seine sprachliche Hilfe unseren Dank aussprechen. Auch danken wir
L. Carlitz fiir seine Bemerkungen beziiglich einer friiheren Fassung dieser
Arbeit.
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