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1. Introduction

Soit 4 un anneau et uy,...,u; des éléments de 4. On note
R(uy,...,u;; A) le module des relations a coefficients dans A entre les u;;
ie.,

k
R(uy,... up; A) = {(fl,...,fk) € A* telque ), fu, = O}.
i=1
Un anneau A est dit cohérent si pour tout k-uplet (u,...,u;) € A le
module des relations R(uy,...,u,; A) est un A-module de type fini. Une
propriété équivalente a la cohérence de A est la suivante:
“L’intersection de deux idéaux de type fini de A est encore un idéal de
type fini de A4”.
L’étude de la cohérence de certains anneaux de fonctions holomorphes a été
entreprise: W. McVoy et L. A. Rubel [7] ont montré que ’'anneau H*(D) des
fonctions hglomorphes et bornées dans le disque unité de C est cohérent, J.
P. Rosay [9] a montré qu’il en était de méme pour I'anneau des fonctions
holomorphes et bornées dans un domaine borné de C de connectivité finie,
E. Amar a montré que "anneau H*(B) des fonctions holomorphes et bornées
dans la boule unité de C* n > 3 n’est pas cohérent et qu’il en est de méme
pour 'anneau A*(B) des fonctions holomorphes dans B et c* dans B (n > 3).
La question de savoir si les anneaux A*() des fonctions holomorphes
dans un domaine Q de C? (p > 1) et indéfiniment différentiable dans Q
sont cohérents ou non semble ouverte [1]. Nous nous proposons d’apporter
quelques éléments de réponse a cette question. A cette fin, étant donné un
ouvert ) de C? et ¢ € () on notera:
A™(Q) 'anneau des fonctions holomorphes dans Q et ¢ dans Q.
A(Q) I'anneau des fonctions holomorphes dans Q et continues dans Q.

A7 l'anneau des germes de fonctions holomorphes et ¢* au voisinage de §
dans (.
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A, Vanneau des germes de fonctions holomorphes et continues au voisi-
nage de ¢ dans ().

PP = {f € A%(Q) tq D*f(¢) = 0 Va € N?}; ie., les f € A"(Q) qui sont
plates in &.

P, ={f € A(Q) tq f(£) = 0}; i.e., les f € A(Q) qui sont nulles en ¢£.

On obtient alors les résultats suivants:

THEOREME 1. Soit D le disque unité de C, et 11 le demi-plan {z € C tq
Ré z > 0}.

(i) A*(D) et A*(I1) ne sont pas cohérents.

(i) A(D) et A(II) ne sont pas cohérents.

THEOREME 2. Soit ) un ouvert strictement pseudo-convexe bomé a bord
lisse ¢c® de C? (p = 2). A™(Q) et A(Q) ne sont pas cohérents.

THEOREME 3. Soit Q0 comme dan les Théorémes 1 ou 2 et £ € 9Q0. A7 et
A, ne sont pas cohérents.

II. Demonstration des resultats

11.1. Le lemme de base.

Les théorémes 1, 2 et 3 se déduiront d’'un méme lemme qui est une
conséquence facile du théoréme suivant, qui est un cas trés particulier de
résultats obtenus par J. Bruna et J.M. Ortéga [3] et J. Chaumat et A M.
Chollet [4], [5], [6].

TueoreME ([3] ou [4], [S]). Soient Q = D ou 11 ou bien un ouvert stricte-
ment pseudo-convexe borné & bord lisse ¢ de CP (p = 2) et ¢ € d():
(i) Soit (b)), cn une suite d’éléments de PJ; il existe g € Py et (h);cn,
h; € P telle que Vi, f; = gh,.
(ii) Soit (b);cr une famille finie d’éléments de P; il existe g € P, et
(h)icp> h; € P telle que Vi € F, f, = gh,.

LemMmE 1. Soit Q) comme dans le théoréme ci-dessus et soient (fy,..., fi)

des éléments de A”(Q) (resp de A(Q)) tels qu’il existe £ € Q) satisfaisant:

Pour tout

G =(81;---»8) €ER(fy,..., fi; A7(Q))
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(resp € R(fy,..., fi; AAQ)) on a
g € P (respg, € P,).

Alors R(f, ..., fi; A°(Q)) (resp R(f,, ..., fi; A(Q)) n’est pas de type fini.

Preuve. La preuve pour la classe 4(Q)) étant identique a celle de A™(Q})
nous ne rédigeons que cette dernieére. Constatons d’abord que

(2.1) R(fl"”’fk; Aw(ﬂ)) =F’- R(fl""?fk; Aw(Q))-

En effet soit G = (g, ..., &) € R(f,,..., fi; A°(Q)). Comme par hypothése
les g; sont plates en { il existe d’apres le Théoréme précédent g € P;” et
(hyy...,hy) € (A(Q)) tels que

(gl""’gk) =g(hl"“’hk)'
Maintenant
k k
EBigi=g(EBihi) =0
i=1 i=1

et comme A*(2) est intégre on a donc X¥_,b;h; = 0. Donc

(hyy. . hy) €R(f1s- .., fir A(Q))

et par suite G € Pg R(f1, ..., fi; A(Q)).
Considérons maintenant R le sous-module de (A°°)" engendré par

R(fl’ . "fk; Am(Q)),

i.e., le sous-module de (A})* engendré par les germes en ¢ des éléments de
R(fis ..., fi; A*(Q)) de (2.1). On déduit de (2.1)

(22) R=F7-R

ol Pz" est I'idéal de A7 engendré par les germes en { des €léments de P;’.

Supposons que R(fi,..., fi; A7(Q)) soit 4%(Q) de type fini. Il en résulte-
rait inmédiatement que R est A7 de type fini et comme A7 est un anneau
local dont I'idéal maximal contlent Pg , (2.2) et le lemme de Nakayama [8]
nous donnerait R = {0}. Autrement dit tout élément de R(f,,..., fi; A*(Q))
a son germe en ¢ nul; i.e., tout élément de R(f,,..., fi; A°°(Q)) est nul sur
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un voisinage de ¢ dans Q et par conséquent est nul sur . Donc

ce qui est absurde. Donc R(fj,..., fi; A”(Q)) n’est pas de type fini.

Ainsi d’apres le Lemme 1 pour prouver les résultats annoncés il suffit dans
chacun des cas de construire des éléments f,...,f, de A™(Q) (resp de
A(Q)) tels qu’il existe { € dQ ou toute relation entre les f; est plate (resp

M. HICKEL

R(fl’ v Jis Aw(ﬂ)) = {0}

nulle en ¢); c’est ce que nous allons faire maintenant.

11.2. Preuve du Théoreme 1.

La preuve du théoreme pour le disque unité de C étant identique a celle

pour le demi-plan nous ne rédigeons que cette dernicre.

Soit y €c™R) telle que 0 <y <1 y(®)=1si |t <1 et x(#) =0 si
|t| < 2. Définissons alors deux fonctions a et B8 sur R de la mani¢re suivante:

sit>0,

et

sit <O,

et

a(0) = B(0) = 0.

1

o) =x(t)eXp(— ﬁ) + (1= x(1)

B(1) =X(r>[exp(——};) (1= x(0);

2
+ 1= x(2)

(1) =x(t)[eXp(—%)

B0) = x(ex - 72 + (1= x(0),
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«a et B satisfont alors:

(a) «aet Bsontc”surR.

(b) 0<ax<let0<pB<l.

(c) LogaetLogpB € L'(R).

(d) Vk € N, les quotients t*a(t) /B(t) et
t*B(t) /a(t) ne sont pas bornés au
voisinage de 0.

(23)

Considérons alors les fonctions extérieures associées a a et B, i.e., soient

z—1u

fi(2) =exp(%f_+:1 —ifz Loga(t) dt 2), zell,
_ 1 1—-ttzLo n
fu2) =g [T L Log B T2, zem

f1 et f, sont des fonctions extérieures dont le module au bord est dans ¢*(R),
elles sont donc dans A(IT) (cf. [2], p. 156). On a alors:

LemMmE 2. Soit (a, b) € R(f,, f,; A”(ID) (resp. € R(f,, f,; A(ID)). Alors a
et b sont plates en 0 (resp nulles en 0).

Preuve. Soient pour ¢ € R, u(t) = a(it) et v(¢) = b(it), u et v sont dans
c™(R) (resp dans c(R)). Pour voir que a(z) et b(z) sont plates en 0 (resp
nulles en 0) il suffit de voir que u(#) et v(¢) sont plates en 0 (resp nulles en 0);
en effet si par exemple a(z) n’était pas plate en 0, comme a € A”(IT) on a

Ja+B

37705 —5a(0) =0 sip>0.

On aurait donc au voisinage de 0 pour un k£ € N,
a(z) = a,z“ + O(|z|**")

avec a; € C a; # 0 et donc pour ¢ € R voisin de 0,

u(t) = a, (i) t* + o(e)**).

Comme a,(i)* # 0, u ne serait pas plate en 0. Montrons donc que u et v
sont plates en 0:

onaVteR,

i)l = (), 1f,(it)] = B(2)
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et de
a(z)f(2) +b(2)f(2) =0, Vzell
on déduit V¢ € R,

(2.4) lu()la(r) = [o()IB(1).

Si u n’était pas plate en 0, il existerait k € N tel que au voisinage de 0 on ait
[u(t)| = |t|* et donc |t|*a(t) serait équivalent au voisinage de 0 a |v(¢)|B(¢).
Donc en particulier il existerait ¢ > 0, telle que au voisinage de 0, |¢|*a(t) <
cB(2), ce qui n’est pas le cas d’aprés (2.3). Donc u est plate en 0 (resp nulle
en 0) de méme pour v. Le lemme 2 est donc prouvé, le théoréme 1 s’en
déduit grace au lemme 1.

11.3. Preuve du Théoréme 2

Nous allons construire f; et f, € A(Q) telles que les conditions du lemme
1 soient satisfaites. Notre construction se fera facilement a partir d’un
résultat de J. Chaumat et A.M. Chollet que nous rappelons. Soit & € C? un
ouvert strictement pseudo-convexe a frontiére ¢” lisse. ) est donc défini par
la donnée d’une fonction r de classe ¢ au voisinage de ) et strictement
plurisousharmonique dans un voisinage de () telle que

@D Q={zeCPr(2) <0},

(i) grad r # 0 sur 9Q.
Soit alors z € 4€). On notera:

v, le vecteur unitaire de la normale en z a 3} orienté vers I'extérieur.

T,(0Q)) I'espace tangent en z a 9.

TL(6Q) I'espace tangent complexe en z a 9.
On a la décomposition orthogonale réelle

T.(09) = R(iv,) ® T,(d9Q)
et la décomposition orthogonale complexe
Cn = C * VZ &® TZC(aQ)

Soit maintenant 11, la projection orthogonale complexe sur C - v,. Pour tout
couple (z,w) € dQ X Q) on pose

p(z,w) = |I(z—w)| + I, (w—2)| + |z —w|%
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Alors p est une pseudo-distance sur 9€); i.e.,
@ plz,w)=0ez=w,

®) plz,w) = p(w, 2),
() 3K > 0 telle que Vz,w, t € 3Q on ait

p(z,w) < K(p(z,t) +p(t,w)).

Soit B,(z) = {w € 9Q tq p(z,w) <r}, la boule de centre z et de rayon r
pour cette pseudo-distance. Soit E un sous-ensemble fermé de d() et ¢ > 0
on désigne par N,(E) le nombre minimal de boules de rayon & centrées sur
E dont la réunion recouvre E. On a alors le résultat suivant di a J. Chaumat
et A.M. Chollet [4], [5].

THEOREME. Soit E C dQ un sous-ensemble fermé d’une courbe dont la
tangente en chaque point n’est pas dans T(0Q) et vérifiant il existe c,,c, > 0,
telle que Yr, 0 < r < 1, et toute boule B, de rayon r centrée sur ) on a

(c2) ere(B, N E)de < cyrlogl/r+ c,r.
0

Alors E est un ensemble d’interpolation d’ordre infini pour A*(Q).
Maintenant on peut toujours supposer que 0 € dQ) et que

ar ar ..
'52(0) =1 et 5'2:—1(0) =0 siix>2.

Ainsi il existe un voisinage V' de 0 dans C? et une fonction
R(Im z,, z,,..., z,) ¢” dans V avec R(0) = dR(0) = 0 telle que

QNV={(z,,...,2,) € Vtelsque 2Ré z; — R(Im zy, z,,..., z,) < 0}.
Soit alors
I={zeVavecz,= --- =z,=0et2Réz, — R(Im z,,0,...,0) = 0}.

Il est alors facile de vérifier que quitte a restreindre V on a:
I est courbe ¢™ de 3Q), pour p €T la tangente en p a I est la droite

. or
R- (za—;:l(p),O,...,O)
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et donc celle-ci n’est pas dans T,C(3Q2).

Vz,weTp(z,w) = |z—w| = |Imz, — Imw,|.

Soit alors (W), ., la suite de points de T’ définie (pour k > n,) par

2k _ (,2k 2k 2k
w —(w1 ,wz,...,wp)

avec

26 — ()i d .
et w=0sij>2
2k+1 _ [y,2k+1 ,,2k+1 2k+1
w —(w1 W kT w )
avec

1 1 i
w%k+1 - 7R(_§7k—+—1,0,..-,0) T kT

et wH*l =0sij>2.
Posons alors

E, = {0} u {(WZk)Ikzko},
E, = {0} U {(W¥* ™) iak,)
et
E=E,UE,.
Lemmve 3. E, et E, sont régulicrement situés (déf cf. [10]). E vérifie la
condition (c,).
Preuwve. Ona E,NE,={0}etsiz€eE,we€E,ona
lz=w| = |Imz, — Imw,| = |Im z;| + |Imw,| = |z| + |w|
car Im z; > 0 et Imw, < 0, par suite,
|z—w| > |z| =d(z,E,NE,) VzeE,weEE,.

Donc Vz € E,, d(z,E,) > d(z, E; N E,) et donc E; et E, sont réguliere-
ment situés.
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Soit r 0 < r < 1 et B, une boule de rayon r centrée sur d(), et soit ¢ > 0.
On a

ENB,=ENB,NB(0,¢/K) U (EnNB,\B(0,6/K)).
E N B, N B(0, ¢ /K) est recouvert par toute boule centrée sur
ENB,NB(0,e/K)

et de rayon ¢ et E N B,\ B(0,¢/K) contient au plus un nombre de
points < Log(1/¢) + Log K car pour w* € E p(w*,0) < 1/2*. Par suite
N,.(B,NE) <1+ Log(1/¢) + Log K et donc

['N(B, N E)de <rlogl/r+r
0

et donc (c,).

D’apres [4] il existe H € A(Q) telle que H est plate en 0 et H(z) # 0 si
z € O\ {0}. Soient alors G, et G, les jets de withney sur E (cf. [10]) définis
par

G, =lejetnul surE, et G, = le jet de H sur E,
G, =lejetde Hsur E; et G, = le jet nul sur E,.

(La définition est cohérente car E; N E, = {0} et H est plate en 0. Main-
tenant G, (resp. G,) est ¢* au sens de withney sur E; et sur E,, et E; et E,
sont régulierement situés. On en déduit d’apres [10] que G, (resp G,) est ¢
au sens de withney sur E, U E, = E. D’autre part G, et G, sont 4 d plat sur
E et comme d’aprés le lemme 3 et le théoréme de [4], E est un ensemble
d’interpolation d’ordre infini pour 4”(Q) on en déduit qu’il existe f, et
f, € A7(Q) telles que le jet de f, sur E soit égal a G, et le jet de f, sur E
soit égal a G,.

On a alors

LemMmE 4. Soit (a, b) € R(f,, f,; A(Q)) (resp. € R(f,, f,; AQ)). Alors a
et b sont plates en 0 (resp. nulles en 0).

Preuve. Soit (a, b) € R(f, f,; A*(Q). On a Vz,
a(z)fi(z) +b(z)f(2) =0

etdonc Vz € Q, T,aT,f, + T,bT,f, = 0 ou T,u désigne la série de Taylor en
z de u.
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Donc en particulier pour les k > k, on a

(3.2) T, xaT, 2« f; + T,2bT, o f, = 0
T, 2+1aT, 2x+1f; + T,2041bT 21 f, = 0.

Or par construction de f, et f, on a T, «f;, = 0 et T af, = T, H, T, 2e+1f;
=T, x+1H et Tw2k+1f2 =0.

Ainsi (3.2) devient T,bT,xH =0 et T, x+1aT,u+1H =0 or T, x«H et
T, 2+ H sont différents de 0 car H(w?*) et H(w?**!) sont non nuls, on en
déduit T,«b = 0 et T, u+1a = 0; ie., b est plate en w?* et a est plate en
w2k*+1 Comme w?* tend vers 0 et w2*! tend vers 0 on en déduit que a et b
sont plates en 0 et donc le lemme 4 pour R(f,, f,; A*(Q})). La preuve pour
R(f,, f»; A(Q)) est similaire.

Le théore¢me 2 se déduit du lemme 4 grace au lemme 1.

Remarques. (i) La preuve du théoréme 2 que nous venons de donner
s’applique aussi au cas du disque unité de C.

(i) Aussi bien dans la preuve du Théoréme 1 ou 2 nous avons construit
fi et f, € A7(Q) tels que f,4°(Q) N f, A*(Q) n’est pas un idéal de type fini
de A"(Q) et f; A(Q) N f, A(Q) n’est pas un idéal de type fini de 4(Q). Ainsi
Pintersection de deux idéaux principaux de A*(Q) (resp. de A(Q))) peut ne
pas étre de type fini.

11.4. Preuve du Théoréme 3.

Les énoncés et les preuves des lemmes 2 et 4 subsistent si 'on rem-
place R(f,, f5; A*(Q)) (Resp. R(f,, f,, A(Q)) par R(f,,f,, A3) (Resp.
R(f,, f,; Ay). Pour conclure il suffit d’avoir I’analogue du lemme 1 pour A4
et A, et pour cela il suffit d’avoir I’'analogue du théoréme de [3], [4], [5] “en
germe” or ceci est immédiat si ’on regarde les preuves de ce théoréme et si
Pon se limite a prendre un nombre fini de fonctions (f,);c;, ce qui est
suffisant pour la preuve du lemme 1.
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