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I. Introduction

Soit A un anneau et Ul,...,uk des 616ments de A. On note
R(Ul,..., Uk; A) le module des relations h coefficients dans A entre les ui;
i.e.,

R(Ul, Uk; A) { (fl’’’’’ fk) -" Ak tel que fiUi 0
i=1

Un anneau A est dit coh6rent si pour tout k-uplet (/,/1,...,Uk) Ak le
module des relations R(ul,..., uk; A) est un A-module de type fini. Une
propri6t6 6quivalente h la coh6rence de A est la suivante"

"L’intersection de deux id6aux de type fini de A est encore un id6al de
type fini de A".
L’6tude de la coh6rence de certains anneaux de fonctions holomorphes a 6t6
entreprise" W. McVoy et L. A. Rubel [7] ont montr6 que l’anneau Hoo(D) des
fonctions hglomorphes et born6es dans le disque unit6 de C est coh6rent, J.
P. Rosay [9] a montr6 qu’il en 6tait de mme pour l’anneau des fonctions
holomorphes et born6es dans un domaine born6 de C de connectivit6 finie,
E. Amar a montr6 que l’anneau Hoo(B) des fonctions holomorphes et born6es
dans la boule unit6 de C" n > 3 n’est pas coh6rent et qu’il en est de mme
pour l’anneau Ak(B) des fonctions holomorphes dans Bet ck dans (n > 3).
La question de savoir si les anneaux Aoo(12) des fonctions holomorphes

dans un domaine 12 de Cp (p > 1) et ind6finiment diff6rentiable dans 12
sont coh6rents ou non semble ouverte [1]. Nous nous proposons d’apporter
quelques 616ments de r6ponse cette question. A cette fin, 6tant donn6 un
ouvert 12 de Cp et sc 12 on notera:

Aoo(ll) l’anneau des fonctions holomorphes dans II et c dans
A(fl) l’anneau des fonctions holomorphes dans II et continues dans
Aoo 1--e anneau des germes de fonctions holomorphes et coo au voisinage de
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A l’anneau des_ germes de fonctions holomorphes et continues au voisi-
nage de sc dans f.

P {f Aoo(f) tq Df()= 0 Va NP}; i.e., les f Aoo(f) qui sont
plates in :.
P {f A(f) tq f(sc) 0}; i.e., les f A(12) qui sont nulles en .
On obtient alors les r6sultats suivants:

THIORME 1. Soit D le disque unitd de C, et II le demi-plan {z C tq
R6 z > 0}.

(i) Aoo(D) et Aoo(II) ne sont pas cohdrents.
(ii) A(D) et A(H) ne sont pas cohdrents.

THIORME 2. Soit 1 un ouvert strictement pseudo-convexe bored bord
lisse c de C (p >_ 2). Aoo(l)) et A(I) ne sont pas cohdrents.

THIORME 3. Soit 1 comme dan les Thordmes 1 ou 2 et Oll. A7 et
A ne sont pas cohdrents.

II. Demonstration des resultats

II.1. Le lemme de base.

Les th6ormes 1, 2 et 3 se d6duiront d’un m.me lemme qui est une
cons6quence facile du th6orme suivant, qui est un cas trs particulier de
r6sultats obtenus par J. Bruna et J.M. Ort6ga [3] et J. Chaumat et A.M.
Chollet [4], [5], [6].

THtORME ([3] OU [4], [5]). Soient 1 D ou II ou bien un ouvert stricte-
ment pseudo-convexe bom gt bord lisse coo de Cp (p >_ 2) et 0:

(i) Soit (bi)ir une suite d’.l.ments de P; il existe g P et (hi)i,
h P telle que Vi, fi gh i.

(ii) Soit (bi)ia f une famille finie d’.l.ments de P; il existe g Pg et

(hi)i F, hi P telle que Vi F, fi ghi.

LEMME 1. Soit l comme dans le thdordme ci-dessus et soient (f1,..., fk)
des dlments de Aoo(f) (resp de A(f)) tels qu’il existe df satisfaisant"
Pour tout

G (gl,’", gk) R(fl,’", fk; Aoo(f))
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(resp R(fl,..., fk; A()) on a

gi P(resp gi P)"

Alors R(f,..., fk; A(fl)) (resp R(f,..., fk; A(I))) n’est pas de type fini.

Preuve. La preuve pour la classe A(f/) 6tant identique h celle de A(f)
nous ne r6digeons que cette dernibre. Constatons d’abord que

(2.1) R(fl,..., fk; A(f)) P R(fl,’", fk; A(f))

En effet soit G (gl,..., gk) R(fl,..., fk; A%fl)). Comme par hypothse
les gi sont plates en " il existe d’aprbs le Th6orme pr6c6dent g po et
(hl,..., hk) (A(fl))k tels que

( gl, gk) g( hl, hk)"

Maintenant

., Big g

_
Bih 0

i=1 i=l

et comme A(f/) est intgre on a donc E/k__ lbihi 0. Donc

(hl,...,hk) R(fl,...,fk, A(f))

et par suite G P R(fl,..., fk; A%fl)).
Consid6rons maintenant R le sous-module de (A)k engendr6 par

R(fl,..., fk; A(f)),

i.e., le sous-module de (A)k engendr6 par les germes en sr des 616ments de
R(fl,..., fk; A(fl)) de (2.1). On d6duit de (2.1)

(2.2) R po. R

off P est l’id6al de A engendr6 par les germes en " des 616ments de po.
Supposons que R(fl,..., fk; A(f)) soit A(f) de type fini. I1 en r6sulte-

rait imm6diatement que Rest A de. type fini et comme A est un anneau
local dont l’id6al maximal contient po, (2.2) et le lemme de Nakayama [8]
nous donnerait R {0}. Autrement dit tout 616ment de R(fl,..., fk; A(fl))
a son germe en nul; i.e., tout 616ment de R(ft,..., fk; A(f)) est nul sur
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un voisinage de sr dans lq et par cons6quent est nul sur 1. Donc

R(fl,’", fk; A()) {01

ce qui est absurde. Donc R(fl,..., f; A()) n’est pas de type fini.

Ainsi d’aprs le Lemme 1 pour prouver les r6sultats annonc6s il suffit dans
chacun des cas de construire des 616ments fl,..., fk de A(O) (resp de
A(O)) tels qu’il existe sr 012 o?a toute relation entre les fi est plate (resp
nulle en ’); c’est ce que nous allons faire maintenant.

11.2. Preuve du ThdorOme 1.

La preuve du th6orme pour le disque unit6 de C 6tant identique celle
pour le demi-plan nous ne r6digeons que cette dernire.

Soit X c(R) telle que 0<X < 1 X(t)= 1 si tl < 1 et x(t)=0 si
Itl < 2. D6finissons alors deux fonctions a et/3 sur R de la manire suivante:

sit>0,

(1)a(t) x(t)exp -- + (1 x(t))

et

t(t) =x(t) + ( x(t));

sit < 0,

a(t)= X(t)[exp(- + a -x(t)

et

/3(t) x(t)exp( 1) + ( x(t)),

,(o) 13(o) o.
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a et/3 satisfont alors:

(a)
(b)
(c)
(d)

a et/3 sont coo sur R.
0_<a_< let0_</3_< 1.
Log a et Log/3 LI(R).
/k N, les quotients tka(t)/(t) et
tk(t)/a(t) ne sont pas born6s au
voisinage de 0.

Consid6rons alors les fonctions ext6rieures associ6es h a et/3, i.e., soient

f,(z) =exp z-it Log a ( )
l + 2

p(lsl-itzf2(z) =ex z-it Log ( t)
l + 2

fl et f2 sont des fonctions ext6rieures dont le module au bord est dans c(R),
elles sont donc dans Aoo(rl) (cf. [2], p. 156). On a alors:

LEMME 2. Soit (a, b) R(fl, f2; Aoo(II)) (resp. R(f f2; A(II)). Alors a
et b sont plates en 0 (resp nulles en 0).

Preuve. Soient pour R, u(t) a(it) et v(t) b(it), u et v sont dans
c=(R) (resp dans c(R)). Pour voir que a(z) et b(z) sont plates en 0 (resp
nulles en 0) il suffit de voir que u(t) et v(t) sont plates en 0 (resp nulles en 0);
en effet si par exemple a(z) n’6tait pas plate en 0, comme a A=(II) on a

Oa+O
Oz Oy.t3a(0) =0 si/3 >0.

On aurait donc au voisinage de 0 pour un k N,

a(z) akz
k + O([z[k+’)

avec ak C ak :: 0 et donc pour R voisin de O,

u(t) ak(i)ktk + O(Itlk+l).

Comme ak(i)k :/: 0, u ne serait pas plate en 0. Montrons donc que u et v
sont plates en 0:

onat R,

Ifl(it)l a(t), If (it)l el(t)
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et de

a(z)fl(z) -[- b(z)f2(z) O, /z H

on d6duit /t R,

(2.4) [u(t)la(t) Iv(t)l/3(t).

Si u n’6tait pas plate en 0, il existerait k N tel que au voisinage de 0 on ait
[u(t)[ It[ et donc Itlka(t) serait 6quivalent au voisinage de 0 ? lu(t)l/3(t).
Donc en particulier il existerait c > 0, telle que au voisinage de 0, [tlka(t) <
c[3(t), ce qui n’est pas le cas d’aprs (2.3). Donc u est plate en 0 (resp nulle
en 0) de m.me pour v. Le lemme 2 est donc prouv6, le th6orb,me 1 s’en
d6duit grace au lemme 1.

11.3. Preuve du Thdordme 2

Nous allons construire fl et f2 A(f) telles que les conditions du lemme
1 soient satisfaites. Notre construction se fera facilement partir d’un
r6sultat de J. Chaumat et A.M. Chollet que nous rappelons. Soit 12 c Cp un
ouvert strictement pseudo-convexe ? frontire c lisse, fl est donc d6fini par
la donn6e d’une fonction r de classe c au voisinage de fl et strictement
plurisousharmonique dans un voisinage de 0fl telle que

(i) fl {z CPlr(z) < 0},
(ii) grad r 4:0 sur

Soit alors z 0fl. On notera:
vz le vecteur unitaire de la normale en z ? Ofl orient6 vers l’ext6rieur.
Tz(Ofl) l’espace tangent en z ? Ofl.
TzC(Ofl) l’espace tangent complexe en z

On a la d6composition orthogonale r6elle

Tz(Ol) ) R(ivz) TzC(Ofl)

et la d6composition orthogonale complexe

c" c. ,, r(o)

Soit maintenant Hz la projection orthogonale complexe sur C vz. Pour tout
couple (z, w) 3l-I 3ll on pose

,(z,w) IrIz(z- w)l + IrI(w- z)l + Iz- wl .
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Alors p est une pseudo-distance sur Of; i.e.,
(a) p(z,w) O o z w,
(b) p(z, w) p(w, z),
(c) ::IK > 0 telle que ’qz, w, e 0O on ait

p(z,w) < K(p(z,t) + p(t,w)).

Soit B(z)= {w 011 tq p(z, w)< r}, la boule de centre z et de rayon r
pour cette pseudo-distance. Soit E un sous-ensemble ferm6 de 0 et e > 0
on d6signe par N(E) le nombre minimal de boules de rayon e centr6es sur
E dont la r6union recouvre E. On a alors le r6sultat suivant dfi ? J. Chaumat
et A.M. Chollet [4], [5].

THORME. Soit E c Of un sous-ensemble fermg d’une courbe dont la
tangente en chaque point n’est pas dans TC(0f) et vrifiant il existe Cl, c2 > O,
telle que Vr, 0 < r < 1, et toute boule B de rayon r centrde sur Of’ on a

(C2) B f’) E)de < 1r log 1/r + c2r.

Alors E est un ensemble d’interpolation d’ordre infini pour A(E).

Maintenant on peut toujours supposer que 0 0fl et que

Or Or
(0) 1 et - (0) =0 sii>2.Oza

Ainsi il existe un voisinage V de 0 dans C p et une
R(Im z, Z2,... Zp) oo dans V avec R(0) dR(O) 0 telle que

fonction

11 t3 V {(z2,..., Zp) V tels que 2 R6 Z R(Im z1, Z2,... Zp) ( 0}.

Soit alors

F {z V avec z2 zp 0 et 2 R6 z R(Im z1,0,..., 0) 0}.

I1 est alors facile de v6rifier que quitte h restreindre V on a:
F est courbe c de 012, pour p F la tangente en p h F est la droite

(Or )i-l ( P), O, O
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et donc celle-ci n’est pas dans TpC(Ol).

Vz,wrp(z,w) Iz-wl IlmZl-ImWll.

Soit alors (Wk)k>_no la suite de points de F d6finie (pour k > n0) par

avec

R --,0,...,0 + 22----
et wk O si j > 2;

W2k+l (W12k+l,Wk+l,...,Wp"2k+l)
avec

-R 22k+ 0,..., 0 22k+

et w/2+a=0sij>2.
Posons alors

E

{( w +’)

et

E "-E k.) E2.

LEMME 3.
condition (C2).

E et E2 sont rgulidrement situs (dff el. [10]). E vtifie la

Preuve. On a E10 E2 {0} et si z El, w E2 on a

Iz- wl IIm Z --ImWl[---IIm Zll d-IImWl] lz[ + Iwl

car Im z > 0 et Im W 0, par suite,

Iz wl Izl d(z, E10 E2) z El, w E2.

Donc tz El, d(z, E2) >_ d(z, E 0 E2) et donc E et E2 sont r6gulire-
ment situ6s.
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Soit r 0 < r < 1 et B
On a

une boule de rayon r centr6e sur 0f, et soit e > 0.

E (h B E B (h B(O,e/K) t2 (E ( Br\B(O,e/K)).

E ( B ( B(0, elK) est recouvert par toute boule centr6e sur

E B B(O, elK)

et de rayon e et E N Br\B(O,e/K) contient au plus un nombre de
points < Log(l/e) + Log K car pour wk E p(w, 0) < 1/2g. Par suite
Ne(B (q E) _< 1 + Log(I/e) + Log K et donc

f:N( Br E)de < r log !/r + r

et donc (c2).
D’aprs [4] il existe H Aoo(fI) telle que H est plate en 0 et H(z) :/: 0 si

z l \ {0}. Soient alors G et G2 les jets de withney sur E (cf. [10]) d6finis
par

G le jet nul surE et G le jet de H sur E2

G2 le jet de H sur E et G2 le jet nul sur E2.

(La d6finition est cohErente car E ( E2 {0} et H est plate en 0. Main-
tenant G (resp. G2) est coo au sens de withney sur E et sur E2, et E et E2
sont r6gulirement situ6s. On en d6duit d’aprs [10] que G (resp G_) est c
au sens de withney sur E I,.) E2 E. D’autre part G et G2 sont h 0 plat sur
E et comme d’aprs le lemme 3 et le th60rme de [4], E est un ensemble
d’interpolation d’ordre infini pour Aoo(12)on en d6duit qu’il existe fa et

f2 Aoo(fI) telles que le jet de fa sur E soit 6gal h G et le jet de f2 sur E
soit 6gal h G2.

On a alors

LEMME 4. Soit (a, b) R(fl f2; Aoo()) (resp. R(fl f2; A(12)). Alors a
et b sont plates en 0 (resp. nulles en 0).

Preuve. Soit (a, b) R(fl, f2; Aoo(12). On a Vz,

a(z)fl(z) + b(z)f2(z) 0

et donc Yz 12, TzaTzf + TzbTzf2 0 oh Tz
zdeu.

u d6signe la s6rie de Taylor en
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Donc en particulier pour les k > k0 on a

(3.2) rw2karw2,fl + TwzbT:f2 0

rw2k+larw2,+lfl + rw2,+brw2k+lf2 O.

Or par construction de fl et f2 on a Tw2kfl 0 et T.,2,f2 Tw2,H, Tw2,+lfl
Tw,,+H et Tw,,+f2 O.
Ainsi (3.2) devient Tw:,bTw:,H 0 et Tw2,+laTw2k+lH 0 or Tw2,H et

Tw,+H sont diff6rents de 0 car H(w2.) et H(w2k+1) sont non nuls, on en
d6duit Tw2kb 0 et Tw2,+la --0; i.e., b est plate en w2 et a est plate en
w2,+ 1. Comme w2 tend vers 0 et w2. + tend vers 0 on en d6duit que a et b
sont plates en 0 et donc le lemme 4 pour R(f, f:; A(f)). La preuve pour
R(fl, f2; A()) est similaire.
Le th6orme 2 se d6duit du lemme 4 grfice au lemme 1.

Remarques. (i) La preuve du th6orme 2 que nous venons de donner
s’applique aussi au cas du disque unit6 de C.

(ii) Aussi bien dans la preuve du Th6orme 1 ou 2 nous avons construit

fl et f2 A(fl) tels que flA(f) n f2A(I’) n’est pas un idgal de type fini
de A(O) et flA(12) n fzA(f/) n’est pas un id6al de type fini de A(f/). Ainsi
l’intersection de deux id6aux principaux de A(f) (resp. de A(f/)) peut ne
pas tre de type fini.

11.4. Preuve du Th,ordme 3.

Les 6nonc6s et les preuves des lemmes 2 et 4 subsistent si l’on rem-
place R(fl, fz; A=(f)) (Resp. R(fl, fz, A(I)) par R(fl, f2, A) (Resp.
R(fl, f2; A0)" Pour conclure il suffit d’avoir l’analogue du lemme 1 pour A
et A0 et pour cela il suffit d’avoir l’analogue du th6orme de [3], [4], [5] "en
germe" or ceci est imm6diat si l’on regarde les preuves de ce th6orme et si
l’on se limite prendre un nombre fini de fonctions (fi)ii, ce qui est
suffisant pour la preuve du lemme 1.

BIBLIOGRAPHIE

1. E. AMAR, Non coherence de certains anneaux de fonctions holomorphes, Illinois J. Math., vol.
25 (1981), pp. 68-73.

2. J. BRENNAN, Approximation in the mean by polynomials on non-Carathgodory domains, Ark.
Mat., vol. 15 (1977), pp. 117-168.

3. J. BRUNA et J.M. ORTEGA, Closed finitely generated ideals in algebras of holomorphic functions
and smooth to the boundary in strictly pseudo-convex domains, Math. Ann., vol. 268
(1984), pp. 137-157.

4. J. CHAUMAT et A.M. CHOLLET, Propritds de division par des fonctions de A=(D), C.R. Acad.
Sci. Paris, t. 300, s6rie I, n 13 (1985), pp. 419-422.

5. Proprits de division par des fonctions de A(D), Pr6publication d’ORSAY 1985.



ANNEAUX DE FONCTIONS HOLOMORPHES 525

6. Dimension de Hausdorff des ensembles de zdros et d’interpolation pour A(I), a
paratre.

7. W. McVoY et L.A. RUBEL, Cohdrence of some rings offunctions, J. Functional Anal. vol. 21
(1976), pp. 76-87.

8. J.P. LAFON, Les formalismes fondamentaux de l’algbre commutative et algbre commutative
langages gdomgtrique et algbrique, Hermann collection enseignement des sciences.

9. J.P. ROSAV, Sur la coherence de certains anneaux de fonctions holomorphes, Illinois J. Math.,
vol. 21 (1977), pp. 895-897.

10. J.C. TOUGERON, Id.aux de fonctions diffdrentiables, Ergebnisse der Mathematik, Band 71,
Springer, New York, 1972.

UNIVERSIT DE BORDEAUX
TALENCE, FRANCE


