
SUR LA CROISSANCE RADIALE D’UNE FONCTION MROMORPHE
PAR PAUL MALLIAVlN

Etant donn6 une fonction holomorphe f(z) dans le demiplan x > 0, de type
exponentiel, cette fonction est d6termin6e par ses vMeurs sur une suite A
"assez dense" de points situ6s sur x > 0. Dans quelle mesure le d6veloppe-
ment asymptotique de f(z) est-il comparable au d6veloppement asymptotique
de f(z) sur la suite A? Ce problme a fait l’obiet de nombreux travaux, en
partieulier de V. Bernstein, R. P. Boas, Miss Cartwright, Levinson, W. H. J.
Fuchs, dont on trouvera un expos6 dans le r6cent livre de R. P. Boas [1]
auquel nous renvoyons pour la bibliographie laquelle il faut aiouter [2]
et [3] publi6s depuis.
Dans le travail ci-dessous, on s’est effore6 de s6parer deux groupes d’hypo-

theses de nature diff6rente. En premier lieu des hypotheses d’unicit6 ou

"d’adh6rence", c’est dire des hypotheses qui assurent que la fonction f(z)
consid6r6e est d6termin6e par ses valeurs sur la suite A. En second lieu des
hypotheses ab61iennes sur la r6gularit6 de la r6partition de la suite A. Celles-ei

iouent un r61e d’autant moins important que la croissance de f(z) "sur l’axe
imaginaire" est lente.
Ce travail donne notamment des conditions ab61iennes n6eessaires et

suffisantes pour les classes de fonetion eroissance exponentielle sur l’axe
imaginaire, r6solvant Mnsi complStement le problme pos6 par Boas dans
[1] et [2].
Les proc6d6s utilis6s consisteront d’une part dans la th6orie de balayage

qui permettm d’6erire log f(x) eomme le potentiel d’une mesure port6e par
x > 0, et d’autre part dans les m6thodes taub6riennes de [8]. Le premier
proc6d6 amine naturellement consid6rer des classes plus g6n6rMes de fonc-
tions que les fonetions croissance born6e sur l’axe imaginaire.
Nous allons exposer rapidement les notations assoei6es ees proe6d6s

avant d’en indiquer les r6sultats.

1. Notations et r6sultats

1.1. Nous consid6rerons le groupe des homoth6ties positives.
Etant donn6 deux mesures dn et dm port6es par l’axe rel positif nous

considrerons leur produit qui sera la mesure not6e dn dm et dfinie par

1.1.1. f h(dn din) ff h(tt’)dm(t)dn(t’).

Si l(t) est une fonction localement sommable, nous lui associons la mesure

1.1.2 l(t) dt
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Si dn est une mesure on peut dfinir la mesure

,dn.

Cette mesure est absolument continue, il existe une fonction k telle que

1,dn= k.

On peut considrer deux faons de dfinir le produit de composition d’une
mesure et d’une fonction, soit comme tant la fonction ]c, soit la mesure k.
Nous conviendrons de noter dans le premier produit par 1, dn, le second
par dn.

Les remarques ci-dessus s’appliquent en particulier lorsque dn est absolu-
ment continu c’est dire de la forme dn h.
Nous conviendrons dans ce cas denoter le premier produit par l, h, le

second par h. On a videmment

(l ,h) dt- 1, h.

Nous serons ament!s considrer des fonctions qui ne sont pas sommables
au voisinage de 1. Dans ce cas l’intgrale permettant de calculer le
produit de composition devra tre interprt!tee au sens d’une valeur principale
de Cauchy.

D’autre part dsignant un nombre positif, v(t) dsignem la fonction
gale 1/2 dans l’intervalle (e-, e+) et zero ailleurs. Oa a ](dt/t) 1.
On notera

1.1.4. l l, e.

.2. Balayage

Soit f(z) une fonction mromorphe dans le demi plan x > 0 d’ordre infdrieur
2, borne sur toute partie born$e, 2 lois d$rivable en z$ro f(O) O. Posons

1.2.1. M(t) lg If(t) log If(0)

Alors il existe une fonction m(t), variation borne sur tout intervalle fini telle que

1.2.2. M 1,m

o
1 I l+t 2t 11.2.3. l(t) =-[ lOgl " +t2--L
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On appellera dm la mesure caractristique associde la fonction f(z). Une
expression de dm est donnde

tdm c,B A0,dn0

off

1.2.4. 2tc(t) log f(it)f(--it)

no(t) nombre de zdros et de pSles sur le segment arg z O, 0 < zi < t,

1.2.5. B- -4 A//_
r ’/ r (t + 1)

2t2 sin 20 101 < 2
1.2.6. A0

2t cos 20 -t- 1

et off A est dfini en 1.1.2.
Enfin m(0) sera d4termind plus loin par la formule 2.1.9.
La correspondance M, m tablie par 1.2.2. ser itudie d’un point de rue

taub(rien, lorsque tend vers l’infini dans le paragraphe 2.4.

1.3. Dfinition des classes de fonctions
Rappelons que l’on dit qu’une mesure dm __> 0 si l’intgrale ] hdm __> 0 pour

route fonction h positive, et que dm >_- dm’ si dm din’ >__ 0.
Si nous nous donnons une majoration de log ]f(iy) soit

1.3.1. log f(iy)f(--iy) < Yl co(y) Co >= 0

alors du fait que B < 0, A0 > 0 il rdsulte que 1.3.1. entraine si f(z) est holo-
morphe dans x > 0, et si tdm0 B c.

1.3.2. dm >__ dm0.

Plus gdndralement au lieu de considdrer une fonction f(z), holomorphe dans
x > 0 on considdrera une fonction f(z) mdromorphe dans x > 0, dont on aura,

majord le nombre des pSles, minord le nombre de zdros et satisfaisa,nt de plus
1.3.1. La mesure caractdristique d’une telle fonction satisfera une indgalitd

de la forme 1.3.2.
Etant donnd une mesure dm0, nous considdrerons la classe H(dm0) des

fonctions f(z) verifiant
M- l,m

off dm dm0.
Nous considdrerons dns la suite des mesures dm0 satisfaisant la relation

suivante analogue de 1.4.1.

1.3.4. mo(x) mo(x a) Oa(1/x).

Pour pouvoir crire les conditions d’adhdrence, nous devons prdciser la
croissance de M(t). Nous nous placerons dans un cas plus gnral que le cas
dtudi habituellement M(t) 0(1), en introduisnt une fonction/(t), con-
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vexe, croissante, et la classe H(dm0, f) qui sera l’ensemble des fonctions M(t)
satisfaisnt

x <

1.4. Problmes ab/liens

Nous considrerons uae site A de hombres rels positifs.
Nous spposerons qe

1.4.1. inf

Posons

1.4.2. h(r) 2l/h, h eA, X r; {z; z h > h}.

Pour que d’hypothses sur M(), on puisse obtenir des renseignements sur
M(x), nous supposerons que A est un ensemble d’unicit pour la classe
H(dm0, ).
Dns les hypotheses off nous nous plcerons, uae condition ncessire et

suffisnte d’unicit ([6] p. 184) est que

f dr
1.4.3. ’((r) a) + pour tout a > 0

oh l’on

1.4.4. k(r) h(r) + mo(r)

/’(r) sup (ra fl()) z > 0.

Nous supposerons dans la suite que 1.4.3. est satisfait. Dans le cas de la
croissance exponentielle/(t) 0(1), on sait que ([6] p. 205) 1.4.3. s’t!crit alors

1.4.5. lim sup k(r) .
Un problme ablien particulier

Cherchons les conditions abiliennes fixer sur A pour que M soit d!termin
respectivement i 0(1) et o(1) par M(h). Nous supposerons dans tout ce para-
graphe que h et m0 satisfont i 1.4.1. et 1.3.4. Soit

1.4.6. k.(r) inf k(r’) r’ >= r

1.4.7. 8(r) k(r) l.(r).

On a alors les 6nonces oh A" notera l’ensemble des pSles associ6s la me-
sure dmo.

1.4.8. THIORME.

si et seulement si

M e H(dm0, fl), 1.4.3. vrifi$ entraine que

lim sup M(t) lim sup

]im (r) O.
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1.4.9. THORME. M e H(dm0, ), 1.4.3. vrifi
lira sup M(},) < + entraine lim sup M(t)

si et seulement si
lim sup (r) < + .

I1 existe alors une constante B ne d$pendant que de dmo et de A telle que

lim sup M(t) < B + lim sup M() e 12A..

Un cas particulier de 1.4.8. a t dmontr par W. H. J. Fuchs dans [3].

1.5. Forme g$nrale du problme ablien

Les noncs 1.4.8. et 1.4.9. donnent les cas aussi gn(raux que possible off
le dt!veloppement asymptotique de f(x) est connu o(x)et h O(x) prs.

I1 est naturel de chercher des dveloppements asymptotiques un ordre
plus precis, par exemple o(x"), 0 a 1. On pourrait introduire au lieu
de la fonction (x) dfinie en 1.4.2., la fonction ,(r) 7’1/},", 0 < < r, et
obtenir.une factoristion analogue 1.2.3. le noyau tant remplac par un
noya.u 1,.
Nous ne developperons pas ici ce procdti; nous disirerons obtenir des dt!ve-

loppements asymptotiques O(q(x)/x), off q(x) dsignera une fonction posi-
tive, croissante, concave. Nous obtiendrons un rt!sultat simple, caractrisant
compltement dans quelles conditions ce dt!veloppement peut 8tre obtenu
lorsque too(t) log t. Avant d’noncer ce rt!sultat en 1.5.5. nous allons
donner un (!nonc plus genra.1, mais plus compliqu(.

1.5.1. THIORME. Soit M H(dm0, ), une suite A vrifiant 1.4.1. et
1.4.3. Supposons que l’on puisse extraire de la suite A une suite A’ telle que si
l’on pose

’(x) ’(x) + too(x)
on ait

1.5.1.0.

1.5.1..1. ’(ux) 1’ 0
--q(x) Ix 1 U

Supposons que
lim sup M(X) _-< O.

A

Supposons enfin .que

1.5.1.2. log log x O(q(x)).

Alors it existe une constante B, ne dpendant que de dm0, A, telle que

xM(x)
1.5.1.3. lira sup

q(x) < B + lim,sup q(M)
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1.5.2. Remarque. On obtient des noncs o(q(x)) pros ea appliquant 1.5.1.
n’importe quelle fonction ql(x) vrifiant qi(X) O(q(X)).

1.5.3. Remarque. Si dm0 > 0, l’(!nonct! 1.5.1. peut tre simplifit! considira-
blement, les hypotheses abliennes 1.5.1.1. disparaissant, l’adhrence entrai-
nant la rtigularit ablienne. Cette situation sera tudide en dtail dans un
cas particulier en 3.1.
On peut se demander si la condition 1.5.1.0. serait suffisante pour conclure.

I1 n’en est rien comme le montre l’dnonc

1.5.4. Soit M H(dm0, fl), soit A une suite vrifiant 1.4.1. et 1.4.3. Suppo-
sons que l’on puisse extraire de la suite A une suite A’ telle que 1.5.1.0. soit
satisfait, alors on a

M() >_ liin sup
xM(x) ov x [t,,1 4- iim sup

ql(h) qa(x)

q(x) q(x) log
q(z)

Inversement $tant donn une fonction concave q(x), vrifiant q(x) o(x), on
peut construire une fonction mromorphe f(z) de type exponentiel telle que les
hypothOses de 1.5.4. soient satisfaites et que

lim sup
log [f() 0

lim sup
log If(x) 1 x e ftA,,.

q(x)

On ale thorme suivant qui donne une solution complete du problme de
Duffin-Schaeffer tel qu’il tait pos par R. P. Boas dans [1] et [2]. Pour cette
raison, nous allons noncer ce thorme en utilisant les notations classiques

1.5.5. THIORME. Soit f(z) une fonction holomorphe dans x > O, vrifiant

1.5.5.1. lim sup
log f(iy) < -c c > O.

Soit A une suite de hombres r$els, q(t) une fonction concave croissante positive.
Posons

1.5.5.2. L(a) lim inf 1_ X(t + aq(t)) h(t)
a > 0

t= 2 log (t - aq(t)) log

1.5.5.3. Dq(h) lim L(a), nq*(A) lira L(a).
a0

Alors une condition n$cessaire et suffisante pour que l’hypothse 1.5.5.1. en-
traine que

1.5.5.4. lim sup
log If(h) lira sup

log If(x)
q(X) ,, q(x)
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est que

1.5.5.5. Dq(A) >_- c.

Une condition ncessaire et su.lisante pour que
loglf(h) + entraine1.5.5.6. lim sup

q(,)
est que

1.5.5.7. Dq*(A) _-> c.

Alors il existe une constante B B(c, A, q) telle que

lira sup
logf(x__) < -t-,, q(x)

lim sup
log If(x) < lim sup

log
q(x)

Remarque. Si l’on prend q(t) 1 le thorme obtenu est pour sa partie
directe le tht!orme de Duffin-Schaeffer dont 1.5.5. permet d’tablir la rci-
proque. Pour q(t) t, on vrifie aisment que Dr(A) n’est rien d’autre que
la densit minimum de Polya de la suite A. On obtient alors le tht!orme
V. Bernstein et sa rciproque. Signalons enfin que pour q(t) t, Rubel a
considird [7] la densit( duale de D*t(A) propos d’un thdorme d’unicit sur
les fonctions entires de type exponentiel.

1.6. Application

On sait bien que des noncs du type de Duffin-Schaeffer donnent des
thorbmes sur les sries de Taylor lacunaires. Ce qui est peut-6tre plus in-
tt!ressant de noter c’est que l’on peut raliser cette correspondance en sens
inverse et transcrire ainsi des conditions n!cessaires et suffisantes en condi-
tions n(cessaires et suffisantes. Par exemple une condition nt!cessaire et
suffisante pour que l’on puisse trouver

1.6.1. f(z) A ax z

ayant sur le cercle de convergence ses singularits contenues dans

1.6.2. arg z <: a

est que la densit maximum de A >= 1 a (Thorme de PSlya et sa rci-
proque).

Si en particulier a 1 on obtient le thdorme de Fabry et sa rdciproque.
I1 est peut-tre moins trivial d’obtenir des ingalits ferrules (au lieu des

inigalitt!s ouvertes de 1.6.2.). En particulier remarquons qu’il est indispen-
sable d’obtenir de telles ingalits si on dsire t!tudier les sries 1.6.1. n’ayant
qu’une seule singularit( sur leur cercle de convergence. Dans cet ordre
d’ides on a l’nonc

1.6.3. Une condition n$cessaire et suiisante pour que l’on puisse trouver une
s$rie de Taylor 1.6.1. prolongeable d l’infini l’extrieur de la coupure (1, + ),
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est que
D’(A) 1.

1.6.3.1. (On rappelle que l’on note, cf. [6], par D’(A) la densit6 sup6-
rieure de la suite A, c’est A dire D’(A) lim sup pA(X) Off pA(X) n(x)/x,
hA(X) hombre d’616ments de A < x.)
Comme on peut trouver deux suites d’entiers compl6mentMres A et A’

telles que D’(A) D’(A’) 1, on peut construire deux s6ries de Taylor ayant
des suites d’exposants compl6mentMres et n’ynt qu’une seule singulrit6
sur leur cercle de convergence, ce qui r6pond une question pos6e pr S.
Mndelbrojt.

2. Repr6sentation d’une fonction m6romorphe d’ordre < 2
Notons ps g(x, z) la fonction de Green du demi-pln modifie pr un fcteur

de convergence

x x x+g(x,z) log 1-- log + +-
Soit f(z) une fonction m6romorphe dans x > 0, d’ordre < 2, A et A les

z6ros et les pSles de f(z) on a

og f(x) (x, ) (x,
2.1

(x, i ) og lf(i ) + Oz.

L formule 2.1.1. est classique lorsque g est la fonction de Green non modi-
fi par un facteur de convergence et que f est d’ordre < 1. Pour l’tendre au
cas de l’ordre < 2, remarquons que les deux sries du second membre sont
absolument convergentes.

L’int6grale s’6crit

; x + y log f(iyy(-iy)[dy

la convergence au voisinage de z6ro est assur6e si f(0) 1 et si f(iy) est deux
lois d6rivble pour y 0. Alors

1 f h(x)o f(x) , + +
est une fonction harmonique dans le demi-plan x > 0, nulle sur x 0 et
d’ordre < 2. h(x) est done de la forme h(x) Cx d’ofi 2.1.1.
L formule 2.1.1. permet d’6crire log If(x) comme le potentiel par rapport

au noyau de Green d’une simple couche porte par ses p61es et ses z6ros et
d’une double couche port6e par la frontire. Si on effectue le balayage de
ces masses sur l’axe rel positif, on obtient une mesure tdm(t) telle que

+
log if(x) ] g(x, t)tdm(t) + Cx x > O.
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Nous allons dterminer explicitement dm. Posons

2.1.2. g(x, te)

1
Go(u) / go(t)tu-1 dt

On a

1 fo+(t--e )Go(u) .V/- Re log q- e- q- 2t cos 0 u-1 dt

u/Re t-t- e-* -t- e- 2cos0 udt.

Cette intgrale se calcule par rsidus et donne

ucos1/2uSinu 0- 1/2r

Considrons Go(u) correspondant ? 0 0. On a

2.1.4. Go(u) =sin u(1/2- O)Go(u
sin u

Cette glit entmine en remrqunt que, si l’on pose

Ao(t) Im
t- d t+e

0 <0 < 1/2r.

0 <0 < 1/2r.

sin 20
2

4- 2t cos 20--

on a

d’ofi 2.1.4. s’crit
2.1.5.
On a d’utre part

1 fo
+ sin u(1/2" 0)

.W/ Ao(t)t-1 dt
sin 1/2’u

go Ao go 0 < o__< 1/2,.

Ecrivons 2.1.1. en tenant compte des notations 1.2.4.

log If(x) go dno
1 fo
+ 0

r n g(x, iy)yc(y) -- Cx

ou en tenant compte de 2.1.5. et de 2.1.6.

log If(x)! go * Ao * dno + B * go * c + Cx
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ce qui s’6crira

2.1.7. loglf(x) go* (tdm) + Cx

off l’on a pos6 formellement

A0,dn0+B,c tdm.

Montrons que cette s6rie converge fortement en norme sur tout intervalle
(0, a). On a

foal fof ()dx f dn0 foa’t du
]Ao dno --<- A :V] dno(t) < t- Ao(u) 1--

2.1.8.

( )fadno(t)< 0 1/2r- IOI (a + t)t

f(0) 0, f(0) , f est dirivable en zdro, il existe done un demi-cercle

zl r, tel que f(z) ne possbde ni pSles ni z6ros dans z _-< r, x _>- 0.
Appliquons la formule de Carleman la couronne r < zi < R. On

obtient

<
O(R),

ce qui s’6crit

(1/2-- 0 i) f" 1 dno(t)=" 0(R)

ee qui, en intgrant par parties 2.1.8., entraine la convergence de

fo alo lA0 * dn01
et par suite

f0a Idm(t) < .
Int(grons par parties 2.1.7. On obtient

log If(x) i ()x
go dm(t) + C

f( lg t-xt+x +2)din(t) +

Prenons

--C 2m(0)+ V.P. fo
+ ( log

C
2.1.9. m(0) 2"

t+x
t-x

2t2 )re(t) dt+ x------?

La formule est ainsi 6tablie dans le cas off f(0) 1, la formule g6n6rale

s’obtient en eonsid6rant fl(x) f(x)
f(0)



CROISSANCE RADIALE D’UNE FONCTION MtROMORPHE 269

Nous allons (tudier la correspondance m, M d’un point de vue taubrien.

2.2. FORMULE D’INVERSION. Si

2.2.1. M * m (l donn en 1.2.3.)
alors

2.2.2. m M o4

u
cotg 1/2 u.L(u) /1 u

1 2
L(u)

L(1 u)

ce qui tablit formellement 2.2.
Pour achever la dmonstration il suffit de vrifier 2.2. pour les fonctions m

deux fois continfiment dt!rivables et support compact, en faisant une inte-
gration par parties. On prolongera par continuit la. formule au cas gnral
off l’intdgrale figurant dans 2.2. est sommable au voisinage de zro et de
l’infini, et a une valeur principale d(finie en x.
La formule d’inversion 2.2. pourrait tre utilise pour montrer que les

valuations que nous allons obtenir pour M en fonction de m sont les meilleures
possibles. Par exemple, on pourrait tablir que 2.3.1. vaut encore lorsque
l’on change met M. Ces rciproques ne seraient pas toutefois d’un grand
secours pour montrer que les conditions abliennes proposes sont des condi-
tions ncessaires et suffisantes ce qui exigera de dduire d’un comportement
de m(t) un compOrtement de M(t) non pas sur la demi-droite complete, mais
sur une partie de la demi-droite.

2.3. Si m(x) aO(q(x)/x) oct q(x) est une fonction positive croissante telle

que q(x)/x soit une fonction dcroissante,

.a.1. M(x) V.P.
/21 --u
m(ux) du ao(q(--Xx)).

Preuve. Calculons 0 < u < 2

fo
+ fo+( l+t 2t )tu_2/- L(u) l(t)t-1 dt V.P. log

1 "t - t i dt.

Intgrons par parties le second terme, on obtient

o+ 1 +t t_dt+(u 1) f0
+ l+t t_/-L(u)- log

1-
log 1-t dt

L(u+ 1) 1 f0+ 1 + t_l
u + 1 %/

log
1

du.

Cette fonetion est gale d’aprs 2.1.3. au prolongement nalytique de
-Go(U) ? la bande-1 < u < 1 d’ofi
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Preuve.

M(x) fo+
Z(u) O(u-=), u > 2, Z(u) O(u), 0 < u < }.

2.3.2. aO u2x_, q(u) aO q----)
,0

.a.a. aO xq(u) du aO
YX

I aO + V.P. m(xu) du
12 le 1 u u le 1 u

c.q.f.d.
Remarque. On dmontrera en 3.3.1. et en 3.4.1. des formules qui sous des

hypothbses supplmentaires prciseront 2.3.
Nous allons montrer titre d’application de 2.1. le r6sultat suivant.

2.4. Fonction d croissance rgulire

Soit f(z) une fonction holomorphe dans x > O, vrifiant
2.4.. log If(iy)l < rc lY] Yl > 1

ogt c designe une constante.
Supposons que

2.4.2. lim J log e(t) o

Alors la mesure caractristique m(x) de f vrifie
2.4.3. lira re(x) 0

et r$ciproquement.

Preuve. Onadm- dmo >= O ofi

dmo d-tt( 42 +udu=-cr
r r I (u + 1)

2.4.4.

On a en vertu de 2.2.
mc,, lc M,

d’ofl i (tant sommable, 2.4.2. entraine

lim m,, (x) 0.

Si
lim sup m(x) b > 0

pour tout e > 0 (cf. 1.1.4.).

h(t) ) r t ofi h(t)
t2q 1

0(1).
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alors en vertu de 2.4.4. on aurait m(x) > b/3 dans une suite d’intervalles de
longueur logarithmique > b/2c. En prenant - ’ < b/2c, on aurait

lim sup m., > b/3

d’ofi lim sup re(x) <- O. De mme on montre que lim inf re(x) >= 0 d’ofi
lim m 0. La rciproque rsulte de 2.3.

2.4.5. COROLLAIRE. Soit f(z) une fonction croissance rgulire satisfaisant
2.4.1., A une suite de zros rels de f(z). Alors on a

Dr(A) -< c.

Preuve. I1 existe une mesure positive d,’ telle que

Xq-X’q-mo=m

vrifie lim=m(x) O. -(x) - 2c log x est ainsi une fonction asympto-
tiquement croissante d’ofi 2.4.5.

Inversement si Dr(A) c il existe une fonction f(z) croissance rgulire
vrifiant 2.4.1. etf-l(0) A.

3. Une condition ablienne suffisante

Nous allons dmontrer dans ce pragmphe les noncs 1.5.1. et 1.5.2. De
ces (noncs rsulteront les autres conditions abliennes proposies dans ce
travail dont il nous restera ensuite virifier la ncessit. L’nonc( 1.5.1. va
d’abord tre dmontr sous la forme particulire faisant l’obiet de la remarque
1.5.3.

3.1. LEMME. Soit f(z) une fonction holomorphe dans x > O, v$rifiant
f(iY) <- 1, soit M(t) la fonction dOfinie par 1.2.1., soit A une suite telle que

1.4.3. est satisfait et que

lim sup M(h) 0.
Alors

]f(z) <_ 1.

Preuve. Nous montrerons d’abord que f(z) est de type exponentiel. En
vertu de 1.4.1. il existe dans tout intervalle nh, (n 1)h au plus un point de
la suite. Notons par h’ la suite constitute des milieux des intervalles
(nh, n 1)h ne contenant aucun point de la suite A on a

X’(r) (r) -k h’(r) - log r -[- 0

Soit

1H(z) G(z)
/
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off

log G(x) tgo dX"(t) go etant donne par 2.1.1.

Si dm dsigne la mesure caractristique de H(x) on a m(t) 0(1/0, l’applica-
tion de 2.3.1. donne log H(x) o(x), x e ( dsignant l’ensemble des
points situs i une distance 1/4h de h). Posons

f+ f(z)e dzg(u) - H(z) (z + 1)’ u v + iw,

en appliquant la formule de Cauchy

f(x) e-X
3.1.1 g(u)

,<

so
--Xu

/(u) f(X) e
H’(X) (X + 1)"

/(u) est une fonction holomorphe dans v > 0

< e O(e-.(-,)..!k^) (X + 1)

3.1.1. s’crit en posant g(u) g(u) (u)

Les conditions d’adh6rence

/ M logr- X’(r) a +
6an satisfaites en vertu de 1.2.2.
On peut alors appliquer [5] 10.2 page 231 (l’hypothse lim inf {X(r)/log r} >

0 figurant dans [5] pouvant 6ire ose). On a alors

f(x’) ’lim,sup H’(X’ < +

. H’(X) (X + 1)’ v > Vo.

Ceci permet de calculer l’int6grale

2H(z)(z + 1)= g(u)e du +
ce qui montre que f(z) est une fonction de type exponentiel dans le demi-
plan x > O.

v > v0
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Ceci 6tant on a

l/(z) I/  01 +x2+ (y- t)2

la condition 1.4.3. implique en particulier que X(r) -([1] page 200)

A lim sup

ce qui entraine 3.1. c.q.f.d.

log If(x)

+-Z + Ax

On salt alors que

3.2. LEMME. Soit f(z) une fonction mromorphe dans x > 0 appartenant
la classe H (dmo, fl). Soit A une suite vrifiant 1.4.1. et 1.4.3. Soit A’ une

suite extraite de A. Notons par hA, (z) la fonction de la classe H nulle sur A’ et
ayant la plus petite mesure caract$ristique. Supposons que

lira sup
1 f()’) < 0.

A log h
Alors on a

3.2.1. If(z) < K(z) h(z) ]ec(*), z x + iy,

o c(x) plus petite fonction concave, positive, v$rifiant

f(x’) x’ A’3.2.2. c(h) ->_. log

/c(z)
1 I3.2.3. K(z) 1 + , lc(X’) +

o, k(z) est une fonction holomorphe dans x > 0 et inf$rieure d 1 quelconque,
telle que K(z) <

Preuve. h(z) peut 6tre culcul6 par lu formule

log, h(x) f go ()td,’(t)+ f ao () dm0(t)

la premiere intfgrale est la restriction de l’axe rfel du logarithme du module
d’une fonction holomorphe dans x > 0 (produit de Blaschke), la seconde
intfgrale celle d’une fonction m6romorphe dans x > 0, en vertu de la con-
struction de dm0. Soit

3.2.4. R(z) f(z) k(z) e" f(h’) k(h’) e_X, 1 ,,h’(x’) z

R(z) est une fonction holomorphe dans x > 0 born6e sur x 0 par

h’(X’i x’
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Posons

f(k’)Mb 1 q-sup h’(k’) e

K(x) < , 3.2.4. converge si Mb < , ce qu’on supposera pour 6crire ce qui
pr6cde. Appliquons R 3.1., on obtient

3.2.5. [R(z), < (1 (X)1)Mek

En portant dans 3.2.4.

f(z) < h(z)[M eg(z)
ceci est vrai quel que soit b or on a

inf M e e> c.q.f.d.

Nous appliquerons le lemme 3.2. en choisissant convenablement la fonc-
tion k, choix qui dpendra en particulier du point z. Donnons ds maintenant
un exemple d’un tel choix.
Considrons la fonction

r()
( + r) + r off r z[.

() satisfait ]() < 1 si Re > 0. Appliquons 3.2. avec k() on
obtient si la distance de 2 points de h est (condition 1.4.1.)

( 1 + ( 1 ) rrK(z) < 4 1 + + z r (r +r)+rdr

Siargz 0 > 0, r/]z- r 2/sin0d’ofi

f(z) < + I + h(z) e

majoration entirement dtermine par la donne de A, de d, et de
log f(k) Cette majoration parait la "meilleure possible". Si on prend
en effet f(k) 0 on trouve c(x) O, d’autre part la fonction h peut tre prise
dans ce cas comme fonction f particulire, et on obtient

h(z) sup f(z) 4 + h(z)

le supremum 6tant pris sur la classe des fonctions f H(dmo, fl) telles que
f(A) 0.

La majoration 3.2.6. ne donne pas toutefois des r6sultats trs pr6cis sur
l’axe r6el. On obtiendrait en faisant tendre vers z6ro,

f(x) < O(x)h(x)ec().
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Evaluons au contraire directement K(x) en remarquant que

XT dT
(r +x)2+x’lx- r

0(logx), x > 2 xe2A,

d’ofi

3.2.7. If(x) < B1 (log x) h(x)ec(’) x e , x > 2.

Remarque. On peut se demander si 3.2.7. resterait valable si on suppri-
mait le terme en log x.

Preuve de 1.5.1.3. Soit A’ la suite extraite de A, h(z) h,(z) la fonction
associ6e par 3.2 A’.

Appliquons 2.3. On a

+ O(q(x)).

D’autre part on a en vertu de 1.3.4. et 1.4.1.

’(ux) ’(x) O(u x e 2A, n fA, (A dsigne les pSles de h)

d’ofl en vertu de 1.5.1.!.

log h(x) O(q(x)).

Appliquons 3.2.7.

log If(x) < log2 x + O(q(x)) + c(x) + 0(1).

Remarquons que, d’aprs 1.5.1.2. log. (x) O(q(x)) et si /dsigne une
courbe entourant le point ,’ trace dans 2, n , on a

1 f h(z)
dz eh’(X’)

J, (X’ z)
d’ofi si

log If(x) < bq(h)

c(x) < bq(x) + O(q(x))
off 0 est ind6pendant de b, ce qui entraine 1.5.1.3. c.q.f.d.

3.3. Nous allons montrer dans ce paragraphe les 6noncds directs de tousles
r6sultats ab61iens propos6s de 1.4. ? 1.6. comme cons6quence de 3.2. et de 1.5.1.

Soit h(z) une fonction mromorphe, dt sa mesure caract4ristique sur Ox,
supposons que dlc vrifie 1.3.4., et que

(x) O(q(x)/x);
alors

’,... o h(x) o q(x) ogq a a,

A et A. dsignant l’ensemble des zros et des ples de h(z) ).
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Preuve.

1h(x)! x
+qCx) /:: 1 t

du +

O(q(x)) f du +u

d’ofi 3.3.1.
suffisante.

Ceci itant, montrons que lu condition ablienne de. 1.4.8. est
Soit

+ m0( )

k.(x) inf k(x’) x’ >= x.

Alors l’hypothse lim it(x) 0 entraine ([5] page 200) que l’on peut extraire
une suite A’ de A telle que

k’(x) ,’(x) -t-too(X) o(1) e(x).

Soit q(x)=borne concave xe(x). Appliquons q(x) 3.2.6. et 3.3.1. en remar-
quant que q(x) log {x/q(x)} o(x), on obtient 1.4.8.
De mme si lim sup/t(x) < alors on obtient 1.4.9.
De mme on obtient l pattie directe de 1.5.4. en combinant 3.2.7. et 3.3.1.
I1 nous reste i montrer dans le paragraphe qui suit que les conditions pro-

post!es pour le problme de Duffin-Schaeffer sont suffisantes.

(oCt a d$signe une constante et 0 est indpendant de a); alors

log h(x) aO(q(x))

(oCt 0 est ind$pendant de a).

Preuve. Montrons que ces hypotheses entrainent m(x) O(q(x)/x). Sinon
si m(x) > A(q(x)/x), alors m(x) > 1/2Aq(x)/x sur un intervalle de longueur
> q(x)/2h d’ofi

fi2(t) > h (q))2 1 1 q(x)
vec -t 2h x

ce qui entraine que A est born&
En utilisant 3.3.2. il suffit d’valuer

1-aq(z,lxm(’ltx’)
du

fix(t) ]l-aq(x), [1-aq(x), fix(t)
/2 1 u 1 till2

2F
o/ (1 0

c.q.f.d.

dt

aO (-) + cO((x) fl-aq(z)
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3.4.2. LEbIME. Supposons

3.4.2.1. Lq(a) > ( (Lq d$fini en 1.5.5.2.)

3.4.2.2. q(z) o(x).

Alors on peut trouver un entier N, inddpendant de a si lim0 Lq(a) > a, et un
nombre to tel que pour tout to, x v$rifiant x 1, on puisse construire

+ aNq(t) < t’ < + a(N + 1)q(t)

et une suite A extraite sur l’intervalle (t, t’) de la suite telle q

3.4.2.3. X(t’) X(t) 23 log

3.4.2.4.
3Nq(t) > x X() 23 log d > N q(t)

Preuve. Soien et fl’ vfifiant
a < fl <fl’ <Lq(a), < 233.4.2.5.

et soit Nun entier

Posons

N>

tl - aq(t)

t + aNq(t).
3.4.2.2. entraine que

q(t) q(t + o(t)) (1 + o(1))q(t)
d’ofi en tenant compte de 3.4.2.5.

3.4.2.6. X(tv)- h(tv_l) > 2’ log t

pour assez grand.
Extrayons de la suite A une suite A telle que

off r ddsigne un entier choisi tel que ces 2 relations aient fieu.
Montrons que

[2 h:() 23 log d > O.

En effet

X2($) 23 log i> o si> t.

0<p<N

lpr

2<<3
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off ts satisfait

log ts t+l- > alog

ce qui en tenant compte de 3.4.2.2. est vrifi pour assez grand si

s > a(s+ 1) on s ,_[: a. + 1.

On a alors

I > 2a log d + 2a log d.
r+l

OnaN- s > r+ 1, eneffe

log > alog t

en veru de 3.4.2.2. pour assez grand si

(N- s) > aN

ce qui es saisfai d’aprs 3.4.2.5. On a alors

I > -- log d > O.
1-()/

Nn ingroduisang de mme la suite A exgraige de A par les

ha(t,) h(t,_) 2 log t,
p N,N- 1,...r’

ti

on v6rifie que

(x() o (/0) < 0.

Soien n’ e n, n’ > O, n’ > 0 els que

aA.2.7, n’I + n"I 0 n’ + n" 1;

posons

nl() u d(,l’),2(u) + l"h3(u)) + x()

off [I] dfsigne la partie entibre de Iet off kx() dfsigne une fonction " valeurs
entibres, vfrifiant kx(t) 0, localement constante dans le complfmentaire
de A et ayant sur A des sauts de 1.
Six > 0, nous prendrons deux sauts de x aux deux premiers points de la

suite A qui n’ont pas 6t6 utilis6s pour construire A2 et A3 que l’on rencontre b
partir de t. Ces deux sauts sont situfs d’aprs 3.4.2.6. dans l’intervalle
(t, 6), donc kx(t) 2.
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Soit hi la suite extraite de h ayant pour fonction de rdpartition nl() on aura

off

et en tenant compte de 3.4.2.7.

et de mme
J < 2N q(t)

tN 0() (1 - o(1))d > (N- 3) q(t)

I1 reste choisir t’ pour que 3.4.2.4. soit satisfait. On a

h t h,(tN) +2alog off 1 =< < 7;

soit t’ tel que

2alog 0 < tN < 4.
tu t a

Nous ne prendrons dans l’intervalle t,, t’ aucun point de la suite A, 3.4.2.3.
sera alors satisfait.
On aura enfin

ftt’ (kl()- 2a log) d ftu+ f,’ (hl(t)- 2a log) d.

On remarque que la dernire int(grale est en valeur absolue inh!rieure

’ h 28 1
dt<

et que d’autre part q(t) > 1, ce qui permet d’crire 3.4.2.4. si on a eu soin de
prendre N > 56/a.
Examinons le cas off x -1. Nous prendrons hx(t) -1 sit p off p

est la borne sup4rieure des tels que
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aMontrons que p < N sinon

,(tN) ----)(p) > 2a log l

log 1+- > (xlog 1 +N q

d’ofi 1/2f > a ce qui contredit 3.4.2.5. On a alors

--2 < 0() < 0 0 < < t,r.

--2 < 0() < --1 t2w < 2 < t

ce qui permet d’4valuer I() et de conclure comme dans le cas x > 0 ce qui
achve la preuve de 3.4.2.
3.4.3. Preuve que 1.5.5.7. est une condition susante. Soit b0 tel que 3.4.2.1.
soit v6rifi6 par > b0.

Soit bl b le point b’ associ6 par 3.4.2. b0 en prenant x0 + 1. Suppo-
sons d4termin4 by en d4terminant x 4-1, comme nous allons l’indiquer
ci-dessous, on construit AI. et b+l by off b d4signe le point associ6 par
3.4.2. by. Posons

A]ors

(t) x(t) 2, log .
o0

k(b) 0 i <- p

k() d J J k(t) dt.
r_<__p r--1

Nous dterminerons x 4-1 en posant x -1 si r_ J, > 0 sinon

x + 1; l’in6galit 3.4.2.4. entraine que x peut garder le mme signe pour
au plus 7 valeurs conscutives de p ce qui entraine

k(t) dt 0

comme b < 2 < b+l entraine

f: k(t) dt < Nq() q--)
3.4.3.1. k(t) dt O

Ceci 4rant, consid4rons soit f(z) une fonction satisfaisant les hypotheses
de 1.5., Dq*(A) > c.

Soit a v6rifiant Dq* (A) > a > c et ( c)/4 et soit

3.4.3.2.
sin n(z x0)0(z) ( x0).
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Alors

3.4.3.3. loglf(iy) -b loglk.0(z) < a Y[ -t- o(1).

Remarquons que les mesures caract(ristiques m des fonctions satisfaisant
3.4.3.3. v!rifient dm > dm0 off d’aprs 2.1.6.

dm0(t) dt 2c fo
+.0 2s ds

r (sq- 1)2
t> 1

mo(t)- --2alogt%-. 0(-) t> 1.

Supposons d’abord q(t) o(t). Alors 3.4.3.1. implique que les hypotheses
3.4.1. sont satisfaites.
Nous appliquons alors 3.2. avec pour fonction k la fonction donaie err

3.4.3.2. Cette application est lgitime bien que/c,0(z) ne soit plus infrieure
1, les conditions d’adhrence sur la suite A pour le produit f(z)k,o(z restant

vrifies en vertu de 3.4.3.3.
On a alors K,o(z) 0(1) ce qui (tablit 1.5.5.6.
Si maintenant on suppose Dq(A) > c alors on a en appliquant 1.5.5.6.

avec ql(t) aq(t)

log f(x) _< lira suplira sup
q(x)

off la constante B est indpendante de a.
obtient 1.5.5.4.

If(x)
q()

Faisons tendre avers z!ro on

Remarquons enfin que si q(t) o(t) alors q(t) et le th(orbme 1.5.5. est
alors un cas particulier de 1.4.8. et 1.4.9.
Le fair que routes les conditions abiliennes propos6es sont suffisantes es

ainsi fitabli.

4. Enoncs rciproques
Nous allons chercher dans ce paragraphe i montrer que certaines condi-

tions sont "les meilleures possibles". Nous allons d’abord tablir la rfici-
proque de 1.4.9.

4.1. Soit mo et A satisfaisant 1.4.1., alors si

lim sup (x) +
il existe une fonction G, G e H(dm0), telle que

lim sup
log G(x) < lim sup

log G(x) q_ .
k x

Preuve. I1 existe une suite d’intervalles I, telle que

lim i(x) q-
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et l’on a d’aprs 1.4.1. et 1.3.4.

Soit
dm dmo +

off la suite A’ est une suite vrifiant 1.4.1., choisie telle que

4.1.2. re(x) 0(1) x U I,,

4.1.3. dm > d -f- dmo si x e U In
4.1.4. lim sup re(x) q-.

Soit G(z) la fonction e H(dmo) ayant pour mesure caractt!ristique m. Alors
si x U In, x e 2A, n ftA,, A" dt!signant les pSles de G, en remarquant qu’alors

1/2

i/(t) log

+ V.P. f l(t)m -dr
/2

Les deux premieres int{igrales sont 0(1), la troisime galement si
x e [tx, n 2x,,, en vertu de 3.3.2., d’ofi, en remarquant que 4.1.3. implique
que G(h) 0 si e U I, on obtient

Si on avait d’autre part

off

on aurait d’aprs 2.2.

R6gularisons (formule 1.1.4.)

log G(h) < -4- oolim sup
X

lim sup M(x) < +
xM(x) log G(x)

m=i,M.

M....0(1), est sommable, donc m,, 0(1).
puisque les hypotheses 1.3.4. et 1.4.1. sont satisfaites.

Or ceci contredit 4.l.4.
Donc

lim sup M(x) + o X e.A-

On a ainsi mis en vidence une fonction G e H(dm0) telle que

lira sup
log G(x) q_ m et lim sup

lg G(-] < + m.
xh,, X X
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Remarquons enfin que l’on peut raliser cette construction de telle sorte
que m(x) o(a(x)) off a est une fonction croissant vers l’infini arbitrairement
lentement, ce qui entraine que l’on peut ainsi construire G H(dmo, ) pour
tout tel que lim (t)/t -t- c.q.f.d.

4.2. Etablissons maintenant la rciproque de 1.4.8. Etant donn une suite
A et une mesure dmo satisfaisant respectivement 1.4.1. et 1.3.4. et telle
que 1.4.8. ne soit pas vrifi, nous allons construire une fonction f H(dmo, 1)
(c’est b dire une fonction de type exponentiel) telle que

lim sup
log f() < lim sup

log If(x) x t2A.
), x

Soit
(x) X(x) + too(x)

l’hypothse de 1.4.8. n’itant pas satisfaite on peut trouver une suite d’inter-
valles (an, ) telle que

Nous allons raisonner d’abord dans le cas off l’on a

4.2.1. lim inf (k(Rx) k(x)) >= 0 pour tout R fix6, R > 1.

Soit A une suite de nombres rdels telle que si 1’on pose

4.2.2. dm dk A- dh sur E U [a, ]
4.2.3. dm= dmo A- dhx sur le complimentaire de E
on ait les propritis suivantes

4.2.4. m(x) o(1) x E, x --->

4.2.5. lim (m(Rx) m(x)) 0 R fix.

4.2.6. I1 existe une suite xn e E telle que

m(x,) = -4- o(1), x--+ .
I1 existera une fonction f e H(dm0) ayant m pour mesure caractiristique. On
aura, si x t E, en vertu de 4.2.4. et 4.2.5.

log If(x) m m(t) __t -4- re(t) dt -t- V.P.
:c /2

re(t) dt

La valeur principale est o(1) si x 2A,,, ceci se dmontre comme 3.3.1. d’ofi

log If(x)

m(x) m(xn) o(1) n --+ x e - Rx,
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d’ofi en raisonnant comme ci-dessus

log ’f(x,’x, ’--0(1’ q- m(x,, V.P. f,
d’ofi

lim sup

On a d’autre part

log If(x) > 2 lim sup m(xn) 2

lim sup
log If(k) _< 0

k

puisque sur E n A, f est nul. Indiquons comment A1 est construite. Soit

x sup {x e (a, 5n); --/(x) q- /() < 1/2,}
alors

(z) 1/2 + o()

et d’apr}s 4.2.5. on a lim (an/x) 0. On construira la suite hi sur E de
telle sorte que

lim (),(Rx) hi(x)) 0 x ---+ o x, Rx e E

Xl(x) X(a) , q- o(1)

x() x(x) o.
On aura alors m tant d6fini par 4.2.2.

4.2.7. dm o(1).

Sur le compR!mentaire de E nous construisons A de telle sorte que dm donn
par 4.2.3. v(rifie

dm

ce qui achve la dtermination de A. I1 nous faut envisager le cas off 4.2.1.
n’est pas satisfait. Le contraire de 4.2.1., savoir 4.3.1. ci-dessous sera alors
satisfait.

4.3. Supposons qu’il existe R et une suite a telle que

4.3.1. lim (lc(Ra) lc()) r < 0 m,-+ R > 1.

Nous allons d’abord montrer le lemme suivant

4.3.2. LEMME. Soit f(z) une fonction m$romorphe dans x > 0 satisfaisant
aux hypoth&es de 1.2. vrifiant log f(iy) < O(y) dont les ples A et les zros
A. satisfont 1.4.1. Alors si m d&igne la mesure caractristique de f(x) sur ox
on a (M tant dfini en 1.2.1.)

M(x) limite uniforme (l m)(x) x e n

(l $tant ddfini en 1.1.4.).



CROISSANCE RADIALE DUNE FONCTION MIROMORPHE 285

Preuve. Soit v > 0 qui soit inh!rieur au rayon des cercles constituant le
complt!mentaire de ’AI OU de 2A.. On a alors six e 21 n 2, x x < v,
sic est dfini par 1.2.4.,

,re(x) m(x’) < 1 1 (x)-xc*B(z)-c*B(x’) =0 ,-
Si Ix x’[ > cette variation peut tre majore de p termes O(1/x) off
p O((z z’)/)d’ofi m(xu) re(x) O(u 1), < u < 1, ceci valant
uniformment en x e fl, n fl. Ecrivons 1.2.3. sous la forme

ofiD(t) m(x/t) m(x). Ona > 1

M,(x) f D,(t)l,(t) +
Tx --2ex 2ex

fix, la premiere et la dernire intgrale sont uniformment convergentes.
La seconde intdgrale I2, en remarquant que D(t) O(t 1) uniformment
x e vrifie

z o (t_ )-l(t_ ) o(- )

de mdme pour Ia. Enfin

ce qui achve la preuve du lemme.
Remarq. I1 serait intressant de pouvoir pour une fonction de type ex-

ponentiel qudconque donner des proprits d’un ensemble (densitY, pais-
seur, etc.) tel que sur , M converge uniformment vers M.
Nous allons maintenant dmontrer la rciproque de 1.4.8., 4.3.1. tant

vrifi. Considrons la suite de fonctions

,,,(t) (o,,,t) (o,,)

d(finies sur l’intervalle (1, R). Ces fonctions sont variation uniformdment
bornt!es d’aprs:l.4.1. On peut extraire de cette suite une suite convergeant
uniformtiment vers une fonction q(t) a variation borne, fonction (t) qui sera
de plus absolument continue en vertu de 1.4.1. On aura d’aprs 4.3.1.
(R) r < 0. D’aprs le thdorme de Lebesgue on peut trouver b,
1 b R, telque’(b) c 0. Soittelque

C
4.3.3. 3--c < (b -t- t) q(b) < t si tl < ,.

2
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Construisons la fonction b telle que

(t) J dq t[b-

d(t) 2 dt + d, site [b
ht

’, " > tant dtermin par la condition que (’) (’) 0 et qu’ils
sont les plus petits possible tels que cette condition soit satisfaite. Nous pren-
drons enfin k(t) 0 sit t [b ’, b + "]. Remarquons que

4.3.4. b(t) __< 0 sit > b, b(t) __> 0 sit < b.

Nous allons construire la fonction f e H(dm0), qui nous donnera le contre
exemple de 1.4.8. cherch6, en d6terminant sa mesure caract(ristique. Sup-
posons que l’on air d(j extrait une suite des a considris en 4.3.1. telle que

1 les n convergent vers

Soit
E U n[a(b ,’), a,(b + 7")].

Soit A1 une suite vrifiant 1.4.1. et telle que si l’on pose

dm(x) d,(x)+ dmo(x)

on air

dm(x) d)l(x) + dlc(x)

4.3.5. lim, m(a,t) (t)

4.3.6. m(x) o(1) x tE

la fonction f associe cette mesure caract6ristique sere nulle sur A a E et
f e H(dm0).

Montrons, ce qui achvera la dmonstration

4.3.7. lim sup
log If(x) > lim sup

log If(x) x e gtA,,
X x X

(A’ et A" dsignant respectivement les zeros et les pSles de f).
Etudions la fonction

alors k 6rant bsolument continue, et ’ 6tnt born6e, on obtient, ell int6gmnt
pr prties, que g(x) est une fonetion continue.

I1 est d’utre part feile en se reportant R 1.2.3. de montrer que l(t) est une
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fonction dcroissante et que l(t) < 0 si 0 < < 1, l(t) > 0 si > 1.
,ainsi si xl <= b ’, x2 > b +

g(b) f ()g,(t) t> jl
+

g(b) > g+(xl) -t- g+(x2) (g+(x) sup (g(x), 0)).
On obtient une borne inf6rieure de g(b) g+(xl) g+(x2) en appliquant

le raisonnement ci-dessus xl b n’ et x2 b n". g (tant continu g
converge uniform6ment vers g on a donc sie est assez petit

4.3.8. g(v) > max g(u)

ofiu-< b- n’oubienu_>_ b+n"etofilb-vl < e.
Notons par m la mesure m(a,t) sur l’intervalle 1 < < R, 6gale a z6ro

ailleurs. 4.3.5. entraine que

g l limite uniforme m.

Soit N tel que l’ on air en vertu de 4.3.8.

(l m)(v) max (1 mn)(U) > ( > 0 sin>N

off vet u satisfont les mSmes in6galit6s qu’en 4.3.8. Nous prendrons v de
telle sorte que v,,a, e gtA1 n gtA. On peut alors d’aprs 4.3.1. d6terminer
e > 0 de telle sorte que l, m l, m < -ti sur fll n ft, on aura

m.(v) > A- m(x) xE X A,

Pour conclure il suffit de remarquer que 4.3.6. entraine que

m,(x) m(x) -t- o(1), X e A fl ’A2
ce qui achbve la d6monstration.

4.4. Nous allons maintenant demontrer les rdsultats rciproques des tho-
rmes du type de Duffin-Schaeffer (noncs en 1.5.5. Remarquons d’abord
que la rciproque si q(t) rt!sulte du paragraphe precedent et qu’il est
loisible par suite de supposer q(t) o(t).
Nous dmontrerons d’abord la r(ciproque de 1.5.5.4. sous la forme suivante:

4.4.1. Soit une suite A pour laquelle Dq(A) < c, alors on peut trouver une

fonction f(z) satisfaisant 1.5.5.1. telle que 1.5.5.4. ne soit pas satisfait.
Preuve. On peut trouver une suite d’intervalles [t, t -- aq(t)] tels que

q(t,)
4.4.2 )(tn d- aq(tn)) X(t) < "a ,y <c

t,

et il est videmment possible, en extrayant une suite de ces intervalles de
se ramener au cas off
4.4.3. tn+i/tn -’ .
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Nous allons d6montrer le lemme

Etant donn$ une suite d’intervalles [t t, + q(tn)] v$rifiant 4.4.3., un nombre
fl’ > 0 il existe une fonction K(z), holomorphe dans x > 0 satisfaisant

4.4.4. lim sup
log K(x) + < lim sup

q(x) T5 q(x)
off

E Un[t, t + q(t)]

4.4.5. lim sup
log K(iy) ,.

Preuve. Soient les intervalles

T2 {x; tn -]- Pnq(tn) < X < t + q(t)}

Off p. Va tre dtermin ci-dessous. Soit

{’n}, h h T, h’. h T.
Nous dt!terminerons p de telle sorte que

+-q(t))--’(t + 1/4q(t)) =O ()Xl(tn

et nous d6signerons par A2 la suite obtenue en d6plaant le dernier point de
A situ6 sur l’intervalle [t + pq(t,), t + 1/4q(t)] de telle sorte que
k(t) l(t) A2(t) v6rifie k(t) 0 si t E’, E’ U I off

In [t + q(t), t + q(t)].

Soit G(z) la fonction m6romorphe duns x > 0 ayant pour mesure caract6ris-
tique dk. Notons par I,() l’intervalle situ6 la distance la plus petite de x.
On a alors k(ux) O, ux t I,() si 1/a < u < a, off a tend vers z6ro en vertu
de 4.4.3. Effectuons la m6me 6valuation qu’en 2.3.2. et 2.3.3. on obtient

log e(x) x v.P. f L(u)k(ux) du +o (q(z)).

Evaluons cette intdgrale.
(x) -- + et que

L(u) s’6crit

Si

L(u) (log

On peut trouver une fonction fl(x) telle que

lim
q(x(x))

1.
q(x)

1 )
__

__1__
l+u 1--u

X

log < log(x)
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on a

x_ V.P. f L(u)t(ux) du x_ V.P. f l(ux)
du + o(q(x)).

Si au contraire
X

log t() > log

alors on a en appliquant 2.3.2. et 2.3.3.

log G(x) o(q(x)).
On a six <

4.4.6. 0 < x_ V.P.f l(ux)= du < - x V.P. f 1
r () 1 u () 1 u

et on a de mme si x > t,() -6 q(t())

4.4.7. 0 > x V.P. f k(ux)
du >2 f 1

r 1 --U xV,P.
,(.) 1-- u

La fonction

K(t) sin
G(z)

t(ut, "k- uq(t,)) du

k(ut, q-- -q(t,)u) du.

est holomorphe dans x > 0, elle satisfait en vertu de 4.4.7.

lim sup
lg K(x) < lim sup

lg K(x) _at_ -x V.P.
r
J 1

, q(x) >0 q(x------- u --1 k(ut, -t-- 1/4uq(t,))du

ce qui en remarquant que

f k(ut, + -q(t,)u) du >1 q(t,).V.P. U-1 t 5

itablit 4.4.4.
Preuve de 4.4.1. On multipliera la fonetion K(z) de 4.4.4. par une fonetion

H(z) ayant suffisamment de zros sur l’ensemble exeeptionnel E tout en ayant
une eroissanee rgulire.

Posons Dq(A) h < e. Pour tout e > 0 on peut trouver a(e) et une suite
d’intervalles I,. (t, t, -k- aq(t,)) vrifiant 4.4.3. telle que

4.4.8. lim ),(t, 4- aq(t,)) ,(t,) t, Dq(A) + e.
2aq(t,O

Posons 6 1/2(c h), dsignons par E la rdunion des intervalles I,, et par-
tageons ces intervalles In, en p parties gales J,,, 0 < r =< p. Remarquons
que si l’on pose

X - off. )(I)3" lira sup (S,j:) d
2log(,,)
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on aura d’apris 4.4.8.

Dq(A) < Dq(A) + e

OU

4.4.9. t" < h + pe.

Choisissons p de telle sorte t/e > p > t/v 1, on peut construire en vertu
de 4.4.9. une fonction H(z) holomorphe dans x > 0, nulle sur la suite A n E
telle que

a
log H(x) 0 (q(x)); lira sup

log H(iy) < c.

Soit d’autre part K(z) la fonction holomorphe dans x > 0 construite en 4.4.4.
avec V , soit G(z) H(z)K(z), on a alors

4.4.10

off

ou encore

a 0 (q(x)) + aO(x) q(x)
log G(x)

15

lim supl O(x) >= 1, lim inf O(x) 0

q(x)a (x)q(x) + a O(x).
p

Soit B sup (x) I, Best ind6pendant de a et de p. Prenons assez petit
de telle sorte que B/p < ti/30 ce qui sera r6alis6 si B/(/e 1) < ti/30 ou
si < i/(30B + ). On aura alors

lira sup
log G(x) > lim sup

log G(X) a
q(x) q(X) +

ce qui achve la d6monstration de 4.4.1.

tels que

La rciproque de 1.5.5.7. Soit A une suite telle que 1.5.5.7. ne soit
On peut alors trouver une suite d’intervalles

I [t,, t + aq(tn)]

lim tn xt’ + aq(t,)) X(t,) Dq*(A) < c.
2a,q(tn)

Soit q*(.t) borne concave aq() Alors on a

nq,(A) < c.

On peut d’aprs 4.4.1. construire une fonction H(z) v6rifiant

4.4.12. lira sup
log H(X) < lira sup

log U(x)
q*(x) q*(x)
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Pour conclure, d6montrons le lemme

4.4.13. Soit q*(t) une fonction concave, positive, vrifiant q(t) o(t), alors on
peut construire une fonction G(z) holomorphe dans x > O, vrifiant

lim
lg G(x)

1 x ftA,,, A" G-l(0).
q*(x)

Preuve. Soit n(t) une fonction croissante valeurs entires telles que

f; dn(t)
_
q*(R) _t2- R

Cette relation peut 8tre satisfaite puisque q*(R)/R est une fonction dcrois-
sante. Posons log G(z) ] go(z/t) dn(t) (go dfini en 2.1.2.). On aura
alors

limlg[G(x) 1
q*(x)

en vertu de 2.3.1. c.q.f.d.
4.4.14. Soit , vt!rifiant d’aprs 4.4.12.

lim sup
log H(),) < < lim sup

q*(k)

et soit G(z) construit par le lemme 5.4.3. avec

lim
log G(x)

q*(x)

Alors H(x)G(x) K(x) vrifie

lim sup log K(k) < 0

log H(x)
q*(x)

log K(x) > 0lim sup
q*(x)

0 < O(x) < 2, i O, 1.
off

ou encore
log K(x)

lira sup
q(x) -t-

ce qui achve la dt!monstration.

4.5. I1 reste k t!tablir la rciproque de 1.5.4.
Le contre-exemple f(z) sera determin( par sa mesure caractristique dm

que nous prendrons nous la forme particulire dm dn(t)/t off n(t) dt!signe
la fonction et rpartition des zros et des pSles de g(z) sur ox. Nous pren-
drons

m(x) --q(x) (4 -[- Oo(x)), 42* + q(42) < x < 4n+l q(4n+l)
X

4.5.1.

re(x) q(x) (4 + Oi(x)), 42n+1 + q(42n+l) x < 42n-t-2 q(42n+1)
x
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D6finissons dans les intervalles

[4" q(4"), 4" + q(4)] Is
des mesures

, dxdm,(x) ",
x

off , est une constante d6termin6e de telle sorte que

f d ( + q()) (" q()).

Nous ddterminerons m(x) sur I de telle sorte que Ira(x) m*(x) =< 2Ix.
Soit f(z) la fonction mromorphe ayant pour mesure dm on a en appliquant
la mSme mthode d’ivaluation donne en 3.3.1.

log If(x) O(q(x)) + m(ux) m du.

Soit r(x) cette intgrale. On a

(z) () o + o() z [ (’), + ()1

(z) o (e(z)) [., a.l.
Soit5 A1 la suite des zros de f. Soit A la suite eompose de tous lea entiers
eompris dans les intervalles (2.4’, .4’) eg soit A A1 u Aa. Alors la fonetion
f est de type exponentiel, elle satisfait sur A aux hypothises de 1.5.4. et l’on a

lim sup
log If(x) < -t- lim sup

log If(x) 1
q(X) q(x) log (x/q(x))

ce qui achve l ddmonstration.

5. Prolongement des s4ries de Taylor

5.1. S’il existe une fonction f(z) axz prolongeable jusqu’d l’infini
l’exception de la demi-droite (1, alors quel que soit a 0 si l’on pose

It(r) (r) a log r

(A’ dsigne la suite d’entiers complmentaire de A)

,(r) ](r) ].(r)
on a

5.1.1. lim sup ti,(r) .
Preuve. Supposons que 5.1.1. ne soit pas vrifi pour une valeur de a,

soit a b > 0. I1 rsulterait alors de 1.4.9. que l’on peut trouver une cons-
tante B > 0 telle que si une fonction F(z) holomorphe dans x > 0, satisfait/

5.1.2. loglF(iy) < b lyl + 0(1)
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a]ors on a

log F(x)
sup

x < lim sup
log ], -t- B.5.1.3. lim

Considrons d’autre part

ro {z;Iz arg z

et notons par /, une courbe joignant les deux extr!mits de Fa, contenue
dans la rgion ]arg z] < b, 1/2 < z] < e2" et ne coupant pas la demi-droite
(1, +oo). Soit

h(z)
,1"

Fo(z) f o./(r)r dr.

Alors Fo(z) satisfait 5.1.2. D’autre part on a Fo(h’) h(h) d’ofi

log F0(X’) < 2B -t- o(1)

tandis que l’t!galit F0(,) hQ,) ax entraine que

lim sup
log Fo(x) > 0

X

ce qui contredit 5.1.3. c.q.f.d.

5.2. La condition 5.1.1. entraine

5.2.1. D’(A)- 1 (D’(A) d$fini en 1.6.3.1.).

Preuve. Si D’(A) < 1 alors on aurait

n,(t) > vt > 0 fix, pour > t-

Quels que soient > am on a, en int!grant par parties

5.2.2. k’(,) k’(a) 2 f dn,(t)- > --2 + 2e log .
d n

Ecrivons 5.1.1. en prenant a < 2e. On pourrait trouver une suite d’inter-
valles a.. tels que

h’() k’(a) < alogfl
n n

ce qui con.tredimit l’inglit prcdente.

5.3. St A une suite d’entiers telle que D’(A) 1, alors on peut construire des
intervalles

[N, N’], Nv < N < N+a
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et une suite A" telle que D’(A") O, que A [J A’t contienne les entiers conscutifs
compris entre

Preuve. Designons par A’ la suite d’entiers complementaires de la suite A.
Soit p,(x) dfini en 1.6.3.1. Donnons nous deux suites
Supposons que l’intervalle NN air t4 construit. Puisquelim inf p,(x) 0

soiton peuttrouver N+ tel que p,(N+) < e+/B,+ ,N+ > B+N,
N+ N+/B+ On aura alors

Dslguons pr A [N+, N+] e sot

5.3.1. A

on aura afortiori A, tait une sous suite de

,,(y) <
A" ne contenant plus de points l’extrieur de cet intervalle jusqu’en N+,
la suite e, $, on a p,(y) e, siy > N. On obtient ainsi que

5.3.2. D’(A") 0 c.q.f.d.

5.4. Etant donn une suite NN telle que

lira N +, N, < N+

il exis une fonction F(z) holomorphe dans le demi-plan vrifiant

5.4.1 lira
log F(iy)

0
Y

5.4.2. lim sup
log F(x)

0

5.4.3. lira
log F(x)

x e E [N N’].
X

Preuve. On peut en extrayant au besoin une suite de la suite N et en
diminuant la longueur des intervalles ramener au cas off

Np eN, lim N 0.
gp+l

Soit enfin c(y) une fonction d6croissante tendant vers zro telle que

lim pc(N’)
Soit dmo c B, B tant le noyau d6fini en 1.2.5. Alors dmo < 0 et l’on a

lim dmo - et dmo o(1) t-+ .
P
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Nous construirons une suite A1, constitu6e par tousles entiers cons6cutifs
compris entre Np et bp, off bp > N est choisi tel que l’on ait pour p > p0,

p0 assez grand,
mo(b) - hl(bp) o(1).

I! rsulte de 5.4.2. que pour p0 choisi assez grand b < N, et plus prcisment
que lira (b/N) 0 et d’aprs 5.4.1. lim (N,/b,) O. La fonction

v6rifiera ainsi

It(t) too(t) -- }l(t)

E U [Np, N’p]

D’autre part 5.4.3. entraine que

5.5.2. lim
log

Posons
l I+i K(u) z) du f(z).
-i sin u

Cette intgrale 6tant prise sur v 1/2(u v + iw), l’argument de -z ayant
t6 uniformis6 par coupure (0, + l’argument valant +r sur le bord su-
p6rieur de cette coupure, fi(z) est ainsi une fonction holomorphe dans le
plan priv6 de (0, + ).

limk(t)

lim sup k(t) O.

I1 suffit de consid6rer la fonction g(z) ayant k(t) pour mesure caract(ristique
et de lui appliquer les (valuations donnes en 2.3. et 3.3.1. pour obtenir que

lim sup
log g(x)

d > lira
log g(x) -- xE.

X

La fonction F(z) g(z)e-z rpond aux contions imposes.

5.5. Si D’(A) 1 on peut trouver une fonction f(z) holomorphe dans le plan
priv de ta demi-droite (1, + et telle que

f(z) az si z < 1.

Preuve. Soit NN la suite d’entiers construite en 5.3. et F(u) la fonction
associe par 5.4. cette suite, et A dsignant la suite introduite en 5.3.1.,
posons

H
il rsulte de 5.3.2. que G(u) est une fonction entire de type exponentiel
’ordre zro. Soit K(u) F(u)G(u).

5.5.1. lim sup
log ]K(u) .
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Si on applique d’autre part la formule de Cauchy on obtient en vertu de
5.5.1. si Iz <: 1
5.5.3. fi(z) _,+ K(n)(--z)"
srie convergente si zl < 1. (En passant on peut remarquer que l’applica-
tion de la formule de Cauchy des bandes dont l’extrmit est dans une
rgion off 5.5.2, vaut, mettrait en dvidence des phnomnes d’ultra conver-
gence.) Posons

f(z) K(x)(-z) f (z)

Alors f(z) est une fonction entire et 5.5.3. s’icrit

f(z) fl(z) f2(z)

ce qui achve la dmonstration de 1.6.3. Oa peut remarquer de plus le dia-
gramme d’implications logiques que l’on vient d’itablir

(ttypothses 5.1.) (lim ,(x) + o) =: (D’(h) 1) (Hypotheses 5.1)

entraine la rciproque de 5.2., rciproque qui se v4rifie d’ailleurs directement
sans difficultis.
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