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SEMINAIRE SUR LES ALGEBRES DE BANACH.

I. ESPACES ET ALCEBRES DE BANACH - DEFINITIONS.

1. Espace de Banach.
1.1, Espace vectoriel normé.

Une application d'un espace vectoriel sur les réels non nepa
tifs , définit une norme ( la norme de x #&tant désignie per
Ax} )» si elle vérifie les conditions suivantes :

Hn = 0 &P X T 0
nx + oyl < Hxlt +  fivh (idgalité triangulaire)
ﬂkxh¢|ky.ﬂxﬂ
Il est facile de vérifier que le nombre «(xy) = [x - y|
vérifie les axiomes de la distance de deux points et donc que
tout espace normé est métrique et par conséquent un espace topo-
logique.
1.2. Espace complet.
a, Une suite de points XpasrXpooe d'un espace normé est une suite
de Cauchy Bi, 3 tout €& correspond un nombre N tel que
&
“xn ep" xnll.c & pour n) N

b. Un espace est complet si toute suite de Cauchy converge
dans cet espace.

1.3. Espace de Banach.

Tout espace vectoriel normé compiet est appeié espace de
Banach.

Nous ne considérerons que des espaces de Banach sur les
corps des nombres complexes.

Rappelons ici que tout espace normé non complet ,X , peut.
8tre plongé dans un_gspace normé complet.

Désignons par l'ensemble de toutes les muites de Caurhy
3 (X4 X5y X3 -c.) avec x; € X modulo les suites de Cauchy
tendan V.;‘l aéro, ..

Si 1'on munit X de la métrique définie par

.’ "

£ X, P = '?(- yl = limlh - ynﬁ_.]:r.m.vz'.x-’-p...,a

on peut vérifier que le nombre Nxf = 1 %, s pogr x—s =,
vérifie les conditions d"une norme et que l'espace X est com
plet pour cette m7trisus (1)

L T T

(1) Veir e M.A. NAIMARK. Normed Rings § 4.,n® 1, II.
ghadeh EES
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Comme par ailleurs 1'application

X e & ¢ x =% = (Hy%eX,.. ) est une isoméiriz, nous
pouvons considérer X come un scus-espace de

Il est immédiat que dans tout espace de Banach. ia =n

la somme et le produit par un scalaire sont des fonctions

Le théoréme suivant est l1'une des voies les plus impowviantea-
mettant de construire des espaces de Banach partir dfun e=p
donné.

Théoréme. Si_ M __est un sous-espace d'un espace vecioriel noi o

X o l'espace vectoriel quotient X/M_ devient un escace noemi -
i'on définit la norme norme dune_classe latérale g 8a distanse

0!“51‘!8 nxi! 'lnfxlxu Xe¥Yi. De plus Sa-‘“
plet X/M__est complet.

Démonstration : V&ifions que [y} satisfait bien aux cond:
d"une norme. )
1° |yl = o &=# il existe une suite x ey *elle que (x,’
Puisque y est fermé, ceci aura lieu si et seulement si o=y .
done (jyi = o e y = M

20 nyl + Y?“ = inf{{]xl + xzﬂ } Xy €y, et x, & yEi
< ine e opoat)
s inf{ “xI“ § x, & y1£+ inf{ "x2“; x, & yzf
S T2\ R P
s 1n I x|} ¥x
© Wk = il tlh h ,exyéiy}
=HI llvll

Ces trois points nous permettent de conclure que X/M est
bien un espace normé.

Si east une suite de Cauchy de X/M, nous pouvons sup=
poser , an passant 4 une euxte artielle si cela est nécessaire
que | yn 'y y ﬂ < 2=n=1 | Dés lors nous pouvons par induc-

tion déterminer des éléments x, &y, tels que

Wxyy = x W< 27" pour gl aype1) = 9lyns Yoo 32< 2=n-1,
Si X est complet , 1a suite de Cauchy {xni a4 une limite

X, et en désignant par y, la classe latérale contenant x. . il

vient |y, - yoﬁ 4 nxn - xou_ ce qui implique que {yn3 a
comme limite y,.

Le fait que la suite initiale converge également vers vy
résulte d'une propriété générale des espaces métriques , 3 ©
savoir : toute suite de Cauchy possédant une suite partielle conve:
gente est convergente.

Donc pour autant que X soit complet, l'espace X/M es?
complet.,
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2. Algébre de Banach_

Un ensemble A est une algdbre de Banach, s8'il ¥ifie les
axiomes suivants

2.1 A est une algébre sur le corps des nombres complexes
2,2 A est un espace de Banach.

2.3 ¥V x,yeA, Ux-yj £ xi . {yn .

2.4 Si A posséde un neutre e,je|| = 1.

Remarquons immédiatement que toute algdbre de Banach sans
€lément neutre peut-Btre plongée dans une algébre ayant un neutre

En effet désignons par C, 1'ensemble des complexes et consi-
dérons l1'ensemble

Al = AXK= ’(x.c)ixén et c¢ cf
Il est facile de vérifier que A, muni de la norme
Wx,ci = §xij + [c| est une algdbre de Banach possidant 1°
élément neutre (0,1).
plus A est homéomorphe & la sous-algébre fermée
ﬂx.o)f.de A-

3; Exemples d'algdbre de Banach.

3.1. L'ensemnbtie § (E es_tran tions_linéaires continues d"un_

espace de Banach s

3.1.1. Théorime. Si T e egﬁnsf%m&mﬁ&nwlinéﬁss,é'ﬂ
espace vectorliel no ans_un _eSpjce vectoriei

343

norm €8 _c tions sulvantes sont Bqulvalentes.

1. T est continue.
2. T est continue en un point.

3. T est borné, c'est-d-dire qu'il exise une constante

positive C telle que ¥ x& X, IT(x)|¢ C | x|

Démonstration. Si T est continue au point x . il
existe un nombre positif B tel que

AT(x = x ) = BT(x) - T(xo)} € 1 pour |x - x_f« &
L] [+

C'egt-dadire gue pour tout [Ih) 4B, #T(h) /€1 et d2s lors pour tout v«

iy =( ity /BY. W TCy(B/ »l 1B,
c'esi-—a-dim“y“ h y ‘Y‘ 'é “Yl

Tyl < ¢yl avec € = 1/8B.

ce qui démontre le point 3.
Dés lors

I Tx? - T(xlili = Tex - xp € ¢ || x- x, ) < 4
pour "x - xlu <& €/C et par conséquent T est

continue en tout point x,.
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3.1.2. Ce théorime nous permet d'associerd toute transformatios
1inéaire eontinue (ou bornée), le nombre
Row = osup U0l 7 Jixd et il est facile de vérifier
que c¢¢ nombre satisfait aux conditions d’'une norme
d'ol Ja preposition

L'ensemble des transformations linéaires continue
d'un espace vectoriel normé X _dans un.rzeg,ge,c._é"‘_ vectoriel
p_ci_:g_z y est lui-m8me un espace vectoriel normé, De plus

8 E est complet 11 en est de méme pour cet espace d°
application.

3.1.3, L'ensemble (B(E) des transformations linéaires continue:
d'un espace de Banach E est donc un espace de Banach.
Désignons le produit de 2 telles transformations

Ty » T, par TyT,(x) = T, (T,(x)) [T 150 "
Dés lors nous avons ijTsz?IS sup ,.__}_i_.:i._...
|

T 1¢T2 Gl
PR CT
. x
or |l em, || gl - T 00l € ||'r1|lI o Toll - Y
donc

url'r?lj( supC i, |} T, 1) - RN RN

Comme d'autre part la norme de la transformation identi-
que est 1, nous voyons que l'ensemble @B(E) vérifie
bien les conditions d'un algdbre de Banach.

d des fonctions continu ornées 3 valeu

ur u topol 2.

Soit X wun espace topologique, L'ensemble C(X) de toutes les
fonctions continues bornées f(x) sur X, forme un espace de
Banach si 1'on prend pour norme

WEY = sup i £(x)§
XEX

Il est immédiat que la convergence définie par cette norme est
la convergence uniforme.

S8i nous définissons la multiplication dane C(X) par °°
(fg)(x) = £f(x).g(x) il est facile de voir que la condition
NEgh & #f) . !Lg il est vérifiée et donc que C(x) est une al-
gébre de Banach.

Remarquons que Bi X est compact, C(X) devient l'ensemble des
fonctions continues sur X(puisque toute fonction continue sur
un espace compact est bornée).
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Soit G un groupe localement compact. L'algébre du groupe G
est constitué par les classes de fonctions f mesuraBes
pour la mesure de Haar sur G telles que

Yef = jG |£ee)| ag<+ o

et est notée L'(G). (Si G = R la mesure de Haar n'est autre
que la mesure de Lebeague). Pour cette norme L*(G) est complet:
Dans L1(G) nous ne considérerons pas le produit ordinaire des
fonctions (pour lequel L1(G) n'est pas stable) mais le produit
de convolution

a ~1
( £,x8,)(gy) = e £1(g)f,(g Tgy) dg

On montre que § £.3f,5 € £, Hfzn . Si G n'est pas discret,
Li(G) n'a pas a'é}émént uni%é p
(vémonstrations : NAIMARK , Normed Rings, pages 370-371).

4, Idéaux_d'une algébre de Banach.

Soit I wun sous-espace d'une algébre de Banach B.
Si,¥x€B et 7¥y&l nous avons xy=I(1l) et yx:I(2)
on dit que I est un idéal bilatére de B.

Si une seule des conditions(l) ou (2) est remplie on dira que
I w®est respectivement un idéal 3 gauche ou 3 droite de B.

4.1. Rappelons la propriété topologique suivante.
Si I est un idéal (resp. 3 gauche , 3 droite ou bilatére),
l"adhérence de I est aussi un idéal ( resp. 34 gauche, & droite
ou bilatére).

4.2. Le théoréme 1.4 , nous permet d'énoncer : l'espace quotient
Bf1__d'une alpebre de Banach B, par un _idéal fermé 1, est
une_algebre de Banach,

BIBLIOGRAPHIE GENERALE :
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NAIMARK : Normed Rings. Noordholland. Groningen
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LOOMIS : An Introduction to Harmonic Analysis-Van Nostrand.Princeton 1983

DIXMIER : Algébres d'opérateurs dans les espaces de Hilbert
Gauthiers=Villars . Paris 1957,

Sur les espaces de Banach et les espaces vectoriels topologiques

80UnBAKI : Espaces vectoriels topologiques - Hermann - Paris.

DAY : Normed linear sraces. Ergebnisse...Springen Berlin.

KOLMOGOROV et FOMIN : Volume 1 Metric and normed spaces.

KOTHE : Topologische lineare R#ume S5pringefi- Berlin 1961.
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A 2. ALGEBRES A INVERSE CONTINU,
finitions et ex 2

1l.1. Algabre topologique

Un ensemble A constitue une algdbre topologique s8i les axib-
mes suivants sont vérifiés :

1.1.1 A est une algébre(sur le champ des nombres complexes).

1.1.2 A est un espace vectoriel topologique localement
convexe (1).

1.1.3 Le produit dans A est séparément continu, c'est-d-
dire que pour tout x, Y€ A, le groduit Xy est conti-
nu pour chacune des variables séparément.

l.2. dbre 3 inv u

Un ensemble A constitue une algébre 3 inverse continu, si

A est une lliibru topologique possédant une unité e, et s'il
existe un voisinage V(e) de 1'unité satisfaisant aux proprié-
tés suivantes :

1.2.1 tout élément x ©V(e) admet un inverse x~*
1.2.2 cet inversa x-1 ast une fonction continue de x
au point e.

1.3. Exemple d'algdbpre 3 jnverse contine
Théopime : te algd (3] t unité, est

ntinu.

Démonstration - Comme il est immédiat qu'une algébre de

Banach est une nlg&bn._topologiquc s 11 nous suffit de montrer
que dans tout algébre de Banach possddant une unité e, il est
possible d'exhiber un voisinage de 1'unité V(e) , jouissant
des propriétés 1.2.1 et 1.2.2

- - ——— -

(1) Remarquons que peur un cugac- vectoriel topolegique , il suffit de
se donner une base de voisinages 3 l'origine. Du fait de la continui=-
té de 1'addition, pour tout voisinage U de l'origine , x + U est
un voisinage de x.

Rlprclonl qu'un espace vaectoriel topologique est localement convexe,
~! 1'on peut prendre pour base de voisinages de l'origine, des en-
Sem.les convexes U tels que :

(a6 U et p| % 1)mdZ aeU
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Considérons le voisinage de 1"unité

Vie) = inﬂ jua = elid1 i c'est=3=dire

Vie) s fasafa = e + yavec [yﬂ(lj

La nér.l- e =y +y?-yl+ ... est une série convergente puisque
I'y” & 1. Si nous désignons par: a' la somme,il vient :

3.

i'le-ybyz-y A.,:e-y(c-y-‘-y?-yS-ﬁu,)=e-”

d'oll a' + ya' z e et (e *+ y) a' = » clest-d-dire a a' = e
De mBme il est i.négi.at que aa' = e ; par conséquent l'&lément
+

a' = e -y + y? . .o~ @8t 1l'inverse de a = e + y et tout
élément de V(e) est inversible.

Montrone que a"l est une fonction continue de a au point e,
c'est-d-dire que |fa-1 - e|] peut-8tre rendu aussi petit que
l'on veut pour | a - e‘ = Iy suffisamment petit.
- 2
!Ill—ull“{‘.uyu."’e—yi'y -.yat...n

il Eqvlim e e < Epour g <

[ P
-4vl " 12

t versibles d'une algdbre 3 inverse ti

8 Bous- n ble ouvcrt.

Démonstration = Soit V(e) un volsinage de 1'unité e, satisfalsant
aux conditions 1.2.1 et_1.2.2. Désignons par a 1'inverse 3 droite
de 1'8lément ag A : a 8 = e

L'élément e + @ y est une fonction continue de y dans toute 1'algibre
et en particulier au point y = o. Il s'ensuit gue pour tout voisinage
V(e) , il est pgssible de Eterminer un voisinage Uio) tel que

Y y&U(o) e + a yeVie) ce qui implique que (e + ay)-l existe pour
tout y ¢ Ulo)

Considérons le voisinage V(a) = a + U(o) de a et montrons que tout
€lément x&V(a) est inversible A droite.

n:avy:aut:ﬂ or E.i:y)"lat:lxilt.ntdonc

(e ¢ 3 y)=1,7 existe et comme (ale + 3y))((e +3 y)"1.3) = e
1'é1ément (e + ay)~1.7 est 1'inverse 3 droite, X de x.

Chaque élément inversible 3 droite go-oido un voisinage dont

tous les &léments sont inversibles i droite. L'ensemble des inversi-
bles 4 droite est donc un ouvert.
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On @montre d'une maniére analopue que l"ensemble des invorgi-
d gauche est un ouvert.

Comme 1'ensemble des inversibles bilatéres est 1'intersccotion

de 1l'ensemble des inversibles 4 ornite et de l'eoscalle des
inversibles 4 gauche, ce sera épalement un er-« ..e suvert
2.1 1. Corollaire 1. L'ensemble des éléments non .. v rhiis s
d_pauche, §*§r01te ou bilatere, sont des sous-ensenbles fermés

Ils sont en effet respectivement les complémentaires de scus-
ensembles ouverts

; pauche, a_droite uu bilatere)est egalement un

(resp. a pauche , a drate ou bilatére).

re

Démonstration. St par exemple IE un idéal a pauche de 1 al
peébre A et désipnons par Sp 1'ensemble des non inversibles 1
pauche ; il est clair, puigque Ig est propre et ne contian!
donc pas l'élément neutre, que IﬂC Sg 3 11 en résulte que la
fermeture'?g de IB est également contenue das Sﬂ, done strics
tement contenue dans 1 'algébre A. Pour tout xE-Ia et y€ A,
l'application f(x) = yx qui envoit Ig dans Ig étant continue.

appliquera épalement Ig dans Ig

c.q. f.d.
De ce corollaire on déduit immédiatement le

2.1 3. Corollaire 3. Tout idéal (a gauche , & droite ou
blIQEErej maximal BBE_EQE@E .

2.2. lropriété II1 _ Un'algeébre-a-inversg-continu est a invers.
pont;nu;_

Démonstration. Nous avons vu au n% 1 comment 5 pouvait o nge
Truire auw tour deé tout élément inversilble, un vuisinage o« aés
ments inversibles.

- -

(1) Pour une algdbre de Banach sans élément unité, il faut
remplacer , dans le corollaire 3, idéal propre par idéa.
modulaire., Un idéal I est dit modulalre s'il exisre un @&
tel que a ~ ea €I pour tout a€A. L'élément e induit alars
l'identité sur le module A/I
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9.
1

Soit x = a+y =a { e+ a""y}) un élément de ce voisinage

=1 4 i "
et montrons que ( a + y; est une fonction continue au point a
(e + a'ly)-l est une fonction continue de u = e + a'ly au point
u = e ; mais u est une fonction continue de y au point y = o
et donc aussi de a + y au point a.

Par conséquent (e + a"ly)'l est une fonction continue de a + y
au point a ;3 il e¢n est donc dé méme de
Rl v (e +a7ly )-1.a1 c.q.f.D.

3.Spectre et Résolvente d'un E€lémant.
Soit y comme précédemment, A une algébre d& inverse continu dont e
ect 1'unité. On appelle spectre de a¢ A, 1l°ensemble des nombres com-
plexes z tels que (a - z@) ne syit pas inversible :
sp (a) = ize.c 5(3 =z# ) n'a pas d‘inverne&

La fonction a(z) = (a - ze)™! ust appelée la résolvente de a ; elle
définit une application de Cip(a) -~ A,

3.1 Propriété I - Pour tout a. A, sp{a’ est fermé.

Montrons & cet effet que iLe complémentaire de sp(a) , 3 savoir
C\sp(a) est un ouvert. Il suffit pour cela de montrer que tout

2, & C\sp(a) possidde un voisinage W (zo) dont aucun élément n'appar-
tlent & spla).

2, #C' sp(a) implique que (a - z,e) est inversible. Or nous savons
(voir n®Ll)que tout élénent inversible posséde un voisinage V(a - z,¢)
d'é1éments inversibles. L'application C=#A : Z-—# (a- ze) étant conti=
nue, cela implique qu'w voisinage V(a - z,e) correspondant un voisi-
nage W (z) tel que pour tout z &W (35) , a - ze & V(a- 34e)

Nous avons donec bien 4 (z5) < C\sp(a) c.q.f.d.

3,2 Propriété II - Lu résolvente a(z) est une f-n=tion an. rtigie de zo

I1 suffit pour cela de vérifier que pour tout z, € C\splal,
lim, 2(2) - a (:9___“

existe.
2 93 Z - Ig
or lim. a(z) - alzg) . 1im., L ( a - .
z=# 2, z - 3, 2025 2~ Zo \a - ze a-zpe /
= lim “

z=w3 (a - :a)(a-.w- L e)

e puisque (a -2, e)"l est une fonction

= (a-z°°’

continue de z.
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10,

3.3. Propriété III. Le aggai 98t un gsous-ensemble compact du
corps al! nombreg complexes.

I1 suffit de montrer que Sp(a) est borné.
sp(a) = { az € C {(a - ze) est non :lnvoﬂlblaj 3 nous allons
montrer que, pour 3 suffisamment grand, (a - ze) est inversible.

Sinousposonnu‘l y i1 vient a - 28 = - 3 ( e - Wa).

e - Wa est une fonction continue de W , donc 2 tout voisinage
V(e) (dont tous les &léments sont inversibles)correspond un
:oiu{.ina e 3? ]).'originc U(o)<.C tel que pourW eU(o) ,

2 = aj® (- Y

En d'autut termes, il existe un £ tel que pour |W| < &,
(e - Wa) =1 existe. . )
Pour ces m8mes valeurs de W, - W(e -Wa)"l existe donc &galement

(a - 30)°) 2 (cate = Wa))=l = - W(e - Wa)~?
Done pour tout i tel que I:*') % » (a = 5¢) est inversible,

c'est-d-dire que z & sp(a).
sp(a) est donc hier‘n‘;omé.

LVM!J ition IV - La résclvente a(3) est upe fonction analytique

Pour cela il suffit de montrer que la fonction a(z) = (a-ze) 1
est dérivable a4 1'infini.

D'aprids la proposition III nous savons qu'il existe un voisi-
nage de 1'infini pour lequel a(s) est définie ou, ce qui

est Eéquivalent, qu'il existe un voiuinasc de 1l'origine ol la
fonction B W) = = W (8 - Wa )~ et définie. Pour montrer que
la dérivée de a(z) existe & 1'infini, il suffit de moatrer que
la dérivée de b( W) existe & 1l'origine.

Or lim DCW) s = lim.Ce =VWa)l s .o
Weo W W

c.q.f.d.

4. e de Liouville.

Démonstration
lim flg(a') - flalz = f(lim ggz'; - glz) )
z'-—.rz. % -3 2 -3

s £ ( g' (x))
La premidre &quation résulte de la continuité de f.
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11,

Théoréme de Llouvzlle 2 Spit g une fonction anal%tique sur_tcute la
s_phe:re de Riemann 4 va.leug dang un_ espace vectorie s0ca [ement (‘.‘_ggjiexe
L. Alors g est une fonction constfmte.

Démonstration:

Si f est une forme linéaire continue sur E,f 0 g est une fonction d
valeur complexe analytique sur toute lasphire, donc constante. Pour
tout £+ E' et pour toute paire ‘ z', 2"j on a alors f ( g(z;l_)-g(: 1)=0.

Comme dans un espace localement convexe le seul Elémfent x
vel pour toute forme linéaire continue f, Ax) - o, on an déduit que
gls;) = glz,) et que g est constante.

6. Théoréme de Mazur

5.1. Théoréme fondamental. Le spectre de tout flément 3 ¢"une algdbre
inverse continue est non vide.
monstration =

upposons ap{a) = & ; das lors la résolvente a(a)
a8t analytique dans le plan des complexes tout entier , et en ver-
tu du the?réne de Liouville, a(z) se réduit & une constante :

(a - ze)~* = ¢,

Donc pour tout 2¢C : e = (a = ze) ¢ = ac = zce (1) et en parti=
culier pour z * o , e = ac (2)

En comparant (1) et {2) il vient 2e¢ = 0 ce qui implique ¢ = o
puisque 3 est quelconque. Mais cette dernidre &galité est en
contradiction avec (2).
Conclusion : spla) A/ o .

5.2, Théoréme de
st omorphe au ¢

ontinu

rps
Démonstration =

Montrons que pour tout a&A il existe un et un seul 3 &C tel
que a - ze = O,

En effet , sl pour tout 2 , a - ze¢ ¥ 0 , comme A est une algdbre
4 division , a - se serait inversible. Donc a(z) serait définie
dans tout le plan des nombres complexes , c'est=d-dire que
sp{a) = g ce qui est Impossible en vertu de théordme précédent.

Donc il existe au moins un z tel que a = ze.

L'unicité de 2 &tant imm&diate , nous avons bien une correspon-
dance biunivoque entre l'algibre considérée et le corps des nom=
bree complexes. Il est clair que cette bijection est un isomorphia=
me.

(%) Rappelons qu'une algébre est 3 division, si cette algébre
est en plus un corps.
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fUI. AIGIZBRES A oRSS CONTINU CQLIUTATIVCS,

H.B.  Toutes les algdbres considérdes ont un élément unité et sont coorme
tatives, ssuf mention explicite du comtraire,

Nous avons vu que l'ensamble C(X) des fonotions contimaes A
valours complexes sur un espace campact X est une algdbre de Banach
cammutative, Nous allons voir qu'une catégorie importante d’alpbbroa de
Banach coemutatives, 1es algdbres de Banach esami-simplos, peut #tre coarace
térisée comme étant la catdgorie des scus-algbbres topologiques de C(X)
(la norme n'étant pas nécesssirement celle qui est induite per cC(x).

1, Rappel concermant la topologie faible sur le dual d'un espace vectoricl

dala Lo dual d'up cppace veqtoriel tovolocioue.

Si I est un espace vectoriel topologique, le dual (souse-entendu
topolocique) =' de [ est constitud par 1'snsemble dec applications liné-
aires contirues de - dans le corps des nombres complexes C, Il peut so
réduire & {0} . Néarmoins, lorsque I est localement convexe, 1l déooule
du théordme de lahn-Banech gue C=' 18t suffisamment grand, dano le cons
suivant : pour toute paire de points distincts de -, il existe un élément du
f de I' tel que f(x) ¢ f£(y).

d.2. 2opolonde fndble our le dual.

Le dual d'un espace vectoriel localement comvexe pout 8tye mmi do
différenten topologies, Dans la suite la seuls topologie utilisde sur le duwd
sern la topologle faible, {ou topologie de la convergence simple) 1 dans
cette topologie

linfi-t

ig_’of
sl ot seulement pour xe¢C  lim 2, (x) = £(x).



SEMINAIRE SUR LES ALGEBRES DE BANACH

13,
le dusl L' peuteStre plongé dans l'sspuce C- de toutes les applicatiwnc (mon
nécecseirement contimes ou linéaires) de = dans C, L'sspace C- n'est autre
que le procuit TI xe=Cy d'une famille, pareméirde par les points de I, de
copiec de C, S1 cnounit ¢~ de la topoclogie prodult, la tepologie induite
sur _' n'eot autre que la topologie faible,

Choque élément x de = définit une forme lindaire % sur -', &

e QU =2 (x) pour £

La topolegie faible est alore la moins fine des topologies pour lesquelles
toutec lee fometions X sont contimues,

On peut trouver un oystime fondasmentel de voisinages de 0 dans 7,
munl de 1z topologie faible, de la manidre suivante 1 choisissons un souseon=
gemble fini I de T et un nombre

€ >0 ; posone

Ux.E u{fe ofV xe1,| rtz)izé}

On obtient le gystéme fondsmentsal en failsanmt varier I et £ .,

1,3, Définition d'une topologle localement convexs pour une femille de oomie
RRITOE.

Uno fonmotion p définie sur un espace vectoriel I sur le corps des
noobrec complexes et h valeur réelle est appeléde une pemieporme =i

1) pix) >0
2 plx+y) & plx) +p )
=) e | 2] plx) zeC, XY & L.

Une nmorme ect une ssmi<norme qui, en plus, cst définie positive, Si cTect un
nombre positif on vérifie facilement que ¢
e {xezlpm < e

ect un ensemble convue. $quilibrd, {Un scuseensemble d'un espoce veotorisl ecot
dit dquilibrd lorsque xeU dimplique zxeU pour tout nombre complexe = tel
que } zl-&l).

Stent domné une famille I de semi-normes p, sur un espece vectos
ricl comploxe o, elle définit sur I une topologle localement convexe de 1o
manidre csuivante 3 les ensembles

Ui.:" {z ez | Py (x)&o} avee ¢ o

353
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constituent un systime fondamental de voicimages de zéro, Les relations 2 et 3
des semiepormes impliquent que l'addition et la multiplicetion somt contimues,
Cette topologie serm séparde, =l pour tout poinmt x de l'espace, il existe une
semi-norme p; de la femille telle que p,(x) ¥ o.

Réciproquement on montre que étant dormé un espace vectoriel topolo=
glque localement convexe, il existe une famille de semi~-normes qui définit cetto
topologie (ef,p.ex, Naimark N.R. I { 3, n°4, ou Bourbaki EVP, Chap,II [ 5 n°%),
I1 en existe besucoup d'ailleurs, S{ L' est le dual d'un espace vectoriel
localement econvexe =, on peut définir une famille de semi-mormes de la menidre
auivante i1 pour tout sous-ensemble fint I de I posons

py(f) = min | £(x)] od fezv,
xel

On vérifio facilement que Pr ect une semie-norme et que la fomille
des P; définit la topologie faible de =°',

lata cnsogbles éouicontimue du dual.

Soit ' un sous.snsemble du dual Z' de L, Pour que i soit Squicon-
tim, 11 suffit qu'il existe un voicinage ouvert U de l'origine que 1l'on peut
supposer convexe et équilibré - tel que pour tout f de 7, | (v ){z_ 1, Soit
p la semienorme correspondant & U :

Usi{zes | plx) < 1}, Alore e U ot | 2(x)le p(x).
{ ]  —
Réciproquement s'il existe une semi-porme telle que pour tout £ de I,

|f{x)| & p(x) , ¥ est équicontim,
ihéortme,
Un ensemble équicontimu feiblemsnt fermé est faiblement compact.

Régonstration,

Soit ' équicontimu tel que | r(x)! < p(x) pour tout fe',
Notoms D, le disque do rayon p(x). Appliquoms U dams DeT D par
[
P (f) » (£(x) | xeZ) €D, *
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Cette npplication est manifestement injective, D'apris la définition de le
topologie faible, c'est un boméomorphigme, L'image de U est formde dans D 3
Soit Ge&D tel que g = lim F(fi), Si II est la projection de D sur D,
posons g(x) = T oge D, g(x) = 1im £i(x),

On vérifie faocilement que g est une forme linéaire sur I, Comme g(x)e Dx"
| alx)] € p(x) et gz est contimue, z est limite faible dams I' d'élément:
de U, g appartient & " et G = F(g), . ect homéomorphe & un souseencen-
ble fermé de D, qui est compact, Il est done sussi compact.,

gorpllaire :

1a boule unité du dual d'un espace de Bamach est faiblement compacte.
Cn effet, el f appartient & 1a boule umité, |f£(x)|&| x|, oo qui memtre
qu'elle ecst dquicontime,

2, le tye 4 al inve tative,

2a.d. Rapport entre un espage compact X et C(X),

Il existe un repport trds étroit entre l'espace compact X et la
structure algébrique de 1l'algdbre C(X) , camme il ressort du théordme suivant,

Théorime.

Il existe ume bijection maturelle de l'espece compact X saur
1'ensemble des idéaux maximeux de C(X)

a chaque point p est associé 1'idéal maximal des fonctions qui s'ammuilent
en p, la topologle de X est le topologie la moins fine qui rend tous les
éléments de C(X) conmtimus,
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15.
DRémonstration
Soit m 1'idéal des fonctions continues qui s'annulent au
point p. La réduction modulo m applique toute fonction £ sur
sa valeur f(p) : on a donc cC(X)/m = C. Ceci implique que m
est un idéal maximal.

Soit m un idéal maximal. Supposons que pout tout paX,
i1 existe Epg-, m telle que £ (p) # O. Il existe un voisinage ou-
vert Up de p tel que t,,(x) Ao si xellp . L'espace X é&tant
compact, on peut extrai:: de cetce famille un recouvrement fini
{ud jey de X. La foaction f -Ii‘: fif‘_ appartient & m
et est strictement posiftive sur X. Blle est donc inversible et
41 = 32en. par conséquent, m = C(X), ce qui est contraire A
1*hypoth2se que m est un idéal maximal. Il existe donc pé€X.
tel que pour tout fem, £(p) = 0. On vérifie facilement gue
comme m est un idéal maximal ce point p est unique.

Boit T la topologie la moins fine qui rend toutes les
fonctions £ de C(X) continues (cf. Bourbaki Top. Chap.I § 7)
L'espace X est compact, donc normal., Il existe alors pour toute
paire lx.yl de points dictints de X une fonction f£4 cC(X)
telle que f£(x) = o et £(y) = 4. On peut m#me prendre £ 2 valeur
dans le segment {o.ﬂ . Cette fonction f est continue pour T
o, - £ LR [) et U, - £ 1%.4] ) sont alors des voisinages
disjoints de x et de y. La topologie T est donc séparée.
Comme elle est séparde ot moins fine que la topologie compacte
initiale, la topologie T cofncide avec la topologie initiale ( les
topologies compactes sont minimales dans l'ensemble des topologies
séparées su un espace X, cf Bourbaki Top. Chap. I § 10 , n°® 4 ,

2@ édit.)

2.2, Spectre d'une alqdbre A jnverse continu commutative

Réfinition

a) Le spectre d'une algdbre 2 inverse continu commutative A est
1'ensemble des idéaux maximaux de A. Il est habituellement
noté Sp(A).
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b) Un homomorphisme contimu h d'une slgébre A inverse contimu commutative
8ir le corps des nombres complexes C est appeld un carectdre, (S1 h ost
un ¢aractére hie) m 1),

Rropogition
' I1 existe une bijection noturelle de l'encemble des caractires

d'upe elgtbre A inverse contimi commutative A sur son spectre,

Démengtretion,

Soit h un carectére de A. Comme h(A) = C, le noyau de h est
un idéal maximal, Deux caractires différents définissent des idéaux maximausx
différents, Soit m un idéal maximal, D'apris le cor, 3 de II, © 2, il est
fermé, Lo quotient A/m est un corps & inverse contim, D*apris le théorinme
de lazur A/m est isomorphe au corps des nombres complexes, L'application
canopdque de A sur A/m est donc un caractdre,

Nous noterons & l'avenir # le carsctdre qui corrospond & 1'idéal
maximal m, Comme f@ est un homomorphisme d'algdbres, c'est en particulier
une application lindaire, Il appartient donc au dusl de A,

lorsque l'algbbre A n'a pas d'élément unité, on prend pour Spla)
1'ensemble des idéaux maximaux réguliers,

Chaque élément ae A définit ume gpplication 8 de sSp(a) dans C
en poseant A(m) = A(a) (ou encore, 2(m) est la classe de a dans i/m= C),
On voit facilement que #(m) est l'unique nombre complexe tel que o - &(nm).e
€ m, Nous avons ainsi reprdsentd A par une alpgdbre de fonetioms sur Sp(n),
Comme Sp(A) < A', nous pouvans considérer Sp(A) comme un espace topologique
minl de lc topologie induite par la topologie faible sur A', D'aprds la défie
nition mlme de celle=pi, la topologie mur Sp{A) est la moins fine qui rend
toutes les fonctions & conmtimes,
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Exoposition
Sp(n) est fermé dans A°,
Rénonatration,
11 faut montrer que si f appartient & l'adhérenmce de Sp{s) danc
£' , 2lors f est un caractére, Supposons
£ w lim ﬁi' Alors f£(x) f(y) = lim ﬂ!i(x). 1im ﬂity)
e lim #, (x)8, (y) (contimité du produit)
®m lim ﬂitﬂ)
» f(xy) (définition de la topologie faible)

2a4. Ravop gpectral d'un €lément.
Exopositiop 1.

L'application contimue & : Sp(A) —» C, associde X 1'élément ac 4,
a comme image Sp(a).

Dégonstration.

54 me Sp(A), (a -~ &(m)e)< m, Conme m est un idéal proprc,
a = &(m)e n'est pas inversible, ce qui sipgnifie que A(m)e« Sp(a), Soit
réciproquenent z un élément de Sp(e) ; alors aeze n'est pas inversiblc,
Done 1'idéal principal (a - ze) est propre et est conterm dans un idéel
maximal m, Par consfquent 8 = zecm et f(m) = z,

Comme Sp(a) est compact, | !(mjl est borné supérieurement,
RéZinition
Le nombre | a ]I sp ™ Swml a(m) | est appelé le rayon spectral de g,

Le reyon spectral ect le reyon du plus petit disque fermé, centré
3 1'origine qui contiemt Sp(a), Il est une semi-morme,
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rdlall ) 20

2o e+l sp ® SWp | @+ 5)" @)l
< sup, | 8@m)| + Sup, | Bea)|
*f‘“alsn % IbIS:I.

Je, “za.usp - Izl “aHSp.
Zlle est contimie, Camme A est & inverse contim, il existe un voisinage
ouvert U convexe équilibré de l'origine tel que les éléments de e + VU
solent inversiblec, Pour acV , | af gp £ 1. Im effet, =i Iau sp 233
11 existe m € Sp(A) tel que 8(n) wu aves |u|31, inposant b= < a/u;
B(m) » =« 1, c'estadedive « 1c Sp(b), Domc e + b n'est pas inversible, Laic
ceci est en controdiction avec la définition de V : come U est équilibrd et
e | l/ul4«1, beV ,L'ensemdle { acs! | e ll sp 1} contient U , Il en
rémlte que c'est un voisinege de 1l'origine et que le reyon spectral ect une
seni-norme contimie, Co n'est en géndral pas une norme,

.

2,5, Compacité de Sp(lsh)nopﬂmtltim de A comme alglbre de fomctions
—Sontinues Sur Sp

Soit A le caractdre correspondant & me Sp(A). Come | A(a)| =-
|86m)| < Jja || spr °t Me Sp(A) est faidblement fermé dans A', Sp(r) est
compact (thdordme 1,.4,), La fonction & est comtimie sur Sp(A)eX, -n pozent
§ (2) = 8, on aéfinit un homomorphimue de 4 dans C(X) , 1'algdbre dec
fonotions contimues A valeurs complexe sur X, L'algdbre C(X) est munie de
la rorme || £]| = sup | flm). on & alors n°ISp - | lﬁ.Ccunela reyon
speotral est une o3t -aorme contime, § est un homomorphimme contimi, Nous
avoms aingi démontré le théordme suivent 1

Ihfoxipg

Soit A une algdbre A imverse contimi, Sp(A) est compact, la
représentation § 3 A —» C(Sp(s)) qui applique aecp our 8eC (Sp(r)) est
contime ot || 2] « |al sp*
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3. Syst grg_e_‘-lénémtm.

Etant donné une partie Pc A, pour tout & & P la fonction &
applique Sp(s) sur Sp{a). Nous pouvona en déduire une application
Pyt Sp(s) —» T 5 sp(a)
qui est le produit des applications &, o a € P, Comme toutes les fonctirns
& sont continues, 7 _  est aussi continuae,

I)
Définition.
Une partie P~ A est dite un systéme cdparant, si pour toute paire
d'idéaux maximaux distinets m'i.m" 11 existe arp tel que 8(m*) ¢ B(c").
Une partie P r. A est dite un systime générateur si la plus petite
sous~al/ibre fermds i 1'élément unité contenant P ccincide avec .
Propogition 1.

Tout systéme générateur est un systéme séparant.

Déronstration.

Soient m' et m" deux 1ddaux maximaux de A, Si pour tout a: I,
A(*) = B(n"), i1 en est de mBme pour tout polyndme en des <léments de P.

Puisque P enjendre /, l'ensanble de ces polyndmes est dense Cans @ et
par raison de continuité, B(n') = E(m"™) pour tout a 4. Ceci implique que
r' w", carnm' = “ 8. . &(s') &0

Fropositicn 2.
"1 P est un systice sénarant, 1l'arplication
¢ OnlLY -0 W 5
FP H ,.J,,( ) " p th&)
est un honéororphisme de Sp(/) sur un sous-ensemble de .- Spla).
b

Démenstretion.
Si P est un systome sdparant, l'application Py, est injective :
gim' # w", m', m". Sp(r), 41 existe a o P tel que a(m*) # a(c"). .

fortiorl Py (m*) # Py (m"), Corme Sp(/) est compact et P, continue, 't ace
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est compacte, 1o topologie induite our 1'image est séparde ot moinc fine
que la topolopie sur Sp(i), Comme Sp(A) est compact, ces deux topologies
coincident (Bourbaki, Top, Chap, I, { 10, me4, 28 d2it,)

Coxollodre 1 v
Si 1'alpgbdbre 4 est engendrée par un rombrs fini d'éléments
{al " seveed nh} » 59‘” est un sousesspace compact de ca.

Sorollaire g ¢
54 l'algibre A est engendrde par un élément &, Spl(A) ¥ Sp(a).

~n effet, l'epplication & 1 Sp(A) — Sp(a) est surjective d'aprds la prop.l.
D'aprds la prop, 3 ¢'est un homéomorphiame,

Salpression Ju INVCR SpeOtIm] .
Ixepeaition.

Lorsque A nﬂmdﬁmdom.ifa." q‘lnl . In effet,
l.ﬂ.’ weoup|8(m)| » mp | Afa)| . Du fait que A/m est isométriquement
iscmorphe & Ce d'eprds le théorime de Lasure 11 vient | A(a)| @ inf || x|, od x
parcourt la classe de & modulo 1'idéal maximel m(ef la définition de la nome

dans le guotiemt d'un espace de Banach par un scus-ecpece fermé), In particulie:
|8@)| ¢ fal ot ial Q‘I‘H .

Ihéerige.

Soit {’1} 1¢y UDe famille de serdenommes défirissant la
topologie de A, supposée h inverse comtim et compldte,

Alors  |aff o = =P Iin '{/ p, (oB)

neos
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Rémonstration

A.

B.

Soit U 1le voisinage dont il est question dans la démonstration
de la proposition 2 du paragraphe précédent. Il existe une semi-
norme de la famille I telle que U =la e a| pyla) & k]  soit
contenu dans U, puisque les ensembles U;. constituent un ensem~
ble fondamental de voisinages de 0 lorsgque i varie dans I
et que k prend toutes les valeurs réelles positives. On a wvu
que lorsque aeu, falf sp ¥ 1- Il en résulte que Jajl, < cpya),
ol ¢ = 1/k>0. Dans cC(sSp(a)).

(EVRSE
Il résulte que
“aﬂ“.p = {la" 'ptj pj(a")
n n
ou Bofl o & (€ By (a™) .
<ua e

8p

1/n

€ Lia -p, (a™) ¥/ & Tim (py(a™)

Soit x un nombre réel donné, tel que x)lau p- SLuecet
a5 x, U/Bp(n). Donc a-ue est inversible. I..a fonction
(e -za) " est analytique pour ]z](i/x. Comme A est complate,
elle peut-8tre développée en série de Taylor, dont le rayon de con
vergence est au moins &gal & 4/x
(-2 matzat ...+ (z)®+...
Cette série converge, donc lim (za)® = o, lorsque |2| < 1/x.
n-per
Pour toute semi-norme Py il existe alors un n, tel que pour
ny n;
pj_(anan) = || ® pi(a“)‘ 1

ou pitan) €12) ™ pour tout z tel que [z )< 1/x
Done (p‘_(an})_‘/'h‘ x
ot = (p, ™ V" ¢ x

n e
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Comme ceci est vrai quelque scit x . jajj cp- OF &N déduit 1 irdge
lité correspondante avec }aj, sp
Le théoréme découle alors de A et de B.

Corollaire 4
. l/‘h
Si A est une algdbre de Banach, j ail op = lim ;_a“
na_l/n 2‘?‘;/11 _
En effet alors [a| op & LB fa™ & umpay o agad
Corollaire 2 :

S8i A est une algdbre de Banach, l'homomorphisme A -2 C(Sp(A))
qui a chaque élément aé€ A associe la fonction a, définie sur
sp(A), est isométrique si et seulement si la norme sur A vérifie
lidentits [a l =,aji?.

En effet, 8'il y a isométrie, nous avons

a = gup | amf = Baif
=1 °P n%Sp(J‘\) i

aod a2 = (sup |3m)? = fal ?
or (sup | a(m)| )2 = sup l:(m)zi -‘nzlap =ila?}t
done “ 12“ = “all 2
Réciproquement, cette derniidre an;iité implique
m m 2
I Iz “ - ll-!’; 2 aod \'/ﬂnz “ = |!a”
et en passant 3 la limité

m
Wi eam S = Ul
" .p m-> LAl '

d-digdbse SemicSinple - Jnisctivitd
2.1 Daginition.

On 4it qu'une algdbre commutative est semi-simple si son

ralical, c'est-a-iira l'intersection des idéaux maximaux. se réduit
4 zéro.

363
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Reprenons l'homomorphisme A —e C(Sp(Ai). Il sera injectif
si son noyau se réduit a zéro. Or ce noyau est 1l'intersection
des idéaux maximaux de A ; il cofncide donc avec le radical de A.
On en arrive a la conclusion suivante :
Proposition :
L'homomorphisme A — C(8p(A)) est injectif si et seulement si
A est semi-simple.

Remargue :
De ce qui précdde on déduit immédiatement que
Rad A = {asa] fall . " o}

=‘aé AI lim nv Hanﬂ-= 0} lorsque A est une

algébre de Banach.

Il est A noter que dans le cas des algdbres commutatives
de dimension finie, le radical est égal 2 l'ensemble des éléments
nilpotents ; la deuxidme équation généralise ce fait.

Définition
Deux normes ||x|| et Kxj| , 4d'un espace linfaire X, sont
dites équivalentes s'il existe des constantes c, et C, tells que

coll =l H=l ¢ e, Il
Il est clair que des normes équivalentes définissent la

méme topologie sur X.

Il est facile de voir que, inversément, deux normes qui
définissent la m&me topologie sur X, sont é&quivalentes.

Théoréme de panach

81 nn espace vectoriel E est un espace de Banach pour
deux normes, telles que ||x u ;”x !!walors ces deux normes sont
équivalentes.

(Démonstration : Naimark Chap.I § 4 ou Bourbaki EVT Chp.I § 3. :°3)
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Théoréme - Une algeébre commuta
topologie d'algsbre de Banach.

D ation.

Soient !‘xu g ot “x!'{ 2t deux normes définies sur 1l'algébre
commutative semi-simple A. Il est immédiat que le nombre
uxli = max{ 1EY P | x|| 2J (1) satisfait aux conditions d'une
norme.

Montrons que l'espace A est complet pour cette norme.

Soit -I :r.nll une suite de Cauchy de l'espace A, pour la norme
1xll : elle sera a fortiori une suite de Cauchy pour les normes
“x“ g ©t “xl-l 2"

Cette suite xni converge donc pour la norme || x || , vers
une limite y, et pour la norme || x|} , vers une limite y,.

Pour montrer que l'espace A est complet pour la norme
Ixll . i1 suffit de prouver que y, = y,.

Il est immédiat que, pour tout m€ Sp(a), ix [m)s est
une suite de Cauchy du plan complexe.

Or, d'une part, nous avons

i\ yy(m) - xn{u)‘ £ Ily’ - xnu 4 °©t d'autre part

Ny, m = x mll &ly, = = |l

Comme lim “y‘ - x “ 1 -nl;.i.m “yz - "n||2 = 0 nous en dé-
dusons lim xn{m) = Y-.l(“‘) = yz (m}) et ceci pour tout mé&Sp(a).

n - ”t

L'algdbre étant semi-simple , l'homomorphisme A === C(Sp(A))
est injectif ; il s'ensuit que ?i = '?2 implique Yy = Yy

Nous avons ainsi montré que A est complet pour la norme Pr x“

Appliquons le théoréme de Banach :
l'espace A étant complet pour les normes ix!! et "x" 4 avec
=i }ijx” 4+ Ces normes sont équivalentes ; pour des raisnns ana~
lcgues, les normes Hx" et 'xljz sont &quivalentes ; donc finale-

ment les normes fx|| , ot ‘xll o définiesent la méme topologie.
ec.q.£.4,
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S, Algébre de Banach commutative, sans Slément units.

Soit A une algebre de Banach commutative sans élément uni-
té&, et désignons par Aa 1'algébre obtenue par l'adjonction d‘une
unité.

A étant un idéal maximal de A il représentera un point ©
6u compact Sp(A ).

Tout x&A_ définit une application continue
A e
x 1 8ptne) —s C

En particulier, les &léments de A définissent des fonc-
tions sur un espace compact, s'annulant en un certain point 0
de cet espace. Le point O n'est autre que le point & 1'infini
du compactifié d'Alexandrof de Sp(A), tel qu'il a &té défini
au § 2.2
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IV. ALGEBRES DE BANACH A INVOLUTION

42, RSEiBASIQY.
QN AR s invo

— B 2 *

tsile que ¢ (1) x** = x

(2) (x+ y)* » RE-4 y* et (xy)* = ytxv

(3) (& x)* < A x* (AeC)
Remazgue : des conditions supplémentaires sont scuvent remplies,
notvamment 4y || x| « lxl] et (5) |fsoc*fi =fxii . i x*}
Rsnples @
i) on a vu que 8i E est un espace de Hilbert, ((E) est une
algébre de Banach. Pour

T¢H(E), le transposé de T est un &lément dedB(E')} .ol E' est
le duel topclogique de E, et, E' s'identifiant 3 E, s'identi-
fie A un T*e¢ @ (E) caractérisé par

<Tix),y> =%, T (y)> . De cette formule résulte aussitdt
que * est une involution deB{E). En outre,

"'1‘" 2. sup SRKNLTEKZ sup K TOR(KDY o BUP LX) e |

xéE £Xx, X X6E <x, x> X€E X, X

< Ul . U oh et donclfr{) Sheedl . |l 7oli slire*f = {i Th.a'02
(4), et _

(Y EPRECY P P TIRIEI]

A 1'aide de (4) on en tire (5)

367
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c

2! ¢n a va que 81 G est un groupe localement comPact_:_'_:.’_is}
est une algébre de Banach. Définissons * par :f*(g) = f(g:lh

Ccn démontre plus tard que (1) (2) (3) (4) (5) sont vérifiés,

2) L'emsemble B’c(D) des fonctions définies et continues sur le
dieque D =1: z\lzlg li et holomorphes a l'intérieur forme une
algdbre de Banach commutative 3 unité. Posona f*(z) = £{Z)

2'est une involution, (4) est vérifié, mais pas (5). On remarquers
gu'en général X*(m) # §(-) ot mt‘-"sp(zfc(nl) (N.B. - Spl (D)=t
parce gue "2 est un générateur de s,’."ctn)}. ;

4) Dans C(X) pour X compact (ou cotx) pour X localement compact),
posons  f¥(x) = £(x). C'est une involution: (4) et {5) suat véri-
£fiés,

#..ThGor%9s . de Qlone-Ueisistiass

Iioxdme ¢ 54 X 9st un espace compack et B wie §oustaliiule

Développons m en série de Taylor au voisinaae e 2.
dans ¢, le seul point exceptionnel étant ~b, le rayun Jde c.:-»:.;...:,--
qﬂnca'do ia série sera g'+ b et elle convergera uniformémant
Sans f0,a] . Il existe@Qé R [X] tel que if;'awb -Gx)js & et
L tel gue-!ﬁ“rﬁ - ¥x|<€ pour x a{o.4 :]i?u@(cag-&g R Rt

i@ (b)j{@¢s . 8i on pose P =Q-Q (o), on en tire que
;-.L"_i' - P(x)] <4£ pour xe [o.nj .
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lemme 2 : si f,q2PB, alors sup(f,g)é¢pB et inf(f.q)s B
D'aprés le lemme 1, pour tout f£&£B et tout £ > o, il existe
un polynéme } sans terme constant tel que| VX - @ (x}j-ﬂ.& pour
xe[o, 1 £l ] , et donc tel que |[|gl -G[fz)llif : |[£]le B,

Le lemme résulte dés lors de ce que
inf(f,q) = _f....;..'_ﬂ. - 'f._'z'.ii et sup(f,g) = .f..%ﬁ. + Jf%j. .

Deux cas peuvent maintenant se présenter : il existe ou non
un point de X ol s'annulent tous les £ B. S§'il en existe un,
il est unique puisque B sépare les points et nous le noteront
x_ : nous démontrerons que s8'il n'en existe pas B = C (X,R).
indiquant entre parenthéses les modifications A apporter s'il
en existe un,

MWMDQGLK

Seul lecas p¥q, p#¥ X0 4 ¥ X, est non trivial. Soient
a, b, c%B tels que a(p) # o, blq) # o , C(p) # c(q).

Il existe u, v & C tels que la fonction d = ¢ + ua + vb
satisfasse 2 o # d(p) # d(q) # o. Il suffit alors de prendre

S s.t_._..gmn___ £(q) L_._Qialﬂ__.

a? (p)-d(pla(q) a? (q)-d(pld{a)

Soit enfin £ & C(X,R), s'annulant &ventuellement en X
Pour toute paire de points p,q, soit g__<B telle que
£(p) = gpq(p) et f(q) = gpq(q). Pour tout & > o et tout

q&X, il existe un voisinage ouvert U de g dans lequel

|£@) - gpq(q'):ait’. Boiti U,. Uy, ”"Un.’[ un recouvrement

fini de X, extrait de la famille Uq' Notons g g

pi’ “p2°
an . les fonctions correspondantes. Poscns gp =supigpf gp?.‘

]

wesa gm}.
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i

Pour tout x de X, qP(x) > £(x) - £ et qp(p)
p&X a un voisinage V_ dans lequel lgp (p")

f£(p). Chaque
£(p*)|<E et
X est recouvert par un nombre fini des Vp’ v‘l' P Vm .

Posons g = inflg,, ..., qn)
Elle satisfait a lf(x) - g(x)!{,& ., ce qui prouve que £ peut-
8tre approchée uniformément par des éléments de B et achdve la

démonstration.

3..Ihéordme de Gelfand

On a’vu que si B est une algébre de Banach commutative
32 unité Sp(B) est compact et que B s'applique canoniquement
dans cC(Sp(B)). Cette dernidre algdbre est munie d'une involu-
tion naturelle ( voir 2.1 ex.4), qui satisfait 3 (5) et lorsque
1'application précédente est un isomorphisme isométrique, il en est
de méme de B, réciproquement.

hy d 1f : Pour que 1'application canonigue d'une algé-

leﬂ 2 i x*il 2 . VEIRES | )2-=llﬂxx‘ﬂ2 =ﬂxx*" "(xx‘)*ll =[J(ax*) (xx*) *f=
ﬂxz.(xz)"" =Ifx2|l | x*2| .

20 (v 42 " wii2
ponc puisque f x“|l <¥ B, [Ix* “|l sllx*p*.

onasfxll? =4l e Yuxl =l il .

X = ze est inversible si et seulement si x* - ze 1l'est :

sp(x) = sp(x*) , |||l ep =)l x*|j gp donc ) =t =l
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finiti : ti * = X.
Lemme 2 : &1é t_sous la forme
h+ih' od h et h' sont hermitiens
si h est hermitien he t réel.
Il suffit , pour 1), de remarquer que
* - *
X = (5—{4—) + i (EZTE—) . Pour 2), raisonnons par 1'absurde :

si ‘1‘1\ n'était pas réel, on pourrait trouver en considérant une
combinaison linéaire A coefficients réels de h et n? un 615-

ment hermitien h' tel que ?:' prenne la valeur i. D@s lors, si

B a une unité . x + 1) (Ih' +ni e!l o " Jh* + niejl .§(h'+nie)*
:“h' +n? efl ¢ “h'] + nz, donc 2n + 1¢ Eh'uz pour tout n, ce qui
est absurde.

Les ?1 pour h hermitien formegpt une sous-algébre a unit?
de ¢{ Sp(B)R) (resp. une sous-algabre de Co(Sp(ﬁ).R) ; cette sous-
algdbre sépare les points ( car les &léments hermitiens engendrent
B ) et est fermée ( car isométrique & l'ensemble des éléments hermi-
tienz de B, fermé dans B car * est continuf xjl = x*}), done
complet). D'aprés le théoréme de Stone, cette sous-algdbre est 1'ai-
g2lxe entidre, et puisque C(Sp(B)) e sz ¢ engen dr
par les 41éments réels, l'application canonique B -+ C(Sp(B))
¢ st hz_)ectlJe el:ilométrique Puisquenoutre si
xzzwha-ih' X* = (h+ih)*- (h = ih') -h-i‘h' =h+(ih )* =
(h + ih')* = ®* , c'est un isomorphisme d'algébre de Banach 2 invo-
lutinn,

Pcrliq’j:g 1 AN oL
partebive a i;;vo;ggj,gn B. gmM.ﬂM’ m‘-l

pukn 40 isomopphisme isométrique, il faut et il suffit gue
!J,_‘ 2 "'EI l‘l!n P

On se raméne immédiatement au théoréme précédent en adjoignant
un 4ifment unité.
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Corollaire 2. Pour qu'une algdbre de Banach commutative soit iso-
mwtw _C.DQ_MLK_M

En effet, si une telle norme existe, l'algébre B est semi-
simple et sa topologie d'algédbre de Banach est bien déterminée. Il
en est de méme de la topologie sur Sp(B). Si la norme satisfait A
(5) elle est égale & la norme spectrale ou & la norme sur C(Sp(B)).
Ceci prouve l'unicité de la norme.
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V. SPECTRE ET CALCUL OPERATIONEL

1. Le spectre de n é&léments

1.4.péfinition. Dans une algdbre de Banach, commutative et 3 &16-~
ment unité*, A, le spectre d‘un élément a, a 6té défini comme l'en-
semble des nombres complexes, s , tels que a-s n'ait pas d'inverse.
Et nous avons vu que cet ensemble ftait encare l'ensemble des &(m).
m €Wh, si ML est l'espace structurel de A, c'est-3-dire, l'ensem-
ble des idéaux maximaux de A, et & est l'image de a par la re-
présentation de Gelfand. .

Dire que a-s n'a pas d'inverse revient 2 dire que (a-s)u # 1
quelque soit u, donc encore que l'idéal engendré par a-s est un
idéal propre. Cette derniére définition se généralise bien, fournit
une définition intéressante du spectre de n éléments :

Soit (ai,.,..an)#An(c'olt—l—dire. soient A seec.a  des &lé-
ments de A). Le spectre de(a,,....a ) est l'ensemble des {s’,....sn)
L c” tels que 1l'idéal engendré dans A par 8,-8,,00.08 =8 soit
un idéal propre.

Cette définition s'exprime peut-&tre mieux sous forme né-
gative ’(31""'811}/sl’(ai”""nl 8i, et uniquement si 1l'on peut
trouver des (u‘.....un) dans A tels que I{a’.-stha* =4, Lla
relation (a=-s)u = 4 est donc remplacée par ¥ (ai-si)ui =1,

Le spectre de n éléments se caractérise en fonction de
l'espace structurel de mani2re tout A fait analogue au spectre d'un

* L'unité de A sera identifiée avec le nombre complexe i, son

produit par le complexe s avec S, lorsque cela n'entraine pas
de confusion.
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&iément ., Suppssons gue {sl;.u.ws“) appartienne au spectre. Les
éléments L a -8 engendrent un idéal propre, qui est
contenu dans un idéa! maximal, m, et . = ai(m) puilsque a;-s, L m
Réciproquement . s8'1] existe un idéa’ maximal, m, tel que
i, - ai{ml, les &l8ments a ,-s, appartiennent & m, l'idéal qu'ils
enjendrent est conteru dans m. et donc propre.

11 en résulie que le spectre de {aia---"an} est l'ensemble

des (81tm),.n,ap(m]j, m % P

Diverse: propribétés du spectre découlent de cette caracté-

risation, D abard, le spectre n'est pas vide, puisque nr ne 1l'est

pas. Enmuite, L'application m  ~a (ai(m).u...ln(m)) est une ap-
plication coatinue de s qui est compact, dans Cn. Son image,
le spectrs de o Giléments ., est done compacte.

Entin, w03t n' + n. Considérons les éléments LPERERPL S
}:ur sper:x:: & l'applmtaLfon (-"T’.'-n) — l’lf""sn‘} de
c dans O . Une inspection sommaire de la définition montre que
le spectre dde 131,.‘.,aﬁl est appliqué dans le spectre de {a’,...,an,

L'applicaticon est surjective. Supposons en effet que
(8,0v...8 )& splay,..c.a ). Il existe un m f/7% tel que
s, =% (m), i =1,...,n", et nous définissons un &lément de
spla g, .... an) en posant t, = ﬂi(l). i=4{,...,n. Bien entendu,
(si"‘“‘sn" est 1 image de (ti.....tn) par l'application considérée.

Les raisocnnements gue nous venons de donner utilisent la
théorie de Gelfand, donc, par son intermédiaire le lemme de Zorn,
et 1'axiéme du choix.

la dmonstration du fait que le spectre d'un élément est
compact (bornéd et fermé) peut évidemment #tre reprise, presque mot
pour mot. Hous avons ainsi une démonstration de la compacité du

#yactre de n &léments, qui est indépendante de la théorie de
Gelfa.d,
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Il est d'autre part bon de savoir que le fait que le spectre
n'‘est pas vide., et la surjectivité de l'application du spectre de
(a,....,a ) dans celui de (n’......an.} peuvent &#tre démontrées in-
dépendamment de la théorie de Gelfand ( en intégrant des formes
différentielles extérieures comme on le fait au paragraphe 3).

Je ne sais pas si ces dSmonstrations " directes " évitent 1°axi8me
de choix, Et méme si elles le font, le gain ne serait pas grand.

Je vois deux bénéfices gue l'on peut retirer de ces démons~
trationg directes., Tout d abord, elles sont constructiver ; lorsque
(81"‘”Bn'} n‘appartient pas 3 1'image du spectre de (ai,...,an)u
il e?: possible d'exhiber des Ugeooarl, vérifiant la relation
Z;‘ (ai-si)ul = 4, Ensuite, surtout, elles peuvent se générali-
ser, elles permettent d°’étendre la théoxs des algadbres de Banach,
et d'obtenixr des propriétés intéressantes des algdbres localement
convexes, sous des hypothéses convenables(Voir f?gj ).

1.2. Epsembles polvpomialement convexas. Les ensembles convexes

par rapport A certains ensembles de fonctions jouent un r8le impor-~
tant dans l& théorie des fonctions de plusieurs variables complexes.
La théorie dont nous nous occupons se trouve 3 la limite de la théo-
rie des fonctions de variables réelles et de la théorie des fonctions
de variables complexes. IL n'est pas surprenant que l'on voie des
notions de convexité apparaftre ici.

Soit E un ensemble, soit y' un ensemble de fonctions
complexes dffinies sur E, soit X une partie de E. L°on dit
que X est q -convexe si 3 tout point de E qui n'appartient
pas 3 X, l'on peut associer un te¥ tel que JE(x) S ‘flyl'i
pour tout y&X,

Dans R® , 1es compacts convexes symétriques sont convexes
par rapport aux formes linSaires, les compacts convexes sont
monvexes par rapport aux fonctions linéaires. (Une forme linéaire

375
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g'annule & l'origine ane Fonction linéaire est la somme 4'une

forme linéaire et d?une ~onetante),

Nous nous 1ntéiessons 3 des ensembles compacts polynialement
n
convexes de C . (Ces ensembles pourront 8tre caractérisés de la
manidre suivante :

Le compact Xx&c"' est polynialement convexe si, et uni-
quement si x:X dés gue

(P(x}] & maxyéx_il’(y)! (1)
pour tout poliyndme P,

31 ¥ est un compact quelconque de Cn, sa fermeture
polynomialement convexe est 1 ensemble X, des x#c" qui véri-
fient 1 inégalits (1) quelque soit le polyndme P. C'est un com-
pact  poiynSmialement convexe, minimum parmi ceux qui contiennent

X.

1.3. Aldebres de 96néxration.finis. Nous dirons que a,.....a,
engendrent Lopologiquement A si A n'a pas de sous-alghbre
fermée qui contienne les &léments L TEEEE L

Dans ces hypothdses, l'espace structurel de & ast une
partie pclynSmialement convexe de c®, 1'idéal maximal m &tant
identifit avec (8,(m).....8 (m)) @ C".

Nous allons montrer qu'd tout élément "'l"""n" de la
fermeture polynSmialement convexe du spertre, il correspond un,
et un seul caractire de A, soit (r . tel que ?{'1, = 8.

Cela suffira pour établir le résultat, étant donné ce que
nous savons sur les relations entre 1l'ensemble des idéaux maximaux

et les caractéres de A.

Soit donc X, & c¢"™ la fermeture polynialement convexe du
‘spectre de (@a,.....8), et s=(s,,....8 ) € X,. Soit P un poly-
néme. Alors sp P(a) = P(sp a) et, si h(b) est le rayon spectral

e - 1
de b, h(p(a)) = max . . [P(t)
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ruisique P est un polynbme, et s dans X,

jm;} g max, o, (0 = h(e(a)) & Rea)]

veoi mpontre d abord gque P(s8) 8 'annule dés que §#fa) esht nul

p(s) ne dépend gu: de P(a), et l'application Pla) " "~ P{s, =t
pien entendu un homomorphisme de 1 algdbre engendrée (algékrig e
ment) par unite, et LPEERREL W dans les complexes. qui appligre

l'unité sur le complexe 1, et a. &ur s Ensuite, nous nbsai-

vons que F{(s) dépend de P(a) de n.miar: (uniformément) continue
L' homomorphisme peut donc se prolonger au compldté de l'alyehce
engendrée algébriquement par 1,!10....51_' . et ce complété n st
autre gue A,

Nous avons ainsi trouvé un caracvdre qui prenait les va
leurs requises aux points ai. Il faut encore montrer que ce ca-
a, détermi~

nent bien entendu ses valeurs sur l'algadbire engendrée par

ractére est unique, Mais ees valeurs aux points

L PRTTTRL D'autre part, les caractdres &tant continus, les
valeurs du caractdre sur l'ensemble des P(z) déterminent ses

valeurs sur le cl8ture de cet ensemble; donc sur toute l'algédbre.

L'application m —& 8(m) est donc une bijection de
l'espace structurel avec la fermeture polynfmialement conve:e
du spectre de (a’,... .an).

Remaraue : Dans la démonstration, nous avons uniquement utilise
le fait que A é&tait engendré par 80000, , ot 1'unité.
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1.4. Exercices.

i. Montrer que toute partie compacte de Rn est polynSmialement
convexe, si nous identifions R" d'une manidre &vidente avec

une partie de cn.

(Soit X la partie compacte considérée r l'algdbre C(X) est
engendrée topologiquement par les variables et l'unité, et X est
le spectre des variables dans C(X)).

2. Toute partie compacte de " ast 1'image par une application
linéaire Czn - C" a'une partie compacte polyn®mialement con-
vexe de C2", (Utiliser 1‘exercice i).

3. Soit X g C", et sok A 1la fermeture dans C(X) de 1'algdbre

des polynfmes en les variables ByeceosBoo

le spectre de l:‘.....:nl dans A est la fermeture poly-
ndmialement convexe de X, si N est la i® fonction coordonnée.

(Le spectre de {sl.....lu) ast polynfaialement convexe ;
il contient certainemsent X, donc sa fermsture polynialement
convexe ; lorsque (tl.....l:n) ¢ ™ est tel qu'il existe un poly-
ndme P wvérifiant la relation

{2() > max o | P00

il faut encore trouver des fonctions continues sur X, limites
uniformes de polynSmes, et vérifiant Z(siﬁti)ulhl -4,

(Au sujet de cet axemple, nous pouvons cbserver que le
convergence uniforme d'une suite de polynSmes sur X entratne
sa convergence uniforme sur la farmeture polynSmialement convexe
de X.

4. L'alogdbre O _ (D). Soit D le disque ouvert, [z'c1. L’alge-
bre J, (D) est l'algdbre des fonctions holomorphes bornées sur
D avec la topologie de la convergence uniforme. C'est effective-
ment une algadbre de Banach.
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A tout point 8 de D correspond un idéal maximal, m_.
i oent 1'idéal des fonctions nulles au”‘point 3. Les idéaux m
sont leatidéany max‘maux triviaux® de 0Og (D). L'application
§ —> m_  est une bmersion topologique de D dans 1'espace
yoctorel % de Y oo (D).

L'algitre ?)'” (L) a des idéaux maximaux "non triviaax”
c'est svident 1 O b eat '~a compact et m 1"est. La fonctio:
Cotiencrple 2-8 n'a pee 3'inverse A=ne 5’0, , appartient donc A

eal maxamal, adie n'appartient % aucun idéal maximal triv.al

seit @ own ideal marimal non trivial. On pose S‘(m) = fim

si ¢ eat la vailabia. UL'application m-—» . (m) est une app!l!
cation continue de ]'ensaml:le des 1d&aux mh;mux non triviaux dans
ti etrrconférence unité ¢ ¥im) est dans le spectre de 2z, donc

Jp ) £ 1: a'autre pare. si ¢ (m) < 1, on constate que 1'idéal

maxseal @ est trivial,

Un probildme resté ouvert longtemps est celui de savoir si
1 ervemble des idéaux maximaux triviaux est dense dans celui des
{géaix maximaux non triviaux. Carleson vient de lul apporter une
réponee positive ( travail présenté au Congrés de Stockholm). Il
en rémulte, ol f,,....f, sont des &léments de U,. . que
‘p(fi"‘"‘rk} est la fermeture dans C* de 1'ensemble des
(f{(z)....,fk(z)hzfv.

Pour plus de détail au sujet de 6'... (D), et de l'espace
de wes idéaux maximaux, qui a des propriétés topologiques curieu-
ses, on renverra le lecteur A rﬁ] . voir aussi ’34_] .

2. le. calsul écationel . n = 4.

Soit a un élément de A, et P(z) un polyndme d'une
variable A valeurs complexes , ol mSme & valeurs dans A, On sait
ce que l'on entend par Pla). 81 r(z) = P(z)/Q(z!, et si Q(a)
est inversible, on pose r(a) = P(l)Q‘a)-!_ Ces définitions n'uti-
ligent que la sgructure algébrique de A.

379



380 JACQUES TITS

40 .

La topologie de A permet de définir £(a) lorsque f
appartient 3 une algdbre plus étendue de fonctions. HNous
allone définir f(a), ou f(al.... .anl lorsque f est holomorphe
przs du spectre de a, ou du spectre de (a‘.... .an). Cette opéra-
tion aura deg propriétés raisonnables.

Nous &crirons fJa] plutdSt que f(a) pour deux raisons.
4 prewnidre est formelle : £ o8t une fonction, f(a) n'est défini
en principe que si a appartient au domaine de définition de f
ce qui n'est pas le cas. La seconde raison est plus sérieuse
L'é4criture f(a) risque d'entrainer des conflits de notations
tant qu'un certain nombre de théordmes de compatibilité n'ont
pas été établis.

Ce paragraphe-ci est consacré au cas n= 1. La constructicn
donnée au paragraphe 3 est valable pour n) 1, et est indépendante
de la construction donnée ici. Bn principe. le lectsur pourrait
donc sauter ce paragraphe 2, et ne retenir que quelques propriétés
vraies si n = 1, et en général fausses pour n> 1, propriétés
liées au fait qu'd une dimension, tout domaine est un domaine d“"holo
morphie, et au théorime de Runge.

En pratique, il m'a semblé utile d4'insérer cette constructicn
uni-dimensionnelle. Son caractdre naturel est trds frappant. Les
démonstrations ne nécessitent pas d’outil mathématique excessif.
Enfin, la définition de l:l:, par une intéjrale de Cauchy a des
racines historiques relativement profondes (cf [6] . l"aj ).

Au paragraphe 3, nous utiliserons un peu de technique
homologique, dans l'algdbre des formes différentielles extérieures
Cea résultats admis, les raisonnements fourniront assez facilement
le calcul opérationel, la définition de ![’n‘.....ar;; . Cette
construction pourra assez facilement #tre adaptée au cas od A n'est
plus une algdbre de Banach, mais est par exemple une algdbrxe topolo-

gigque (ou une b-algdbre), et ol Bgreeeit

5 ont des propriétés

convenables,
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D'ailleurs. pour tout dire, cette construction a &té ini-
tialement développée dans le cas od A est une b-algdbre (cf 22 ).
Le lecteur trouvera ces raisonnements au paragraphe 3, avec leé sim=
plifications daes au fait que A est une algdbre de Banach.

2t La formuiz de Jaucliy. Suit X  une partie compacte du plan
cromplexe, et U un voisinage de X. On sait qu il est possibie
de trouver un conteur farmd oo Liriiohie, 3. de U.'“--‘x ., ©Ou une
somne de tels2 ormtoures, de manidre telle que

, Ha g (2)
das que z appartient 3 un voisinage convenable de X, (U "X est
1'ansemble des pointas de U qui n‘appartiennent pas A X).

2w akeas
£(2) 303

Le contour J n'est pas déterminé univogquement, mais sa
classe d'homologie dans U\X est "naturelle”, C'est-3A-dire.
soit U'&U un nouveau voisinage de X. et considérons la classe
d'homologie de U'“\X que 1l'on 46finit en appliquant les consi-
dérations ci-dessus, & U'. L'application identique de U'“ X dan:
UNX induit une application de l'homologie de dimension 1 de
U'%\ X dans celle de UNX. Et la seconde classe d'homologie est
appliquée sur la premidre de cette manidre.

L'explication suivante permettra a certains de voir plus
clairement ce qui se passe, Boit V = U\ X, Considerons les homa
logies de dimension p de U, de V, et de U modulo V. puis
ia suite exacte d'homologie. Nous avons notamment une applicarion

Hy(U mod V) =% H, (V)

L'ouvert U orienté positivement est un cycle A support compact
da U modulo V. Un élément de Hz(U mod V) est ainsi défini.
La classe d'homologie de dimension 1 de HlIV) qui nous inté-

resse est l'image de cet élément de H, (U mod V).
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De toute fagon, quelle que solt 1'explication que l‘on
donne, 1'existence de cette classe d'homologie est fondamentale
dans tout cours de fonections d'une variable complexe.

2.2, gupstivution. Soit £ une fonction holomorphe sur U, il

est natvre)l A'Serire
t W) =g !5 £(s) (s~a)"ae 3

loresue i appartient A la classe de cohomologie de U\ (sp al
diécrite au pumére 2.4,, si U est un voisinage du spectre de a.

Cette J-finiticn n'est en fait qu'une extension de la formule
de Cnuchy (2).

La détinition de £ Ya] est légitime : 1'intégrande,
£(s) (s=a)"! est holomorphe sur U\.sp a. 1'intégrale ne dépend
donc que de la classe d'homologie de j dans U\(sp a).

Il est évident que £ [a] 4épend de f d'une manidre
linéaire, et continue lorsque 1l'algddre des fonctions holomorphes
sur U est munie de la topologie de la convergence compacte.

Dans la définition de £ Ta] , nous n'avons nulle part
utilisé le fait que £ soit une fonction A valeurs complexes.
Nous pouvons tout aussi bien définir £ Ta] lorsque £ est une
fonction holomorphe A valeurs dans A.

Et si f(s) = (z-a)g(s), £ T2 est 1'intégrale de
g(z) eur le chemin fermé 3 : ce chemin fermé est le bord d'une
chaine de dimension 2 dans U, l'intégrale est donc nulle :

f [a: = 0 si £ (z) = (z=a) g(z)
avec g holomorphe sur U.

§i f(z) est une fonction entidre, nous pouvons prendre
pour chemin j un cercle de rayon suffisamment grand, et orients
dans le sens positif. Et ¢ [l] est le résidu A 1'infini de
£(z) (z-a)"t. En particulier, si f£(z' est la constante unité,

f Ta! est le résidu A 1'infini de (:-l)-! gty ees €t est
donc égal A 1l'unité,
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Soit ensuite r(z) = P(z)/Q(a) une fonction raticnel-
le dont le dénominateur, Q. ne s‘annule pas sur . ; Q(a)
est alors inversible, on peut &crire r(a) = p(a).o(a)™t
{Nous supprnsons que le dénominateur est & coefficients complexes)
tn ¢aleuwl amimple sur les polynSmes montre que r(z)-r(a) est
livairilite par (z-a) dans lL'algdbre des fonctions holamorphes sux

k&) . DAY Conesjient

r f_a," - g_{g_%_ j“z—a)"dz = r(a)

O mait que les fonctions rationnelles sont denses
dans 1'aljetre des fonctions holomorphes d‘une variable, sur un
ywivart, cette algéhre étant munie de la topologie de la convergen-
ae conparte, C'est le théoréme de Runge,

Revoyons les propriétés de l'application f£(z) - £
qui oint 5tA établies jusqu'd présent @

Lal

C'est une application linéaire continue dans A de
1'algdbre ¥(U,A) des fonctions holomorphes sur U A valeurs dans
A . Elle applique la constante 1 sur l'unité de A, la fonc-
tion 2z sux l'#élément a, et sa restriction 3 une sous-algdbre
dense est un homomorphisme. Par conginuité, cette application est
un homomorphisme de B(u,A) dans A.

2.3. fFonctions holomorphes ords 4'un Compact. Si X est un
compact de C" , si E est un espace de Banach, J(X,B) est la
limite inductive localement convexe des algdbres dw.B) , U
un voisinage de X.

Cette définition demande A 8tre précisée. Nous considé-
rons les couples (U,f), ol U est un voisinage de X, et f
une fonction holomorphe sur U A valeurs dans E. Deux couples
(U, £) et (U', £') sont dits Squivalents si X a un volsinage U
(contenu dans UMAU') sur lequel f et f' cofncident. Il s‘agit
bien 4'une relation d'équivalence entre couples (U, f). Les classes
d'8quivalence seront appelées " fonctions holomocrphes prés de X

383
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et A valeurs dans -E“, Et O(X,E) est 1l'ensemble de ces classes

d‘équivalencs, avec une stricture convenable.

ne structure d'eapace vectoriel se définit d'une na-
pi2r— spunid: ot sur S(X,E). 8i E,F.,G sont trois espaces de
bersch , et w3 B F " G est une application bilindaire continue.

plova o frndnit de manidre évidente une application de

Pla,ey i dgyei Saus 00X,5), En particuller, O(X,A) est une
ahyihies 51 2 est aue alydbre de Banach, et O(X,E) est un

DU eduie wel ioe eert Lespace de Banach E.  (Nous écrirone
sénfy ajeps,® o oo aix,c) si ¢ est le corps des complexea)l

toe tomoiogle sat définie sur O(X E). Par défini-
tinpn, noe portle convexe de et espace est un volsinage de l'origi~
ne 0ih, el wnlguement sl gon image inverse par l'application struce
turelle O, ED UIX,E) est un voisinage de l'origine pour la
topoiovie de la convergence compacte de O(U,E}, ceci quelque soit
le voisinage U de X, L'applircation structurelle G(U,E) -» G(x% E)
applique €. O(U,E) eur la classe a'équivalence de (U.f).

La topulogie de 0(X,E) est donc la topologie locale-
ment convexe !'a plus fine telle que les applicetions structurellea
soient toutes continues,

Je préfédre ne pas trop m'avancer, au sujet des proprié-
tés topologiques de O(X,E). Il est clair que c'est un espace
de Hausdorff : on peut trouver des formes linéaires qui ne s'annu~
lent simultanément qu'd l'origine. Il est vralisemblable que l°ap-
plication &(X.B) «O(X,F) -4 O(X.G) associée A une application
bilinéaire continue E<{ P -+ G est continue, de méme qu‘il est
vraisenblable que O(X.E) est un espace complet,

Mais lorsque j‘ai &tudié ces espaces , en 1954 ;?ij"
je me suis borné A 1’étude des espaces de fonctions holomorphes 3
valeurs complexes, O(X). A leur sujet, on peut certainement
affirmer que O(X) est un espace complet, gue la multiplication
des fonctions est une opération continue, et que Eﬁx) est une
alaabre A inverse continu. (L'application (£.q) === fg est
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continue, tandis que l'application £ ~=1/f, qui est définie
au voisinage de l'unité, y est continue).

Enfin, l'espace O(X) est un espace de Montel, une
partie bornée de S(X) est 1'image par l'application structurells
d'une pertie hwornée d'un espace ‘6(0). Les espaces 3(X.B) n'ont
biun entendu aucune prétention A #tre de Montel, mais ils sont ton-
neifs , et leurs partiesd bornées sont des images de parties bornéer
d'espaces B(U.E).

Le lecteuy se demandera ce qu‘il advient lorsque E
n'est plea un espace de banach, mais un espace localement convex+
complat, Dants ce cas, je ne suis plus trds sfr de ce qu'il faut
appeler U(X,BE). L'espace E est une limite projective d'espa:us
de Ranacit Lj. On peut torger a définir ¥(X,E). soit comme lin.t.
inductive d'espaces localement convexes B(U, B), soit comme limi-
te projective d*espaces ’E\'{x, Ei). En général, ces opérations de
limite inductive at de limite projective ne commutent pas. 11
existe «des indications que la limite projective des espaces
Elx. E;) donne une définition plus .l.ntbreumt.: d'un espace
O0(X, E), cque la limite inductive des espaces 0O(U, E). Une
étude de ce probliéme doit de toute manidre 8tre lide A celle des
produits tensoriels topelogiques d'espaces localement convexes
coniplets.

2.4. Application de O(X.A) _dans A. L'algdbre O(X,A) étant
définie, il n'est pas difficile de A4&finir une application,

£(z) -~ ¢t {al , de O(X,A) dans A, en cbsexrvant gque les diverses
applications O(u, A)== A que nous avons définies au paragraphe
2.2, vérifient les relations de compatibilité vis-3-vie des res-
trictions O(u,A) —# O(U',A) (si U'& U), et induisent donc une
applicaticn de la limite inductive.

La structure algébrique, et la structure topologigue
de T(X,A) sont définies de maniare telle que lapplication
3()(. A) % A est un homomorphisme continu,
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Comme je l'ai 46ja dit, je parlerai plus volontiers de
©1X), qui est une sous-algdbre de O(X.A), que de O(X. A),
parce qu'il se fait que je connais mieux la topologie, et les
propriétés de O(X) que celles de T(x, A).

2.0, Fonctions compugfes. Boit £ une fonction analytique
ety de sp & 3 slors  ap tt“n;.l- f(sp a). Etant donné la rela-
iy Tae fous JONMAs sscns entre le spectre d'un dldment et 1'es-

javes toructurel, 3l suffit de montrer que f»(m} = £(&(m)) =1

. Main goilt H: A-® A' un homomorphisme continu de
1'al (Skiy de Eonach A unité A dans une algdbre de Banach A
anits A, aa dupisgue unité sur unité, et a sur a'. Il est
&vident que sp a' sp a, et si £ est holowyrpne prés du spe: <re
de a4, gue [ 3'! = H(f {a} ). Nous pouvons arpliguer ce ré=ultit
lorsque A' ¢st Je corps des complexes, H Stant le caracteére
atsocif 3 1':d%al maximal m, b(m) est l'image de f£[al par le

caractare, taadis gque £(8(m)) = £ [’!(n]:: .

Soit ensuite g une fonction analytique pras de
sp f [_a]: f(sp a), alors g(f) est analytique pras de sp a.
Nous pou-vona définir gl ffg] en appliquant le calcui opéxatione:
A £ [al : nous pouv-.msﬁutinir g(f) [IJ en appliquant le calcul
opfrationel 4 g(f) et a. Nous allons montrer que ces deux 81&-
ments sont égaux :

- Fgn oY
g(f) ja; = g)fjajf
(Nous avons supposé implicitement que £ était une fonction numé-

rique, mais g n'a aucune raison 4'étre numérique, peut-8tre un
&lément quelconque de B(x., A)).

La démonstration est trds simple. Les applications
g -4 glf) [al et g--» q[![ a}' sont deux homomorphismes continus
de Olsp £ Ld)dans A qui appliquent tous deux unité sur units,
et appliguent tous deux la variable sur f :lg Ces deux homomor -
phismes cofncident donc sur 1'ensemble des fonctions rationnelles,
et cet ensemble est dense dans O(sp £[a)}).
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2.6. Exercices.

i. Supposcns que 8p a ne rencontre pas l'axe réel négatif, ou

uri are quelconque joignant l'origine au point & l'infini., Il est alas

naadnlae de dAfindy at pour tout t réel 1l'application ¢t -+ at

€8t un homoirnrphisme continu du groupe additif ces réels dans le grou

p2 nultiplicatif des £léments inversibles de A,
2. Soit t ey (ti un pomomorphisme contina du demi-groupe additif
ded réeis noe nfgatits, dans A, qui applique O aur l'unité de
A. Le calew »nératicasl permet de définir log f-(t) si t est
carffigairmens oo, ot ¢ =9 log'f (t) est un homoworphisme
comitinu d'un germe Jda demi-groupe R+, + dans A, +. Cet homomor-
phisme doit étre uw: soplication linéaire t =+ ¢,x, pour x ¢ A,
et'T {€) = explex.,

C'est le cas trivial du théordme de Hille-Yoshida | 12,
{semi-groupes uriforpfment continus).

3. Suppouscns que 3p a = xgu xz soit non connexe, xi‘ xz étant
g et &gale
a 1'unité au voisinaye de X3 alors f est holomorphe prés du

spectre, et f [a] eat un idempotent non trivial { si ni X

ni X, n'est vide), ( cf L!BJ ).

fernds dicjoints. 3vit £ nulle au voisinage de X

1

3. L@ caloy! oodrationel . onid.
roug eornstrulsons ici le calcul eopérationel pour un
nombre quelcoajque ( fini: d'éléments de A, Lorsque n=41 1la cons=-

truction donnée ici, et celle du paragraphe précéddent dérivent 1"une
de l'autre en appliquant la formule de Stokes.

Nous devrons introduire des formes différentielles ex-
térieures sur C", Toutes les formes gue nous considérerons devront
&tre multipliées par ds,.i ...sdnn avant d'é#tre intéyrées. Dans
cette optique, il sarn raisonnable de considérer 1. guotient de 1°

alyébre des formes extérieureg sur cn (ou sur dea cuverts de Cn!.
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par 1*idéal gue les formes linéaires di!g ..“dsn engendrent

(si B 0 saeuBy sont les variables complexes). Nous trouverons

des formes diffdrentielles extérieures non nullee de degréa
Yy 4y sl D, gue nous pouarrons identifier A des formes extérieu-
res en d8,, ....dF .

i Tt

1L van drin evasat, d viogserver que s 7unctions holo=
¢shes d» (:,, .., ,8 } sain des formes fermées nodulo ds. et
1 L
i~ tagredy w,
T

Lis medt 1 Lo doie jamz dsiﬁ coe ds_ rraseforme une

T o afe Clakes de conone loois modulo dg, de daqié o et A

oMU C NS L, 20 wre Tofme Ou une classe de cohvaclonle usuelle,

Mede s dear s 2, Certe derndif®re forme cu eclasse peut alors 8tre
ahibtifrée sur o doaiine,

3o e e ety ,._A_(s,,l. Nous avons d4fini le soectre de

L ...,-an} comme 1 ousemble des (.1' ....nnlﬁ "
n'exid.:2 pas e (u‘, SEEELN )4.\“ vérifiant la relation

tels qu'il

a.(a1 “8l 9 = 1 {4)

Nous pouvons donc trouver des fonctions \li{l]q a valeurs

dans A, sur c"" (sp (a,,....8 ) , qui vérifient identiquement la
relation [4) adur leur domaine de définition., Cette relation ne
détermiie bion ertendu pas univoquement les ‘onctions ui(n). Et
il n'"y a ducane raison de supposer que les fonctions uila) alent
aucune propridts de réqularitd particulidre.

1i est toutefois possible de les régulariser, de trou-
ver pur exem)le des fonctionre indéfiniment dérivables qui vérifient
=745l La relation (4).

<~ “uiddrons un point t/np a, puis un systéme de u
vérifiant la relation 3 !aj-tijul i = I. Alos
iz 8)) LR B ;5,(1:i - “1)“1.1;
est invecrsibie @i 8 ast voisin de t, notamment sur un voisi-

nage Vt de t. Nu'i: posons alors sur Vt '

i.t
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X ; i =
M toE % Hg pe] 4 NG, I
afin que u (s} s=oit une fonction indéfiniment dérivable sur

v

i.t
qui vérifie identiquement sur Vt la relation (4).

£
Cette méthode permet de régulariser iocalement les

fonctions uy (s8), au voisinage de chaque point de leur domaine

de définition. On régularise alors globalemert ces fonctions a

1'aide d"une titinn de l'unité :
par

Il existe :_‘19'1 une suite t, de points de ¢™usp a
et une suite gk(a). de fonctions indéfiniment dérivables, non né
gatives, telles que

M soit A support compact dans V 0

aucun point de Cn\up a n'appartient A une infinité
de supports de fonctions Iy

la somme ‘:.'L.-gk(l) est constante égale A l'unité.
On pose alors

u'ite) = 'f;gkh} u

L.t (8)

la somme étant étendue A tous les k tels que s V
est indéfiniment dérivable, et

tkw La fonc~
tion u'i

Z(a;~s;) u‘,(s) =1

Nous avons ainsi régularisé le coefficient v, sur cn\sp a.
3.2. Une forme extérigure. Soit V un voisinage de sp(a)
puis y(s) une fonction & support compact dans V, indéfiniment
dérivable , et identique A l'unité au voisinage du spectre.
Prenons les fonctions u“i(l) que nous venons de construire;
et définiesonas

vi(e) = (1 = y(s)) u’,(s)
sl s ﬂ sp'a),
vy (s) =0
si 8 & sp a. Les fonctions vi(t) sont indéfiniment dérivables
a valeurs dans A, et
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L«‘{ai—ai) ‘?i(s) + yl(s) = 1 { 5)
La fonction y est & support cémpact dans V.
Considérons la forme différentielle extérieure
wiv) = ni dv’r- ...Advn (€)

Cette forme différenticlle est A aupport compact dans V.
{Rappelons que toutes les formes différentielles que nous consi-
dérons sont prise modulo les différentielles des variables complexes)
nifférentiant la relation (5), nous obtenons la rela-
tion
Zlag - s) av, +dy =0 (7)
Appelons @({v) Lla forme de degré n -1 1
Fw = 2(- nit vy av
Alors
i 1 ) av
dyw = (ai s, i

l“' ...Adoja\ aes ﬂdvn

a2 (-1)3" vyav,a . ..ndvjn ceohdv

- - I(ni- 31) vy dv,A... Advn

i
- ty"“) d\?lﬂ a--dﬁvn

ce qui &tablit le résultat voulu :
wiv) =n ° (y av A ... Adv =~ ayA @ (v)
La support de . est contenu dans celui de Y.

3.3. Cohomologie de ti'(v). A des fonctions Vyr vessVps ¥ vérifiant
la relation (S), v & support compact dans V., nous avons associé
une forme extérieure u-(v) , A support compact dans V, et définie
par la relation (6). cConsidérons d4'autres fonctions. v'l.....v“
y', de nouveau indéfiniment Gérivables A valeurs dans A, sur
¢", y' A support compact dans V, et vérifiant elles aussi la

relation (5), c’est-a-dire

n'

S -8 u(s) +y'(s) =1

identiquement sur c®. lLa forme extérieure :»(v') est aussi
A support compact dans V.,
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Nous allons établir l'existence d'une forme ¥ de degré
n-1, et telle gque

wiv) = (v') = a%
1a forme " &tant A support compact dans V elle auesi,

Nous observons d'abord que
g -V o= i'z (ag - » lv'j +y | vy

v

L

~vil2 @y =) vy ey
- F{nj-aj) ® 1j+‘ﬁ1

avec

L S ¥Fyyaw, 3

lLes fonctions -s“. "y sont indéfiniment dérivables, ¢ 13 & -y
A ¢ st A support compact dans V. Il suffira donc d'établir
le résultat w(v) = ' (v') = a¥ , § A support compact dans V¥,
dans deux cas particuliers

i3*

vy = v, ti(s) “2"'2’
v'z v, =4 (s) ‘I‘-l‘,
".3 ™ Vi eees v'n =V
vi = ¢ P (s)
WAPILA TICIYTI AL S
ﬁ (=) &tant supposé A support compact dans V. Le théordme géné-

ral sera établi par une application successive de ces théorimes
partiels.

Dans la seconde hypothuo '
6\!"‘ -..“CV’“ - dv“ O-Jdvn

- a[Pavzn - mva

ce qui est le résultat requis.
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Il reste 3 envisager la premidre hypothdse :

. . o
av 1&... ddv - dvlﬁ ...advn

j i -
.,{:1{»" + & flay-s,)) Adlv, & . (a,~s,)) - dv, av,|
ﬁd\?sf. P | dvn

‘b". - -
==\(a,-8,)dv, + (a,~8,) dvz]a acAdv, ... av
= dy Add dvsn ase -‘.dvn

Le résultat annoncé est également vrai dans cette condition.

Une classe de cohomologie A support compact dans V
est ainei associée A (a‘. PP au). dds que V est un voisinage
du spectre de (u‘. ....ln). Cette classe de cohomologie contient
la forme n: dv‘p eve tdvn lorsque Vye +eesV, soOnt des fone-
tions indéfiniment dérivables telles que i~ 2“1—'1)“1 soit A
support compact dans V.

Rappelons ici encore que nous parlons toujours de la
conomeologie module d'l' ....dtn.

3.4. Eroduits directs, Considérons des &éléments By ecesdp,

puis by, ..., b, de A, un voisinage Vv de spla,, ..., ‘n)'
un W*.in.gﬂ W Ade .p(b’f --'cm)n L'ensemble ViAW < C’“‘k est

un voisinage du spectre de (li. ceesd . bt' ""hkl = (a,b).

Une classe de cohomologie A support compact dans V
est associée A (a), une classe de cchomologie A support compact
dans W est assocife A (b).

Dans VAW, nous pouvons d'une part considérer le pro-
duit direct de la classe de cohomologie associée A (a) et de celle
qui est associée A (b). D'autre part, nous pouvons considérer
la classe de cohomologie qui est associée A (a.b).

Cea deux classes de cohomologie sont fgales.
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Nous considérerons des fonctions uge Yo indéfiniment
dérivables sur C", avec Y A support compact dans V, qui véri-

fient identijuement

‘.Fc"!,:" *
11) b.i y = 1

et des fonctions vja y"., indéfiniment dérivables sur cky y'
A support compact dans W, qui vérifient identiguement

Sib,~t, +y' =
(J J)vj 4 1
Il est clair que

33(a1-ai) ui(s} + & ('.bj-tj3 y(s) vj(t) + y(s) y'(t) = 4

identiquement sur Cn+ko

Le produit direct des classes de dohomologies associéea
A (a) et (b) contient la forme

na.:k: duf‘ .o dun dvi s he dvk

La classe ce cohomologie asBsociée a (a,b) contient la forme
(n+k) & au, ..q du atyv,) ... dlyvy)

cette seconde forme étant encore &gale A

(“"’k, : Yk du‘ osn ﬁl:ln dV ') dav.

i k

En effet, Uy aves U,» 6t Yy ne dépendent que des variables

Byv eees 8, la différence entre ces deux formes ne contient que

des termes de degré supérieur & n en ges variables,
Il suffira donc de montrer que

r-1

du du

n
est la différentielle d'une forme extérieure d support compact
dans V. Mais calculons

r
(n+r) y du‘ Vi d“n -y
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¢l[y‘2(—ui“ui dub ... #A04 ... Adu

s r Yr-i dy {Z(ﬂJbi uy du’ ... dft

+n y‘ du’ v dun

" dun‘)

= - yr*1(2=(! -s.) du,)

b W | b
ARty aus . AAOA ... rdu

+n yr duiﬂ ese i‘dun

]
1
H

r—1
Y [}, (ai-ﬂi)ul.] dua ... tdu

+n yr du.é ... h‘.’mn

r-1

- (n+1) ¢y du, s ... ﬁd‘lln —ry ‘dua ... hdu

ce qui est le résultat recherxché.

Les deux formes gue nous considérons sont donc dans la
méme classe de cohomologie ( modulo ds).

3.5. péfinition de £ [a] soit £(z,, .... 2 ) une fonction holo-

wmorphe sur un voisinage V du spectre de (a,, .... anl.
Nous définirons f )a} en posant

" L]
£ [a} '(ﬁ?)“ jv £(z) Av,A ... A8V A dz ... Adz

les fonctions v(z) étant choisies de manidre telle que
- 3 -
1- 2 ~2) v (2

soit A support compact dans V. La premidre partie de ce paragra-
phé avait notamment pour but de montrer que cette définition est
légitime : l'intégrale est définie quelque soient les fonctions v
choisies, et ne dépend pas du choix arbitraire de ces fonctions.

Il est d'autre part clair que l'on définit ainsi £ [a’' d‘une ma-
nidre compatible avec la limite inductive,c'est-3-dire que f =&
est défini lorsque f est une fonction holomorphe “prés du spéotre"
appartient a g(ap a,A).
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Supposons ensuite que b ""bk solent d'autres

éléments de A, que g(yi, pe— yk)isoit holomorphe sur un voi=
sinage du spectre de bl‘ ‘hk puis que h(z,y)= f£(2) q(H

Nous avons montré, en fait, au numéro 3.4. que 1° mtégrale dafs

nissant h {a,b' se décomposait en un produit direct d'intéarales
que

h 'a,b: = fia. g !b!

Supposons que la fonction f(z!. SRR } appartienne 2

c){sp a, A), ot méme ) 1'idéal engendré pac (z -a ,,..,znw“f

4o
dana cette ainébre, Dans ces conditions € (2= 0, Br fait noue
allons montrer que (zi-ai) dvl& .,.ddvn est la difflrentielle ¢ une
forme 3 support compact. Par exemple

‘z:"ai)dvi" ...ndvn = - dy "'d"z-“ e dvn

ce qui est le résultat voulu. Le résultat analogue est &tabli
pour 1 ¥ 4 dune manidre tout A fait semblable.

f:aj est 1'unité de l'algdbre si f est la constante
unité. Tout d'abord. la constante unité est le produit direct de
n fonctions, ne dépendant chacune que d‘une variable, constante
et égale A l'unité., Il suffit donc d'établir ce résultat lorsque
n=4, Pour f identigue A 1l'unité, a un &lément de A,

t"lza"‘-;’f;_-i‘jdvdz--z—!‘;-i jjvdsu (z-a)~ "' az

- .

2n i ' j

Nous prenons pour j une circonférence, orientée positivement.

et de rayon R seuffisamment grand pour que (a-z) v(z) = 1 &i
|z| » R mais v(2) = (a=2)"' sur j dans ces conditions.

On sait que 1'intégrale définissant £ f__a;!, est effective-
ment égale 3 1'unité (moyennant un choix convenable des orientation:

Nous avons ainsi d&fini € *_'_a_'! lorsque f est holomor~
phe "prés du spectre”, et établl un certain nombre de propriétés
de cette opération. Si le "théor2me de Runge” &tait vrai. si les
fonctions rationelles étaient denses dans les fonctions helomor~
phes, nous pourricns tirer de ces quelques observations toute sorte
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de propri&tés du calcul opérationel que nous venons de définir.
Tel n'est malheureusement pas le cas, nous devrons donc travailler
un peu plus longuement avant d'obtenir les propriétés qui nous
intéressent.

3.6, Invariance linéaire. Commencons par &tablir le ré&sultat sui-
vant : Soit T:ic"==cX une application linéaire. Solent
a0 eeosa des éléments de A, puis b = Ibi" ﬂ._.bk) 1'image de

a =(a,, ....an} par l'application T. Le spectre de b est l'ima-
ge par b du spectre de a. Si £ est holomorphe prés du spec-
tre de b, £ (T) est holomorphe prds du spectre de a, soit
g=£(T), et £(b) = g {aj

1l s’agit d°'un premier théordme de compatibilité du
caleul opérationel avec la composition des fonctions.

Le théorame relatif aux spectres est &évident, parce que
pour chaque idéal maximal m, B(m) = 'r(l(nl) .

Nous observons ensuite qu'une transformation linéaire

T est toujours une composée T, - ?z - 'g.o T‘. ‘1" et T, inver-
sibles, T, é&tant une projection A w»C t(s,, "“'n)"'*’
L]
"111 o--t.n.)- et Tz une I.nj.ction Cn w—t ck '('i' ..‘..n_)-m:,
(li, cee08,.0, «+es0). Le nombre n' est le rang de T, »
Il suffira d'établir le théordme dans trois cas particu-
liers :

T inversible, T une projoction(l‘. ....snl —p (81, ceesB
et T wune injection (31. ....sn)—-n ('1' ....-n.oi.

s aig)e

Lorsque T est inversible, le résultat est obtenu par
un changement de variables dans uné intégrale multiple. Ce change-
ment de variables n'a rien de particulidrement excitant, nous ne le
ferona pas ici.

Dans le second cas que nous avons & considérer, k=n=1,
(bys «vooly) = (a,, ...,a _,). La fonction £ est holamorphe de
n -~ 4 variables, et q(zi. esee® ) est définie comme &gale 2
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fle,, ....zn__’}.. La fonction g est donc le produit direct de
f par la fonction de z, qui est constante et égale A 1l'unité.
Et g[bj=f [a) 1 =¢ [a;

I1 reste un troisidme cas A considérer, k=n+{i.a, = bi
(i=1, -oorn)s b

n+1 =
et g(z,. ...,z) = £(z,, ...,2_, O).

0. Nous avons une fonction t(zi. seeZpiaye

Le spectre de (ai. ....an.ol est le produit direct du
spectre de (al. .....an) et de l'origine. Un voisinage du spectre
contient le produit direct d'un voisinage du spectre de tai. ...,an)
et d'un voisinage de l'origine. Nous pouvons supposer sans nuire
A la généralité que le domaine de définition de f se décompose
en un produit direct de cette manidre. Sur son domaine de d&fi-
nition,

t(zt. ceasZ

n-H} = Eizt. -...sn.o) 2 h(zi. °""n+i)

= g(zi. ....zn} +z o h(z’, ssagBiiae

n+i

La fonction g est holomorphe sur un voisinage du spec-
tre de ta‘. .a..an), la fonction h est holomorphe sur le domai=-
ne de ¢£.

Nous voyons que f est la somme du produit direct de
g par la constante unité, et d'un &élément de 1'idéal engendré
par z,. ., =2 . ~-b. . . Bt f [p] sera 1a somme ae g [a; et
de zéro.

C'est le ré&sultat annoncé.

3.7. Pxopxiété multiplicative. On démontre maintenant que 1‘appli-
cation f(z) — f]aj est un homomorphisme en combinant 1'invarian-
ce linéaire ( pour l'application diagonale) et la multiplicativité
établie pour les produite directs.

On doit démontrer que f [ﬁ-g gfal=nh %3‘. si flz)g(z)=h(z)

Nous posons H(z,y) = f£(z)g(y). et appelons T 1l‘application

g—+(2,2) e c" dans c29,
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La fonction H est un produit direct de fonctions,
H Ia.,aﬂ_ = fla g ‘a, D"autre part, h{z) = H(Tz). et par consé-
quent h {_a.:i. = H l"ral = H [a.a‘.j Nous avons effectivement le
résultat demande : £ Ea:} gla]l = n[al.

3.8. Composition des fongtiongs. Soient 8,0 cenca des &léments
de A, et solent £i0 vnns £, des fonctions holomorphes & valeurs
complexea prés du spectre de nt(al. ....,an). Pusons ensuite
b, = £ ‘_:a_'z

Pour tout idfal maximal m, Bilm) = Eiia{u)}. Le spectre
de b est ainsi 1'image par f=(f,, ...,tk) du spactre de a.

Soit ensuite g(y,, ....}'k) une fonction holomorphe
pras du spectre de b, la fonction h(z) = g(£(z)) est holomorphe
prés du spectre de a. HNous allons montrer que g Dﬂ- h [lJ "

Nous allons considérer le spectre de (a,b) & c'“'ks puis
la fonction

Flz,y) = h (y) - g(x)

qui est un &lément de a'{sp(n.h)h En vertu du théorame d'invarian:
ce linéaire, P ja.b] = h [b] - g {a]. 11 suffira donc de mon-
trer que r {a,b] = o.

La fonction F(z,y) s'annule si y = £(z). Nous allons
montrer qu'elle appartient 3 1'idéal ingendré dans 5(09 a,b )
par les fonctions yi-ti(z), donc que l'on peut trouver des fonc-
tions "1(1’") telles que

Plz,y) = £ (v, - £,(=)) 'fi‘?""

Alors, .

Plan]=2 o - £y [an]
= 0,

Et l'existence des fonctions ¥ est assurée. On n'a
qu'A poser
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l?(yi.---‘»Yiag:u_i(z)....,gk(z).li.....zn )

\fitz.y) =

= Flysoceenyy 009:(2)0..009,(2), 2,00, .zn)]

¥~ 91(3}

La démonstration est ainsi achevée.

3.9. Exercices.
1. Tous les théorémes de ce chapitre sont vrais lorsque A est une
algébre localement convexe, compldte, commutative et A unité, qui
est une algédbre & inverse continu.

Toutes les propositions préliminaires que nous avons
utilisées dane les démonstrations sont vraies lorsque A est 3
inverse continu. La théorie pourra donc 8tre appliquée a l1l'al-
gdbre O(X), des fonctions holomorphes prds d'un compact X de
c“. et A valeurs complexes.

2. Supposons A commutative et & unité, et d'autre part locale-~
ment convexe compldte. (Les hypothdses topologiques pourront méme
8tre fortement assouplies cf L2 2J. ch 1).

Soient a,. ....m des éléments de A, et S une partie compacte
de c". Dans certains cas, i1 est possible de trouver des fonc-
tiona indéfiniment dérivables sur le complément de S, A valeurs
dans A, et bornées 2 1l'infini, qui vérifient la relation

E:{aL - 8;) u(s) =1
identiquement sur leur domaine de d#finition.

Nous dirons alors que (a,, ...,an) est un n-uple régu-
lier; et que "S contient le spectre de (ai, ....an)". Cette locu-
tion "8 contient le spectre” a un sens, parce que l'on montre
(avec une partition de 1'unité)que l'intersection des compacts qui
"contiennent le spectre® a encore la propriété considérée : il
est raisonnable d'appeler cet ensemble "le spectre de (a,, eenoa )’
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Adaptant convenablement les raisonnements ci~dessus,
on définit de nouveau f fai, ""'n.] » lorsque £ est holomorphe
"prés du" spectre de aj-. ....,an. Et l'on montre notamment que
1'application £(2) ¢ f  a; est un homomworphisme.

3. Dans 1l'esprit de l'exercice 2 , on constate que les coeffi-
clents uith) peuvent &tre choisis indéfiniment dérivables sur uxn
ouvert, s'ils peuvent y &tre choisis bornés, ceci en appliquant
convenablement les théordmes établis dans 2'22__5 s

4. 8Soit X une partie compacte da L qui a un systame fondamen-
tal de voisinage qui sont des domaines 4'holomorphies. L'algdbre
S'(xi est une algdbre 3 inverse continu compléte,

Les fonctions coordonnées z,. ,,.,zn(lea variables) appartiennent
A 0x).

Le spectre de (:‘. ....nnl' dans 1l'algébre g(x) est 1°
ensemble X lui-mdme. Pour &tablir ce théordme, on appligque le
théordme qui affirme, lorsque D est un domaine d"holomorphie. que
des fonctions holomorphes u,, ....ukls). sur D, engendrent 1°
idéal unité de ‘o"(n) si et unigquement si elles ne s’annulent pas
simultanément sur D (cf H. Cartan [3] , et K.oka (18] , H.cartan

[a1).

Dans les exercices suivants, nous dirons simplement que
X est un compact d'holomorphie dans ct lorsque X est un com~
pact de c“ qui a un systéwme fondamental de voisinages qui sont
des domaines d'holomorphies.

5. 8oit X un compact d'holomorphie, puis H: 0(X)-~»A un ho=-
momorphisme continu de O(X) dans une algdbre topologique A qui
applique unité sur unit&. BSoient {l’. "".n) les images dans

A des variables ., Byo eeerZ.

Alors (.1a .....anl est un n(uple régulier, dont le
"spectre” est contenu dans X, et H applique f£(z) sur £ ‘a .
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Il s'agit d'un cas particulier du théordme, évident, af~
firmant que Ha est un n-aple régulier si a en est un, le
spectre de Ha étant contenu dans le spectre de a, et
£fHa) = u(f (a, ), lorsque HitA, ~# A) est un homomorphisme d'
algdbres topologiques compldtes qui applique unité sur units,
Bien entendu, on vérifie que f /'z' = f(z).

Nous obsaervons, entre autres, gu'un homomorphiame
continu de O (X) dans une algdbre topologique qui applique
unité sur unité est déterminé par l'image des variables
240 cs0sZ;, lorsque X est un compact d'holomorphie. Lorsque
X est rationellement convexe, ce fajt découle du théordme de
Runge, mais si X n‘est plus rationellement convexes, les
fonctions rationelles ne sont plus denses dans O(X), et le

théordme de Runge ne peut plus #tre appliqué.

6. Bf X n‘est pas un compact d'holomorphie, mais si sa
cloture d'holomorphie , x,. est univalente sur cn. les algd~
bres O(X) et ﬁ(xil sont isomorphes, les Sfordmes &tablis

pour les compacts d‘holomorphie sont applicables A T(x).

8i la cloture d'holomorphie x‘ de X n'est pas univa-
lente, nous pouvons trouver deux points =, z', qui ont la
mime projection dans C". Les applications £ - #£(z), £-+£(z')
sont deux homomorphismes de O(X) dans C, qui sont continus, maia
appliquent pourtant les fonctions oocordonnfes sur les m@mes nombres
complexes.

7. Boit X un compact d'holomorphie, et soit E un espace de
Banach. (ou un espace localement convexe complet). L'espace

des applications linéaires T: O(X)—E peut s'identifier avec

une limite projective d4'espaces de cohomologie (modulo dl’. "”d’n‘
de formes de degré n, A coefficients indéfiniment dérivables,

A valeurs dans B, et A suppott compact dana les voisinages de X.

8i V est un voisinage de X, si v‘(a). .....vn(n) sont.
des fonctions indéfiniment dérivables sur ¢" A valeurs dans
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T(x), telles que ‘-2“1"1)"1") soit(comme fonction de s)
a support compact dans V, alors n! dv’ ces dvn définit une
classe de cochomologie A support compact dans V et 2 valeurs
dans O(X) . Paisant tendre V vers X, nous trouvons de cette
manidre un §lément d'une limite projective de cohamclogies A

st

valeurs dans O(X).

L'application T:i0(X)-wE applique cet (élément d‘une
limite projective d'espaces de) cohomologie A valeurs dans 0(X)
sur un objet similaire A valeurs dans E,

Il faut encore établir 1'isomorphisme entre les deux
espaces. Mais soit f holomorphe sur V,
= . 5
£(=) 1-n._2u.i]“ Jiﬂ-} a vih.:)a..Ad'vnl-.s)ﬁdsi&...ﬂdsn
ot

- L] - "
T £(2) -m—-wum)n]tm T [avih..AGv ] degh. .. Ads,
c'est-3-dixe, Tf se calcule A l'aide de l'image de notre classe

de cochomologle.

8. Soit A une algibre A inverse continu compldte, commutative,
A unité, soient “i' ""'n) des éléments de A, soit 8 leur
spectre, soit U un voisinage de 8, et & choisi suffisamment
petit pour que t&U dis que “1-t1!“"' w 548 et

tout 1 =4, ....n.

Soient ensuire b‘. ""bn des éléments de A tels
que h(b,){€ pour tout 1.(8i h est la semi-norme spectrale).
Le spectre de (a+b) est alors contenu dans 8. (Considérer
les &(m)+B(m).

Enfin, supposons que f wsoit holomorphe sur U, puis
£ [a], et £[a+b], qui sont définis puisque U contient le
spectre de 1'un comme de 1'autre.
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£ fasn] =2 1«-:. ?'——-‘rr [al »*
A T 3.

N

ceci avec les notations condensfes usuelles (r=(r PEREER sz:‘_') '

" . ] 1 r r r i
ro=rgl...r i, b = l::1 :...hn n, etc).

La démonstration de cette "formule de Taylor" se fait
en appliquant la formule de Taylor usuelle & f(z+y). en obser-
vant que celle-ci converge sur le spectre de (a.b), puis en calcu=-
lant £(a+b) a 1’aide de cette formule. (L'application £ =£ Taj
est continue, le calcul est donc légitime).

9. La formule de Taylor ci-dessus pourra certainement 8tre appli-
quée lorsdque les &léments bi. ”,.l-u sont dans le radical, par
exemple niiputents, puisque leur rayon spectral est nul.

10, Ncus dirons que M est un A-module topologique lorsque

M est un A-module et un espace vectoriel localement convexe,

le produit (a,m)—+ a.m &tant continu de AXM dans M. la
somme directe AP M devient une algdbre topologique lorsque nous
posons (a,m) .(a'm') = (a.a', am* + a‘'m). Les &léments de M
sont de carré nul dans MM,

Une dérivation de A dans M est une application li-
néaire D:A~+*M qui vérifie 1l'identité D(a.b) = a.Db +b.Da.
Dire que D est une dérivation signifie en fait que l'application
a-— (a, Da) est un homomorphisme de A dans A3 M.

Soit M un A-module topologique complet, soit D une
dérivation continue de A dans M. Socient LTCEETEEL des élé-

ments de A, soit f holomorphe prés du spectre de a, et A
valeurs dans A. Dans ces conditions

3 -
D(f [a] ) =(p£) [a] +§s§i [IJ . Da
En fait, l'homomorphisme x—s (x,Dx) applique £ [a]
sur (£,Df) ﬂa.bb)] (parce qu'il est continu et applique unité
sur unité). Da étant de carré nul, nous pouvons appliquer la
* formule de Taylor®" de l'exercice B8,

i
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£ Ln.na]- (£ [a] 'I%Ei [a) pa, )

14. BSoit X un compact d'holomorphie , soit M un 8 (X) -module
topologique complet, et D: S(X)—~ M une dérivation continue.

Alors, pour tout fg& o),

A
Df =21 e, Dz,
C'est un cas particulier du théor2me établi dans l'exercice 10.
La fonction £ est A valeurs scalairea ., (Df)(z) est identique-
ment nulle.

12. glotures d'holomorphie. Si D est un domaine du plan com-
plexe, on peut toujours trouver une fonction holomorphe sur D
qui est singulidre en tous les points frontidres de D. Cette
fonction ne psut-@tre prolongée A aucun domaine plus grand que
D.

On sait qu'il existe des domaines de l'espace a 2 4di-~
mensions complexes, d6j3, qui ont la propriété que toute fonction
se prolonge a un domaine n‘ pPlus grand que D. Le premier
exemple de tel domaine date de E.E.Levi [14]: D est la coquille
sphérique , 1-€<|=’|2 + ||z|3¢ 1, et D, la boule

Isd o 12,) 2( 1. On obtient un résultat tout A fait analo-
gue lorsque l'on remplace la coquille ephérigue par son inter-
section avec le demi-espace f¢ (zd) O, et D, par la demi-
boule correspondante.

Cartant et Thullen ES] montrent que tout domaine D
peut &tre prolongé de manidre unique en un * domaine d'holomorphie"
8i 1l'on souhaite qu'une fonction holomorphe sur D puisse tou-
jours &tre prolongée, uniquement, en une fonction holomorphe sur
la cl8ture d'holomorphie ¥ de D . Les algdbres topologiques
T) et T®) sont isomorphes.

Seulement, dans le m@me article, ils montrent qu®il
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existe dans c.'2 des “"domaines univalents” dont la cl8ture

d*h~’ worphie n"est pas "univalente®™. Pour 8tre br«f i eons
£ P

(7]

aqu'un domaine univalent est une partihe ocuverte connuxe de C
A une dimension, la surface de Riemann de 2 (origine et infini
exclus) est un exemple type de domaine non univalent, D. Une
application de D dans c®  est donnée, qui est localement

un iscomorphisme analytique, mais qii peut ne pas &tre injective,
Un point de " peut &tre "recouvert plus d'une fois par le do~

maine",

Nous dirons que D est un domaine de c" s ou un do=
maine de D, ( si D, est un autre iomaine) si D est univalent
sur ¢, ou sur D,. Sinon nous dirnis que D est un domaine
sur {:n, ou sur Di' La clsture d‘hrlonorphie d'un domaine de

® cu de D, peut tris bien n'étre ue sur c", ou sur Dy

tes domaines d'holomorphie ont une propriété de son-
Yexite intéressante : 51 K ese un compact d'un domaine d'holo-
morpnie, si K, st lLa rermeture convexe ue K pour l'ensemble
des fonctions holomorphes sur le domiine, alors K, est compact.
(la notion de fermeture convexe que nous utilisons ici a été
définie au paragraphe 1,2).

Nous en arrivons maintenant :ux :18tures d'holomorphie
des compacts de ", qui motivent cette diqiession. X sera un
compact de g U‘. ....U’__. «+. Sera une suite fondamentale de
voisinages de X, choisie de manidre telle que la fermeture de
Ur soit compacte dans ur-i' Chaque t.lr a tne cl8ture d'holo~
morphie, b’r . 81 U, n'est pas connexe, t‘fz sera la réunion
disjoints des cl8tures d'holomorphies des composantes connexes
de U.. Bien entendu, U, sera de manid-e raturelle un domaine

- -

sur U _, . pas “"de ifr-i'
on sait que 1'image de ‘1?1; dan: “r-i.”‘a partie de

?J'r_ 4 Qui est recouverte par ffr) est contewe dans la fermeture

convexe de U.. La fermeture de U, étant conpacte dans L

'ﬂ(!, est projeté dans une partie compacte de 'tfx_i_

ic



406 JACQUES TITS

66,

Nous avons ainsi une suite d'espacestopologiques
(m@me de variétés analytiques complexes) ., fYr . et pour chaque
r une application continue Pt 6: ——t ﬁr-t’ qui applique. ﬁ;
dans une partie compacte de ﬁr-i' 11 est bien naturel de
définir la limite projective des espaces ﬁr pour les applic::
tions Ppe Cette limite projective sera un espace compact, X.
A un isomorphisme naturel prés, ce compact ne dépend pas de la
suite fondamentale de voisinages choisies.

d_.sera la fexmeture d holomorphie du compact X.

Une fonction holomorphe prés de X d&finit une fonction
sux )?: 1'ensemble de ces fonctions sur X sépare les points de
¥ + 1'espace ¥ s‘identifie ainsi avec une partie de 1l'espace

structurel de O(X), la topologie de X 6tant bien entendu la
topologie induite,

X _est l'espace de tous les idéaux maximaux de O(X).

Soit en effet « un idéal de A dont les fonctions
représentatives n'ont pas de zéro commun sur X. Par un raisonne-
ment de compacité, on trouve des 6léments f£,, ..., £, de J(x),
qui lppu-tiumont A un méme o(u }) et n'ont pas de zéro commun

sur tl . Ces fonctions enqandrlnt donc 1'idéal unité de O{U ),
et a 20:.'1:10:1 de T(x).

Pour chaque ¢, nous avons mu application de u dans
c®. Il existe ainsi une projection de X dans . A ma con-
naiasance cette application n'a aucune raison 4'8tre un homéomor-
phisme local, des points de " peuvent avoir une image inverse
infinie dans X.

Cette image inverse sera bien entendu une limite pro-
jective d'ensembles finis, et sera donc un compact totalement
discontinu,
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4. Ensembles infinis d°'indices.
On a fait observer, au cours de l'une ocu 1l'autre séan-—

ce de ce séminaire, qu’il n'y avait pas de raison majeure de
ne considérer que des familles finies d'é&léments de 1l'algdbre.

Soit I un asnsemble, fini ou infini. Le spectre de
a -%ai}‘ le 1 € A sera l'ensemble des s = 4:"1! ie1 ¢ o
tels que 1l'ensemble des a,-s,, i#I engendrent un idéal propre
de A. Cet ensemble est évidemment &gal A celui des {li(m)Si €r”
avec m dans l'espace structurel. C'est donc une partie compacte

de ct. (¢! est muni de 1a topologie produit).

Si la famille a et l'unité engendrent topologiquement
l'algébre A, le spectre de a est une partie polynomialement
convexe de cI. qui s'identifie naturellement avec 1l'espace
structurel,

On se demande ensuite comment dé4finir des espaces
S ., &(x, A) lorsque X est une partie compacte de ct.
On songera tout d'abord A considérer les parties finies I, de
I, pour chaque :l:o la projection xx de X dans cxo. et
la limite inductive dez espaces, algafres g()l:I ¥, 3121 , A). Au
sens de cette définition, une “fonction holonor;h. d’un: Infinité
de va_iables”™ ne dépend effectivement gque d'un nombre fini de ces
variables.

L'on peut songer A généraliser la définition classique
de fonction holomorphe afin de la rendre applicable A des fonc-
tions qui seraient d4finies sur des parties de CI. Il se fait
qu'une telle définition directe sera tout i fait équivalente A

la précédente.

A n variables, une fonction holomorphe prds d°un com-
pact a un prolongement continu et holomorphe 3 un voisinage du
compact ; ce prolongement est borné& sur un voisinage U' qui
est éventuellement plus petit que le voisinage initial.

407
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Une définition naturelle applicable A ¢ fournira
des fonctions holomorphes, bornfes sur un voisinage U de X,
X compact , ces fonctions seront notamment bornfes sur un
ensemble X + ctl , o I' est une partie de I dont le
complément, I, . est fini. Elles sont donc indépendantes des
variables 2. i¢1', et ne dépendent que des variables :1.ie Io“

Enfin, la d8finition de ¢fa]est compatible avec le
passage A la limite inductive définissant O(X), ou &(X. A),
si bien qu'il est possible, loraque a est une famille infinie
et f holomorphe pris du spectre de a, de définir £ (a)

J'hésite A faire ce passage i la limite inductive.
D'abord, il me paraft trivial. Il ne fournit que peu de rensei-
gnements supplémentaires au sujet de 1l'algdbre. Mais il est
bon de savoir que ce passage 3 la limite est poamible., C'est par
exemple la méthode qu'Arens et Calderon [2] ont utilisée pour
géndraliser les premiers résultats de silov [20] relatifs au
calcul opérationel.

Par contre, il est bon de se souvenir que les algdbres
de fonctions d'un nombre fini de variables sont déjd suffisamment
mal connues, et que les propriétés des algdbres de fonctions d'une
infinité de variables que l'on connalit ne sont que des applications
immédiates des propriétés connues dans le cas fini-dimensionel.

S. considérations hiptorigues.

S.4. Je ne puis situer 1 ’'origine du calcul opérationel & une
dimension, tel qu'il est présenté dans le paragraphe 3. Des
néthodes de ce type sont utilisées dans 1l'étude spectrale d'opé-
rateurs normaux sur des espaces de Hilbert (ol les raisonnements
peouvent 8tre poussé sensiblement plus loin, il est possible de
définir des fonctions continues, et mlme mesurables d'opérateurs).
Il semble que Poincaré et P antappié aient &tudié le cas o) a est
un opérateur sur un espace quelcongque. Je connais en tout cas une
note de Fantappié [7_] ., dans laquelle il applique la formule de



SEMINAIRE SUR LES ALGEBRES DE BANACH

69,

Cauchy lorsque a est un opérateur sur un espace de dimesnsion
finie.
Le premier exposé systématique remonte 3 Gelfand [C] .
Dunford |6 | reprsnd la ihorie, en la pedcisant, lowsiue
a est un opirateur continu sur un espace de Lanach.

5.2, Les premiers résultats publiés, au sujet du calcul opéra=
tionel en n &l&ments d"une algdbre sont dls a Silov EZOJ .
Ces résultats sont valables lorsque l'algdbre A est semi-
simple et de génération finie.

Des considérations largement analogues A celles que
l°on trouve au paragraphe 4 ont permis 2 Arens et Calderon de
lever 1'hypothdse que A 8soit de génération finie LZJ .

Enfin, l'auteur de ce chapitre a publié une construc-
tion du calcul opérationel qui était valable lorsque A n‘est pas
une algdbre semi~-simple Eu] .

5.3. La construction de Silov, et d'Arens et Calderon, est basée

sur une formule intégrale d'A.Weil [23] , qui généralise la for-

mule intégrale de Cauchy, et la rend applicable & des domaines ra-
tionellement convexes de l'espace c”. Seulement, la forme diffé-
rentielle intégrée, et le domaine 4'inté&gration ont une expression
compliquée, et psu maniable.

Il est aifficile a'établir des propriétés de £ [a] de
manidre directe, lorsque f ([a] est défini A 1l'aide de l'intégra-
le de Weil. Beulement, lorsque A est semi-simple, A s'iden-
tifie A une algdbre de fonctions, et £ (a] = f(a). Toutes
les propriétés que l'on pourrait souhaiter découlent de 1A,

5.4. Un raisonnement détourné permet ensuite d°'cbtenir des pro-
priétés d'algdbres de Banach non semi-simple, de construire par
exemple des idempotents (Silov [20] ).,ou de résoudre des équa-
tions analytiques (Arens et Calderon [2] ).

409
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Soit A une algdbre de Banach, commutative a unité, soit
R son radical , soit A‘ = A/R. On sait que A, est semi-gimple
et a le méme espace structurel que A. Supposons que cet espace
structurel soit non connexe, /i = X, /X, , avec X,, X, fer~-
més disjointe. On 4éfinit une fonction analytique prés de ., qui
est conatante égale & 1'unité prés de xi“ et constante égale a
méro pras de xza(cf paragraphe 4, pour les fonctions d'une infi-
nité de variables).

Cette fonction eat idempotente, elle d8finit un idempo~
tent de ni. qui se remonte en un &lément de A, qui est certaine-
ment idempotent modulo le radical , soit e, 1l°élément de A,

2
'} 1

On recherche alors un élément y du radical, tel que
('t + y) soit vraiment un idempotent. Il s‘agit donc d'une solu-
tion de l'équation (e:1 + y)a - (e, +y ) = 0, donc de l'é&quation

i

- e = Xx&R.

yz +y+x=0
Formellement,

y=k (-1 +(4 -4:)")

Le second membre a un développement Taylorien A l'origine, x
peut-8tre subsiitué dans ce développement, parce qu’il appartient
au radical, et on vérifie que 1'élément y ainsi défini est la
solution du probléme.

Des raisonnements tout & fait analogues permettent de
construire des solutions d'équations analytiques. Une premidre
opération fournit une solution modulo le radical. La solution
exacte est obtenue en substituant l’erreur &ventuelle dans un dé-
veloppement en série de Taylor.

Le lecteur observera que la premidre opération, la subs-
titution dans 1°intégrale de Weil, fournit la solution du problime
posé. Ceci parce qu'il est possible de construire le calcul opé~
rationel A& n dimensions lorsque l‘algdbre n‘est pas semi-simple.
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5.5. La construction du calcul opératicnel dans @11 ast asse?
différente de celle qui est donnée ici. BAu lieu d'utiliser ia
cohomologie (la d“-cohomologie) des espaces de formes extérieu-
res, elle utilise 1l'intégrale de Cauchy, telle qu'on peut l'écri-
re sur des produits directs dans c®, et un corrolaire de théo-
rémes &tablis par Oka &B] et Cartan Bl ralatifs aux idéaux
et modules de fonctions holomorphes de plusieurs variables
complexes.

Solent U-H: ....un.v!. ceedVy dea ouvertes du plan
complexe, et X & C°'° leur produit direct. Soient P, ....P
des polynSmes, et soit Y & c” 1'ensemble des (:1. ....tn] tels

que :iﬁuirrj(z)ﬁvj(i.-!. eeeeny Jmi, ....Kk).

L'application F(z,y) —e F(2,P(2)) applique a priori
0(x) daans &(¥) , est un homomorphisme continu, et son noyau
contient les fonctions yj-rj (z). Oka et Cartan montrent, cntre
autres, que cet homomorphisme est surjectif, et que son noyzu
est engendré par les fonctions y-P(z). On sait enfin qu'un homo-
morphisme surjectif d'espaces m&trisables complets est ocuvert,
nous avons dcnc un isomorphisme de l'algdbre topologique 139
avec le quotient de O(X) par les polynémes y-P(z).

Cette mSthode permet de ramener l°’'étude de fonctions
analytiques sur des ensembles compacts polynSmialement convexes,
par exemple, & celle des foncticns analytiques sur des produits
directs. En la combinant avec la méthode exquissée au paragraphe
4, nous obtenons une méthode permettant de construire le calcul
opérationel dans une algdbre de Banach. (Méme dans une algdbre
plus générale, moyennant des hypothdses convenables).

Il faut asignaler que l'ensemble appelé par i'auteur
“le spectre de (a,, ...,a )" dans [21] n'est pas le spectre défini
et &tudié ici, mais sa fermeture rationellement convexe.
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5.6. La construction du calcul opérationel qui a été donnée
ici eet apparentée i celle que l'on trouve dans &2] .

Un objet apparaft intéressant ,.. peut-@tre autant que
le calcul opérationel lui-mémae. Il s’agit de la d4"-classe de
cchomologie (A support compact dans les voisinages du spectre
et A valeurs dans A) que nous associons 2 “‘1‘ ....an).

_ Cette classe de cohomologie a des liens &troits avec la
formule intégrale de Cauchy A n dimensions. 8ignalons par
exemple la formule de Cauchy-Pantappié, Scrité par Leray i5) .
Cette formule s’cbtient en appliquant la formule de Stokes A
cette classe de cohomologie. Signalons d'autre part un travail
de F. Norguet &7] ,» qui établit le lien entre la formule de
‘Cauchy-Pantappié et celle de A.Weil,

Enfin, dans un travail récent, Arens (1] construit un
calcul opérationel basé sur une formule "A 1la" Weil. Il est
vraisemblable que les calculs de Norguet permettraient 4'établix
le lien entre cette formumle d'Arens et notre classe de cohomologie,
tout comme ils établissent le lien entre la formule de Weil et
celle de Cauchy-Fantappié,

Pour terminer, il faut signaler que le mémoire [32_]
contient des théordmes plus géndraux, et A bien des points de vue,
que ceux qui sont établis ici.
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VI. REPRESENTATIONS UNITAIRES DES ALGEBRES A INVOLUTION

at* = a

(a+b)* = a* 4 b*

(ka)* =k (a)* i Xk est un nombre complexe
(ab)* = h*a*

1.2, Nous dirons qu'un élément a appartenant & A est :

hermitien i a* = a ;

normal si a*a = aa*;

unitaire si a* = a~ !,

1.3. Exemple d'une aladbre & involution

L'algdbre des opérateurs sur un espace de Hilbert H, notée
B(H) possdde une involution qui applique tout opérateur T
sur son adjoint -T*, défini par la relation :

(™=,y) = (x,T%y)
On vérifie aisément que c'est une involution.

' * ") - *

Dans la suite l'image r(a) de a par l'homomorphisme
r sera notée X,
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2.2. Nous dirons que le sous—espace H, . st

2.3-

si Hi est un sous-espace de l'espace de Hilbert H et
est invariant pour la représentation r, alors le
sous-espace H"" orthogonal a Hi est aussi invariant
pour la représentation.

Rémonstration

soient y appartenant A H, et a appartenant a a

Pour tout vecteur x de l'espace H

(&,y) =0

d’'od (x.8y) =0

mais ceci implique que 8By fait partie de u,.

Comme nous pouvons reprendre le mfme raisonnement pour

tout vecteur y de l'espace H, et pour tout élément

a de l'algdbre A, la proposition en découle.

Corollajre.

8i l!‘l est un soul—.szaco invariant pour la reprdsentation

r, alors 1l'adhérence !i de B, est :uni un souv-espace

invariant. Ceci résults du fait que Bi est égal xu sous-

espace u';"' , erthogonal A n':'.

4 nous avons

Représentons le radical par N ;

alors Nz( xc H | ax =0 YV aca )

Broposition.

Le radical N d'une représentation r est un sous-espace

invariant (pour cette représentation) de l'espace hilber-
tien H
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Déganstration.

8i x et y appartiecnnent & N il en sera de méme de
x+y car les opérateurs de l'espace de Hilbert H sont li-
néaires par définition.

8i k représente un nombre complexe et si x fait partie
du radical alors kx fait aussi partie du radical, ceci
résultant encore de la linéarité des opérateurs.

Done le radical N de la représentation est un sous-
espace de l'espace H; manifestement invariant,

Remarque,

De la proposition 2.2, et 2,3. il suit que l1l'espace HJ'.
orthogonal au radical N, est un sous-espace invariant de
l'espace H pour la représentation r, De cette fagon nous
pouvons considérer une nouvelle représentation de l1l'algdbre 2a
involution A sur le sous-espace ¥ de 1'espace hilbertien H.
Il est clair que le radical de la nouvelle représentation de

A sera nul, Dés lors, en passant éventuellement au sous-
espace Nt de 1'espace H, nous pouvons supposer désormais que
toute représentation x de l'algdbre A sur un espace hil-
bertien possédde un radical nul.

2.4. Représentations upitaixes irxéductibles et représentations
unitaires cvcliques.

Réginitions,
Une représentation unitaire r de l'algdbre 3 involution A
sur un espace de Hilbert est irréductible si H ne contient
pas de sous-espaces propres fermés invariant pour la représen-
tation.
Une représentation unitaire r de l'algdbre A involution A
sur 1 ‘espace hilbertien H est cylcique s'il existe um &lément
g de H tel que l'espace H soit 1l'adhérence de x(A)g
Nous dirons que g eat un vecteur cylique pour la représentatic
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Proposition.
8i r est une représentation unitaire cyclique de A sur
le scus-espace M de l'espace H et si g est un vecteur
cyclique de cette représentation, alors g appartient a
l'espace M.
Rémonptration.
g=g’ +g" avec g' appartenant & M

g" appartenant a M+
donc &g = &g' + 4g"
mais #g appartient &4 M
et Xg' appartient 28 M parce que r est une représen-
tation sur M.
Il en résulte #&g" appartient & M,
mais Eg" fait aussi partie de mt puisque 1'espace nt

- est invariant pour la représentation r ; comme le radical

de la représentation est nul, il faut que g" = 0 c.q.f.d
Preopogition.

Toute représentation unitaire irréductible de A sur l‘espace
H est cylcique pour chacun des vecteurs x non nuls de H

2.5. Théordme.

Toute représentation r de l'algdbre 3 involution A sux
un_espace de Hilbert est la scmme directe da xecxrésentations
eycligues,

Rémonstration :

Soit le mt.aix x appartenant &4 H et posons r(A)x= M.
L'adhérence M, de M, est un scus—espace invariant de H.
En effet, r(A)x est invariant pour la représentation «r :
soit y appartenant & r(A)x ; donc il existe un élément a
de A tel que y = r{(a)x; il en résulte que r(A)y est égal
4 r(A)r(a)x, et, par conséquent, r(A)y est contenu dans

‘r(a)x.

Une proposition précédente nous montre que l'adhérence N N

de r(A)x est un sous-espace invariant pour la représentation
n‘ est aussi un sous-espace fermé invariant.

Une application du théordme de Zorn termine la démonstration.
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Cette condition est équivalente & f(a*) = f£(a) pour tout
élément a de A,

En effet : tout élément a de A peut se mettre sous la

forme  _as+ar  a-av,
2 21
ou A—-}A:ﬂa' et ii%-‘:ha' sont des

éléments he:md.tiens' de A,

alors £(a' -a"i) = £(a’) ~ if(a”)
= f(a') + if(a") parce que £ est une
fonctionnelle linédaire
positive.
= fla' + a"i)
donc £(a*) = f(a) pour tout &lément a de l'algdbre A;
L'implication réciproque est évidente.
Une fonctionnelle linéaixe £ sur l'alodbxe A involu-
tion A sera dite positive si elle est réelle et si

* . L -

3.2, Inégalité de Schwarz
i £ t t inéa ve sur l°'al-
gdbre A alors pour tout couple d'éléments a.b de A
nous avons 1'inégalité :

| Ie mra) | ¢ e(ara) e o) |
Démonstration
Comme £ est une fonctionnelle linéaire positive
fEla+kb)*(a+kb)3;D ol k est un nombre

complexe.
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En effectuant cette inégalité nous obtencns
k| 2£(b*b) + kf(a*b) + Kk £(b%a) + £(a*a)p 0
Posons maintenant respectivement k &gal & { et
k é&gal & i,
Cela nous donne
Im [£(a*b) + £(b*a) ] =0
et Re [E(a'h) - f£(b*a) ! =0 ce qui entralne
£(a*b) = f(b*a)
Il s'ensuit que
|| 22%) + 2|x|[¢(a%D)| + £(a*a)z 0
D'old ’
|£ (a*b) ) % g £(b*D).£(a%a) c.q.£.d.
<! &i .
a i luti A aéfinit ! 1q2) duit
Scalaire.

Posons (a,b) = £(b*a)
De cette fagon nous obtenons un produit scalaire ; en
effet les propriétés suivantes sont vérifiées :
(a,b) = (b,a)
(a + c¢,b)=(a,b) + (c,b) 8i c est un autre
élément de A
(a, b+ c)=(a,b) + (a,c)
(ka,b) = k(a,b) o k est un nombre complxe
(a,xb) = k{a,b)

Eonctionnelles linéaires pogitives prolongeables.
Supposons que l'algdbre A involution A ne possdde pas
d*unité.

Nous pouvens plonger A dans une algdbre a2 élément
unité ae(I. 2 page ).
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Notons ; un prolongement de la fonctionnelle linéaire
positive f sur Ae. L*inégalité de Schwarz nous donne

|£a) | 3¢ £(e) .E(a*a)

posons N = E(a)

Comme f est un prolongement de £ nous concluons gque
|£ca) | 2¢ nE(ara)

la condition est guffisante.

Par hypoth2se nous avons |£(a) | 2(Hf(l*a)

Posons f(e) = N . R

Alors £ [(avke)*(atke) ] =£(ava)+% £ (a) +k£ (a*)+ [k| 2 £ (e)

si k est un nombre cnmplexa
=E(a*a) + 2 Be[kE(a)] +|k] *E(e)

az(a%a)-2 ||| £(a) ] +]xl"f(.}
;:(a'a) -2\k Hf(a*a) +pc
JL:(n'a)’i- |x| = _]23,0

ceci nous montre que t est une fonctionnelle
linéaire positive sur Age

S8
de Hilbert H.

4.1. péfinition
Soit r une représentation unitaire cyclique de l'aljdbre
A sur l'espace hilbertien H. Ceci veut dire qu'il exist.
un vecteur g dans H tel que H soit l'alhérence de
r({A)g.
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ez,

Nous posons alors f£(a) = (&g,g)
La fonctionnelle linéaire, ainsi définie est positive :
fla*a) = (&* ¥(g),q)
= (&g,%g9) 0

Remarquons que la fonctionnelle £ est toujours prolengeable
En effet l'opérateur & est l’identité I ce qui implique
que £(e) = (g.9)

Soient r, et r, deux représentations cycliques de
l'algeébre A respectivement sur les espaces de Hilbert

H1 et Hzn

dans H, satisc
faisant 2 la copdition Ur, (a) = r,(a)U poux tout 61é-

Pémcngtration.

Supposons que les deux représentations «r

i
A @moient unitairement é&quivalentes.

Aloxs  £,(a) = (rzin)gz.gz) ceci étant la définition de £,

(:2(°)Ugi'ugi) parce que g, et g, =se
correspondent

(Uri(a)gi.ug‘) comme r, et r sont

2
équivalentes
(r,(a)g,,g,) étant donné que U est un

opérateur unitaire

(]

fi(aJ
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83,
Réciproguement, deux représentations de l'algdbre A
qui donnent lieu a la mé@me fonctionnelle linéaire
positive sont unitairement &quivalentes (voir Naimark
page 242).

o QT C onnelles [igalres pPoOs 1.:.? LepIape
Soit £ une fonctionnelle linéaire positive
prolongeable.

Considérons l'ensemble I formé des &léments a
de l'algédbre A qui satisfont 3 la condition
f(a*a) = 0O

-ablisgsons gue 28 n idéal a gauche de l1'algébre A
Si a et Db font partie de I il en est de méme de a+b
En effet

£ [ (asb)*(a+b) | = £(a*a) + £(a*b) + £{b*a) + £(b*b)
mais f(a*a) et £(b*b) sont nuls par hypothése
En appliquant 1'inégalité de Schwarz nous arrivons
A f£(a*b) = 0 et £(b*a) = 0.
Si a fait partiede I et 8i c est un élément
quelconque de A alors ca fait encore partie de 1I.
En effet
't(a*c*cﬂ)lz_s t[_{n‘c*c)*(a*c"cl] .£(a*a) d'aprés
1'inégalité de Schwarz
Il en résulte que f(a*a) = 0 entrafne £(a*c*ca)=0
c.q.£.d.
Nous pouvong donc considérer 1°’espace-quotient A/I
que nous noterons Hi.
Sur l'espace H; nous pouvons définir un produit sca=-
laire de la fagon suivante :
Bi x = a+I et si y = b+I alors
(x,y) = £(b*a)
Muni de ce produit scalaire, ﬂi s8'érige en espace
préhilbertien.
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84.

Nous définissons alors aisément une représentation r

de l°'algébre A sur l'espace préhilbertien Hi H

a4 tout élément a de A nous faisons correspondre r(a)
de B(Hi) tel que pour tout vecteur x de Hi

r(a)x = ax.

Mais nous voudrions pouvoir &tendre la représentation r
de A sur H] en une représentation de A sur l'espace

1
de Hilbert H‘ correspondant. Ceci sera possible si
les opérateurs x(a) sont bornés sur Hi ,» en dautres

termes si

£(b*a*a b)¢ M, £(b*D) pour tout élément b de A.
si la fonctionnelle linéaire pogitive £ gat telle gu'd
tout élément a de A nous poyvons faire correspondre
un _nombre positif M. a %

C'est 1l'ensemble des éléments a de A pour lesquels &= (
La condition précédente est équivalente A la suivante :
f(b*a*ab) = 0 pour tout b de A,
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85.

VIl. REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES DES
ALGEBRES A INVOLUTION

Sauf mention du contraire, les algadbres considérées auront un
&lément unité.

I. Etude du commutant d'une xepréseatation cvclidgue.
Soit f une fonctionnelle représentable et g le généra-
teur de la représentation cyclique correspondante r sur H
Donc f£(a) = (#(g),g) ol 4 reppésente l'opérateur associé
A4 a et g est le générateur de H.

I.I. Réfinition
Soit B l'image de A par r dans B(H)
B(H) (ensemble des opérateurs commutant avec les éléments
de B).
Le commutant B'de A pour la représentation r est l'en-
semble des opérateurs de B(H) qui commutent avec tous
les éléments de H, 8i l'on considdre H comme A-module,
ce ne sont autre gue les A-sudomorphismes de H.

1.2. roncticnuelles linfaires poaitives subordonnfies
A une fongtionnelle linéairs positive.
Supposons que f' et £ soient des fonctionnelles liné-
aires positives sur A,
Nous disons que f' est suboxdonnéie & £ s8'il existe
un nombre C tel que Cf-f' soit une fonctionnelle 1i-
néaire positive. (Remarquons que C est nécessairement
& 0, sinon on aurait

cf(a*a) - £'(a*a) < 0 lorsque f(a*a) ¥ 0).

I.3. Ihéozrime
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86.

1) Soit h un opérateur positif ; posons alors

2)

£, (a) = (&n(g),q)
la fonctionnelle linéaire ainsi définie est positive
th(a*a) = (&* &h(g),qg)

= (h&{g), %(g))» O puisque h20

D'autre part (hx,x) < || h || (x,x) (en appliquant 1’
inégalité de Schwarz daas H) pour tout &lément de H,

Posons alors x = 8(c)
ponc Whil (2(9).&(g9)) - (h&(g).&(g)) % O
Unil ( $*8(g),q) ~ (4*dn(g).g)p O
Injl £(a*a) ~ 2*(a*a)y o
et ceci ¥ aga
d'od |[h|| £ - £'30

Réciproquement, soit £' une fonctionnelle liniaire
positive subordonnée A4 £, Il existe un nombre
tel que

cf(a*a) > £'(a*a)
Posons

(2(g) Big)), = £* (b*a)

Montrons que cette formule, définit un produit scalaire
sur H

si #(g) = 8(g) aloxrs £'(b*a) = £'(b*c)

f((a=c)*(a=c)) = ({&& (), (X&) (q)) =<

et donc f£‘((a~c)*(a-c)) =0

1'inégalité de Schwarz donne alors ; pour tout &lément
b de A

| €' (b*(a-c) ;|2 ¢ £(b*b) £((amc) * (a=c))= ©

d'od = f(b%a) = £(b%c)

on établit la méme chose pour le second facteur.

Ainsi l'expression (&(g) ,B(g))‘ est uniquement dé&ter-
minée dans H' = il(g)} ae a} . En outre c'est une
forme bilinéaire.
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B?.

Comme (&(g).%(g)), < c(%(g).%(g)), la forme bilinéaire est

bornée sur H' et peut donc 8tre prolongée en une forme

bilinéaire sur H, completion de H'.

Dans B(H) il existe un opérateur h tel que

(x,¥), = (hix) +¥). Comme (x,x), 5 O, h est un opérateur

positif,

Montrons enfin que h appartient au commutant de la repré-

sentation :
(h&%(g) ., B(g))
(&h&(g) .B(g))

(24(g) ,B(g)), = £* (b*ca)
(h&(g) ,&*Blg))
(&(g) ,&*B(g)), = £’ (b*ca)
d'ocd (he&(g).B(g}) (&h&(g) ,B(g))
Mais comme H' est dense dans H on a
(h&x.y) = (&hx,y) ¢ x,yeH
d'od h& = &
ponc heB’,
sonclusion
Les fonctionnelles positives subordonnées 3 la fonctionnelle
représentable £ sont en correspondance biunivoque avec les
&léments positifs du commutant de la représentation déterminée
par f. La correspondance est positivement linéaire.

2. Apalogue hilbertien du lemme de Schur.=
Rappelons que si r est une représentation irréductible de A
sur l'espace hilbertien H alors tout vecteur non nul est
(topologiquement) cyclique.

2.1. Propriété

si 1-11 et h2 commutent avec B alors il est clair que
hl" h‘+h2 et h1h2 possddent la m@me propriété.

Si h commute avec tout opérateur de B il en sera de
méme de h*
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g8.

en effet : hd = ¥ YyagA

(h&)* = (&n)*

& h* = h* ¥* et en posant a* = b

Bh* = h*BE VYbeh
La sous-algdbre est fermée
Soit }_bi}e.B' une suite convergente vers b
Etablissons alors que b& = &b VYa fA
or |ibf~ &b} ¢ ub&-b. &I +k b~ |

¢ha bbb, | + w&jiD-b, i c.q.f.4.
Théoréme _
Une représentation x de A sur H eat ixkductible
ns " .

1) Soit r une représentation réductible de A.
Il existe donc un sous-espace fermé invariant piopre
M de H.
Considérons alors l'opérateur projecticn p de H
sur M ;
p est hermitien.
Démontrons que p appartient 3 B' :
il est clair que pfp = &p
ainsi (p&) = (A*p)* = (p&*p)* = pép = Xp
Sachant gue l'opérateur de projection sur un espace propre
ne peut pas 8tre un opérateur scalaire la condition né&-
cessaire en résulte.

2) Supposons maintenant que la représentation est irré-
ductible.
Rappelons que ei x est un &lément non nul de H,
x est un générateur de H.
Considérons u:B' : ul(x) = &u(x).
Soit x un élément non nul du noyau de u.
Alore &u(x) = 0 et u¥i(x) = 0 pour tout élément
a de A.
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89.
Comme i &(x) | acA] est partout dense dans H, on a
par continuité ul(y) = 0 pour tout y dans H , ce
qui implique u = O, ‘
Il en résulte que tous les opérateurs non nuls de B*
sont injectifs.
Montrons que B' ne possése pas de diviseurs de zéro.
Soit O ¥ veB(H) ; donc il existe xe¢ H tel que vi(x)#0
Prencns maintenant usi B' de fagon & aveir uv =0
ainsi uv(x) = 0 ce qui entraine u =0
En passant 2 l'adjoint on montre ainsi que wvu =0
implique u = O,
Si h est un élément hermitien de B' notons R 1la
sous—-algdbre maximale commutative de B' contenant h.
R est une algdbre B*.
Nous savons dés lors que R est isomorphe & C(Sp(R))
(cfr page : 30 ),
or C(Sp(R)) contient toujours des diviseurs de
zéro A moins que le Sp(R) ne comprenne qu'un seul &lé&-
ment. Puisque i: est une surjection de Sp(R) sur
Sp(h) ce dernier est aussi réduit A un élément, qui est
un nombre réel 2Z.
Nous obtenona alors Spl(h-zI) = {0] d'od r(h~zI) = 0
Comme h - zI est aussi un opérateur hermitien,
fjh-21) =rx(h-2I) =0 cequi entratne h=zI,
Pour terminer la démonstration, il nous suffit de remar-
quer gue tout opérateur k ¢B(H) peut se mettre sous
la forme
k=B, KK o (k)2 et (k-k)/21
sont hermitiens,
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3.4. Définition

L'ensemble des foncticnnelles linéaires positives représen~
tables pour lesquelles f(e) = 4 sera noté P,. Les
fonctionnelles de PA seront dites normalisées.

3.2. Ihéoréme

PA est un ensemble convexe,

Pémonstration
Scient £,g &Py alors kf+hg GPA avec k+h=1
k.h30
En effet :
kf+hg est une fonctionnelle linéaire positive
Elle est normée : ( kf+hg Je = k + h = 1
Il reste A établir que la fonctionnelle est représentable
£(x*a%*ax) caf(x*x)
g(x*a*ax) - C g (x*x)
alors (kf+hg) (x*a*ax) « cakflx‘xl + c; hg(x*x)
m(ca.c;} (kf+hg) (x*x) c.q.f.d-
3.3. D&finition d'un point extrémal.
f est un élément extrémal de l'ensemble convexe K si
f = k£ +h£2 avec [K+h=1
(k,hgo
entraine £ = E1 ou f = 22

i

3.4.lemme
oncti ; &
correspond A une représentation irréductible si et
seulement si
fi‘,f entraine fincf

14 it . le £
indécomposable.
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91,
1) Supposons la représentation non irréductible ;
dans ce cas il existe un sous-espace invariant propre
Hi de H
considérons alors la projection p de H sur H,
comme nous avons déjd eu 1l'occasicn de signaler les
cpérateurs de projection sur des sous-espaces inva~
riants sont des &léments hermitiens positifs du
commutant B°.
Un théorame précédent nous montre gue t‘{ll)={lplql.q)
est une fonctionnelle linéaire positive subordonnée
a ¢
Or de ceci il résulte que £, # cf
2) Supposons maintenant la représent&tion irréductible.
Nous savons que tout opérateur de B' est scalaire,
31 !,,;:.!. alors d'aprés 1.3., f‘(I}’-{htg) g
!i(a)-tﬁh(qhg} = z(&%(g),q) si h =321
= zf(a) c.q.f.d.

3.5. Thécrdme

les 6léments extrémaux de P, corresvondedt aux Leecé-

sentations unitaires irréductibles de A et réiofomesens:

En considérant le lemme précédent, i} suffit @'&tablir

que les éléments extrémaux de PA donnent des fonction-

nelles indécomposables et réciproguement ;

1) Admettons que f soit indécomposable et fasse partie |
du segment [‘1“21

Ainsi f = kf ’-l-l't.l2 avec k+h=1 k,h30

ou encore !-kttnhtz; O 1 ainsi £ domine

donc £ = kf, et k=i puisque f(e) = ke, ()

il en résulte que £ est extxémal, i
2) Supposons A présent que f soit extrémales et que H

£, soit subordonnée A f£. %
ainsi f£-kf, = £'30 &
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posons f£°(e) = h ; alors £-kE, = hfz >0

ou encore f=kf1+hf2 avec k,h20

et en posant x=e : k+h=1
ainsi fe Lfvfz) mais étant donné que f est extrémale
nous cbhtenons £=£i(f=f2 étant exclu, sinon k=0)

c.g.f.d,

4. Radical unitaire
4.1, Définition

Le radical unitaire de A est l'intersection des noyaux
de toutes les représentations unitaires irréductibles de
A sur un espace de Hilbert.

Le radical unitaire est un idéal autoadjoint(et donc
bilatére).

' a u
L'idéal réducteur I = [a¢A| f(a*a)=0 V£ & P, ]
Nous démontrone aisément que I est un idéal. C(C'est
l'ensemble des &léments de A qui sont appliquées sur
C par toutes les représentations unitaires cycliques
de A,
Rroposition
Si A admet une représentation unitaire fiddle dans_B(H}.

Alors l°'idéal réducteur est nul.

En effet toute représentation unitaire de A est somme
directe de représentations cycliques.

Décomposons la représentation donnée en roptélintationn
cycliques,

Comme elle eat fidéle, il existe pour tout élément de

A au moins une représentation cyclique qui le représente
non trivialement.
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VIII.- REPRESENTATIONS UNITAIRES DES ALGEBRES A INVERSE
CONTINU COMPLETES.

Dans la suite A sera une algdbre i inverse continu, 3 in-

volution continue, compldte,

a) Continuité des représentations unitaires

——

Notons H  l'ensemble des &léments hermitions,

=st nopologioie.

+ 4" - .
Ddnmonatration * pour tout a: & 4 = *‘"ﬂ + 1 n":‘;"“
s L] - W

et 31“2-' £ H. g"'”j".:g- v R Jette décomposition

est unique, .ar -1 A = a, +oia,  aves L et a,

&léments de it

* =

a* = a, iaz

- RhAL - R~ u?
donc a, = 2 a 31

Ceci montre jie A = H#IH algébrigiement, »t

puisque l'inviiuticon est continue. ies 1 a=ctioa

+ ak - a®
) a v QT_Q._ v B &L_.i_.i._.
donc A =H® i i copologiguensnt oo, £,3.

sont continues,

r(a) n‘est pas une semi-ncrme, s1 A n'est pas commubabive, Tais
il existe une semi-norme p(a) tel gue rial - pla)
Démonstration : r(a) I contient un ouvert &quilibrs v, il
existe done une Asmi-norme pla). tel cue
r(a) « p(a)., A savoir la jaucse de V.

Comme l'involution est continue, on peut e

prendre pla) = pia*). sin:n, on remsosce | AL

N

P

en posant p'ia) = supiplal, pla*)). o'l et

alors la jauge de VAV, et vomae 1'iaveiation csg

continue, V* aat ouvert, et p'  est hie we sy

norme continue,

433
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Remarques !

1) Une sous~algdbre fermée d'une algdbre 3 inverse continu , est
a inverse continu.

2) a est un 8lément d'une scus-algdbre auto-adjointe commutative
s8i et seulement si a est normal.

Ihéoreme 1.

Une sous~algébre auto-adjointe, commutative, maximale C
de A est fermée, et 8i & (. sp, a = opc a.

1) Il est clair que C est fermde. parce gque C est maximale
et gque l'adhérence de C est aussl une alg2bre auto-~adjcinte.
comnutative.

2) a¢ ¢
On a sp, a isp, a

On doit encore prouver que upc as sp, a
Supposons At8p, a

;.j{a"l-)-’l A

A =-.e" ¢C et bi(a - ie" =(a - \elb v b
donc (a ~ «ej-ib- t'a = he‘." Vb
a-ra)" i
r oep, a

Le spectre d’'un 4l&ment dépend en yénéral de 1'algdkre dans la-
quelle on le consldéare. Au contraire, l¢ rayon spectral d'un
6lament est le méme dans A, ~u dase une 3cus-algabre fermée B,
Cecl découle de la formule qui donre le rayon spectral en fono-
tion d'un systéme da seni-normes.

Nous pouvons en conclure ceci :

kropogdtion :

Si h est un opérateur hermitien d'un espace de Hilbert
byl i
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¥monstration :

Soit B 1'algdbre auto-adjointe fermSe d'opérateurs., engendrée
par h., C'est une algdbre B" commutative. D'aprés le
théoréme de Gelfand |[|h || = rB(h) = x(h).

théordme II

Toute représentation unitaire r de A a8t continue.
Régonstration ¢

On peut suppcoser que r(e) = & = I (=identité), car de toute
maniére & est un idempotent hermitien. ('est donc une projec—
tion sur un sous-espace, Celui-ci est invariant, et la représen-
tation est nulle. sur le sous-espace orthogonal. ©n restreint
la représentation 3 ce sous-espace, et on ne change rien i la
norme de & .

S8oit h un élément hermitien de A. Dans l'espace de Hilbert
lirll=x(R). D'autre part, sep(#)  sp(h) <car si (h-ze) est
inversible dans A. (A- zI) est inversikle , du fait que

&= I : donc
r(B)gx(h) dol || hilrih « pih)

La représentation est donc continue pour I hermitien, et puis
que A = H & IR, la représentation est continue.

b) Fonctionnelles positives sur une algdbre ) inverse continue
compléte.

Remarque : C'est ici qu'on va employer le fait que A est cowpivte
Aemme,

8i h est un élément hermitien, et 8i r(h) « I. alors il =xiste
un k hermitien tel que k = (& @ hl‘i

Psmonstration :

i

I1 suifit de remarquer que o n‘est pas 41l&ment de sp(e r h)
parce que r(h) 1 et que /zZ est une fonction “olomorpne s.ur
jap{e “hi). Donc il existe k tel gque k - /& ; h.
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2

‘2_- 2 ccoese

k est hermitien, en effet k =@ *h «-§
Ceci montre que k est somme d'éléments hermitiens, et est
donc hermitien.

Rxoposition :
Si h est hermitien, | f(a*ha) | s x(h) £f(a*a)
Démonstration :
1) Supposons x{(h) <I
alors f(a*(I-h)a) = £(a* k*ka)  (lemme)
= f((ak)*ak) > o
donc - £(a*ha)  £(a*a)
f{a*(I+h)a) = f(a*k*ka)
’ = f((ak)*ak) 20
donc - £(a*ha) <« £(a*a)
d'od | £(a*ha) | « f(a*a)

2) h quelcongue
posons h' = h/r(h) + & 5§ >0
on a alors r(h') <I ; donc de 1)découle que | f(a*ha) | < E(a*a)
ou encore | £(a*(L/r(h)+ §)a )| & £(a*a)
ot donc | £(a*ha) |¢| r(h)+ & )E(a*a),
On a cecli pour tout 6>c¢° en laissant tendre ¢ vers o, on
obtient
| £(a*na) | & r(h) £(a*a) c.q.t.d4.

Corollaires

1) S8i £ est une fonctionnelle positive alors f est continue
Démonstration 3
Pour tout hermitien h et pour tout a de A, on a
| £(a*ha) |¢ r(h)f(a*a)’
posons a=e ; nous obtenocns | £(h){; r(h) fle)
Mais r(h) < p(h), donc | £(h) Iz op(h) £(e)
Ceci implique que £(h) est continue pour h hegrmitien,
et aussi pour h anti-hermitien.
‘Puisque A = H @iH , f est continue.
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2) Toute fonctionnelle positive est représentable.
£ est représentable ai et seulement si, pour tout a de A,
il existe une constante Ca tel que f(x*a*ax) <« Cy £(x*x) .
a*a étant hermitien. nous pouvons appliquer le théordme, on
a donc f(x*a*ax) ¢« r(a*a) £(x*x)

3) L‘idéal réducteur contient le radical de Jacchson J
Idéal réducteur = {xcA |f(x*x)=o ¢vf pos.repr.] = I
Le radical de Jacobson J @
~intersection des noyaux de toutes les représentations
irréductibles
-ixeal r(x) =0

f(x*x) = rix*x)f(e) x € J-srix*x) = o
=£f(x*x) = o VE —vx el

c) Ensemble des foncticnnelles positives normées

f est une fonctionnelle normée si et seulement si fle) = I
A est une algdbre satisfaisant aux conditiones énoncées.

By =(f = fonct, pos. | fle) = 1)

Théorime III

PA est compact pour la topologie faible du dual de H

Démonstration =
définition de la topologie faible :
lim !i = £ si et seulement si v h¢H lim fi(h:'m £(h)

est fermé
Prenons £

1) »,

1"3 et supposons £ = lim fi
Alora f£(e) = lim ti(a) =1 ; et fla*a)=lim f,.-’a‘el'-'l

=2f ¢Pa
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2) Leo éléments de Pa sont majorés par P

| £m)| « »m)  f(e)< p(n). 2, est borné pour la topologle
faible,

1) et 2) impliquent PA est compaot (of théordme de III  1.4),

Ihéoxime IV (de Krelp-liluan)

S1 K ert un ensemble convexs du dual d'un espace localement
comvexe et i K est campact pour la topologie faible, alors K est 1'adhée
rence faible de la fermeture convexs de ses éldments extrémeux,

Rémontration *+ voir Raimark p,62

Cerallaireg @

1) Dans une algddbre & imvolution A inverse comtimi, compldte, le redicel umie-
taire R est égal A 1'idéal réducteur I,
Démonetration

a) I est l'intersection des noymux de toutes les représentatioms unitaires
eycliques, R des moyaux des représsntations unitaires irréductiblos,
Comme toute représentation irréductible est cyclique, i1 suit que ICR,

B) RC I
Supposons que & n'sppartiezme pas A I, Alors 11 existe wn dnnepﬂ
tel que f(e™a) ¢ 0, Le théorime de Kreineiilmen affirme que mous pouvons
approcher f faiblement par des £, de Py qui sont des combinaisons
lindeires positives des éliéments extrdmaux, Domo pour tout & il existe
des 1,, flénents extrémeux de P,s ot des nombres réels positifs gz, tels
que [Iz,e, (a%a) - f{a®e) <€

ou f(a®a) «é<Zgf(a®a) < 2(aa) 4 ¢,
Prencns & tel que f (a®e) - £> 0, on a alors 0<¥z?, (a®™a) et, puisque

les f, scont éléments de P, tita's) » 0,
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Il existe donc un i tel que f,_la*a) > Q, Ceci implique
que dans la représentation unitaire associée 2 .‘.1, a
n'est pas appliqué sur zéxo. Donc a n'appartient pas au
radical unitaire. c.q.£.d.

Réfinition :
Un systime de représentations est complet, si et seulement si

pour tout a ¥ 0 de A il existe une représentation irréduc~-
tible r dans le systime tel que r(a) ¥ O,

Démonstration 3

8'i] existe une représentation fidadle de A, 1'idéal réducteur I
est égal A zéro. Ceci impligque que le radical unitaire est égal
A zéro(Cor.1), et puisque le radical unitaire est &gal a 1'in-
tersection des noyaux des représentations unitaires irréductibles,
il existe pour tout a de A une représentation unitaire irré-
ductible qui applique a sur un élément non nul,

Lorsque A est en plus symétrique, c'est-a-dire lorsque tout
élément de la forme e + a'a est inversible, le radical uni-

taire s'avére 8tre égal au radical de Jacobson. ¥Plue (dudrale-
ment on montre que

Thécrdme : Soit A une algdbre & involution 2 inverse continu
complate., Alors A est symétrique si ot seulement si
sup f(a*a) = r(a*a)

fe Py

ol r est le rayon spectral.

Démonstration : Rickart p.238.
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IX.~ REPRESENTATIONS DES FONCTIONNELLES D'UNE ALGEBRE
A INVOLUTION, COMMUTATIVE.

Dans ce qui suit, A est une algdbre 3 inverse Jcoatllus, &
unité, & involution continue et compléte.

A) Semi-norme régulidre minimale.

Considérons £ &lément de Ppo (PA est l°ensemble des fonc=
tionnelles linéaires positivea, normées), alors £ d&éfinit une
représentation cyclique de A sur un espace de Hilbert nfu

posons £(a) = (a(g).g) . le générateur de la représen-
tation <tant g.
Prenons la somme hilbertienne des lilf H=@0 H alors
£ePy £

A opére sur H en opérant sur chaque terme He et
la | = sup la, | <(r(a*a))® (donc | 2 | a un sens).

De cette manidre nous définissons une représentation de A
qui est 2 involution, et |a*a | = |a [2, ceci parce que | a |
est la norme 4'opérateur sur un espace de Hilbert.

|a | s*appelle la semi~norme régulidre minimale.

Exopogition 1.
ja| = \[ ;ﬁ;;‘(ﬁ;h"—aﬂ)
f ¢P

Démonstration @

a) iaf |2 = sup f({x*a*ax) , posons f(x*a*a x) = fx(n‘a)
f(x*x) = 1

sup £ (a*a) (£, cP,)

Ext PA

-

sup P(a*a) ¢ r(a*a) (la dernidre infgalité implique
FeP que le sup existe)

A
sup ]afl = (sup F(a*a))

£ tPA 4 'PA

Donc: |a |
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b) |£(a)] =|(alg).g) et alg)|{llg || (Gauchy-Schwartz)
slagl 11 g1??

€lagl f(e) (la norme de g est (f(e))%)

IP(a*a) ¢ [(a*ap] = lagl®  a'ou (r(a*ad)s | ayl < | al
on a donc (sup r(a'a)};’ €l al

de a) et Db) on déduit la proposition,

EBroposition 2.

Toute fonctionnelle positive est bornée pour la semi-norme régqulia-

re minimale,
Démonstration : Cecli découle de la proposition I, en effet

I £ (a)| = laglg).glel a ] £la)e £(e)l al, d'ou £(a) est bornée

En particulier, posons R = le noyau de la semi-norme.
Alors f¢ PA implique que £ est nul sur R. (R n'est autre gue
1'idéal réducteur).

En effet I:I!(-xllzc f(e) f£{(x*x) (cauchy~Schwartz), et
f(x*x) = 0 quand x est élément de R. Donc £(x) = 0,
Autrement dit toute fonctionnelle positive sur A est une fonc-
tionnelle positive bornée sur A/R, et peut donc 8tre prolongée
34 la complation A de A/R (A est une B*~-algdbre). On montre
que la semi-norme construite plus haut est la plus petite norme
sur A/R pour laquelle toutes les fonctionnelles positives sont
continues.

B) Représentation des fonctionnelles positives sur une B*-algdbre
commutative B.

- e

81 B est une B*-algdbre sans unité, B. est aussi une

B*=a)irdbre pour lanorme s ||se + a|| = sup| 2e + ab, /| b| =zc L,
beR. Cette norme prolonge la norme sur B. En effet pour une

I*=-algdire . la norme est égale A la norme de la représentation
régulidre '

441
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|laj= sup |ab| / [b | g|a |,
et lal=la? / lals supjab | / |[bi=|]a]].
done ||af]=[a] .
8i B est une B*-algébre commutative , avec une unité, eille
satisfait aux conditions du théoréme de Gelfand, donc B est iso-
morphe &4 C(X), avee X = sp(B).

considérona £ une fonctionnelle positive de B.
Si & est un &lément de C(X) tel que a(m) s 0, i1 existe b
de C(X) ( b hermitien), tel que a =Db> et £(a) = £(b°) =
£(b*b) 2 0.

Il existe donc une mesure y sur X tel que

£(a) =f a(m) 4 u(m
x

Notons que £(e) = / d y(m).
x

C) Représentations des fonctionnelles positives sur une algdbre 2
inverse_continue, compléte; commutative.

A est une algdbre avec les propriétés énoncdes. R est le
radical unitaire de A, et A est la complétion de A/R.
S =(m ¢sp(A)] mem* }. 5 est fermé, parce que 1'involution
est continue,

tion 3.
A= c(s)
Démonstration : L°image de A dans l'application canonique
A= ;g est partout dense dans ;.

Ceci impligue que l1l‘application sp(A) + sp(A) est injective.
Nous avons aussi que Im sp(A) ¢ 8. Cecl découle du fait que A

es* une B*~-algabre et satisfait aux conditions du théoréme de
Gelfund,

Il nous reste 3 démontrer que l'application upts) - 8
est surjective,
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Prenons m dans 8§, et posons f(a) = &(m).
£ est une fonctionnelle positive, en effet nous avons &*(m)= a(m*

parce que a - a(m*) e ¢ m*(par définition)

donc a* - :T") eem

mais a* = n*(ﬂ_-cn (par d&finition)

d‘od a*(m) = a(m*)
on a donc £(a*a) = a*(m) a(m) -l;(lllz 3 O,
£ définit une fonctionnelle positive F sur A, et P définit
une application .linéaire de A dans C, la restriction de F 2
A/R est un caractire de A/R et par continuité P est un carac~
tare de 3 Ceci prouve que sp(A) + 8 est surjective, d'od
IP(;J « 8, C.q.f.d.

S8i f est une fonctionnelle positive sur A, il existe une
mesure u telle que £({a) = f- a{m) 4 u(m) pour tout a de A,

Corollaire :

51 A est symétrigue,ce qui implique que tout idéal maximal de A

est self-adjoint, alors £(a) = | a(m) 4 v (m)
sp(A)

Rropogition 4.

Toute fonctionnelle poeitive irréductible normée définit un
idéal maximal symétrique et réciproquement.

Corollaire 3

Si A est symétrique, alors on a une correspondance bi-univoque
entre les idSaux maximaux et les fonctionnelles positives irréducti
bles normées.

D) _Théordme de Bochner-Plancherel généralisé.

Dans ce qui suit, nous ne considérons plus des fonctionnelles
positives définies sur toute l‘aldbre A, mais sur un idéal partout
dense de A. Nous voudrions aussi représenter une fonctionnelle
de ce genre.
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A est une algdbre 2 inverse comtipue, 2 involution continue,
complate, commutative, symétrique, sans &lément d’unité.

I est un idéal partout demse dans A, £ une fonctionnelle
positive, définie sur I.

Pour tout p de I et pour tout a de A, pa est un
élément de I et £f(pa) a donc un sens, FPosons !p’(l) = f{pa)
pour tout p de I.

£ est définie sur A ; et sur A, {parce qua lplp(n + x))=
£p{:. +x)).

Posons P ={p ¢ I| £p soit positive sur A, } .

P est un céne convexe 3

Py (0) car si yeI tel que p= y*y f O, alors p €I et
£ est positif car : ﬂplx‘z) = £(y*x*yx) > O

P
fp est prolongeable (c'est-3-dire . il existe C tel que
[l(l)lz & C £f(a*a) pour tout a de A) car :

15, 12 «jerrvall <£lyty) fiysarya) = £y*y) £ (a%)

Ihéoxrime

Soit A une algdbre commutative . symétrique , complite . A
inverse continue, A involution continue , sans élément unité , et
I un idéal partout dense dans A ; Pour tout £ positive aur I.
il existe une mesure positive y sur sp(A) (localsment compact),
tel que :
a) pour tout p de P, p est 6lément e Li(u ) et

£(pa) = [ a(m) pm) a v (m).

b) la représentation p + D se prolonge en une application isométri-
que de H', dans 1*( u). 8i I’ est dense dans H, on
peut étendre la représentation aans 13( v) A H,.

(La densité s'entend pour la topologie d'espace de Hilbert de
).
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H; est l'espace de Hilbert engendré par les éléments de I,
avec le produit scalaire (x,y) = £(xy*).

KE est le sous—espace fermS de . H
de P.

e engendré& par les &lé&ments

Démonstration 3
Voir "Normed Rongs" de Naimark, p. 283 , § 20,

Remarque *
Une algadbre sans élément unité est dite symétrique, si 1'algdbre
obtenua en ajoutant une unité est symétrique.



446 JACQUES TITS

106,

REPRESENTATIONS DES GROUPES

ET ALGEBRES DE GROUPES.

1. Représentations des groupes.

1.4, Définitions. Soit G un groupe, et E un eapace vectoriel.
Une représentation de G sur E est un homomorphisme de G
dans le groupe des transformations linfaires inversibles de E.
La transformée de x¢E par la transformation assocife A 1°616-
ment geG sera appelée g, X.

Les propriétés suivantes caractérisent les représentations
de G 13
a. Soit e 1l'unité de G, et xcE quelconque, alors e, x = x.
b. Soient gl,.gz;;G, soit xeE, alors 91‘{72* x) = {g‘gzl,, X.
c. La transformée g, x dépend linéairement de x.

Le groupe G sera supposé localement compact, l'espace E;
localement convexe. Les conditions suivantes s’avadrent intéres-
santes :

a La transformée g, x dépend continument de g pour tout x

4
et de x pour tout g.
d,. L'ensemble des transformations x-g, x(g:K) est équi-
continu quelque soit K compact dans G.
e. L'ensemble des tranaformations x 'g, x(g:G) est équi-

continu.
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Dans la condition dz » 11 suffit de supposer que l‘en=
semble des transformations x+g, x. geK est &quicontinu pour
un voisinage compact déterminé de l°unité.

Nous montrerons gue la conjonction de di et dz est

équivalente A la condition.
d. La transformée g, x dépend continument de (g, x).

D*autre part si l'espace E est tonnelé. la condition di
implique dzﬁ et done d, la condition e peut=8tre remplacée

par laz condition apparemment plus faible.

ey L'ensemble G, x des g, x(g«G) est borné quelque

soit Xxc¢E.

Nous dirons qu ‘une représentation est séparément conti-

nue si di est v8rifié qu’elle estwntinue si 4 est vérifié.

et qu'elle est continue et composée d‘opérateurs &quicontinus
si 4 et e sont tous deux vérifiés. (Il suffit dans ce der-
nier cas 4'établir di’ et e bien entendu).

1.2. Démonstration. Montrons pour commencer que la condition

d est vérifiée si d, et dz le sont toutes deux. Soit

1
geG. XxeE, et V un voisinage de O dans E. HNous
devons trouver un voisinage U de g, et un voisinage W
de. O tels que

g'y X° = g, XV

si x" = xXeW, g'eU,

447
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Nous considérong un woizinage compact K de g, puls
un voisinuge W de O, tels que g, yeV das que gsK, YsW,
Nous considérons ensuite un woigsivege U J¢ g tel que
g'y X = g, xeV a2l g'sU. Le voisinege U sera choisi contenu
dan.l K

gy X° =g, um g’ (x° = %X} + (g'y % = g, X)e V +V

8l g'eU, x" -~ ueW, Ceci &tablit la continuité de g, x.

Il est jmmédiat que d implique d,. Et le fait que
d implique dz résulte du théordme de continuité uniforme
sur les compacts. Nous avons ainsi &tabli 1'équivalence de
d avec la conjonction de dl et de dl'

Supposons E tonnelé. Soit K compact dans G, soit
V un volsinege convexea 6quilibeé fermé de l'origine dans E,
et soit W 1l’ensemble des xE tels que g, X2V quelgue
soit gtK, L'ensemble W est évidemment convexe équilibré fermé;
pour montrer que W éat un veizinage de l'origine, 11 suffit
de montrer que cet enaemble est absorbant.

Soit °v la ®"jauge” de V, Gv est une semi-norme con-
tinue, V est 1'ensemble %(xi { 4. La fonction lv(g, x)
est une fonction continue de g, C&to fonction est bornée
sur K, .olt. M 88 borne supérieure. %/McW. Ce qui montre
effectivement que W est absorbant, et est donec un voisinage
de 1l'origine.

Une démonstration en tout point analogue montre que

L implique e loraque 1 Espar.:a* E estc tonnelé,
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On sait que les eapaces de Banach, et tous les espaces

métriques complets sont tonnelés.

Exercice. Supposons la condition e wvérifiée. Montrer que la
topologie de E est définie par des semi-normes v telles que
v (ge X} = X quelque soit geG. En particulier; si E est un
espace de Banach, nous pouvons trouver sur E une norme &qui-
valente A la norme donnée, et telle que la représentation soit

constituée d’‘opérateurs isométrigues.

i.3. gComplétion. Soit E wun espace localement convexe non

complet. BSupposons donnée sur E une représentation continue

de G. B8oit E, 1le complété de E. La représentation de G

sur E se prolonge. de manidre unique, en une représentation

continue de G sur E,.
L'élément g &tant donné&, 1l'application x .+ g, x

se prolonge d'une seule manidre en une transformation continue

de E, 1 une représentation de G sur E, est définie de

1
cette manidre ; l°ensemble des opérateurs de représentation est
équicontinu sur tout compact { la condition d, est vérifide).
Il reste A montrer que g, x dépend continument de g pour

chaque xc!,.
Soit V un voisinage de l‘origine dans E‘. Consldé-
rons un &lément x de E, et un élément g de G. Soit K

un voisinage compact de g, et W un voisinage de l'origine

449
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dans E, . tel que g’y YeV lorsque g'eK, <W. Soit x

un élément de E, tel que X, -xeW 3

4

9'e X =g X = (g, X =gy X,) + (g'e X, = g4 %X,)
+(ge X, ~GeX) e V+V SV

qui est un voisinage arbitrairement petit de l'origine. si
g'eU, U étant un voisinage de g, contenu dans K. et

tel que g' , Xy = Ga X% v si g‘el,

1.4, La mespuxs de¢ Haay. On sait qu’il axiste sur un groupe
localement compact une mesure positive. non nulle. invariante
A gauche, et que celle-ci est unique A un facteur non négatif
prés. C'est la mesure de Haar. Si m est cette mesure. et
si g, est un élément du groupe,

dm(g, g) = dm(g)
en vertu de l"invariance A gauche. D'autre part. dnmig qol
est ﬁna nouvelle mesure invariante 3 gauche, il existe donc
un scalaire réel positif, A (goi tel que

dm(g g ) =2 (g} am(g)
L*application 9 — i(go} est &videmment un homomorphisme
de G dans le groupe multiplicatif des réels positifs.

On vérifie aisément que

am’(g) = a(g)"" dm(g)
est une mesure invariante a droite sur le groupe. U'autre
part, dm(g ) est aussi une mesure invariante 2 droite, il
axista une constante réelle positive, k . telle que

am(g"!) mk A(g)”! am(q)



SEMINAIRE SUR LES ALGEBRES DE BANACH 451

144,

Cette constante est &gzle A 1 unité. Soit en effet 8 un voi-
sinage compact symétrique de l'unité de G sur lequel A (g)
est voisin de 1,

a(s) =n(s”) = £, x.2 (g)" . amlg)

s
et, développant les calouls, on constste que k est aussi
voisin de 1'unité gque l°on veut, donc que k = 1,

dn(g‘l) = & (g)_‘ dm(g)

(Nous avons supposé implicitement que i (g) est continu ;
on établit ce résultat en considérant une fonction non négative
a support compact, £(g), et en observant que

r£(g g ) dmilg) =2 (g )7/ £(9) am(g)

est une fonction continue de go).

1.5. Exemples de représentations. Les considérations du para-
graphe 2 permettront d’introduire de nombreux exemples d'espaces

de représentations. Mais ce ne sont pas ces exemples qui ont le

Plus fait progresser la théorie des représentations des groupes.

En fin de compte les représentations les plus utiles( au moins

jusqu'a présent ) sont celles de G sur les espaces Lp(G).
l-p(G) est, par définition, l"espace des fonctions de

puissance p sommable pour la mesure de Haar A gauche du groupe.

avec la norme usuelle. On fait opérer G sur I.p en posant '

ge ult) = u(g™? ¢)

lorsque u = u(t) ¢ Lp(la} . et geG.
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Nous allons montrer que la rsprésentation est continus
ei 1/ p / = . Il est &vident que cette représentation
a8t composée d'opérateurs équicontinus, D'autre part, LP(G}
est le complété de L{G)} (si p #=). La condition di Be
vérifie immédiatement. pour la représentation de G sur LI(G!,
lorsque L(G) est muni de la norme || “p‘ ceci en vertu
notamment de la continuité uniforme des &l&ments de L(G).

La représentation de G sur L(G}) est donc une représentation
continue, la représentation sur le complaté est également une
représentation continue. (Rappelons que L{G) est 1'esspace
des fonctions continues & support compact sur G).

La représentation de G sur L (G) est composée d opé-
rateurs équicontinus, mais n"est pas continue. Les é&léments
u eL_  tels que l’application g + g,u soit continue sont
les fonctions (presque partout égales A une fonction) uniformé-
ment continues pour la structure uniforme gauche.

Nous pouvons faire opérer G sur d'autres espaces de
fonctions sur G. Soit C(G) 1'espace des fonctions continues
sur G. pour la topologie de la convergence compacte. La repré-
sentation de G sur C(G) est continue, mais les opfrateurs
ne sont pas &quicontinus, Soit COIG) l'espace des fonctions
continues sur G qui s'annulent 2 1'infini. La représentati -
de G sur Cj (G} est composée d'opérateurs isométriques. et

#at continue,
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1.6, GCompogée PAr une mesure. Soit E un espace de représen-
tation séparément continue de G. Supposons E complet. (Des

conditions plus faibles suffisent en général : E quasi- complet,
dénombrablement complet, etcl. Soit y une mesure & support
compact dans G.

La composée d'un &lément x de E par u sera définis par

tyx=/ g, xdu {1t

Nous constatons que aq, X = g, X. Cette relation nous permet-
tra d'identifier un élément de G avec lu mesure de Dirac cor-
respondante.

L'application x + ¥, X est continue si la représentation
de G est continue. Ceci, en vertu de 1l'équicontinuité des
opérateurs correspondants au support de .,

L'intégrale (1} & encore un sens. lorsque u est una
mesure bornde sur G, si G, x est un ensemble borné.
Lapplication x+ y, x est continue. si 1l‘'ensemble des opé-
rateurs de la représentation est équicontinu (si la condition
e est vérifiée).

L'opé&ration définie par l°intégrale (1) a bien d-:
aspects sympathiques. Le groupe G est immergé dans une 21~
y2bre de mesures. La représentation du groupe est prolon:;i-
en une représentation de 1'algébre de mesures.

Seulement, l'immersion de G dans l°algébre de mesures
n'‘est pas continue, tout au moins si 1'algédbre des mesures bor-
nées est munie de la topologie de la norme. ou si l"algabre

des mesures A support compact est munie d‘une topologie limite
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inductive de ce type. Ces topologies ne sont pas adaptées 2
l1'&tude dea représentations de G.

Les topologies faibles ne sont pas non plus adaptées.
L'immersion de G dans une algdbre de mesures est faibiement
continue. Mais les algébres de mesures ne sont pas faiblement
complates., Et surtout, l'application ¥ + w, x n'est pas
une application continue.

Le deuxiéme paragraphe sera consacré 3 l°&tude topoloyi-
que des espaces de mesures. Cette étude permettra de mieux
comprendre certaines opérations telles la convolution des me-
sures. Mais. 2 1l'heure actuelle tout au moins, c'est l’'étude
de i..t (G} gqui fournit les ocutils les plus puissants dans 1 étu-
de des représentations du groupe G. Quelques théordmes impor-
tants relatifs aux représentations de L’(GJ seront &tablis

dans le quatriame paragraphe.

<. Espaces de mesures.

2.1. Jotroduction. Soit X un espace localement compact
vérifiant la condition

A, La constante 41 est adhérente pour la topologie de la
convergence simple 3 un ensemble &équicontinu de fonctions a
supports compacts.

Soit I X 1l'espace des combinaisons lindaires formelles d‘élé-

ments de X. Nous mettrons diverses topologies sur I X, et
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considérerons les complétés corvespondants Dans chacun des
cas considérés le complété s'identifiera avec un espace de
mesurss sur X, pour une topologie gu'il n'est pas trop diffi-
zile de décrire.

I1 est bon d’cbeerver que la condition A est certaine-
ment wérifide lorsgu'il existe une partition de l'unité, c'est-
a-dire lorsque X et paracompact.

Soit ?a la plus fipne des topologies localement convexes
sur I X, quil induise sur X une topologie moins fine gue la
topologie donnée initialement. Le complété de I' X pour 'C’
est l'espace des mesures a support compact sur X, avec la
topologle de la convergence uniforme sur les ensembles de
fonctions continues sur X qui sont &guicontinus et bornés
en chajgue point de X.

Soit '62 la topologie localement convexe la plus fine
sur X, qui induise sur X wune topologie moins fine que la
topologie donnée initialamant, et telle que X soit borné
pour T,. Le complété de § X pour I, est l'espace des
mesures bornées sur X, avec la topologie de la convergence
uniforme sur les ensembles de fonctions continues et bornées
sur X qui sont équicontinus en chaque point, et uniformé-
ment bornés sur X.

Soit X=G, ‘G @&tant un groupe localement compact. Soit
La la topologie localement convexe la plus fine sur T G,
telle que l'applicaticn identigque de G dans ' G soit continue

@t telle que la représentation de G sur I' G que 1l'on Aéfinit

455
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gefug h; = I u, (ghy)

soit composée d‘opérateurs &quicontinus. (geG,LC u, hyer G,

les u, sont donc scalaires, h ; sont des &1léments du groupe) .
Le complété de TG pour 153 est l'espace des mesures bornées
sur G, avec la topologie de la convergence uniforme sur les
engent lés uniformément hoxnés, et uniformément équicontinus

% gauche de fonctions sur G.

<.2. gensidérations vectorielles-topologigues. La construction

+ ompiéts de £ X pour les topologies \Ct. 62, '53 utilisera
chague fois un théoréme général de la théorie des espaces loca-
lement convexes @

Soit E wun espace localement convexe séparé, et soit E*
#on dual (l'espace des formes linSaires continues sur E). ‘
;.,,_.rw;umgm_.a_umm_m_uwmﬁmi
Lotkeiato sont. Aa xestriction aux parties dauicontinuee de. E*
F8% conranue pour Ad topelegie faible. La topologie du .complét.’
tiplogie de la convergence uniforme sur les parties équi-
Einues da  EY,
{:£, X8the, Topologische Lineare Rilume.Paragraphe 21.9.(4).)
Ragsurons tout de suite le lecteur en signalant que
aous n'utilisons qu'une partie relativement facile de ce théo-
vone:dans \la construction du complété. Il est évident que 1l'es-

pac«a des formes linéalres sur E* qui vérifient la condition de
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continuité décrite est complet pour la topdblogie indiquée.

E est immergé paturellement dans cet espace. Le théoréme du
bipolaire montre que la topologie de E s‘identifie avec la
topologie induite.

La partie profonde du théoréme cité affirme que E est
dense dans l'espace vectoriel topologique construit. Mais il
sera évident que E est dense dans chacun des cas que nous
envisagerons,

Ce théoréme donne le schéma de la construction du complété.
Wous chercherons chaque fois le dual de [ X, les parties équi-
continues de ce dual, la topologie faible de ces parties &quicon~
tinues, et enfin, les formes linéaires sur le dual qui sont conti=-
nues sur les parties &quicontinues.

D'autre part, soit E un espace de Banach ; ung forme
lincalie sw E__est continue sl elle est Doznfe sur les paxties
canpactes de FE. (Il suffit m.lne qu'elle soit bornée sur les suites
convergeant vers zéro, mais une partie compacte de E est con-
tsaue dans la fermeture convexe fermfe d'une telle suite).. . Ce
théorame-ci sera utile pour relever les formes linéaires sur

F X* et montrer qu'il s'agit effectivement de mesures.

2.3. Uesures A subport compact. Dans tout cet alinéa, nous
considéxerons sur I X la topologie t’. donc la plus fine des
topolevgies localement convexes. parmi celles qui induisent sur

X une f.opologie moins fine gque la topologie donnée initialement.
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a, Une application dg X dans un espace vectoriel E a un
prolongement linéaire unique de X dans E. Si E est locale-
ment convexe, le prolongement est continu si, et uniquement si
l'application donnée est continue,

En particulier, le dual "X* de *X{pour %, bien enten-
du) s'identifie avec l'espace C(X) des fonctions continues sur
X .

Sait T un ensemble, et BT 1'espace de Banach des
fonctions bornées sur T, avec la norme !| uj! = 8Up, ju(t) !.
L'espace . (I'X, BT) des applications linéaires continués de
'i dans BT a8 identifie avec l'espace (X, BT), des fonc-
tions continues et & valeurs dans BT. D’ autre part, une
application de X dans BT s'identifie avec une fonction
sur X x T, et donc avec une application de T dans le dual
de . X. Les applications continues de! X dans BT s'identi-
fient avec les applications de T dans I'X* qui appliquent T
sur une partie &gquicontinue de I'x*,

D'autre part, une identification analogue fait corres-
pondre aux applications continues de X dans BT des applica-
tions de T dans cC(X), qui appliquent T sur une partie de

C(X) «ui est &quicontinue et bornée en chaque point. Les

diverses identifications considér&es sont compatibles entre
elles.
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Enfin, X engendrant [ X, la topologie simple de
I X* s'identifie avec la topologie simple de <C(X). Nous
savons par ailleure que la topologie simple de C(X) est
identique avec la topologie de la convergence compacte sur

les parties équicontinues et bornées en chaque point.

b. 11 s'agit maintenant de retrouver les formes linéaires
sur C(X) dont la restriction aux parties équicontinues et
bornées en chaque point sont continues pour la topologie de
la convergence compacte.

Observons pour commencer qu‘une telle forme linéaire
est déterminée par sa restriction & l'espace colx) des fonc~
tions continues sur X, gui s'annulent & l'infini. Elle est
mé&me déterminée par sa restriction A l'espace des fonctions
continues et a support compact. Ceci parce gue la condition
A implique gu'une fonction continue est toujours adhérente a

un ensemble équicontinu de fonctions & supports compacts.

Il existe des fonctions ui(x]. équicontinues, a supports

compacts, tels que ui(x) » 1 pour la convergence simple.
Nous ne nuisona nullement & la généralité en supposant ui(x)

réel, compris entre 0O et 1.

Soit f£(x) ¢ C(X), les fonctions f£(x) .u’.(x) constituent

un ensemble équicontinu et borné de fonctions & supports com=-

pacts, auquel £(x) est adhérent. Une forme linéaire sur C(X),

qui est continue sur les parties équicontinues et bornées et

nulle sur Co(x) s‘annule au point £, est identiquement nuile.

459
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c. Un &lément du complété est donc déterminé par sa restric-
tion & c_(X). L'espace C_(X) est un espace de Banach.

Ses parties compactes sont des ensembles de fonctions qui sont
équicontinue bornés. La restriction d'un élément du complété ost
continue, donc bornée sur ces ensembles compacts.

Mais nous savons qu’'une forme linéaire sur coix) qui
est bornée sur les parties compactes de ¢ (X) est continue
pour la structure d'espace de Banach de C_(X). Les éléments
du complété de 'X s8’'identifient donc avec des mesures bornées

sur X.

d. Montrons ensuite que la mesure bornée associée A un &é1é-
ment du complété est 3 support compact.

Soit °i? un &lément du co_mplété et u la mesure assocife.
Par hypothase, # (u) = /-u(x) 4 u(x) pour tout u cco(x).
D'autre part, la forme linSaire ¢ est bornée sur les parties
de C(X) qui sont &quicontinues et bornées en chaque point.
Soit B une partie de ca{x} qui est équicontinue et bornée
en chagque point de X; il existe un nombre M tel que

{fulx) d wix)| £ M

pour tout ueB. Nous allone nontrez;: que cette proprié&té de la
mesure ¥ implique que ¥ est a4 support compact.

Nous devrons considérer un ensemble &quicontinu de fonc-

“tions a supports compacts auquel la constante 4 est adhé&rente

5
pour la convergence simple. Soit -j' cet ensemble. Nous savons
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que la convergence simple &quivaut & la convergence comnacte
dans r}e La constante 1 est donc adhérente A r&, pour la conver-
gence compacte.

Soit S le support de ¥ . Supposons S non compact.
Soit 8,¢ S, soit U, un voisinage compact de s
un &lément de J qui vérifie 1'inégalité £,(x) ) 3/4 sur

i sSoit f1

le compact U Soit Ti le support de fi" L'ensemble T

: Tt i
est compact.

Seit 8, un peint d¢ § qui n'appartient pas a T,‘.
puis U, un voisinage compact de ) qui ne rencontre pas 1 (
Soit £, un 6lément de J qui vérifie 1'inégalité £,(x), 3/4
sur U,. et soit T, le support de f2=

Par récurrence, supposons 8, f.j ’ U:L construits
pour i=1, ..., k=1, Soit Ti le support de fi’ Le point
s, sera pris dans S, hors de la réunion des supports Ty

(Cette réunion est compacte, et S n'est pas compact). U, sexa
un voisinage de 8, qui ne rencontre pas cette réunion. Enfin
£, sera pris dans ’5’ , tel que fk(x) \ 3/4 sur U, et T,

sera le support de tk..

Chaque point x€X a un voisinage qui rencontre au maxi-
mum un des compacts U,. Les fonctions f sont en effet &qui:
continues, nous pouvons trouver un voisinage V de x tel que
| £ (x)-£,(x) | / 1/4 quelque soit k, pour x' ¢V. Mais
soit k # k', X / k' par exemple, soit vy AUV & .tUk, . Aloxs
£, (y) } 3/4, £ (y') = 0, il est impossible que y et y'

appartiennent tous deux 3 V.
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Choisissons pour tout k wune fonction g.k(x) dont le
support ast contenu dans Uk" et telle que / %, de =4, Une
telle fonction existe puisque "k est un voisinage de 8, et que
8 est dans le support de u# . Soit A l'ensemble des suites
( Ayo omen Ay -.-) de nombres réels, positifs, inférieurs A
1'unité, et telles gque 4y = O pour toutes les valeurs de k
sauf éventuellement un nombre fini d'entre elles.

Pour tout ek , goit h =1 ‘k Ty e L'ensemble des
fonctions ha est équicontinu et borné. Par conséquent
¢ (h, ) devrait 8tre borné indépendamment de . Mais
hl 3 CD(X]. et

sp(bl)-tlkfgkdu =L *):
n'est pas borné.

la mesure v est effectivement A support compact.

e, Nous avons ainsi construit une application biunivoque
du complété de X dans l'espace des mesures A support compact
sur X, Cette application est surjective. C'est évident. si
v est une mesure 3 support compact,
Iyxa v (x)

est un élément du complété de X, qui est appliqué sur o par
l'application de ce comp.été dans l°espace des mesures sur X.

Bien entendu la forme lindaire sur C(X)} qui est assocife
4 u est la forme linéaire

ua + fudy
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qui définit la dualité usuelle entre 1'espace des mesures 2

support compact sur X, et l'espace des fonctions continues sur
X. La topelogie du complété est la topologie Ge la convergence
uniforme sur les parties équicontinues de I' X*. Cette topologie
g'identifie avec la topologie de la convergence uniforme sur les
parties Squicontinues et bornées de C(X), lorsque le complété

est identifié avec l'espace des mesures A support compact sur X

2.4. Mesures bornées. Nous mettrons dans cet alinda-ci la topo-
logie ”ftz sur TX, donc la plus fine des topologies localement
convexes, parmi celles pour lesquelles X soit borné, et qui
induisent sur X une topologie moins fine que la topologie donnée
initialement. La construction du complété de 'X ne diffarera

que par quelques détails de celle qui est donnée a l'alinéa 2.3.

a. Le prolongement lindaire I'X + E(E localement convexe)

a’ ur{e application X+ E est continu si, et uniquement si 1 ap-
plication donnée est continue et applique X sur une pnri:ie bor -
née de E. Le dual TX* s‘identifie avec l'espace C*(X) des
fonctions continues bornées sur X. L'espace «. (FX, BT) des
applications linéaires continues de 'X dans BT s'identfie avec
l'espace C*(X, BT) des applications continues et bornées de

X dans BT, 1l'espace BT é&tant comme précédemment 1’espace
des fonctions bornées sur l'ensemble T, avec sa structure d‘es-

pace de Banach usuelle.
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Bien entendu, < (I X, BT) peut-8tre identifié avec
i"espace des applications de T dans T X* qui appliquent T sux
une partie équicontinue de F'%®., D'autre part, c*(X, BT} s rdon~
tifie avec l'espace des applications de T dana C*(X) qui
appliquent T aur une partie uniformément bornée, et &quiconi'nue

en tout point de C¥*(X}.

_L'identification natuxelie de i X* avec C*{X) associe

Comme précédemment, X engendre FX , la topolojie fu:-
blo dbteminée par I'X s’identifie avec la topologie simple de
C*(X). Sur les parties équicontinues et uniformément bornées de
C*(X) , cette tupclogie cofncide encore avec la topologie de iz

convergence compacte.

b. La démonstration donnée & l°alinéa précédent montre de
nouveau qu‘un &lément du complété, c'est-3d-dire une forme lin&-
aire sur C*(X) ., dont la restriction aux parties &quicontinues
e uniformément bornées est continue pour la topologie simple.
est déterminée par sa restriction A l'espace de Banach co(xl.
et que cette restriction est une mesure bornée.

D'autxe part, nous pouvons associer 3 toute mesure bor-
née u un élément

S xduy

du complété de ! X. Le complété de FX s'"identifie, ainsi cue

nous l'avons affirmé, avec l'espace des mesures bornées sur .
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et ceci, pour la topologie indiquée (puisgue les parties équi-
continues de I X* s'identifient avec les parties uniformément

bornées, et ponctuellement &quicontinues de C*(X)).

Dans cet alinéa,

nous poserons X=G, G un groupe localement compact. et nous
mettrons sur TG la topologie "2:3:- c'est-3-dire, la topologis
localement convexe la plus fine, qui induise sur G une topo-
lcgie moins fine que la topologie donnée, et soit telle que la
repréaentation de G sur I'G soit composfe d‘opérateurs équi-
continus. La construction du complété différera en quelques
points de celle que nous avons exposée aux deux alinéas précédenti

a. Observons pour commencer que G est une partie bornée
de I'G., C'est en effet l’ensemble des trtns!ox‘_u&es de 1'unité
par les opérateurs de la représentation, et 1l'ensemble des opé&~
rateurs de la représentation est équicontinu,

De nouveau parce que cet ensemble d‘opérateurs est é&qui~
continu, hgi + h uniformément pour heG, lorsque 9, * e
(lunité de G). La structure uniforme additive de I'G est
donc moins fine que la structure uniforme gauche de G.

Les formes lindaires continues sur I'¢ s'identifient
avec des fonctions uniformément bornées, et uniformément conti~-
nues pour la structure uniforme gauche de G. Les parties équi~
continues de IG* s'identifient avec des ensembles uniformément

bornés et uniformément équicontinus de fonctions sur G,



466 JACQUES TITS

126.

b. Scit ensuite B un ensemble uniformément borné et uni-
formément &quicontinu de fonctions sur G. HNous allons montrer
que B définit un ensemble équicontinu de formes linéaires
sur I G, Sans nuire 3 la généralité, nous pouvons supposer B
gtable pour les translations, c'est-3~dire supposer que t, ucB®
lorsque 3, ueB, si t, u(g) = u(t"? g). si 1'ensemble donné
n'est pas stable, nous pouvons toujours le saturer.
Nous définissons sur TG une semi-norme vy en posant
vg(l @ hy) = sup . IZ & um) |
Cette semi-norme induit sur G une topologie moins fine que
la topologie donnée, parce que B est équicontinu et borné.
D'autre part, B est stable pour les translations,
pide I a5 By) = (% ny)
Les opérateurs de la “préaantatiqn sont isométriques pour v B*
Par conséquent, s @éfinit sur ' G une topologie
moins fine que 'C:'. Cette semi-norme est continue, B correspond

4 un ensemble &quicontinu de formes linSaires.

C. Nous avons retrouvé ainsi le dual de I' G, et les parties
équicontinues de ce dual.

Comme précédent, la topologie faible de I' G* correspond
A la convergence simple des fonctions, sur T G* et a fortiori
sur les parties équicontinues de I G*.

Considérons ensuite l’espace de Banach C,(G). des fonc-

tions continues sur G qui s'annulent & 1'infini. Lee é&léments
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de c_(G) sont uniformément continus et bornés. Les parties
compactes de co(GJ sont des ensembles uniformément &quiconti-
nus et bornés de fonctions.

Nous pouvons reprendre les démonstrations données aux
alinéas précédents, [a restriction a ¢,(6) d’un élément du
complété de I'G est une mesure bornée sur G. L'opération de
restriction est surjective. 8i u est une mesure bornée sur G.

f gd ulg)
est un &lément du complété deT G dont la restriction a CO(G}

est la mesure donnée.

d. Nous achéverons la démonstration en montrant gu‘un &£18&-
ment du complété est déterminé par sa restriction A e 6. 11
suffira de montrer que la constante i est adhérente 3 un ensem-
ble uniformément équicontinu de fonctions A supports compacts.
Soit v (g) une fonction symétrique continue 3 support

compact aur G. Soit

8(g) = sup, . |y (hg) = ¢ ()]
La fonction 6(g) est un"écart®sur G. C‘est une fonction con=-
tinue (parce que p est uniformément continue), et

5 (g™ = & (g)

§ (gy 9,) £ & (g) + 6(g,)
De plus si ' prend des valeurs supérieures 3 1'unité, l'ensemble

des points ol ¢ (g) / {1 est un voisinage compact de 1l'unité.
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Soit K compact. Soit

w(g) = sup (o0, 1 -\f{g-i k)| kek)

Chaque fonction wu, est a4 support compact, et égale 2 l'unité
sur K. L'ensemble des fonctions u, est uniformément continu
parce que
Fuela) = ol [£ s (g™t g
Enfin, la constante i est simplement adhérente & 1 ensem~

ble des fonctions W, K compact, Ceci achéve la démonstration.

Exexcices.
1. Soit U une variété indéfiniment différentiable, dénombra~
ble & l'infini. Mettons sur [ Vla topologie localement convexe
la plus fine, telle que l‘application identique de UV dans I U eoit
indéfiniment différentiable. Le complété de IV s'identifie avec
1’eapace 8' des distributions & support compact sur V, avec
sa topologie usuelle,

Il faut montrer que le dual de IV a’identifie avec 1 es-
pace € des fonctions indéfiniment différentiables sur \J
et que les parties équicontinues de ce dual s'identifient avec
les parties de 8 . qui sont bornées pour la topologie que 1l'on
considére généralement sur 8 .

La proposition Gnoncge découle des propriété&s connues de

&

D'autres espaces de distributions se d&finissent de manid-
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re analogue, en imposant 3 l°application de V dans VU des pro-
priétés de croissance ou de décroissance 2 1’infini, complémentai-
res des propriétés de décroissance ou de croissance des distribu-

tions recherchées.

2. Les représentations isométriques et topologiquement cycli-
ques de G sur les espaces de Banach sont en correspondance biuni-
voque avec les ensembles de fonctions continues sur G, qul sont
convexes, symétriques, compacts pour la convergence simple, et
stables pour les translations & gauche du groupe.

Dans cet énoncé, une représentation cyclique est un couple.
composé d"une représentation et 4'un générateur cycligque. A tout
élément t du groupe, nous associons la translation u -+ t, u
avec t, u(g) = u(t™? g). Les représentations sont classées 2
une isométrie prds, pas & une équivalence pras.

Il apparaft intéressant de classer les ensembles de fonc-
tions continues. qui sont convexes, symétriques, simplement com-
pacts, et stable pour les tranalations.

81 un tel ensemble n'est pas nul, il contient toujours
une fonction 1 telle que u(e) ¥ 0. A une homothétie prés, nous
pouvons supposer que u(e) = 4, Parmi les ensembles de fonctions
continues qui ont les propriétés souhaitées, et contiennent une
fonction u telle que wu(e) = 4, il en existe des minimaux, en
vertu du théoréme de Zorn.
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Il serait déja intéressant de trouver ces ensembles
minimaux pour tel ou tel groups., Jes ensembles correspondent
A4 des représentations irréductibles du groupe, qui ont des
propriétés supplémentaires.
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3. Algdbres de mesures.
3.4. Composée par une megure. Les espaces vectoriels topolo-

giques de mesures que nous avons trouvés au paragraphe 2 per-
mettent de mieux comprendre l'opération de composition définie
au paragraphe 1.6.

Soit E un espace complet de représentation de G.

Pour I 4 hi e ' G, et xcE, posons

1

(fa; hi)* x=1d (hi* x)

i
L'application Id, h; + ( Id; h)), x est continue pour la
topologie ’ti lorsque g, x dépend continument de g, notamment
lorsque la représentation est séparément continue. Elle est con-
tinue pour la topologie '12 ei g, x dépend continument de g.
l'ensemble G, x é&tant borné. Elle est continue pour la topolo-
gie '33 si la représentation est séparément continue, l‘ensemble
des opérateurs de représentation étant équicontinu.

Dans chaque cas particulier, nous pouvons prolonger cette
application en une application continue du complété de ' G dans
E. C'est cette application du complété qui est définie au para-
graphe 1.6. Les propriétés de continuité de u, x en fonction de
x ont été explicitées au paragraphe 1.6. Celles de u, X en

fonction de v sont faciles & retrouver ici, lorsque les espa-

ces de mesures sont munis des topologies &tudiées au paragraphe 2.
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3.2. gComposition des mesures. Nous appellerons blc{G) 1'espace
vectoriel topologique obtenu en complétant ' G pour Zt i M)
sera l'espace vectoriel topologique obtenu en compladtant T G
pour "Cz : HZ(G} sera l'espace vectoriel topologique obtenu en
compldtant G pour Z,. L'espace vectoriel sous-jacent de

M, (G) cofncide avec celui de Mz((;)fr n'est autre que l1°’espace

M(G) des mesures bornées sur G.

L« représentation de G sur I'G est continue; que lon
mette sur TG la topologie 21. ?'2, ou 7-3. En complétant. nous
constatone que les représentations de G sur MC(GJB sur M, (G)
et sur lec) sont des représentations continues. On constate
que G, w est borné dans M,(G) pour toute mesure bornée ¥ .
Enfin, la représentation de G sur I'G est composée 4d’opé&-
rateurs équicontinus pour 23“ la représentation de G sur M, (G)
est donc composée d'opérateurs équicontinus.

La construction du paragraphe 1.6. permet de dé&finir

LITRT lorsque "i et "2 sont, soit deux mesures A support
compact, soit deux mesures bornées. La composée @st encore une
mesure 2 support compact, ou une mesure bornée selon le cas.

Il est clair, d'"aprés les propriétés &tablies, que l'opé-~
ration que nous définissons est séparément continue sur M, (G).
et sur MZ(G)' Cette opération est galmmt séparément continue
sur M1 (G), mais ce fait ne découle pas des propriétés établies,
tout au moins pas immédiatement. Il est clair que Yy ¥ g dépend

continuement de ue L'existence d'une involution continue dans
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Mi(G) nous permettra d’établir la continuité de la composition
en le second facteur.
Il est intéressant de déterminer plus explicitement
¥yx Yp. D'abord, g, u (8) =l:(g_1 S§) si 8 est borélien.
D'aprés la définition

Wya U,(8) = Jg, u,(8) d v, (g)

uz(g'—i S) d u’(g)

by Xuy(s,)
si s, &€ G A G est l'ensemble des [gi" g,) tels que g, g, € S,
", X vy étant la mesure produit.

De méme

Voyow ¥y oa ¥ a(8) = Xu, Xu 5(8,)
ol 33 est l°’ensemble des (gi,gzgga) avec gigzgsg S. L'associa-
tivité de la composition des mesures découle de cette observation.
Il est intéressant d‘'observer que la composition interne de 1l°al=-
gébre de mesures s’associe avec la composition exterpe des mesu-
res avec les &léments des espaces de représentation de G.

(w ), x = ¥

1* 2 1t( " uzt x)
= ”9192)* x d "'1{9’1) 4 uz(gz}
puisque gi*[gz. X) = {9192)* X. Un espace de représentation de

G est donc un module sur une algeébre de mesures.
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3.3. L'involution. Posons, pour [ 4, heT G,

Y |
(£d; h)* =14 h,

Nous définissons ainsi une involution de l'algébre T G.

Cette involution est continue lorsque ' G est munie, soit de

la topologie '3'1. soit de la topologie T,. Elle se prolonge
donc en une involution continue, soit de MC(G) , soit de

M, (G).

dépend continument

En passant, nous montrons que MW, M

1
de u, pour la topologie de M,(G) puisque

2

= * L 3% ]
Ve ¥y {“2 *“1)

Il est clair d°autre part gue l'involution n'est pas
continue pour la topologie de M,(G). Elle définit, c’est trivial,
un anti=isomorphisme de H2(G) avec l'algdbre N5 (G) que 1'on
aurait construite en considérant sur ' G la plus fine des topo-
logies telles que l'application identique de G dans I' G soit

continue, et telles que l'ensemble des opérateurs

hi - t 4, (h

i t)

i
soit équicontinu. Le complété Hz*(G) est encore l’espace des
mesures bornées sur G, mais avec une topologie différente de
celle de Hz(G), en tout cas lorsque les structures uniformes

gauche et droite de G différent.
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4. Représentationg de G et de L (G).

Nous étudions l'espace des fonctions sommables par rapport
a une mesure de Haar, ou mieux, des mesures bornées absolument
continues par rapport aux mesures de Haar. Cet espace est une
algébre de Banach A involution.

Nous établissons l1l'é&quivalence de la théorie des représen-
tations de I.i () . avec celle des représentations continues de
G par des opérateurs équicontinus, ceci sur les espaces locale-

ment convexes complets.

4.1. L'espace L, (G). Nous avons défini L, (G) comme 1'espace
des fonctions sommables par rapport 3 une mesure de Haar.
Il est parfois préférable de considérer L,(G) comme 1'espace
des mesures absolument continues par rapport a une mesure de Haar.

Leg deux définitions sont essentiellement &quivalentes.
Le théoréme de Radon-Nikodym affirme que l°'on peut trouver une
fonction £, sommable par rapport & p , et telle que
du =fdu sip’ estune mesure bornée, absolumentcontinue
par rapport a la mesure positive u .,

(Rappelons que ' est dite absolumént continue par rap~
port & u si un ensemble borélien u-nul est k'~-nul).

L'espace des mesures absolument continues ne dépend pas
du choix de la mesure de Haar. Deux mesures de Haar sont, en
effet toujours absolument continues l°une par rapport A l°autre.

Les opérations que nous introduirons sur L, {(G) dépendront du
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choix de la mesure de Haar si nous considérons L, comme un
espace de fonctions, mais n‘en dépendront pas si nous considé-
rons L, comme espace de mesures.

Les notations fonctionnelles seront toutefois plus simples.
Nous choisirons donc, une fois pour toutes une mesure invariante
a gauche, soit m. L"espace Lits? sera l‘espace de Banach L, (m).
Si pour une raison quelconque, nous étions amenés & “changer de
mesure de Haar", nous aurions par exemple dm‘’ = k A (t:.;)m‘l dm
(la mesure m® invariante 3 droite). L'élément ucLi(m) serait
associé A l'élément u‘ ¢ I..i{m") :

i

ui(g) =k ° A (g) ulg)

4.2. gtructure d-alqébre de Banach 3 involution. L’espace des
mesures bornées absolument continues par rapport aux mesures
de Haar est auto-adjoint pour 1l'involution de 1l'espace des me-

sures sur le groupe. A la mesuré u(g)dm(g) correspond la mesure

—

ulg™Hamg™) = A (7! utg™h

dm(g)

Nous définissons donc une involution sur l'espace Li{G) en posant

u*(g) = 1 (g)"! u(g' M)

Cette involution conserve la norme.

Considéré comme espace de mesures, L, (G) est un idéal
bilatére de l‘espace des mesures bornées sur G. Cela nous
permet de composer un élément de I.1 (G) & gauche »o>u A droite

par une mesure boxnée sur G ¢
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vy ulg) = J u(t™ig) au (v)

u,ule = Jage™) 2 @t aw (e
(s8i m est une mesure invariante 2 gauche, et si 1A est défini
ici, comme précédemment par dn(ggol = A (golﬁ(g) pour g_-
constant) .
Un idéal est toujours un sous-anneau. Nous pouvons compo-

ser ainsi deux 6léments de L,(G),
u, vig) = £ ult) vit™! g) am(t)

= falgt™) vie)y 2 ()7 am(e)

Toutes les int:.&gralan ci-dessus convergent pour presque
toutes les valeurs de g, la somme, ainsi définie presque partout,
est une fonction sommable par rapport A la mesure de Haar.

On remarque que les formes gauches sont légérement différentes
des formes droites, ceci parce gue nous considérons une mesure

invariante A gauche.

4.3. Approximations de l'unité. L'existence d'une approximation
bornée de l'unité est une propriété intéressante de L, (G).

En fait, L’lG) est un idéal dense de HZ(G).
A tout voisinage U de l'unité de G, nous associons
une fonction lPU.. a support dans U, positive, et telle que
J"f"dm*a i. La mesure v, donnée par d*U= L}'Udm tend
vere la mesure de Dirac en l'unité de G, pour la topologie de
Mc(G).‘? Par conséquent, *U,f * £ 8i f est un &lément d’un
espace de représentation séparément continue de G, (‘est vrai

en particulier si f¢ I.i(G}.

477
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Nous avons défini la composée de deux éléments de Li(Gl
de maniére telle que *U' £fa= foe £f. Une famille fu d’é&léments
de L,(G) a donc été construire, telle que Ii ¥ I|=1 pour
tout U, et telle que th* £f + f qguelque soit f sLitG).

C'est cette famille d'éléments de L, (6) qui est appelie

une "approximation bronée de l'unité".

4.4. Représentations de L,

Soit E un espace localement convexe complet. Considé--
rons sur E une représentation de G qui est continue, et telle
que les opérateurs de représentation soient équicontinus.

Posons

u, x = fu(g) g, x dn(g)

lorsque u = u(g) € Ly (6). La composée u, x est encore la com-
posée de x par la mesure absolument continue associée & u.
Une loi de composition externe (u,x) =+ u, x est ainsi

définie sur L, (G) X E. Nous avons 1'associstivité externe

U, vy x) = (u, v) , x
L'application {u,x) * u, x est continue. Enfin, l‘espace vec~
toriel engendré par les images u, x esat dense dans E.
Ces propriétés sont évidentes, ou essentiellement &tabliecs
L’associativité externe n‘est qu‘un cas particulier de la proprié-
té que nous avons établie pour les représentations des groupes

et des algdbres de mesures. La continuité découle de l'équicon-
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tipuité de l'ensemble des opérateurs de représentation. Enfin,
¥ oyr X * X si lfv est une approximation de l°identité dans
I‘i(G)" l'ensemble des composées u, X est dense, l°espace vec-
toriel que ces composées engendrent l'est a fortiori.

Une représentation de L, (6) sera par définition une
application de L,(G) X E dans E, qui est continue, 3 la pro-

priété d‘associativité externe indiquée, et est telle que l’es~

pace engendré par les composées soit dense.

o{G). HNous venons

d'associer une représentation de L, (G) 2 toute représentation
continue de G par des opérateurs équicontinus. Nous allons
associer réciproquement une représentation continue de G par
des opérateurs &quicontinus & toute représentation de Li(G)"

La composition interne de L, (G), et la composition
exterpe définie sur E, avec opérateurs dans L, () seront
notées u, v, u, x. Nous devrons considérer 4'autre part la
représentation de G sur L,(G) ; la transformée d‘un §lément
£ de Li(G} par un élément t du groupe sera notée t.f,
donc

t.£(g) = £(t™1 g)

Nous définirons une représentation de G sur E. La transformée
d'un vecteur x €¢E par un &lément t du groupe sera notée

t.x.
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Soit .‘:1 l‘espace vectoriel engendré par l’'ensemble des
éléments f, x, f¢ Ly, Xxe E. Par hypothése, E:i eat dense
dans E. Nous allons définir ¢t.x pour teG, XeE, par la
relation
t. fi* x; = T (t. fi]" x, ()

Il n‘est pas évident que cette définition soit admissible.
8i elle l'est. il est encore moins évident que 1‘ensemble
des opérateurs que l'on définirait ainsi dans E‘.1 est équicontinu,
La démonstration de ces propriétés utilise l'existence d ' une
approximation bornée de 1'identité dans L,(G).

Soit 2£i* X, ¢ E

g Il est claix que t.f =lim(t. VY J).€,

et
(tef el £i0x = B (£ 9 ), £, %
+E(t.£,), x5

Ceci montre que I (t.fj‘). X,

i ne dépend que de I fi* Xye

La définition de t.x par la relation (1) est légitime.
Ensuite, l'ensemble des fonctions t. YU est borné dans
Ly (G). L'ensemble des opérateurs X -p(t.\y U)* x est un ensem-~
ble équicontinu d’opérateurs de E,- (Puisque la représentation
de L, (G) est continue). L‘adhérence simple d‘un ensemble
équicontinu d'applications est encore équicontinu. Nous mon-
trons ainsi que l'ensemble des applications x+ t.x de E

q
dans E1 est é&quicontinu.
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Inspectant la définition (4), nous constatons jimmédiate-
ment que e.x = X, et que ti.(tzox) = (ti"tz)'x . Ensuite,
t'fi dépend continument de t, t.x dépend continument de =x.

Une représentation continue de G, par des opérateurs
équicontinus a aingi été définie sur 1l'espace Bin Cette xe-
présentation de G sux E, 8e prolonge en une représentation

de G sur le complété de E Ce complété s’identifie avec E,

1
puisque E est supposé dense dans E, qui est complet.
i .

Soit E un espace localement

convexe complet. A toute représentation continue, composée d opé-
rateurs dgquicontinus de G sur E, nous associons une représen=
tation de L, (6G) sur E. A toute repréeentation de L, (G)

sur E, nous associons une représentation continue. composée
d*opérateurs équicontinus, de G sur E.

Pour pouveoir affirmer que les deux notions que nous
étudions sont équivalentes, nous devons montrer que les deux
applications que nous avons construites sont inverses l'une
de l'autre.

Partons par exemple d‘une représentation de G; Nous
définissons g, X pour g eG, x ¢E. Soit alors wu(g) cL’(G)
la composée u, x est définie par

u, x = f u(g) g, x dm(g)
si xcE’. g £¢G, nous définissons g.x par

g.x = lim (g. Yy )u x

481
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= § S
Et g.x = g, X parce gque X fi* x;. et (q.\fu)* fi ’fl‘

Par conséquent g.x = g, X pour tout x Ei"’ et par continuité
pour tout x ¢E.

Partons ensuite d‘une représentation de L N (G}. 1a
composée u, x est définie pour u cL, (), x «eE. Dans ces
conditions, nous avons défini g.x, pour ge€G, X €E, de
maniére telle que

g- L £, x; = I (g.£;)y x;
et prolongé g.x A& tout l'espace E par continuité. La re-
présentation de Ly ()] qui est associée 3 cette représentation
de G sera donnée par

u.x = [ ulg) g.x dmig)

Il est clair que u.X = u,Xx si x¢E Cette relation se pro-

1‘
longe continument, u.x = u,x pour tgut x ¢E.

Le résultat souhaité est é&tabli.

4.7. Remarauyeg. Nous avons cbservé que g.x = lim{g. L,I'U)*x
pour tout x sE’. Cette relation &tant &tablie pour tout &lé&ment
x d4'un eséace de représentation continue de G, ells ast donc
vraie pour tout x¢E.

Ce qui est plus important. c‘est que les sous-espaces
fermés de E qui sont stables pour ['i{G) sont stables pour G.
Ce sont en effet des sous-espaces complets de représentation da
L,(G).

Les notions de représentation irréductibles de G. et de

L, (6) sont &quivalentes.
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Exercices. Commengons par voir ce que l'cn peut dire, si 1l'on
connaft une application de L, (G) X E dans E, E localement
convexe complet, qui est continue et vérifie la condition 4‘as-
sociativité externe. Nous levons donc l'hypothése que E 1 goit

dense dans BE.

1. Soit E: la fermeture de l’espace E,. engendré par les
Uy X, x ¢E, uecL,(G). L'ensemble des u,x, X :—B—;e ucLi{G) est
dense dans !i Cet espace est donc un espace de représentation
de G.

2, Supposons que E soit un espace de Hilbert, et que l'en-
semble des opérateurs de représentation soit self-adjoint. La
"représentation” s‘annule alors sur Bi t . Elle se compose
donc de la projection de E sur E,, et d'une représentation

de G sur Ii'

La condition indiquée asera notamment vérifiée si l‘adjoin-
te de l'opbérateur associé A un élément u est l'opérateur asso-
cié 4 u*. La représentation de L, (G) est alors "unitaire”,
la représentation de G sur E qu'on lui associe est composée

1
d'opérateurs unitaires.

3. Une situation toute différente se présente a4ja dans la
théorie des espaces de Banach. On peut faire opérer L, (c)
sur L_ (G) en posant

u, v(g) = Fult) v(t™1g) am(t)
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pour ue I“l(G)" ve L {G). La composée est une fonction uni-

-
formément continue pour la structure uniforme gauche. L‘espace
Ey

nées, pour la structure uniforme gauche de G.

est l’espace des fonctions uniformément continues et bor-

si ueE,, et si f, est une approximation de 1‘identité
la composée qu, u ne peut tendre vers aucune limite. En effet
cette composée tend vers u pour la topologie faible déterminée
par L, sur L_ donc pour une topologie moins fine que la
topologie de I.. - Si une limite existait pour L_, cette limi~

te ne pourrait &tre que u, et cette limite ne peut-étre u.

Indiquons ensuite comment des raisonnements analogues
4 ceux que nous avons développés dans cet alinéa peuvent &tre

appliqués aux représentations continues de G.

(G) des fonctions sommables 2
(G)

4. Considérons l'espace L, &

support compact dans G. Appelons “bornées" dans Ly e

les ensembles de fonctions qui sont bornés pour la structure de
Li (G), et ont leur support contenu dans un compact fixe. Le

produit de composition définit sur L, (G) une structure de

i.c
b-algébre (d'algadbre A bornés compldtes, cf "Etude spectrale

des algdbres compldtes”, et autres travaux du m@me auteur).
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Une représentation continue de G sur un espace complet

E induit une représentation de L G) sur E, qui vérifie

1.c(
la condition d'associativité externe, telle gue l‘ensemble
des composées u, X, ou des combinaisons linéaires de compo~
sées soit dsns.ap et telle que l'’ensemble des opérateurs de
représentation associés & une partie bornée de Li,cm, soit
équicontinu.

Réciproquement, une représentation de I':t. c{v'.';) qui a
les propri&tés indiquées est toujours associée A une représen-
tation continue de G. Il y a équivalence entre la théorie des

représentations de G et celle des représentations de L, t={G)-
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