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ISOTROPIE DES ESPACES DE KLEIN

ISOTROPIE DES ESPACES DE KLEIN
PAR

M. J. Tits (Bruxelles)

1. Espaces de Klein

Pour Klein, une « géométrie » est constituée par I’ensemble
des notions et propriétés invariantes pour un groupe de trans-
formations donné. Nous avons proposé [12] (1) d’appeler espace de
Klein une paire (E,G) constituée par un ensemble £ et un groupe G
de transformations de cet ensemble. Ici, nous supposerons en
outre, comme on a coutume de le faire (cf. par exemple [10]),

que FE est une variété analytique connexe,

que le groupe « abstrait » G est un groupe analytique, possédant
au plus une infinit¢ dénombrable de composantes connexes (2),

que G opére analytiquement sur E (3),

que G est transitif sur E.

L’existence de ces structures additionnelles et les conditions imposées
a E et G sont d’ailleurs — implicitement ou explicitement —
postulées par Klein. La transitivité¢ de G exprime 1’homogénéité de
I’espace, c’est-a-dire, dans le langage de Klein, le fait qu’aucune
propriété appartenant a la géométrie considérée ne permet de
distinguer un point d’un autre.

Soient p un point de E et H le groupe des éléments de G
conservant ce point. Des hypothéses faites sur E et G, il résulte
que H est un sous-groupe fermé de G (ne contenant aucun sous-
groupe invariant de G : cf. note (3)), et que E peut étre identifié
canoniquement a l’espace G/H des classes latérales a droite de H
dans G (cf. par exemple [?], [19]).

Il convient d’insister sur le fait que, contrairement a ce qui
se passe par exemple lorsqu’on étudie les propriétés topologiques
des espaces homogenes, ce n’est pas seulement I’existence d’un
groupe analytique transitif sur £ qui importe ici, mais la donnée

(1) Cf. les remarques faites a ce propos loc. cit., p. 41, note ().

(¥ On suppose souvent G connexe.

(® Il va sans dire que G, qui est au départ un groupe de transformations,
est supposé opérer effectivement sur E.
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du groupe lui-méme, deux espaces (E,G) et (£,G1) devant étre
considérés comme essentiellement différents dés que les groupes
G et G1 le sont.

Nous dirons que deux espaces (£ = G/H, G) et (E1 =G1/H1, G1)
sont localement isomorphes s’il en est ainsi des paires (G H) et
(G1, Hi). Un espace (E = G/H,G) est donc déterminé 3 un
isomorphisme local pres par la paire (®,59) formée de ’algebre de
Lie ® de G et de la sous-algebre $ correspondant & H. Une propriété
d’un espace (E,G) sera dite locale si elle appartient aussi a tout
espace localement isomorphe a (E,G), c’est-a-dire, si ¢’est en fait
une propriété de la paire (&,9).

A. LES ESPACES ISOTROPES (%)

2. Définitions. Conventions préliminaires.

2.1. Nous disons qu’un espace (E,G) est isotrope si G est
transitif sur ’ensemble (espace fibré a fibres projectives) des éléments
de contact du premier ordre (point + direction) de E.

Soient p et H définis comme au § 1, et P, I’espace projectif
des éléments de contact en p, c’est-a-dire I’espace projectif quotient
de I’espace vectoriel V), tangent & E en p. Le groupe H induit sur
Pp un groupe de projectivités Hp, et (E,G) est isotrope si et seule-
ment si Hp est transitif sur Pp.

Notons que

2.1.1. L’isotropie d’un espace de Klein est une propriété locale.

Cette proposition, quoique facile & démontrer, n’est pas
absolument évidente, et cesse d’ailleurs d’étre vraie lorsqu’on
admet des groupes G possédant une infinité non dénombrable de
composantes connexes.

2.2. La détermination des espaces de Klein isotropes a &été
réalisée dans [12]. Nous rappelerons ’essenticl de ces résultats au
§ suivant. Cependant, pour permettre une énumération assez
courte des espaces en question, nous ferons deux conventions
simplificatrices.

(*) Les résultats briévement exposés ici font 1’objet du chapitre 1V, D,
de ['2].
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En premier lieu, nous considérerons seulement les espaces
donnés a un isomorphisme local prés. Une liste compléte devrait
comprendre notamment, outre les espaces mentionnés, les espaces
orientés correspondants (?), les revétements eventuels (par exemple
les sphéres euclidiennes, revétements des espaces elliptiques), etc.

Notre seconde convention concerne les espaces a structure
affine. Nous disons qu’un espace de Klein (E,G) a une structure
affine réelle, complexe, quaternionienne ou octavienne si £ est un
espace affin réel, complexe, ..., et si G est un groupe de collinéatiouns
de cet espaces. Deux espaces (£,G), (E,G1), définis a partir du méme
espace affin E seront appelés homothétiques (sur le corps des réels,
des complexes, ...) si G et G induisent le méme groupe de colli-
néations de ’espace projectif (réel, complexe, ...) des points a
I'infini de E. Dans I’énumération du n° 3.1, nous ne ferons pas de
différence entre des espaces homothétiques entre eux, c’est-a-dire
que les expressions utilisées dans cette énumération désigneront
non pas des espaces bien déterminés, mais des classes d’équi-
valence par rapport & ’homothétie. Cette convention est justifiée
par le fait que les espaces isotropes homothétiques & un espace
isotrope donné se déterminent aisément a l'aide des propriétés
suivantes, faciles a démontrer :

Soient K le corps des nombres réels, des nombres complexes
ou des quaternions, E un espace affin sur K de dimension 7 > 2,
G un groupe connexe de collinéations de cet espace, G%* l’inter-
section de ce groupe avec le groupe des transformaticns linéaires
(sur K) de déterminant 1 de E (°), et I'p le groupe des homothéties
de E de centre donné p. Dans le cas réel, on supposera en outre
qu’il n’existe pas sur E de structure affine complexe invariante
par G. Alors, si (E,G) est isotrope il en est de méme de (E,G%),
et G est le produit (localement direct) de G* et d’un sous-groupe
de I'y; de plus, deux espaces isotropes (E,G) et (E,G1) sont homo-
thétiques si et seulement si G* = G% (G satisfaisant aux mémes

(?) Certains de ces espaces sont orientés naturellement; c’est par exemple
le cas des espaces projectifs quaternioniens et du plan projectif des octaves.
Il en est de méme des espaces projectifs complexes, considérés comme variétés
analytiques complexes (dont le groupe d’automorphisme est le groupe des
projectivités); par contre, si on les considére seulement en tant qu’espaces
projectifs topologiques (dont le groupe d’automorphismes est le groupe des
collinéations), seuls les espaces de dimension (complexe) paire ont une orien-
tation naturelle.

(%) Pour la définition du déterminant dans le cas quaternionien, cf. [4].
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conditions que G, et G étant défini comme G*). Pour ce qui
concerne le cas octavien, deux espaces a structure affine octavienne
sont homothétiques sur les octaves si et seulement s’ils sont homo-
thétiques sur les réels.

3. Enumération des espaces isotropes.

Moyennant les conventions susdites (n° 2.2), les seuls espaces
de Klein isotropes sont (7)

3.1. Espaces a structure affine :

Les espaces affins réels, complexes, quaternioniens ¢t octavien
(dim. 2);

Les espaces hermitiens (espaces affins concrétisés par une
forme hermitienne définie positive) réels (espaces euclidiens),
complexes, quaternioniens et octavien;

Les espaces symplectiques (espaces affins concrétisés par une
forme alternée) réels et complexes; .

Les espaces euclidiens de dimension » = 7 ou 8 concrétisés
par un spineur (n = 7) ou un semi-spineur (n == 8) (ces espaces
seront désignés plus loin par Esy);

3.2. Espaces sans structure affine :

Les espaces projectifs réels, complexes, quaternioniens et
octavien (dim. 2);

Les espaces elliptiques (espace projectif concrétisés par une
polarité hermitienne uniforme, i.e. sans point autoconjugué) réels,
complexes, quaternioniens et octavien (8);

Les espaces hyperboliques (intérieur d’une hyperquadrique

(") La signification des termes utilisés dans cette énumération est
évidente par elle-méme. Plus exactement, 1’ambiguité qui peut apparaitre
dans I'interprétation de certains de ces termes, est sans importance en raison
des conventions exposées au n° 2.2. Par exemple, pour définir ce que nous
entendons par un espace euclidien — considéré comme espace de Klein — il
nous faudrait préciser s’il s’agit de I’espace avec groupe des déplacements,
groupe des déplacements et retournements, groupe des similitudes, etc.; le
choix de ce groupe est cependant indifférent, tous les espaces correspondants
a ces divers groupes étant, 4 un isomorphisme local prés, homothétiques entre
eux. Autre exemple : les espaces projectifs complexes avec groupe des projec-
tivités, et les espaces projectifs complexes avec groupe des collinéations
(projectivités et antiprojectivités) sont localement isomorphes.

(*) Pour le cas octavien, cf. par exemple [11], [14].
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hermitienne ovale dans un espace projectif) réels, complexes,
quaternioniens et octavien (9);

Les espaces conformes (sphéres ecuclidiennes avec groupe
engendré par les inversions); ,

Les espaces de points a I'infini de £s, (n = 7,8) (cf. 3.1) (ces
espaces seront désignés par oo Esy).

4. Applications

Nous noterons a présent quelques conséquences immédiates
des résultats du § 3.

4.1. Espaces de Riemann homogeénes et isotropes. Espaces
métriques 2-points homogénes.

Soit £ un espace de Riemann homogene, c’est-a-dire tel que
le groupe G de toutes les isométries de 1’espace soit transitif. Nous
dirons que E est isotrope s’il en est ainsi de ’espace de Klein
(E,G). Du § 3 il résulte que les seuls espaces de Riemann connexes
homogenes et isotropes sont les espaces euclidiens, hyperboliques,
elliptiques et sphériques.

Un espace métrique (i.e. un ensemble avec distance d(x,y)
satisfaisant aux axiomes usuels) est 2-points homogéne [1] si, étant
donnés deux couples de points p,q et p’,q’ tels que d(p,q) = d(p’,q"),
il existe toujours une isométriec de 1’espace amenant p en p’ et
g en g’. On peut constater que les espaces de Riemann énumiérés
ci-dessus sont 2-points homogenes; réciproquement, il est évident
qu’'un espace de Riemann 2-points homogenes est isotrope. Plus
généralement, les espaces de Riemann connexes homogénes et
isotropes sont les seuls espaces métriques convexes (19), localement
compacts, 2-points homogeénes ([*4], (12, IV E]).

4.2. Structures presque complexes et presque quaternioniennes
isotropes.
Nous écartant quelque peu de la terminologie usuelle, nous

appellerons ici structure presque complexe (resp. presque quater-
nionienne) de dimension & sur une variété £ de dimension 2k

(*) Pour le cas octavien, cf. [*].
(*) Un espace métrique est dit convexe si deux points quelconques

x,y ont au moins un « milieu » z : d(x,z) = d(z,y) = % d(x,y).
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(resp. 4k), une structure résultant de la donnée, dans chaque espace
vectoriel tangent a E, d’une structure d’espace vectoriel complexe
(resp. quaternionien) donnée a une collinéation prés; de la structure
presque complexe (presque quaternionienne) usuelle, nous retenons
donc seulement la sous-structure constituée par I’ensemble des
éléments de contact complexes (quaternioniens) (dans le cas com-
plexe, cela a pour effet d’identifier des structure presque complexes
conjuguées). Une structure presque complexe (presque quater-
nionienne) sur un espace de Klein (E,G) sera naturellement
une structure presque complexe (presque quaternionienne) sur E
invariante par G, et nous dirons qu’une telle structure est iso-
trope (11) si G est transitif sur les éléments de contact complexes
(quaternioniens). On peut montrer [12, IV D 2] qu’un espace de
Klein de dimension > 2 (resp. > 4) possédant une structure
presque complexe (resp. presque quaternionienne) isotrope est
lui-méme isotrope. D’autre part, il est facile de déterminer, parmi
les espaces isotropes énumérés au § 3, ceux qui possédent une
structure presque complexe ou presque quaternionienne, et on
trouve alors, moyennant toujours les conventions du n° 2.2, que

Les seuls espaces de Klein de dimension supérieure a 2 qui
possédent une structure presque complexe isotrope sont les espaces
affins, hermitiens, symplectiques, projectifs, elliptiques et hyper-
boliques complexes, les espaces affins et hermitiens quaternioniens (12),
et espace 0Es, .

(11) Cette expression est employé dans un sens trés différent par Mlle
Liebermann [7].

(*?) Le cas des espaces affins et hermitiens quaternioniens demande
quelques précisions. Soient E un espace afin quaternionien a gauche, de
dimension quelconque, G* le groupe de toutes les transformations linéaires
(non homogeénes) de déterminant 1 de E, ou le sous-groupe formé par les
transformations linéaires conservant une forme hermitienne définie positive
(en les accroissements des coordonnées, de telle sorte que G* contienne les
translations), M un sous-groupe du groupe multiplicatif des quaternions,
(A1) le groupe des homothéties d’équations x; = a.x iavec a € M (x; désignant
un systéme de coordonnées dans E), et G = I'(M). G#, le produit (localement
direct) des groupes I'(M) et G“. Alors, (E,G) posséde autant de structures
presque-complexes qu’il existe dans le corps des quaternions de sous-corps
complexes invariants par tous les automorphismes intérieurs correspondant
aux éléments de M. Exemples : Si M est le groupe des nombres réels = 0,
(E,G) posséde une infinité de structures presque-complexes ; si M est le groupe
des nombres complexes %= 0, (E,G) possede une seule structure presque-
complexe; si M se compose des éléments x, xi, xj, xk (x réel £ 0), (E,G)
posséde 3 structures presque complexes; si M est le groupe de tous les quater-
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Les seuls espaces de Klein de dimension supérieure a 4 qui
possédent une structure presque quaternionienne isotrope sont les
espaces affins, hermitiens, projectifs, elliptiques et hyperboliques
quaternioniens.

4.3. Espaces isotropes d’ordre supérieur.

Nous dirons qu’un espace de Klein (E,G) est isotrope d’ordre n
si G est transitif sur les éléments de contact d’ordre » de E. En
parcourant la liste des espaces isotropes, on voit que

Les espaces conformes (orientés ou non (13)) sont les seuls
espaces de Klein isotropes d’ordre 2; il n’existe aucun espace de
Klein isotrope d’ordre supérieur.

5. Généralités sur la méthode de démonstration

La démonstration des résultats du § 3 est basée sur les
remarques suivantes, ol (E,G) désigne un espace isotrope, n est
la dimension de E, p, Vyp, Pp, H, ®,  sont définis comme au § 2,
et V(X) représente 1’espace vectoriel sous-jacent de I’algebre X.
On notera qu’il existe un isomorphisme naturel entre V(®)/V(5)
et Vp.

5.1. $ est une sous-algébre maximale de ®.

En effet, soit & une sous-algebre de ® telle que H C K C G,
et soit W C V), la sous-variété de V), correspondant a V(£)/V(H) C
V(®)/V(H). W étant invariante par la composante connexe de H,
ses transformées distinctes par les €léments de H sont au plus une
infinité dénombrable. Leur réunion étant 1’espace V) lui-méme,
en vertu de Iisotropie, on doit avoir W = V,, d’'ou & = 6.

5.2. Soient N le radical de &, 2 le premier terme commutatif
de la suite dérivée R D R" D R’ ..., et 4 le sous-groupe connexe
de G engendré par 2. On a

HCA+HCB.

nions £ 0, (E,G) ne posséde aucune structure presque complexe. (Notons que
toutes les structures presque complexes dont il est question ici sont en fait des
structures complexes, ou, plus exactement, des paires de structures complexes
conjuguées).

(**) Cette précision est nécessaire si on considére des espaces définis
exactement, et non a un isomorphisme local pres.
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Par conséquent, en vertu de 5.1,

(a) AC H d’ou A = {0}, et G est semi-simple, ou bien
(b) A+ H=06,doud4.H=G.

Dans ce dernier cas A4 est transitif sur £, donc aussi simplement
transitif (puisque commutatif), et on peut identifier £ 4 4 de facon
que p corresponde a I’élément neutre de A. H devient alors un
groupe d’automorphismes de A4, et il résulte de la condition
d’isotropie que si n > 1, A est un espace vectoriel et H est un
groupe irréductible de transformations linéaires de cet espace.
G est le groupe engendré par ce groupe H et par le groupe des
translations.

Les espaces correspondant au cas (a) sont déterminés a I’aide
de la classification des algebres semi-simples, due a4 E. Cartan [2],
et des résultats de Malcev [8], Dynkin [5] et Karpelevitch [6] relatifs
aux sous-algébres maximales des algeébres simples. Il faut noter
toutefois que ces résultats, qui concernent seulement les algebres
complexes, ne sont pas ici d’application immédiate, mais que des
raisonnements auxiliaires, de nature géométrique, permettent de s’y
ramener.

Les espaces correspondant au cas (b) se déduisent de la con-
naissance des groupes linéaires réels irréductibles (E. Cartan [3]).

Dans 1'un et I'autre cas, la détermination effective des espaces
en question comporte la considération de cas particulier dont le
nombre, & priori tres élevé, doit étre réduit par des lemmes appro-
priés. Une remarque banale s’avere trés efficace 4 ce point de vue :

5.3. Si g et h =g — nsont les dimensions respectives de G et
de H onah>n—1,dong< 2h + 1.

Cela résulte immédiatement du fait que H est transitif sur
I’espace projectif & »— 1 dimensions Pp.

B. LES ESPACES NON ISOTROPES. DEGRE D’ANISOTROPIE

Cette seconde partie de 1’exposé (%) est consacré a des

(*Y Dont nous ne reprenons pas ici le détail, parce qu’elle représente
un stade actuellement trés dépassé de nos recherches; celles-ci feront 1’objet
d’une publication ultérieure. (Le 27-5-59).
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esquisses de généralisations des résultats du §3, basées sur la
définition, pour tout espace de Klein, de certains invariants numé-
riques mesurant le «degré d’anisotropie» de cet espace. On
retrouve notamment, comme cas tres particuliers, les résultats de [13]
concernant les espaces de la relativité générale qui sont homogenes
et «isotropes » (dans un sens différent de celui défini plus haut).
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