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Les agents integrants et le probleme du cobordisme
des germes de feuilletages holomorphes

singuliers de codimension un
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0. Introduction.

On consid\tilde{e}re des germes de feuilletages holomorphes \mathscr{F}^{-}\tilde{a} l’origine
de C^{n}, singuliers et satur\’es [ M, M] , c’est-\‘a-dire d\’efinis par des formes
int\’egrables \omega_{\mathcal{J}^{\frac{-}{}}} ayant un ensemble singulier S( \omega_{J}\frac{-}{}) de codimension au moins
deux. Un cobordisme de feuilletages entre \mathscr{F}_{0} et \mathscr{F}_{1} est un germe de
feuilletage \mathscr{F} holomorphe singulier le long de \{0\}\cross \mathscr{D}_{J}\frac{-}{} dans C^{n+1}=C^{n}\cross C tel
que:

1) \mathscr{F}_{|C^{n}\cross\{0\}}=J_{0}^{}, o\‘u \mathscr{F}_{C^{n}\cross\{0\}}| d\’esigne la trace de \mathscr{F} sur 1’hyperplan C^{n}\cross\{0\} .
2) \mathscr{F}_{|C^{n}\cross\{1\}}

3) Aucun plan C^{n}\cross\{t_{0}\} n’est une feuille de \mathscr{F}.
\mathscr{D}_{\mathcal{J}^{-}} est un domaine de la droite complexe contenant 0 et 1.

Du point de vue des \’equations de pfaff int\’egrables \omega , \omega_{0} , \omega_{1} d\’efinissant
respectivement J^{}, \mathscr{F}_{0} et \mathscr{F}_{1} cela se traduit de la fagon suivante:

1) ’
\omega|t=0\Lambda\omega_{0}=0

2) ’
\omega_{|t=1}\Lambda\omega_{1}=0

3)’ \omega\Lambda dt n’est pas divisible par t-t_{0} pour tout t_{0} dans \mathscr{D}_{f^{-}}(t d\’esigne la
coordonn\’ee de C).

Deux feuilletages \mathscr{F}_{0} et \mathscr{F}_{1} sont cohomologues s’ils poss\‘edent deux
\’equations \omega_{0} et \omega_{1} telles que d\omega_{0}=d\omega_{1} . (cod S(\omega_{i})\geq 2), ie \omega_{1}=\omega_{0}+dV o\‘u V
est un \^el\’ement de Tanneau \mathscr{O}_{n} des germes de fonctions holomorphes \‘a

1’origine de C^{n} .
On s’int\’eresse dans cet article au probl\‘eme du cobordisme des feuil-

letages cohomologues. On se restreint ici \‘a cette \’eventualit\’e dans la mesure
o\tilde{u} le probl\tilde{e}me g\’en\’eral du cobordisme ne se laisse pas approcher tr\tilde{e}s

facilement notamment du fait de l’absence d’une th\’eorie satisfaisante des
d\’eformations des formes int\’egrables. De plus, on tente de faire sentir que la
diff\’erentielle d\omega_{J^{-}} d’une \’equation \omega_{J} d’un feuilletage \mathscr{F}, bien que n’\’etant pas

(*) Cet article a \’et\’e redige lors d’un s\’ejour de l’auteur \‘a I’IMPA de Rio de Janeiro.
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intrins\‘equement li\’ee au feuilletage \‘a priori, donne tout de m\^eme des
renseignements utiles \‘a la r\’esolution de certains probl\‘emes sp\’ecifiques. Ceci
avait \vec{e}t\acute{e} remarqu\’e dans certain cas particuliers (essentiellement “ dicri-
tiques ”) par Camacho et Lins [ C, L] .

I. Agents integrants-definition des formes de type 0, I, II, III.

Soient \omega_{0} et \omega_{1}=\omega_{0}+dV deux germes de formes int\’egrables hol0-
morphes cohomologues;

la condition d’int\’egrabilit\’e se traduit ici par les deux \’egalit\’es:

\{

\omega_{0}\Lambda d\omega_{0}=0 (1)
dV\Lambda d\omega_{0}=0 (2)

Ces deux \’egalit\’es ne sont \’evidemment consistantes qu’en dimension n\geq

3 . Une banalit\’e que l’on se doit de signaler est que le probl\tilde{e}me du
cobordisme est trivial pour la classe des formes \omega_{0} ayant la propriete
qu’aucune fonction holomorphe non constante ne v\’erifie (2); ce ph\’enom\‘ene
se produit effectivement notamment pour certaines formes dicritiques [J].
Si \{ V\in \mathscr{O}_{n}, dV\Lambda d\omega=0\}\equiv C , on dira que \omega est de type 0. De fagon
g\^en\’erale, pour \omega int\^egrable, on consid\‘ere le sous-anneau \mathscr{A}_{\omega} de \mathscr{O}_{n} : \mathscr{A}_{\omega}=

\{f\in \mathscr{O}_{n}d\omega\Lambda df=0\} .
Les \’el\’ements non constants de \mathscr{A}_{\omega} sont les agents int\’egrants hol0-

morphes de \omega . Une forme \omega int\’egrable est du type I si
a) \omega poss\‘ede un agent int\’egrant holomorphe f non constant.
d) tout agent int\’egrant m\’eromorphe F (ie dF\Lambda d\omega=0 avec F

m\’eromorphe) satisfait \‘a df\Lambda dF\equiv 0 .
GrossO-modo ceci signifie que le feuilletage d\’efini par d\omega , qui est de

codimension 2, n’est contenu que dans un seul feuilletage simple, i . e ayant
une int\’egrale premi\‘ere ordinaire holomorphe.

Le type II est constitu\’e des formes \omega int\’egrables pour lesquelles il
existe f et g dans \mathscr{A}_{\omega} non constants tel que Tensemble singulier de (f, g)
S(df\Lambda dg)=\{x, df\Lambda dg(x)=0\} soit de codimension au moins 2. Dans le type
II les feuilles du feuilletage d\’efini par d\omega , sont les fibres (ou plut\^ot les
composantes connexes des fibres) de l’application (f, g):C^{n}, 0arrow C^{2},0 .

Le type III rassemble les formes \omega qui ne sont pas du type(0), I ou II .
REMARQUE : Les d\’efinitions ci-dessus portent sur les \’equations et non sur les
feuilletages. Un feuilletage peut poss\‘eder une \’equation du type I et une autre
du type II ; nous reviendrons ult\’erieurement sur ce probleme.
EXEMPLES : 1) Une forme du type \omega=gdf, g unit\’e, f\in \mathscr{O}_{n} n’est pas du type

I et est g\’en\’eriquement du type II .
2) Toute forme \‘a 2 variables est du type II .
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3) Une forme du type f_{1} . .f_{p} \Sigma\lambda_{i}\frac{df_{i}}{f_{i}} est g\’en\’eriquement du type

I ; par exemple si (x_{1}, x_{2}, x_{3}) sont les coordonn\’ees de C^{3} et
\lambda_{1} , \lambda_{2} , \lambda_{3} trois nombres complexes Z-ind\’ependants alors

x_{1} \ x_{3}(\sum\lambda_{i}\frac{dx_{i}}{x_{i}}) est du type I.

4) Rappelons qu’un facteur int\’egrant holomorphe f d’une

forme int\’egrable \omega est un \’el\’ement de \mathscr{O}_{n} tel que d(\frac{\omega}{f}=0

(cf [ C, M] notamment pour le theoreme d’int\’egration en
presence de facteur int\’egrant). On remarque trivialement
qu’un facteur int\’egrant est un agent int\’egrant.

PROPOSITION I. 1 : Si \omega est du type I il existe f\in \mathscr{A}_{\omega}tet que \mathscr{A}_{\omega}=C\{f\} . On
dit alors que f est un agent int\’egrant minimal de \omega .
PREUVE : Soit f un \’el\’ement de \mathscr{A}_{\omega} qui ne soit pas puissance d’une autre
fonction holomorphe. Un tel f existe. Le r\’esultat d\’ecoule du:
THEoR\tilde{E}ME [M, M] : Soit f un \’el\’ement de \mathscr{O}_{n} qui n ’est pas une puissance;
alors :

\{g\in \mathscr{O}_{n}, df\Lambda dg\equiv 0\}=C\{f\}

PROPOSITION I. 2. : Si \omega est du type II il existe une application F:C^{n} , 0arrow C^{2} ,

0 et un germe de 1-forme holomorphe \overline{\omega}\tilde{a}t ’origine de C^{2}tet que \omega=F^{*}(\overline{\omega}) .
PREUVE : Soient f et g dans \mathscr{A}_{\omega} tels que cod S(df\Lambda dg)\geq 2 . Visiblement:

\mathscr{A}_{\omega}=\{h\in \mathscr{O}_{n}, dh\Lambda df\Lambda dg\equiv 0\} .
Soit H une fonction holomorphe en 0\in C^{n} telle que

d\omega=H. df\Lambda dg (1)
Un tel H se construit de la fagon suivante: en chaque point x de C^{n}-S(df\Lambda

dg) on peut trouver un germe H, x unique tel que d\omega , x=H, xdf\Lambda dg

(exercice) ; les H, x de part Tunicit\’e se recollent en une fonction H sur
(C^{n}-S(df\Lambda dg),0) qui s’\’etend naturellement \‘a C^{n} puisque cod S(df\Lambda dg)\geq 2 .
Diff\’erentiant (1) on obtient

0=dH\Lambda df\Lambda dg

Invoquant un argument de Moussu-Tougeron [ M, T] , on exhibe une
fonction de deux variables \alpha(x, y) telle que:

H=\alpha O^{}, g)
Ce fait conduisant visiblement \tilde{a} :

d\omega=(f, g)^{*}(\alpha(x, y)dx\Lambda dy) .
\overline{\omega}_{1} \’etant une primitive quelconque de \alpha(x, y)dx\Lambda dy, on a certainement:

\omega=(f, g)^{*}\overline{\omega}_{1}+dG o\‘u G\in \mathscr{O}_{n} .
L’int\’egrabilit\^e de \omega conduit encore \‘a une \’egalit\’e:

dG\Lambda df\Lambda dg=0
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et G s’\’ecrit G=\beta(f, g) , \beta\in \mathscr{O}_{2} . La forme \overline{\omega}=\overline{\omega}_{1}+d\beta convient.
REMARQUE: L’argument de Moussu-Tougeron affirme pr\’ecis\’ement que
\mathscr{A}_{\omega}=C\{f, g\} . Pour les formes du type III nous ne poss\‘edons aucun r\’esultat
g\’en\’eral. Nous formulerons les conjectures suivantes:

(1) Si \mathscr{A}_{\omega}=C\{f\} pour un certain f alors \omega est du type I. (on doit
prouver que si F est m\’eromorphe et satisfait \‘a dF\Lambda d\omega=0 et dF\Lambda df\not\equiv 0

alors il existe g holomorphe tel que dg\Lambda d\omega\equiv 0 et dg\Lambda df\not\equiv 0).
(2) Si \omega est du type III, il existe des fonctions g_{1} , \cdots , g_{s}\in \mathscr{O}_{n}(3\tilde{a}3

analytiquement d\’ependantes) telles que:
\mathscr{A}_{\omega}=C\{g_{1}, \cdots, g_{s}\} (*)

(3) \mathscr{A}_{\omega}=C\{g_{1}, \cdots, g_{s}\}\Leftrightarrow g_{i}\in \mathscr{A}_{\omega} et les fibres de l’application (g_{1}, \cdots .
g_{s}) : C^{n} , 0arrow C^{s}, 0 sont connexes.

(4) Supposant (*) satisfaite et que l’image de (g_{1}, \cdots, g_{s}) soit contenue
dans une surface S analytique de C^{s}, 0 (en presque tout point {\rm Im}(g_{1}, \cdots, g_{s})

est de dimension 2) il existe une 1-forme \overline{\omega} sur S telle que \omega=(g_{1}, \cdots, g_{s})^{*}\overline{\omega} .
La conjecture (2) semble \^etre raisonnable car confort\^ee par le theoreme
classique de Siegel [S] :
THEORBME [S] Soient P_{1} , \cdots P_{p}\in C[\mathcal{X}_{1}^{ },\cdots x_{n}] des polyn\^omes tels que dP_{1}\Lambda

\ldots \Lambda dP_{p} ne soit pas identiquement nul. Il existe des polyn\^omes Q_{1} , \cdots Q_{t} tels
que :

\{R\in C(X_{1}^{ },\cdots. x_{n})/dR\Lambda dP_{1}\Lambda\cdots\Lambda dP_{p}=0\}=C(Q_{1}, \cdots-Q_{l}) .
Les conjectures (3) et (4) sont des conjectures optimistes : (2) et (3) se
laissent g\’en\’eraliser en dehors de notre contexte.

II. Etude specifique des formes du type I. Theoreme de
promotion. Probleme de cobordisme des formes du
type II cohomologues.

\S 1. Fonction caract\’eristique K.
Soit \omega un germe de forme int\’egrable \‘a l’origine de C^{n} cod S(\omega)\geq 2 .

Notant \mathscr{H}_{n} le \mathscr{O}_{n} module des champs de vecteurs en 0\in C^{n}, on consid\tilde{e}re les
distributions involutives (ie des sous modules de \mathscr{H}_{n} stables par crochet de
Lie) D(\omega) et D(d\omega) d\’efinies de la fagon suivante:
D_{(\omega)}=\{X\in \mathscr{H}_{n}, i_{X}\omega=\omega(X)=0\}

D_{(d\omega)}=\{X\in_{n\prime}i_{X}d\omega=0\}

La condition d’int\^egrabilit\’e implique visiblement Tinclusion D(d\omega)\subset D(\omega) .
On construit un morphisme de module h : D(\omega)- \mathscr{O}_{n} de la fagon suivante:
si X\in D(\omega) on a:
0=i_{X}(\omega\Lambda d\omega)=\omega(X)d\omega+i_{X}d\omega\Lambda\omega=i_{X}d\omega\Lambda\omega . Il en r\’esulte, puisque cod
S(\omega)\geq 2 , 1’existence d’une fonction h_{X} telle que:

i_{X}d\omega=h_{X}\cdot\omega
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On pose h(X)=h_{X} ; on a la suite exacte courte
0arrow D(d\omega)arrow D(\omega)arrow \mathscr{O}_{n}h

Lorsque cette suite exacte est longue on a un phenomene de quasi-
homog\’en\’eit\’e qui a \’et\’e \’etudi\’e pour n=3 (avec quelques conditions de
genericite) par Camacho et Lins dans [ C, L] . On peut donner des condi-
tions suffisantes portant sur d\omega pour qu’il en soit ainsi.
PROPOSITION II . 1. Soit \omega int\’egrable dy type I et f un agent int\’egrant

minimal de \omega Si X\in D(\omega)-D(d\omega) , ta fonction \frac{X(f)}{h_{X}} est ind\’ependante de

X, holomorphe et se factorise dans f : il existe une fonction holomorphc K(t) ,
t\in C, s ’annulant \‘a t ’origine de C telle que :

X(f)=K(f)
\overline{h_{X}}

Ks ’appelle la fonction caract\’eristique de \omega .
PREUVE : L’\’egalit\’e i_{X}(df\Lambda d\omega)=0 conduit \tilde{a} :

X(f)_{d\omega+\omega\Lambda df=0} (1)
\overline{h_{X}}

qui montre d’abord que
\overline{h_{X}}

X(f) est ind\’ependante de X. Par diff\’erentiation de

(1), on obtient:

d( \frac{X(f)}{h_{X}})\Lambda d\omega=0

qui conduit, puisqu’on est dans le type I , a :
d( \frac{X(f)}{h_{X}})\Lambda df=0 .

X(f) est done ou bien holomorphe ou bien l’inverse d’une fonction
\overline{h_{X}}

holomorphe et il existe une fonction K holomorphe ou m\’eromorphe telle que:
X(_{-}f)=K(f)
\overline{h_{X}}

(1) s’\^ecrit d\^esormais:
K(f)d\omega+\omega\Lambda df=0

a) Si K(t) \’etait nulle identiquement, \omega poss\‘ederait 1’int\^egrale

premi\tilde{e}ref. II existerait alors g tel que g\cdot\omega=df de sorte que d \omega=\frac{df}{g^{2},-}, \Lambda dg

et g\in \mathscr{A}(\omega) ; done g=g\sigma) et \omega est ferm\’ee, ce qui contredit le fait que \omega soit
de type I.

b) Supposons maintenant que K(t) soit ou bien une unit\’e holomorphe
ou bien m\’eromorphe non holomorphe ie :

K(t)= \frac{K_{0}(t)}{t^{p}} avec p\geq 0 et K(0)\neq 0 .
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La fonction t(z)= \exp\int\frac{dz}{K(z)} est une unit\’e holomorphe et on v\’erifie sans
peine que 1’unit\’e F=t(f) est un facteur int\’egrant de \omega : parce que F est une
unit\^e, \omega poss\tilde{e}de une int\’egrate premi\‘ere holomorphe ce qui comme dans le
cas a) est exclus par le type I. D’o\‘u la proposition.

\S 2. Th\’eor\‘eme de promotion des agents int\’egrants.
On se propose d’\’etablir le:

THEOREME II . 2. : Soit \omega int\’egrable du type I, K(t) la fonction cara-
ct\’eristique de \omega : \omega poss\‘ede un facteur int\’egrant si et seulement si K’(0) est
Vinverse d ’un entier positif
D\’EMONSTRATION : Soit g un facteur int\^egrant de \omega,\cdot comme on l’a deja
signal\^e dg\Lambda d\omega=0 . Soit f un agent int\^egrant minimal de \omega : g=t(f)0\tilde{u}t\in

\mathscr{O}_{1} . On a les deux \’egalit\’es:
K(f)d\omega+\omega\Lambda df=0 (1)
t(f)d\omega+t’y)\omega\Lambda df=0 (2)

Il en r\’esulte que \omega\Lambda(ty)-t’(f)K(f))df=0 : comme \omega ne peut posseder

d’int\^egrale premiere, K(f)= \frac{t(f)}{t’(f)} . Si i est l’ordre de t on a visiblement

K’(0)= \frac{1}{i} . Inversement si K’(0)= \frac{1}{i} il existe une fonction holomorphe t

telle que \frac{t’}{t}=\frac{1}{K(z)} ; t(f) v\’erifiera alors (2) et sera un facteur int\’egrant de \omega .

q . e . d .
En fait comme nous allons le voir les formes du type I poss\‘edent un

facteur int\’egrant multiforme; en effet 1’\’equation \frac{t’}{t}=\frac{1}{K} s’int\’egre de fagon

explicite en:
t(t)=t^{\lambda} \exp\frac{\alpha(t)}{t^{p}}o\tilde{u}\alpha(t) est holomorphe en 0\in C . p est un entier

\’egal \‘a l’ordre de K, moins 1 et \lambda est le r\’esidu en 0 de \frac{1}{K} . D’ 0\tilde{u} le:

THEOREME II . 3. : Les formes du type I poss\‘edent un facteur int\’egrant

multiformc F=f^{\lambda}exp \frac{\alpha(f)}{f^{p}} , o\‘u \lambda est le r\’esidu de \frac{1}{K} en 0, p+1t ’ordre de K

et \alpha(t)\in \mathscr{O}_{1} .
REMARQUE : Alors que la fonction K d\’epend du choix de f dans \mathscr{A}_{\omega} on
notera que les nombres K’(0) , \lambda et p n’en d\’ependent pas. Si K est associ\’ee
\‘a f et L associ\’ee \‘a g=t(f) , 0\tilde{u}t\in Diffff(C, 0) on v\’erifie sans peine que l’(t) .
K(t)=L(l(t)) : on note au passage que les diff\’eomorphismes agissent sur
les fonctions K comme sur les champs de vecteurs. II aurait \’et\’e plus
convenable et moins commode de parler du “ champ ” caract\’eristique
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K(t) \frac{\partial}{\partial t} . La pr\’esence de facteur int\’egrant ordinaire ou multiforme est li\’ee

\‘a la forme normale de ce champ de vecteur.
\S 3. Probl\‘eme du cobordisme des formes cohomologues du type I.
On se propose d’\’etablir le:

TH\’EOR\‘EME II . 4. : Soient \omega_{0} et \omega_{1}=\omega_{0}+dV2 formes int\’egrables holomorphes
cohomologues, \omega_{0} du type I. Alors \omega_{0} et \omega_{1} sont cobordants d\tilde{e}s que iK’(0)\neq

1 pour tout entier i>0,0\tilde{u}K est la fonction caract\’eristique de \omega_{0} .
En fait, nous allons prouver un peu plus; un cobordisme entre \omega_{0} et \omega_{1}=\omega_{0}+

dV est lin\’eaire s’il est du Type \omega=\omega_{0}+tdV+Hdt o\‘u H\in \mathscr{O}_{n} . ( \omega est
int\’egrable). Le th\acute{e}or\tilde{e}me r\’esulte du:
LEMME : Sous les hypoth\‘eses de II . 4, \omega_{0} et \omega_{1} sont lin\’eairement cobordantes.
D\^EMONSTRATION : Soit f un agent int\’egrant de \omega_{0},\cdot parce que \omega_{0} est du type
I , il existe L\in \mathscr{O}_{1} telle que

V=Ly)
On cherche d’abord \tilde{a} d\’eterminer H(x)\in \mathscr{O}_{n} tel que:

\omega=\omega_{0}+tdLy)+H(x)dt

Ensuite, on v\’erifiera qu’une telle forme r\’ealise bien un cobordisme entre \omega_{0} et
\omega_{1} .
L’int\’egrabilit\’e de \omega :
(\omega_{0}+tdL(l^{})+Hdt)\Lambda d\omega_{0}+(dH-dLCt^{}))\Lambda dt=0 conduit \‘a :

0\equiv(\omega_{0}\Lambda(dH-L’y)df)+Hd\omega_{0})\Lambda dt+

tL’(f).df\Lambda(dH-L’y)df)\Lambda dt\equiv 0 .
Demander que le terme en tdt soit nul revient \tilde{a} demander 1’\’egalit\’e

dH\Lambda df=0 .
Puisque f est minimal on recherchera done H sous la forme H=ly), l\in \mathscr{O}_{1}

II suffit done de trouver l convenable pour annuler le terme du premier
ordre:

0\equiv\omega_{0}\Lambda(l’(f)-L’y))df+l(f).d\omega_{0} .
Se rappelant de 1’\^equation:

0\equiv K(f)d\omega_{0}+\omega\Lambda df=0

on doit resoudre en l 1 ’\’equation diff\’erentielle.
(1) K(z) . l’(z)-l(z)=L’(z)K(z)

Cette equationq se r\’esoud de fagon classique; on pose:

l(z)= \sum_{j=0}^{\infty}l_{j}z^{j}

Les l_{j} sont alors donnes par:
l_{j}(jK’(0)-1)=F_{j}(l_{1}, \cdots. l_{j-1}) (j)

o\‘u F_{j} est une formule polynomiale ne faisant intervenir que les coefficients l_{j} ,

i<j et les coefficients des donn\’ees K et L. Si K’(0) n’est pas l’inverse d’un
entier, il existe une solution formelle unique et il est bien connu, via des
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m\’ethodes de s\’eries majorantes classiques, que cette s\’erie converge.
Pour v\’erifier que \omega r\’ealise un cobordisme entre \omega_{0} et \omega_{1} on doit

seulement s’assurer que \omega est singuli\‘ere le long de l’axe \{O\}\cross C . Tout
d’abord \omega_{0}(0)=0 puisque \omega_{0} est du type I : puisque K(0)=0 , l(0)=0 et H=
l\varphi) s’annule le long de l’axe. La seule possibilit\’e pour que \omega ne soit pas
singuli\‘ere le long de 1’axe des t, est que dV=L’\propto) dfy soit non singuli\‘ere,
et que f soit une submersion. Munissant C^{n} de coordonn\’ees (x_{1}, X_{2}^{ },\cdots x_{n})

telles que x_{1}=f on a:
dx_{1}\Lambda d\omega_{0}=0 .

qui conduit a :
d\omega_{0}=dx_{1}\Lambda\eta

o\‘u \eta est une forme ferm\’ee relativement au coordonn\’ee x_{2} , \cdots x_{n}

\eta=\sum_{i=2}^{n}\eta_{i}(X_{1}, \mathcal{X}_{2}^{ },\cdots _{\chi_{n})dx_{i}}

\‘a param\‘etre x_{1} .
Soit W une fonction telle que d_{X_{2}^{rr}X_{n}}\ldots\ldots W(X_{1}^{ },\cdots. x_{n})=\eta , on a d\omega_{0}

=dx_{1}\Lambda dW et \omega_{0} ne peut-\^etre de type I. q . e . d .
La d\’emonstration conduit en fait au r\’esultat suivant:

TH\^EOR\‘EME II.5 . : Soit \omega_{0} du type I, f un agent minimal de \omega_{0} et \omega_{1}=\omega_{0}+

dL(f) , L\in \mathscr{O}_{1} , une forme int\’egrable cohomologue \‘a \omega_{0} . Si K est la fonction
carad\’eristique de \omega_{0} et si K’(0)= \frac{1}{i}i\in N^{*} , \omega_{0} et \omega_{1} sont lin\’eairement

cohomologue si Vordre de L est strictement sup\’erieur \‘a i.
Nous allons essayer de convaincre le lecteur que ce r\’esultat est le

meilleur possible. Si K’(0)= \frac{1}{i} , d’apres le th\’eor\‘eme II . 2., \omega_{0} poss\‘ede un
facteur integrant qui est la puissance i^{\dot{e}me} d’un agent integrant.

Voici un exemple o\‘u l’on ne peut r\’esoudre le probl\‘eme du cobordisme en
pr\’esence d’un facteur int\^egrant r\’eduit (ici i=1).
PROPOSITION : Soient \lambda_{1} , \lambda_{2} , \lambda_{3} trots nombres complexesZ-ind\’ependants tels
que pour i\neq j on ait.\cdot

(*) \lambda_{i}/\lambda_{j}\not\in R , \frac{\lambda_{i}+1}{\lambda_{j}+1}\not\in R

(**) \frac{\lambda_{l}+1}{\lambda_{j}+1}\neq\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{\mathfrak{j}}}

Les formes cohomologues \omega_{0}=x_{1}x_{2}x_{3}\sum\lambda\frac{dx_{i}}{x_{i}} et \omega_{1}=\omega_{0}+d(x_{1}x_{2}x_{3}) sont de

type I mais non cobordantes.
PREUVE : Supposons que les feuilletages \mathscr{F}_{\omega_{0}} et J_{\omega_{1}}^{} soient cobordants. Il
existerait une forme \omega s’annulant sur un domaine D de l’axe de t (contenant
0 et 1) dans C^{3}\cross C telle que \omega|t=0\Lambda\omega 0=0 et \omega|t=1\Lambda\omega_{1}=0 .
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Deux cas sont possibles:
1) ou bien pour tout point m\in D le 1 jet j^{1}\omega_{|t=m} de \omega_{|t=m} en m est nul;

la condition (*) permet alors d’appliquer [C_{e}L Theoreme 6] : notamment j^{2}

\omega_{|t=m} et j^{l}\omega_{0} sont lin\’eairement conjugu\’es sauf peut \^etre en un ensemle de
points isol\’es de D ne contenant pas 0 et 1. Ceci est impossible puisque j^{2}\omega_{1} et
j^{2}\omega_{0} ne sont pas conjugu\’es (d’apres (**) ).

2) ou bien j^{1}\omega n’est pas identiquement nul le long de D et on peut alors
trouver un chemin \gamma dans D joignant 0 \tilde{a}1 le long duquel j^{1}\omega et j^{0}d\omega ne
sontpas nul. Le long de \gamma , \omega est alors analytiquement triviale (ph\acute{e}nom\tilde{e}ne

de Kupka Reeb), ce qui est encore contradictoire avec (**) .
La non-\’egalit\’e des r\’esidus (les \lambda_{i}) donne done une obstruction au

probl\‘eme du cobordisme. En fait, cette obstruction, dans le cas 0\tilde{u} le facteur
int\’egrant est r\’eduit n’est lev\’ee que si l’ordre de L est strictement sup\’erieur \tilde{a}

1 et l\‘a le theoreme II . 5 fonctionne.
\S 4. Remarque sur le probleme du cobordisme des formes du type II.

Soient \omega_{0} et \omega_{0}+dV=\omega_{1} deux formes cohomologues, \omega_{0} du type II .
D’apr\‘es le chapitre I , \omega_{0}=(f, g)^{*}\overline{\omega}_{0}0\tilde{u}\overline{\omega}_{0} est un germe de forme \tilde{a} l’origine
de C^{2} et et V une fonction de f, g:V=V(f, g) . Tout ce que 1’on peut dire,
\’eest qu’une condition suffisante pour que \omega_{0} et \omega_{1} soient cobordantes est que
\overline{\omega}_{0} et \overline{\omega}_{1}=\overline{\omega}_{0}+dV(x, y) le soient. La condition est n\’ecessaire si l’on
demande au cobordisme d’\^etre lin\’eaire. Maintenant, \overline{\omega}_{0} et \overline{\omega}_{1} sont lin\’eaire-
ment cobordants si il existe h(x, y) tel que:

\overline{\omega}_{0}+tdV+hdt

soit int\’egrable soit:

\{

\omega_{0}\Lambda(dh-dV)+hd\omega_{0}=0 (1)
dh\Lambda (dh-dV) =0 (2)

Soit W fonction holomorphe qui ne soit pas une puissance et telle que V=
W^{i}i\geq 1:1 ’\’egalit\’e (2) dit que h=l( W) ; (1) s’\’ecrit alors:
\omega_{0}\Lambda\frac{dl’(W)-W^{i}}{l(W)}+d\omega_{0}=0 (1) ’.

On peut coborder lineairement \omega_{0} et \omega_{1} si et seulement si (1) ’ a une solution.
Ce qui signifie d’ailleurs que \omega_{0} a un facteur int\’egrant multiforme comme
dans II . 3.

III. Quelques remarques liees aux feuilletages.

D\^EFINITIONS : 0) \mathscr{F} est de type (0) si toutes les \’equations \omega definissant
sont de type (0).

1) J^{} est de type I , s’il poss\‘ede effectivement une \’equation

de type I et toutes les autres sont ou bien de type (0) ou bien de type I.
2) J^{} est de type II , s’il poss\tilde{e}de effectivement une \’equation
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de type II et les autres sont de type 0, I ou II .
3) \mathscr{F} est de type III s’il n’est pas de type (0), I , II .

On peut appliquer la th\’eorie de II obtenue pour les \’equations de Pfaff aux
feuilletages cobordants; mais on se doit ici d’apporter quelques pr\’ecisions
quant aux \’equations. On pourrait en effet imaginer deux feuilletages \mathscr{F}_{0} et
\mathscr{F}_{1} cohomologues ayant des \’equations de types diff\’erents et pour lesquels la
th\’eorie, qui ne donne que des conditions suffisantes, ne fonctionnerait que
pour 1’un des types par exemple.

Soit \mathscr{F} un feuilletage de type I , \omega une \’equation de type I de \mathscr{F} et f un
agent minimal de \omega,\cdot\omega poss\tilde{e}de un facteur int\^egrant F=f^{\lambda}e \frac{\alpha U)}{f^{p}} .

Supposons que \omega’=U\omega soit une autre \’equation du type I , f’ un agent minimal

de \omega’ et f^{\prime\lambda’} \frac{\alpha’(f’)}{ef’ p’}=F’ un facteur int\’egrant de \omega’ Visiblement

Uf^{\lambda}e \frac{\alpha(f)}{f^{p}} est un facteur int\^egrant de \omega’ et le quotient:

\frac{UF}{F’}=Uf^{\lambda-\lambda’}e\frac{\alpha(f)}{f^{p}}-\frac{\alpha’(f’)}{f^{p\prime}},

est une int\’egrate premiere de \omega .
Il y a deux possibilit\’es \tilde{a} priori:
1) si ce quotient est non constant il d\’ecoule de [ C, M] que \omega (ou U\omega )

poss\tilde{e}de un facteur int\’egrant m\’eromorphe H.

Puisque \omega est de type I , H ou bien \frac{1}{H} est holomorphe. Mais s’il s’agit de

\frac{1}{H} , H. \omega est ferm\’ee: H\omega=d\alpha ; fait qui conduit \tilde{a}dH\Lambda d\alpha=0 puisque \omega est

de type I. Ainsi \alpha=\alpha(H) ; ce qui est absurde car \omega serait ferm\’ee.

Done H est holomorphe et \omega poss\‘ede un facteur int\^egrant holomorphe; il en
r\^esulte que, dans cette \’eventualit\’e, toutes les \’equations de \mathscr{I}^{\sim} sont de type I ,
puisque toute autre \’equation V\omega de ^{} aura V. H comme facteur int\’egrant.

2) Si ce quotient est constant alors U est une fonction de f et f’ Ou
bien 0=df\Lambda df’ et U=U(f) auquel cas \omega’=U(f)\omega ou bien df\Lambda df’\not\equiv 0 ;
mais ceci est impossible puisque U est une unit\’e. On en deduit la:
PROPOSITION III. 1. : Si \mathscr{F} est de type I on est dans l ’une des situations
suivantes.\cdot

1) toutes les \’equations de J^{} sont de type I, et toute \’equation de \mathscr{F}

poss\‘ede un facteur int\’egrant

2) il y a une \’equation \omega de \mathscr{F} de type I et toutes les autres \’equations du
type I s ’\’ecrivent U(f) . \omega o\‘u f est un agent int\’egrant minimal de \omega et U\in

\mathscr{O}_{1} une unit\’e.
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De cette proposition on retiendra le fait que les hypoth\tilde{e}ses des theoremes II .
3 et II . 4 sont done des hypoth\‘eses ne portant pas en fait sur les \’equations

mais sur les feuilletages.
En ce qui concerne les \’equations du type II , comme on poss\tilde{e}de une

th\’eorie plus efficace pour les \’equations de type I , on aurait \‘a priori int\’er\^et,
pour r\’esoudre le probl\‘eme du cobordisme, \‘a tester les \’equations du type I.
En fait, il n’en est rien; supposons en effet que \omega_{0}=(f, g)^{*}\overline{\omega} soit une forme
de type II , avec \overline{\omega} vivant dans C^{2},0 , cod S(df\Lambda dg)\geq 2 , et \omega_{1}=\omega_{0}+dV(f,

g) , V\in\beta_{2’} une forme cohomologue \tilde{a}\omega_{0} . On se demande s’il existe des
unit\’es U_{0} et U_{1} telles que U_{0}\omega_{0} et U_{1}\omega_{1} soient cohomologues de type I (on se
pose cette question \’evidemment en dimension plus grande que 3). On aura:

dU_{0}\omega_{0}=d( U_{1}(\omega_{0}+dV(f, g))

soit:
d( U_{0}-U_{1})\Lambda\omega_{0}+(U_{0}-U_{1})d\omega_{0}=dU_{1}\Lambda dV(f, g) (1)

Comme, et nous l’avons d\^ej\‘a signal\’e, d\omega_{0} et df\Lambda dg sont colin\’eaires, on a:
d( U_{0}-U_{1})\Lambda dV(f, g)\Lambda\omega_{0}=0 (2)

Ou bien dV(f, g)\Lambda\omega_{0}\equiv 0 et le probl\tilde{e}me du cobordisme entre \omega_{0} et \omega_{1} est
trivial (\mathscr{P}_{0}^{-}=\mathscr{F}_{1}) , ou bien dV(f, g)\Lambda\omega_{0}\not\equiv 0 ce qui conduit \‘a d(U_{0}-U_{1})\Lambda df

\Lambda dg\equiv 0 et
U_{1}=U_{0}-H(f, g)

Revenant \‘a (1) on obtient:
dH(f, g)\Lambda\omega_{o}+H(f, g)d\omega_{0}=d( U_{0}-H(f, g))\Lambda dV(f, g)

et visiblement
dU_{0}\Lambda df\Lambda dg=0 et U_{0}=U_{0}(f, g)

Ainsi U_{0}\omega_{0} est encore du type II . D ’o\‘u la:
PROPOSITION : Soient \mathscr{F}_{0} et \mathscr{F}_{1} deux feuilletages cohomologues de type II .

a) ou bien toutes les \’equations cohomologues de \mathscr{I}_{0}^{-} et \mathscr{I}_{1}^{-} sont de type II
b) ou bien \mathscr{F}_{0}=\mathscr{F}_{1} (cas trivial} (et \mathscr{I}_{0} poss\‘ede une int\’egrate premi\‘ere

holomorphe).
Tout ceci dit que les d\’efinitions des feuilletages de type (0), I , II , III sont
bien adapt\’ees au probl\‘eme de cobordisme des feuilletages cohomologues.
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