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1. INTRODUCTION.

Nous présentons, dans ce travail, deux théorémes d’unicité locale du
probleme de Cauchy pour des opérateurs hyperboliques par rapport a une
surface.

L'hyperbolicité par rapport a une surface étant une condition nécessaire
pour que le probleme de Cauchy soit bien posé (théoréme de Lax-Mizohata),
la plupart des résultats, concernant ce type d’opérateurs, traitent a la fois la
question de l'existence et celle de l'unicité. (Voir Oleinik[13], Ivrii-Petkov
[8], Hormander [5],...).

Dans ce travail, nous avons choisi de nous restreindre a 'étude d’opér-
ateurs P(y, D,) (y&R"™") non effectivement hyperboliques par rapport a
une surface S. (En ce qui concerne les opérateurs effectivement hyperboli-
ques, on pourra consulter Melrose [12], Iwasaki [9], lvrii [7]). Plus
précisément, nous avons fait sur la partie principale les hypothéses d'Hor-
mander (voir les hypothéses (H,), (H;)) et nous nous sommes efforcés
d’améliorer les hypothéses portant sur le symbole sous-principal p{ pour
avoir 'unicité de Cauchy. Pour cela, nous avons introduit une notion génér-
alisée de «principale normalité» faisant intervenir le symbole total p et qui,
en quelque sorte, signifie que I’'Hamiltonien de Im p{ est orthogonal, pour la
fome symplectique o, a la partie involutive de la variété caractéristique 2..

La méthode employée dans ce papier repose sur la technique classique
des inégalités de Carleman.

2. GENERALITES ET NOTATIONS.

2. 1. Invariants.

Dans toute la suite, P(y, D,) désigne un opérateur différentiel d’ordre
deux 2 cojfficients C* dans un ouvert Q de R"™' et 3 symbole principal réel
(v, 7). Et, nous considérons l'unicité du probléme de Cauchy pour I'opér-
ateur P avec des données initiales sur la surface S={p () =@ ()} (ol 1 est
un point de Q et ¢ est une fonction réelle de C=(Q), telle que do +0 sur Q),
non caractéristique pour P.
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On écrit p(y, ») le symbole total de P(y, D,) (on a donc p(y, )=
22, ) +0:1(y, )+ (¥, 1), ol les p; sont homogeénes de degré j par rapport
a # pour 7=0,1,2). On note par p; le symbole sousprincipal de P, défini de
la maniére suivante :

n+1 aZPZ

ZORORVACRIRS =y e

Et I'on adopte la terminologie suivante :
- Nous disons que P est un opérateur hyperbolique dans Q par rapport aux
surfaces de niveaux de ¢, si, pour tout (y, )& R"\0, I'équation en z:

2, n+7dp(y)=0

n‘admet que des racines réelles lorsque de(y) n’est pas paralléle a 7.

- Nous disons que P a l'unicité de Cauchy par rapport a la surface orientée
S prés de ¥, si pour tout voisinage V suffisamment petit de j, il existe un
voisinage W de y, dans Q, et pour toute solution #C>( V) du probléme :

{P(y, D)yu=0 dans V

U \p(y)<p(ve) =0

s’annule identiquement dans W.

- Nous disons que P a l'uncité de Cauchy compacte par rapport 2 la surface
orentée S prés de y, si pour tout voisinage V suffisamment petit de y, il existe
un voisinage W de y, dans Q, et pour toute solution u C=( V) du probléme :

{P(y, Dyu=0 dans V

U= o(y)<p(ve) =0
Supp unSccVv

s’annule identiquement dans W.
- Enfin, is o est la 2-forme canonique sur 7*(Q), nous désignons par F, la
matrice fondamentale de P qu’on définit de la maniére suivante :

pour tout X, YT (Q), % Hess p,(X, Y)=0(X, F,Y)

et qui est un invariant symplectique anx points (y, ) tels que p(y, )=
d p.(y, 7)=0.

2. 2. C(lassification des opérateurs hyperboliques.
Nous rappelons ici la classification des opérateurs hyperboliques donnée
dans Hormander [5]. Cette classification repose sur la nature des valeurs
propres de F, aux points critiques (p,(y, n)=d p(y, 7)=0). En fait, aux
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points critiques, F, ne peut admettre plus d'un couple (u,-u) de valeurs
propres réelles non nulles (cf. Hérmander [5]) ; les autres valeurs propres
sont soit nulles, soit imaginaires pures. D’oil la distinction de deux classes :
- Soit il existe un coupie (u,-u) de valeurs propres réelles non nulles. On
dit alors que P est effectivement hyperbolique.

- Soit toutes les valeurs propres réelles sont nulles. On distingue alors deux
cas selon la multiplicité d de la valeur propre 0 dans le polyndme minimal de
F, (Hormander a démontré que d =2 ou 4).

DEFINITION 2.2.1.  Dans le cas non effectivement hyperbolique, en
notant par iyu; les valeurs propres de F,, on définit la “ trace plus ” de P (qu’
on écrit Tr*t P) de la maniere suivante :

Tr+ P=3 u,.

#;>0

2. 3. Cadre géométrique.
Soit

2:{<y) ”)EQXR"+1\O7 pz(j); ”)Z{pZJ ¢}(y) 77):0}

I’'on suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

(Hy) X est une variété, le rang du Hessien de p, est égal 4 la codimension
de >} en tout point de 3! et ¢ est de rang constant sur 3.

(H,) P est non effectivement hyperbolique et la multiplicité de la valeur
propre 0 dans le polyndme minimal de F, est égale a 2.

Remarques concernant les hypothéses (H,) et (H,):

(2.3.1) Il est clair que 'hypothese (H,) est symplectiquement invariante.
(2.3.2) On peut également définir 3} par:

2={0, HEQXR"N0, d p(y, n)=0}.

2.4. Sous-principale normalité.

DEFINITION 2.4.1.  On dit que P est «sous-principalement normaly en y,
hEQ) st
pour tout X&€ T3 NT X il existe une constante C >0 telle que :

(2.4.1) |X Im p§z|<C|Im p§s|

pres de y, on T3 désigne ['espace orhognal @ T3 pour la 2-forme
symplectique o.

Remarque concernant la définition 2. 4. 1.
(2.4.2) Si 2 est définie par @;(v, ) =0, j=1,..., k (d a; linéairement indé-
pendant) alors, en notant M=({a;, a;})1<i j<k (2.4.1) est
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équivalente a

pour tout a={a,..., a.) ER* avec acKer M, il existe une con-
stante C >0 telle que:

k
' gl a; H,, Im pfiz| < Cl|lin piz|.

C’est une inégalité analogue a celle d’'Hormander définissant la prin-
cipale normalité d’oll notre terminologie.

3. RESULTATS.

Dans toute la suite, on suppose que P (¥, D,) est un opérateur hyperboli-

que par rapport aux surfaces de niveaux de ¢ vérifiant les hypothéses (H,)
et (Hy).

3. 1. Cas involutif.

Dans le théoréme qui suit, on supposera que > est involutive (ce qui est
équivalent an fait que 7r* P=0).

TurorREME 3.1.:  On suppose que:

G.D P est «sous-principalement normal» au voisinage de ;.
(3.2) d Im p$ est non nulle et {Im ps=0} est une variété transverse a 2..
3.3) Re piimnimpi=0=0

au voisinage de .

Alors P a Uunicité de Cauchy par rapport @ S prés de .

3. 2. Gas non involutif.
THEOREME 3.2. :  On suppose que :

3. D P est «sous-principalement normaly au voisinage de .
3.4 (D2, {2, @}} S‘annule a I’ovdre deux sur 2.
(3.5) 1l existe une constante C >0 ftelle que :

Tr* P+Re ps+ C|Im p§|>0

sur ) au voisinage de Y.

Alors P a l'unicité de Cauchy compacte par rapport @ S prés de .

3. 3. Remarques.
1) Invariance.
Compte tenu de la remarque (2.3.2), il et clair que les hypothéses (3.
D), (3. 2), (3.3) et (3.5) sont invariantes par changements de fonctions ¢
définissant les mémes surfaces de niveaux. De plus, pour toute fonction
assez proche de ¢ dans C?(Q), l'opérateur P(y, D,) reste hyperbolique par
rapport aux surfaces de niveaux de v dans Q. Ceci entraine que les hypoth-
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sses du théoreme 3.1 sont invariantes par convexification.

2) Ecriture locale de la «sous-principale normalité>.

Nous rappelons quon peut choisir microlocalement des coordonnées
symplectiques (xi, x5, x3) ER™', (&1, &2, &, ER™!, étant les variables
duales, en sorte que:

D={n=8&=0, & =0}

(ceci vient du fait que o est de rang constant sur 3}, voir Grigis [4D.
Et la condition (2.4.1) de «sous-principale normalité» est alors équivalente

-~

d:
: o
Im pi=ax+b&+ b5+ 9%, X, &) avec 'a—i,§Clg|.

3) En fait, nous prouverons une version plus générale des théorémes
3.1 et 3.2. (Voir les théoremes 4. 3. 1. et 4.3.2).

4) 11 est clair que les hypothéses portant sur le symbole sous-principal
dans nos résultats sont plus faibles que celles de Hormander [5]. Par
ailleurs, la version généralisée améliore (dans le cas hyperbolique) les
théoremes d’Alinhac [1], Lascar-Zuily [10], Dehman [2].

5) Exemples.

En prenant dans R?:

p2<x: t; g) T)ZTZ_X%&%—&%

1, vérifie (Hy) et (Hy) et (3.4) (p(x, )=t 3%=1(0,0)) et S ={r=x=&=0}.
La condition (2.4.1) de principale normalité se traduit, en écrivant:

Re pi(x, t; & v)=alx, r+b(x, )&+ c(x, t)&, par, il existe une constante
C >0 telle que: ' '

[0, 2, B]=Cle, 2 )
et la condition (3.5) se traduit, en écrivant: Re pi(x, t; & ©)=alx, )7+
b(x, t) §1+C~(x, )&, par, il existe une constante C >0 telle que:
&+ C (%, )&+ Clc(x, &[>0
prés de (0,0) pour &+0.
4. PREUVE DES RESULTATS.

Dans ce qui suit, nous supposerons choisi un systéme de coordonnées
y=(x 1) (7=(&, ) en sorte que %=(0,0), p(x, )=t et p(x, t; § D) =1"
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4. 1. Préliminaires.
Du théoréme 3. 2.1 d’Hormander [5], on déduit les corollaires suivants.

CorOLLAIRE 4.1.1.:  Soit A un opérateur pseudodifférentiel d’orvdre 2
dans QC R" de symbole classique ay+a+ ... 0@ a; est homogeéne de degré j et
%=0. On note:

A={(x, ©)€QXR"\0}, &(x, &) =0).

On suppose que A est une variété C=, que a, est transversalement elliptique a
A et que o est de rang constant sur A. On peut alors construive des vecteurs v;
vérifiant les propriétés du théoreme 3. 2.1 avec Q=@ .= Hess a,(x, £)/2.
En posant L;(x, &)=0Qk, (v;, v), il existe, prés de tout point pySA, des
fonctions véelles homogénes de degré 1 en &: qi(x, &), ... s, (x, &) telles
que, pres de py (i. e. dans un voisinage conigue de p) on ait :

CRRVINACYORS WHER
4.1.2) pour j=1,..., k
d q;-1(p)=Re L;(p)

d ¢;(p)=Im L;(p)
pour 7=1, ..., 1

d Gons;(P)=Lpr;(p)
pour pEA pres de py.

CoROLLAIRE 4.1.2.:  La décomposition précédente vérifie en plus les deux
propriétés suivantes :

(4.1.3) Pour tout j=1,...,1 et tout i=1,...,2k+1 {Gons;, q:;}=0 sur A
(4.1.4) La matrice ({q;, @;})1s:, j<2n €St inversible.

Hormander démontre dans le paragraphe 4.3 un résultat quon va
citer sous forme de proposition.

ProprosiTION 4.1.3.: Soit p(x, t; & ©)=1*—alx, t, &) un symbole
d’ovdre 2 vérifiant les hypothéses (H,) et (H,).
Alors 1l existe un symbole b(x, t; &) d’ordre 1 tel que:

(4.1.5) {a, 7—b}=R(x, t; & o R s’annule I'ordre 2 sur >.
(4 1. 6) blzr:O et {T, b}}}yzo .
(4.1.7) a—b* est transversalement elliptique a 3 et Tr* P=Tr*(a—b?).

4. 2. Une propriété de la condition de_s‘ous-princi‘pale normalité.
ProposiTiON 4.2.1.:  Soit L(x, &)C=(T*V\0) homogéne de degré 1
en p, on suppose que L vérifie I"hypothése (2.4.1). Alors il existe des fonc-
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tions Li(x, &) et Ly(x, &) C>(T*V\0) homogéne de degré 1 en & telles que :
(4.2.1) L=L,+1L,.

(4 2 2> L1|}::0.
(4.2.3) Pour tout X&T 39 il existe une constante C 20 telle que :
| X Lyz| = C|Lys|.

Preuve: Si on utilise I'écriture du corollaire 4. 1. 3 et celle de la proposition,
I’hypothése se traduit microlocalement par,
il existe une constante C =0 telle que:

|Hgsrvs Lis|< C|Ljg|
pour =1, .../,

et |H, Liz|=C|L3|.
ol m=7—>b(x t &).

De méme (4.2.3) devient:
Il existe une constante C =0 telle que:

(4.2.3)" |Hy, Lys| < C|Lys|
pour j=1,...,2k+!
|Hp Lyz| < C| Lyl

On cherche L, sous la forme suivante :
2k
L= 21 a; q;
“

oll les a; sont 2 déterminer et l'on pose L,=L—L, (ceci assure (4.2.1) et
(4.2.2)).
On cherche a; en sorte que pour j=1, ..., 2k

4.2.4) Hg L,=0 sur 2}

c’set-é-digg: ‘
Lo . 2k
(4.2.5) H,, L—Zl a; Hy, ¢;=0 sur 2.

Comme la matrice ({q;, ¢;})1<:, j<2» €st inversible, on peut résoudre (4.2.5).
On remarque maintenant que pour: j=2k+1,...,2k+/

qu L1:0
Hm L1:O

sur 2}, donc:
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|qu L212|:|Hq,- L12|§C|le|:C|LI|2|
et
|Hy Lys|=|Hy Liz|<C|Liz|=C|Lyz|

cect avec (4.2.4) nous donne (4.2.3)". On a donc démontré la proposition
microlocalement.

soit x; une partition de l'unité homogeéne de degré 0 telle que, sur support
de x;, on ait L{ vérifiant

{|2 =0
et, pour tout X T 319 il existe une constante C positive telle que,

| X L—X L{|<C|L| sur 3.

On pose,

Li=3 x; Li

LZ:Ii—L1
(4.2.1) et (4.2.3) sont vérifiées.
Et on a,

X LZ:XL—%} x X L{—; (X x) L.
Sur X} on a,

| X Ly =3zl X L—X Lj|

éélLL

Pour une constante C positive.
Ce qui démontre la proposition.

4. 3. Préliminaires a la preuve.
Nous allons énoncer, dans ce paragraphe, deux théorémes précis
d’unicité de Cauchy compact. Pour simplifier les énoncés, on se place en
coordonnées locales et on note :

p(x, t)=t

Px L& )=1"—C(x t, &)
Re pi=@

Im p{=L=L,+1L,

oll L, et L, sont donnés par la proposition 4. 2. 1.
L’&noncé de ces hypothéses sous une forme géométrique est assez délicat
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et peu satisfaisant. C’est pourquoi nous avons préféré extraire de ces théor-
émes, les théorémes 3.1 et 3. 2.

TRrREOREME 4.3.1.:  Nous supposons que ) est une vaviété involutive.
Nous supposons également que :

(4.3.1) P est sous principalement novmal.

(4.3.2) 1l existe une fonction a(x, t, &) homogéne de degré 0 en & et une
constante C >0 telles que,
@, Lhz+a Quz|=C|Ljs|.

(4.3.3) 1l existe une fonction B(x, t, &) homogéne de degré 0 en & et des
constantes posttives C et & telles que,

i) B Q—Qh=e @
i) |Qiyz—8 Qz|=C|L3|.

Alors P posséde la propriété d'unicité compacte.

REMARQUE: X} étant involutive, il existe des fonctions B vérifiant
(4.3.3) i). La condition (4.3.3) peut donc se comprendre ainsi; parmi
les fonctions g vérifiant (4.3.3) i), on pose la condition (4.3.3) ii).

THEOREME 4.3.2.:  Nous supposons que,

(4.3.4) P est sous principalement normal.

(4.3.5) Il existe une fonctions a(x, t, &) et d(x, t, &) homogénes de degré 0
en & et une constante 6>0 telles que,
i) e=a Q—Qn=0 Q.
i) Trte—a Q+Qi:+d L>0 sur 2.

Alors P posséde la propriété d'unicité compacte.

REMARQUE: (4.3.5) i) impose que o, T 3} c’est-a-dire que Hyp &
T 3. Ceci est une condition instable par convexification c’est pourquoi de
ce théoréme on ne peut déduire qu'un théoréme d’unicité compacte.

Preuve du théoréme 3.1.: Des hypothéses (3.2) et (3.3), on déduit
que,

k
Q=5 L‘*’E B g
ol {¢;=0}=3 et B; des fonctions homogeénes de degré 0 en &. On a, alors
sur >,
{Ql) L}:L{ﬁOJ L}
car {q;, L}}»=0 (hypothése (3.1)).
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De méme sur !
Qit:ﬁo H’ﬁ/ot L

car {7, ¢;}s=0 Chypothése (3.1)).

Or (2.4.1) implique que |L)<C|L| pour une constante C positive. On a
donc (4.3.3) et ii) en prenant 8 trés grand et en utilisant la remarque du
théoreme 4. 3. 1.

Preuve du théoréme 3.2.: . (3.4) implique que Q%; s’annule i l'ordre 2
sur ..

(4.3.5) 1) sera donc vérifiée en prenant a trés grand. Dans ces conditions,

Tr* e=a(Tr* @+o(1))

oli 0(1) désigne une fonction qui tend vers 0 quand « tend vers +oco. (7T7*
est une fonction continue voir Melin [I1]).

De (3.5), on démontre qu'il existe une fonction d(x, ¢, &) homogéne de
degré 0 en & telle que,

(4.3.6) Tr* P+d L—@>0.

En effet, il existe un voisinage W de L=0 tel que Tr* P—Q, >0 sur W.
Soit x; (resp. x.) une fonction C* homogeéne de d°0, positive vérifiant y,=
Isur L<ON( W (resp.sur L>0N (W) et a support ans L<0 (resp. L>0).
On définit d =— Cy,1+ Cxe.

On obtient aisément de (3.5) que d vérifie (4.3.6). On a donc:

Trte—a Q+ Q1. +a d L:a[T7+Q2“Q1+dL+0<D+%].
Ceci sera strictement positif en prenant a suffisamment grand et en utilisant
(4.3.6). On a aussi utilisé le fait que 7»* P=Tr* ,. En effet la proposi-
tion 4. 1. 4. est vérifiée en prenant =0.

4. 4. Inégalité de Carleman.
THEOREME 4.4.1.:  Sous les hypothéses du théoreme 4.3.1 ou du théor-
eme 4.3.2, 1l existe des constantes C>0 et y,>0 telles que, pour y=y,

(4.4.1) e Pu|*=C yle " Du|*+C y3|e™"T ul?.

D’une telle inégalité de Carleman, on prouve l'unicité compacte pour P+
a D,+b ot a et b sont des fonctions complexes.

Modulo des termes d’ordre 0 et des termes de la forme a(x, t)D,, on peut
écrire 'opérateur P de la maniére suivante, P(x, t, Dy, D,) =D%— @Q,(x, t, Dy)
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+Q1<xJ t) Dx) +Z. Ll(-x) t; Dx) +i L2<x1 t) DX> Oﬁ QZ(x) t) Dx) - ké— -DX' ajk(‘x; t)DJCk

J 1 ’
avec (a;,) une matrice symétrique positive.
@, est de la forme,

3} Dy, a;(x, D +ay(x DD,

ot les fonctions a;(x, t) sont réelles.

Aprés les manipulations de la proposition les symboles L; n’ont aucune
raison d’étre des formes lindaires. On utilise la quantification de Weyl,
c’est-a-dire,

(4.4.2) Ly(x, £, Dou=2m)" f f ei<x-y’E>L,.<ngy & uly, Hdy dé.

Tout ceci implique que &, @,, L, L, sont des opérateurs formellement
auto-adjoints.
Nous allons calculer,

I=[e =2 7Pyl

oll 4 est un grand parameétre positif a choisir.
Posons,

e
u=elt=27

ol # et v sont des fonctions C* 2 support dans|x|*<7, et 0S¢t<4,, 7, et f, a
choisir.

Notons N,v:e‘“‘#th”Pe‘t‘%””v. Nous avons,
D, e(t-%ﬂw:e<f-%>r[Dt+%<1—#t>]
D, et |0,
Donc,
N, (x, t, Dy, D)=P(x &, Dy, Dy +25(1—pt))

= D32 X (At D= y* A=ty = @, £, DY)
+Ql<x) t) DX>+i Ll(x; t) Dx>+l L2<x) t) Dx)-

On note, dans la suite des calculs e et C des constantes positives qui ne
dépendent pas de u et y. & sera supposé suffisamment petit et C suffisamment
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grand. .
On note,
(u, v):/u 0 dx dt
el = Cat, 20).
On pose,
N,=N,—uy—i L,.
On a,

(4.4.3)  |IN2IP<2| N[+ C w2y¥olP+ C| Lol
Ecrivons N,=A+ B, en développant on obtient,

|N;0lP =] Aol + | Bo|+2 Re(Av, Bv)
avec

A:D%—’yz(l—#wz_Qz‘i‘ Ql
B=-2 yi(l—ut)D,+i L,.

Calculons 2 Re(Av, Bv) en intégrant chaque terme par partie.

=2 Re(D3%v, —2 yi(1—ut)Dw)

L=2 yu||Dwl|?

L=2 Re(—y*(1—put)®v, —2 yi(1—put)Dw)

L=6 v’u|(1—put)v|?.
En prenant ¢, tel que,

6(1—put)*=5 c’est-a-dire :

5\ 1
0s(1-/%) ’E

On obtient,

L=5 yiu|v|?

L=2 Re(—Qyuv, —2 Y i(l*ﬂnDtU)

L=2 yu(Qu, v)—-2 y(i[D;, @]v, (1—ut)v)
I,=2 Re(Qv, —2 y t(1—ut)Dw)

L=2 yu(Qv, v)+2 y(i[D;, @lv, 1—ut)v)
=2 Re(D?%v, i'L,v)=2 Re(Dw, i[D,, L,]v).

Calcul du symbole de Weyl de 7 [B,, L,].
(4.4.4) REMARQUE. Soient deux opérateurs @ et @ de symbole de Weyl
réel, @ d'ordre m, @ d’ordre m’, alors le symbole de Weyl de 1[Q, Q] est
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{67 (@), ¢¥(Q)} modulo des termes d’ordre m +m’—3.
Le symbole de i[D,, L,] est, {7, Ly(x, t, &)}=L5(x, ¢, &). En appli-
quant (4.2.3), on déduit que

(4.4.5) |LyfP=C L3+ C Q..

On a d’autre part,
(4.4.6) |2 Re(Dw, i[D,, L]n|=C 7||Dt0“2+%“[Dt; L]v|?.

En appliquant l'inégalité de Fefferman-Phong au symbole,
C L:4+C Q—L%A.
On obtient de (4.4.5) et (4.4.6)

| C C
2 Re|Dw, i[D, L]0)|<C yHDtvllz+7||sz|lz+%(ng, 0+l
En conclusion on a,

L2 =C ADP-SI Lok -S@o, )~ Sl
=2 Re(—y*A—ut)?v, i Lyv)=0
L=2Re(— @, i Ly=([Ly, &]v, v).

Calcul du symbole de Weyl de ¢ [L,, Q.].
Le corollaire 4. 1.1 permet décrire microlocalement,

{
(4.4.7) QZ:E q% avec |{q;, Lo}| £ C|Lylsur 2.
Globalement on a,
N Lk
Q=2 X (@)*x%
k=0 j=1

oll x% est une partition de l'unicité homogéne de degré 0 en & Modulo des
termes d’ordre 0, le symbole de Weyl de ¢[L,, @] est,

(L, Qi=3 52 atailat, L+ @k L.

Le deuxieéme terme de la somme est majorée par C &,. On en déduit, en
appliquant l'inégalité de Fefferman-Phong

,ﬁo Jémpwwf{xi, LD, v)‘éC(sz, v)+Cllv|?
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ol on a noté Op¥ (a) V'opérateur de symbole a déduit par la formule (4.4.2).
En ce qui concerne le premier terme on ¢, modulo des termes d’ordre 0,

Op¥ (2 qkxidas, L) =0p" (qixx) Op™ (xelqt, Lo})
+O0p" (xelat, L} OPY (@%xn).

Donc

1COp™ (2 qixilas, Lpv, v)
=2 Re(Op" (xulql, L:)v, Op" (qhxe)v)|
+O0(vI>H) =e y[|OpY (ghxn) |

C
+7||0pw<xk{qf, L}o|*+Cllo|?.
En utilisant (4.2.3), on obtient,
|{Qf; L2}|2§C Q+C Ls.

Ceci permet, en appliquant I'inégalité de Fefferan-Phong de conclure que,

B2 — ey (@, v>—§umn2—c ylol?

=2 Re(Quv, 7 L,v)
L=0[&, L;]v, v).

En résumé, on «,

(4.4.8) 2 Re(Av, Bv) 22 yu|Dol?+5 v*u|o|?
+2 yu (o, v) =2 y(i[D,, @]v, 1—ut)v)
+2 yu(Qv, v)+2 y(U[ D, @lv, A—ut)v)
+(I[@, L]v, v)—R,
- C
ot Ri=C y|Dw|*+C vy|v|*+e v(Qw, v)+;||szH2-

Controle de |Lv|?/7.
En utilisant 'expression B, on a

. 5
ALl =LA B+2 v i1= ) DI04 | Bl +5 wy Dl
Donc, pour y suffisamment grand,
449 Bl 2L ALol —ky| Dol

Soit k(x, t, &) un symbole en (x, &) a paramétre f, homogeéne de degré
0 en & On suppose que,
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—

(4.4.10) 1Op™ (R |L2-r2=—-

1

1
|0p¥ (k) *|l2-re =

En écrivant @, en fonction de A, on a,

—2 yu Re([Id—Op" (B)]@Qv, v)
=—2 yu Re((Jd—Op" (k) Av, v) +2 yu Re([I1d— Op¥ (k)] D%, v)
=—2 y*u Re(Id—O0p" (k)) (1—ut)?v, v)

—2 yu Re([1d—0p" (B)]1Qwv, 1) =0+ +B+@.

On a, grace a (4.4.10),

D=elAv|P+C y*u?|v]?.
@=2 yu|l|Dw|?—2 yu(Op¥ (k)Dw, Do)
_2 yll([OpW(k)’ Dt]DtU) U)-

7 étant une forme linéaire le symbole de Weyl de [Op" (&), D,] est exacte-
ment (voir Hormander [6]), %{k, =1 k.
On a donc en utilisant (4. 4.10),

@z yul| Dl —C uyl|Op¥ (RO

®lz2 yulol-

En résumé, on a,

(4.4.11) —2 yu Re(Qv, v) =2 —2 yu Re(Op" (k) @0, v)
+yu|DwlP—e|Av|P—3 yulv|?
—C uy|Op¥ (kD vl
—2 yu Re([1d—Op" (k) ], v).
Et donc, en utilisant (4.4.8), (4.4.9) et (4.4.11),
(4.4.12)  |NplPz2 yul|Dol?+2 yulol?
+E L0 +2 v Re(O (k) Qo v)

—2 y(i[ Dy, &)v, A—ub)v)
—2 yu Re(Op" (k) Qiv, v)
+2 y(i[D,, @]v, A—ut)v)
+ ([ @, L]v, v)— R,

oll R=R,+C uy|Op" kDol
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ler cas: Tr* ,=0.

En prolongeant la fonction a (x, ¢, &), donnée par (4.3.2) horsde 3 par
une fonction homogeéne de degre 0 en &, on prouve l'inégalité suivante,

(@, Lo} +a QI=CIL|+C V@,.
Ecrivons,
(4.4.13) Re(i[ @, L,]v, v)=Re([i[Q, L]+ 0p" (@) Q]v, v)
—Re(Op¥ (a) @, v)z—%(sz, v)—%IIszllz—C v[v[®
—Re(Op¥ (@) Qv, v).

On prolonge B(x, ¢, &), la fonction de I’hypothése (4.3.3), hors de 3
par une fonction homogéne de degre 0 en & qu'on note également Blx t &).
On obtient,

{7, Q}—8 Q|=<C|L,|+C J/@,.
On a, en appliquant le calcul symbolique et l'inégalité de Fefferman-Phong,

(4.4.14) 2 v Re(i[ Dy, @ ]v, (I—=ut)v)
=2y Re((A—ut)[i[D:, Q]1—0p" ()R]0, v)
+2 ¥ Re((A—ut) Op¥" (B) Qv, v)

=-2C 73||v!|2-%(sz, v%%IIszll2
+2 y Re(Q—ut) Op™ (B) Qiv, v).

Ecrivons les symboles de Weyl des termes du premier ordre de (4.4.12) en
utilisant (4.4.13) et (4.4.14).
On a, modulo des termes d’ordre 0,

(4.4.15) —2yu k Q+2 yA—u)f Q—a Q.

Posons

(4.4.16)  k=UTHD 5 @

De sorte que (4.4.15) est nul. De plus ¢ % est un symbole de S¢, uniformé-
ment par rapport a t et y.

Donc en prenant x suffisamment grand (4.4.10) sera vérifié.

On vérifie facilement que %; est un symbole de S?, uniformément par rapport
atety. Donc
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(4.4.17) C uy|Op" (kD VIP<C pylol?.

Controle des termes du deuxiéme ordre.

Modulo des termes d’ordre 0 le symbole de Weyl des termes du deuxiéme
ordre de (4.4.12) est,

(4.4.18) 2 yu k Q=2 y(—ut) Qs —ey .
En utilisant (4.4.16), (4.4.18) devient,
(4.4.19) 2 y(A—ut)B Q=2 y(A—ut) Qs —ey —a €

_ € 9 . a G
=2 y (=B Q= Q=g =g aES )

11 existe une constante positive ¢ telle que, 8 @:— Q3. =3¢ .. (Voir (4.3.3)).
L’expression (4.4.19) est donc supérieure 3,

& &
(4.4.20) 2 y<1—ﬂt>[a—2(l_#t>—2 y(l—m] Q.

Pour ¢ suffisamment petit, y suffisamment grand, (4.4.20) est supérieur a
y6 Q.
11 suffit d’appliquer l'inégalité de Feffermn-Phong pour conclure que,

(4.4.2D) NPz yu DolP+y*ulolP+yo(Qw, v).

En utilisant le fait que L, s’annule sur >}, on déduit que,
3
IN ol 22 Dl + L ol

Ce qui donne de maniére classique 1'inégalité de Carleman (4.4.1).
2eme cas: 1Tr* @,>0.
Utilisons le symbole a(x, {, &) de 'hypothése (4.3.5), et posons,

)Z(l—m‘) a (%t &)
# ’

k(x, t, &

de sorte que, comme pour le ler cas, (4.4.10) est vérifiée et,
10p™ (kD v|P< Clo|?.

Le symbole de Weyl des termes du deuxiéme ordre de l’expression (4.4.12)
est, modulo des termes d’ordre 0,

(4.4.22) 2 y(A—ut)a Q=2 y(A—ut) Qs —ey .

En utilisant (4. 3.5), il existe une constante positive ¢ telle que (4.4.22) est
supérieure a 2 oy Q.
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Au terme (4.4.12) ajoutons et retranchons

2y Re((Q—ut)OpW(d(x, t, D)Ly, v).

Ce terme est majoré par C y3||v||2+%l|sz||2, ce qui est controlé par

ur o+ Lol

si on prend u assez grand.
Nous allons appliquer I'inégalité de Melin-Hérmander au symbole,

K=(-pb)a @—1—ut) Qs—5 Q3
—A—uta @+ A—uh) Qi+ (1—ut)d Lﬁ-%{@, Ly).

Le terme d’ordre deux de K est transversalement elliptique a 3 (voir
§.2.3) et sa trace plus est,

A—ut) Trre+|&|0e)+|E|0()

ol e est donné par (4.3.5).
(En effet la trace plus est une fonction continue, voir Melin [11]).
Donc l'opérateur de symbole K sera positif (modulo Clv|? si,

@.4.23) K== Trte+|2]Q(e)+]]0(8) — A—ub)a &
A Qe+ (I—pt)d Lﬁ%{@, L}=0 sur 3.

Or de (4.3.5), on déduit
Trte—a Q+Qi,+d Ly>6|&| sur 3,

donc

KI;(1—,ut)5|éfl+]£}0(e)HcﬂO(é‘)+%{Q1, L,}.

Si on prend e, J, et % suffisamment petit par rapport 2 &, on aura K;>0.

On peut donc appliquer l'inégalité de Melin-Hérmander a K.
On a donc

| N 22 uy | D>+ ey o]*+ 67 (@, ).

Ce qui est l'inégalité (4.4.21). On acheéve alors la preuve de (4.4.1)
comme pour le premier cas.
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