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Introduction

La formulation moderne du probl\‘eme d ’\’equivalence d’Elie Cartan pour
les structures transitives est due en particulier \‘a C. Ehresmann [4], P.
Libermann [12], D. Spencer [17], V. Guillemin [6], Vr Guillemin-S. Stern-
berg [8][9] et I. Singer-S. Sternberg [16]. Rappelons \^egalement les contri-
butions dans ce domaine de H. Goldschmidt-D. Spencer [5], A. Kumpera-
D. Spencer [11], T Morimoto [14], et sp\’ecialement N. Tanaka
[18][19][20]. On utilisera ici les notations et les m\’ethodes d\’evelopp\’ees
dans C. Albert-P. Molino [2], auxquels on renvoie pour les d\’etails.
Toutes les structures sont suppos\’ees de classe C^{\infty} .

M sera une n-vari\’et\’e mod\‘ele munie d’un point base 0, \Gamma un pseud0-
groupe de Lie r\^egulier transitif (PLT) de diff\’eomorphismes locaux de M.
Bour k\geq 1 , soit E_{M}^{k} l’orbite de Faction naturelle de \Gamma sur le fibr\’e B^{k}M des
rep\‘eres d’ordre k model\’es sur M(k-jets en 0 de diff\’eomorphismes locaux
de M) qui contient le k-jet 0^{k} de l’identit\’e. On obtient ainsi la suite de
d\’efifinition E_{M}^{\infty}=(E_{M}^{k})_{k\geq 1} de \Gamma . form\’ee de fibr\’es de rep\‘eres se projetant les
uns sur les autres. Pour tout k, E_{M}^{k} est un G_{k} -sous-fibr\’e principal de B^{k}M ,
et la restriction \‘a E_{M}^{k} de la forme fondamentale \theta_{M}^{k} de B^{k}M a pour image
en chaque point le m\^eme sous-espace m_{k-1} de l’espace J_{0}^{k-1}TM des
(k-1)-jets en 0 de champs de vecteurs sur M. Les champs de vecteurs
locaux de M qui engendrent des \^el\’ements de \Gamma sont appel\’es \Gamma -champs
(locaux). Leurs germes forment un faisceau d’alg\‘ebres de Lie appel\’e
pseudoalg\‘ebre de Lie (PAL) de \Gamma , et not\^e \mathscr{L}_{\Gamma} . Les relev\’es dans B^{k}M de
ces germes forment un faisceau relev\’e \mathscr{L}_{\Gamma}^{k} admettant pour orbites les
composantes connexes de E_{M}^{k}. L’espace m_{k-1} n’est autre que l’espace des
(k-1)-jets en 0 de \Gamma -champs. On sait que, si k est sup\’erieur \‘a l ’ordre k_{0}

de \Gamma . la donn\’ee de E_{M}^{k} suffit \‘a d\’eterminer \Gamma (respectivement \mathscr{L}_{\Gamma}) comme le
PLT de ses automorphismes locaux (resp. le faisceau de ses germes
d’automorphismes infinit\’esimaux locaux ; si l’on veut, E_{M}^{ko} repr\’esente les
\’equations de \Gamma et de \mathscr{L}_{\Gamma} .

Soient maintenant V une autre vari\’et\^e de dimension n, B^{k}V le fibr\^e
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de ses rep\‘eres d’ordre k model\’es sur M(k-jets en 0 de diff\’eomorphismes
locaux de M dans V), et E_{V}^{\infty}=(E_{V}^{k})_{k\geq 1} une suite de sous-fibr\^es de rep\‘eres
se projetant les uns sur les autres. Si, pour tout k , E_{V}^{k} est un sous-fibr\’e
principal de B^{k}V de groupe structural G_{k} , tel que la restriction \‘a ce nous
fibr\’e de la forme fondamentale \theta_{V}^{k} de B^{k}V soit \‘a valeurs dans m_{k-1} , on
dira que E_{V}^{\infty} est la suite de d\’efifinition (model\’ee sur E_{M}^{\infty} ) d une presque-\Gamma-

structure sur V. Cette presque-F-structure est une \Gamma -structure si, au
voisinage de chaque point de V. il existe une \’equivalence locale entre E_{V}^{\infty}

et E_{M}^{\infty}, c-\‘a-d. un diff\^eomorphisme local de V dans M transportant E_{V}^{\infty} sur
E_{M}^{\infty} . Par exemple, E_{M}^{\infty} est la suite de d\’efinition de la \Gamma -structure mod\‘ele.

Le probl\‘eme d ’equivalence pour \Gamma s’\’enonce alors: toute presque-\Gamma-

structure est-elle une \Gamma -structure ? Si la r\’eponse est affirmative, nous
dirons (bien que la formulation soit un peu \’equivoque) que “le th\’eor\‘eme
d’\’equivalence est vrai pour \Gamma

”

Un cas particulier important est celui o\‘u M=R^{n}- et o\‘u \Gamma contient les
translations: on dit alors que \Gamma est un PLT plat. Dans [2], on trouvera
une d\’emonstration d\’etaill\’ee du th\’eor\‘eme d’\‘equivalence pour les PLT plats;
voir \’egalement \‘a ce suj et [3] [15] [5] [6] [1].

Remarquons encore, pour en finir avec ces g\’en\’eralit\’es que, le prob-
l\‘eme d’\’equivalence \’etant de nature purement locale, on peut remplacer le
mod\‘ele M par un voisinage ouvert arbitraire du point base 0, et supposer
les fibr\’es de rep\‘eres E_{M}^{k} connexes, ce qui revient \‘a remplacer \Gamma par un
PLT “connexe” ayant m\^eme PAL associ\^ee \mathscr{L}_{\Gamma} ; si en particulier on prend
M simplement connexe, on pourra suposer que les groupes structuraux G_{k}

sont connexes.
Dans le pr\’esent article, on s’int\’eresse \‘a la situation suivante: n=2p,

et (M, \omega_{M},\mathscr{F}_{M}) est une vari\’et\’e symplectique munie d’un feuilletage La-
grangien; pour toutes les notions de base, en g\’eom\’etrie symplectique, on
renvoie \‘a R. Abraham-J. Marsden [1]. On consid\‘ere un PLT \Gamma sur M
qui respecte \omega_{M} et \mathscr{F}_{M} . Compte tenu de la remarque ci-dessus, on pourra
supposer que \mathscr{F}_{M} est d\’efini par une fibration localement triviale \pi_{M} : Marrow N,
\‘a fibres connexes et simplement connexes, sur une p-vari\’et\’e quotient sim-
plement connexe, et que les groupes structuraux G_{k} des fibr\’es de la suite
de d\’efinition E_{M}^{\infty}=(E_{M}^{k})_{k\geq 1} de \Gamma sont connexes.

Une forme de Liouville \lambda_{M} sur M sera une 1-forme semi-basique (c-\‘a-d.
induisant la forme nulle sur les fibres de \pi_{M} ) telle que \omega_{M}=-d\lambda_{M} . Etant
donn\’ee une telle forme et un champ feuillet\’e local X dans un ouvert U de
M, il existe dans U un unique champ de vecteurs X^{\lambda_{M}} tel que ( i) X^{\lambda_{M}}

respecte \lambda_{M} : ( ii)X^{\lambda_{M}}-X soit tangent aux feuilles. Ceci \’etant, on dira
que \lambda_{M} est adapt\’ee \‘a \Gamma si, pour tout X\in \mathscr{L}_{\Gamma} , on a X^{\lambda_{M}}\in \mathscr{L}_{\Gamma} . Essentielle-
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ment, \lambda_{M} permet d’identifier M \‘a un ouvert du cotangent T^{*}N , et la condi-
tion pr\’ec\’edente signifie que le relev\’e naturel T^{*}\overline{X} du projet\’e (local) \overline{X}

d’un \Gamma -champ est encore un \Gamma -champ. On dira que \Gamma est un PLT de type
cotangent sur (M, \omega_{M}, \mathscr{F}_{M}) s’il admet une forme de Liouville adapt\’ee.

A un tel PLT, on associera un PLT projet\’e \overline{\Gamma} sur la vari\’et\’e quotient
N. Ce PLT est d\’efini par la m\’ethode g\’en\’erale de “passage au quotient
par un feuilletage invariant” d\’ecrite en d\’etail dans [2]: on obtient \overline{\Gamma} en
projetant sur N les \’equations de \Gamma On prendra garde \‘a la terminologie
utilis\’ee: elle ne signifie pas que tout \varphi\in\Gamma se projette suivant un \^el\’ement

de \overline{\Gamma} (c’est seulement vrai au voisinage de chaque point du domaine de
d\’efinition de \varphi).

On peut \’egalement associer \‘a \Gamma un syst\‘eme d’\’equations aux d\^eriv\’ees
partielles lin\’eaire et homog\‘ene (SEDPLH) sur N, d\’efini de la fagon
suivant : \lambda_{M} \’etant une forme de Liouville adapt\’ee \‘a F. toute autre forme
de Liouville s’\’ecrit \lambda_{M}+\pi_{M}^{*}d\overline{f}_{N} . Ceci \’etant, la condition pour que cette
nouvelle forme soit adapt\’ee est que \overline{f}_{N} soit solution d’un SEDPLH sur N.
Si l’on note \overline{R}^{k} l’ensemble des k-jets de fonctions locales \overline{f} sur N r\’epon-
dant \‘a la question, le SEDPLH peut \^etre repr\’esent\’e par la suite \overline{R}^{\infty}=

(\overline{R}^{k})_{k\geq 1} . On dit que c’est le syst\‘eme de Liouville de \Gamma_{-} Il est invariant par
\overline{\Gamma}_{-} et compl\‘etement int\’egrable.

Au paragraphe I , on pr\’ecise les d\’efinitions de \overline{\Gamma} et de \overline{R}^{\infty}

Au paragraphe II , on d\’emontre le r\’esultat principal de l’article, qui
est le theoreme d’\’equivalence suivant:

THEOREME. Si les conditions suivantes sont satisfaites:
(i) le th\’eor\‘eme d ’\’equivalence est vrai pour \overline{\Gamma}

(ii) tout syst\‘eme non homog\tilde{e}ne formellement int\’egrable sur N ayant
le syst\‘eme de Liouville comme syst\‘eme homog\‘ene associ\’e est compl\tilde{e}tement

int\’egrable,
alors le th\’eor\‘eme d ’\’equivalence est vrai pour \Gamma .

Dans le cas particulier o\‘u l’on a unicit\’e de la forme de Liouville
adapt\’ee (\overline{R}^{\infty}=0) , le r\’esultat est \’el\’ementaire, car \Gamma est alors un “prolonge-
ment g\’en\^eralis\’e’’ de \overline{\Gamma} On observera d’autre part que la condition ( ii)
est automatiquement v\’erifi\’ee si le syst\‘eme de Liouville de \Gamma est \‘a

coefficients constants (dans des coordonn\’ees convenables de N), en vertu
des th\’eor\‘emes g\^en\’eraux d’int\’egrabilit\’e d’Ehrenpreis-Malgrange [10].

La d\’emonstration utilise \‘a la fois la technique g\’en\’erale de “passage au
quotient pour les presque- structures” d\’evelopp\’ee dans [2], et une tech-
nique de “rel\‘evement’’ li\’ee \‘a \acute{1} a nature particuli\‘ere du probl\‘eme. En ce
qui concerne ce dernier point, l’id\’ee essentielle est de construire une forme
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de Liouville “adapt\’ee \‘a la presque-structur\"e.
Du point de vue de la g\’eom\’etrie symplectique, les constructions indi-

qu\’ees au paragraphe I apparaissent comme des outils naturels pour abor-
der la classification des PLT de type cotangent.

I.Structure des pseudogroupes de type cotangent.

Comme ci-dessus, (M, \omega_{M},\mathscr{F}_{M}) est une 2p-vari\’et\’e symplectique munie
du feuilletage Lagrangien d\^efini par une fibration localement triviale \pi_{M} :
Marrow N \‘a fibre-type et base simplement connexes. Soit \Gamma un PLT de type
cotangent sur (M, \omega_{M},\mathscr{I}_{M}^{-}) , de PAL associ\’ee \mathscr{L}_{\Gamma} .

Soit E_{M}^{\infty}=(E_{M}^{k})_{k\geq 1} la suite de d\’efinition de \Gamma . Pour tout k , E_{M}^{k} est
form\’e de k-rep\‘eres adapt\’es au feuilletage (k-jets en 0 de diff\’eomorphismes
locaux feuillet\’es): on pourra d’ailleurs supposer \Gamma connexe, c-\‘a-d. les
groupes structuraux G_{k} des E_{M}^{k} connexes. Enfin, \lambda_{M} sera une forme de
Liouville adapt\’ee \‘a \Gamma .

I. 1. D\’efinition du PLT projet\’e \overline{\Gamma}

.

On reprend pour l’essentiel la construction g\’en\’erale donn\’ee en [2].
Pour k\geq 1 , on a une projection naturelle \pi_{M}^{k} de E_{M}^{k} dans le fibr\’e des

k-rep\‘eres de N model\’es sur N(k-jets en \overline{0}=\pi_{M}(0) de diff\’eomorphismes
locaux de N dans N), ceci du fait que E_{M}^{k} est form\’e de rep\‘eres adapt\’es au
feuilletage.

Soient x\in M , z^{k} un point de E_{M}^{k} au-dessus de x , y=\pi_{M}(x) et \overline{z}^{k}=

\pi_{M}^{k}(z^{k}) . Si X est un \Gamma -champ en x , la valeur en z^{k} du relev\’e X^{k} de X
dans B^{k}M appartient \‘a T_{z^{k}}E_{M}^{k}, et ne d\’epend que du k-jet de X en x : d’o\‘u
un isomorphisme naturel de Tespace m_{kX} des k-jets de \Gamma -champs en x avec

T_{z^{k}}E_{M}^{k} . Quitte \‘a restreindre son domaine, X se projette sur N en un
champ de vecteurs local \overline{X} dont le k-jet en y ne d\’epend que de j_{x}^{k}X . On
obtient done une application lin\’eaire de m_{kX} dans J_{y}^{k}TN , dont l’image sera
not\’ee \overline{m}_{ky}^{x} . Par transitivit\’e, la dimension de cette image ne d\^epend pas de
x . Pour y fix\’e, \overline{m}_{ky}^{x} est localement ind\^ependant de x , car on peut le
d\’efinir \‘a l’aide de champs feuillet\’es locaux. Les fibres de \pi_{M} \’etant connexe,
es, \overline{m}_{ky}^{x} ne d\’epend en fait que de y , et pourra done \^etre not\’e simplement
\overline{m}_{ky} . On obtient ainsi un sous-fibr\^e vectoriel de JkTNy et par rel\‘evement
un champ de sous-espaces invariant par translations \‘a droite sur B^{k}N . Ce
champ d’\’el\’ements de contact peut \^etre d\’efini localement \‘a l’aide des
champs relev\’es \overline{X}^{k} : il est par suite compl\‘etement int\’egrable. La vari\’et\’e
int\’egrale de ce champ passant par \overline{z}^{k} sera not\’ee \overline{E}_{N}^{k}. C’est un sous-fibr\’e
principal de B^{k}N dont on notera \overline{G}_{k} le groupe structural (en g\’en\’eral, \overline{G}_{k}

est strictement plus grand que l’image de G_{k} par la projection naturelle).
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Comme tout \Gamma -champ projetable X d\’efinit par projection un automorphisme
me infinit\^esimal \overline{X} de \overline{E}_{N}^{k}, cette structure est infinit\’esimalement transitive;
\’etant connexe, elle est transitive. On en d\’eduit que \overline{E}_{N}^{\infty}=(\overline{E}_{N}^{k})_{k\geq 1} est la
suite de d\’efinition d’un PLT \overline{\Gamma} sur N. On dira que \overline{\Gamma} est le projet\’e de \Gamma

sur N. La forme fondamentale de \overline{E}_{N}^{k} est \‘a valeurs dans \overline{m}_{k-1}=\overline{m}_{k-1\overline{0}} .
Comme \pi_{M}^{k} envoie le relev\’e X^{k} de X dans B^{k}M , restreint \‘a E_{M}^{k}, sur le

relev\’e \overline{X}^{k} du champ projet\’e dans \overline{E}_{N}^{k}, et ceci pour tout \Gamma -champ projeta-
ble, on voit que \pi_{M}^{k} induit une submersion de E_{M}^{k} dans \overline{E}_{N}^{k}. Le feuilletage

\mathscr{F}_{M}^{k} d\’efini par cette submersion est invariant par les relev\’es \varphi^{k} des \’el\’e-
ments \varphi\in\Gamma sur E_{M}^{k}.

I. 2. Rel\‘evement des \overline{\Gamma} -champs par la forme de Liouville \lambda_{M} .
Soient X un \Gamma -champ en x , X^{\lambda_{M}} le \Gamma -champ associ\’e qui laisse invar-

iante la forme de Liouville \lambda_{M} . Si X^{\lambda_{M}}=X+Y_{\wedge} le champ vertical Y est
d\’efini par la relation i_{Y}\omega_{M}=+L_{X}\lambda_{M} ; sous cette forme, on voit que le (k
-1)-jet en x de X^{\lambda_{M}} est d\’etermin\^e par le k-jet de X. La correspondance

j_{x}^{k}X\mapsto j_{x}^{k-1}X^{\lambda_{M}} d\’efinit done une application lin\’eaire:

(1) \Phi_{x}^{\lambda_{M},k} : m_{kX}arrow m_{(k-1)\chi}

dont d’image sera not\’ee n_{(k-1)x} .
En fait, il est clair que j_{x}^{k-1}X^{\lambda_{M}} ne d\’epend que du k-jet en \pi_{M}(x) du

\overline{\Gamma} -champ \overline{X} obtenu par projection (locale). En d’autres termes, (1) se
factorise en une application lin\’eaire:

(2) \overline{\Phi}_{X}^{\lambda_{M},k} : \overline{m}_{k\pi_{M}(x)}arrow m_{(k-1)\chi}

d’image n_{(k-1)x} .
Ceci \’etant, consid\’erons un \overline{\Gamma} -champ \overline{X} dans un ouvert \overline{U} de N.

D\’efinissons un champ de vecteurs X dans U=\pi_{M}^{-1}(U) par:

(3) X_{x}=\overline{\Phi}_{X}^{\lambda_{M},1}(j_{\pi_{M}(\chi)}^{1}\overline{X})

Les applications (2) \’etant compatibles avec les troncatures et les prolonge-
ments, on aura pour tout k , et tout x\in U

(4) j_{x}^{k}X=\overline{\Phi}_{X}^{\lambda_{M},k+1}(j_{\pi_{M}(X)}^{k+1}\overline{X})\in n_{kX}\subset m_{kX}

Mais la relation (4) signifie que X est un automorphisme infinit\’esimal
de E_{M}^{k}. En appliquant ceci pour k plus grand que l’ordre k_{0} de \Gamma . on en
d\’eduit que X est un \Gamma -champ. On a done relev\’e \overline{X} dans M en un \Gamma -

champ D’o\‘u la propri\’et\’e suivante:

LEMME 1. Tout \overline{\Gamma} -champ dans un ouvert \overline{U} de N se rel\‘eve dans U=
\overline{\pi}_{M}^{1}(\overline{U}) en un unique \Gamma -champ respectant la forme de Liouville \lambda_{M}.
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Contrairement \‘a la construction du PLT projet\^e, cette propri\’et\’e de rel\‘eve-
ment est propre \‘a la situation particuli\‘ere \’etudi\’ee: dans le cas g\’en\’eral du
passage au quotient par un feuilletage invariant, on n’a pas de propri\’et\’e
analogue.

Si l’on note \mathscr{L}_{\Gamma}^{\lambda_{M}} le sous-faisceau de \mathscr{L}_{\Gamma} form\’e des germes de \Gamma -champs
qui respectent la forme de Liouville \lambda_{M} , et \mathscr{T}_{\Gamma} le faisceau des germes de
\Gamma -champs verticaux pour la projection \pi_{M} , on a une d\’ecomposition en
comme directe vectorielle:

(5) \mathscr{L}_{\Gamma}=\mathscr{T}_{\Gamma}\oplus \mathscr{L}_{\Gamma^{M}}^{\lambda}

o\‘u le crochet des germes des champs de vecteurs v\’erifie:

(6) [\mathscr{L}_{\Gamma}, \mathscr{T}_{\Gamma}]\subset \mathscr{T}_{\Gamma} et [\mathscr{L}_{\Gamma^{M}}^{\lambda},\mathscr{L}_{\Gamma^{M}}^{\lambda}]\subset \mathscr{L}_{\Gamma}^{\lambda_{M}}

et le lemme 1 ci-dessus se traduit par un isomorphisme de faisceau

(7) \mathscr{L}_{\Gamma^{M}}^{\lambda}\simeq\pi_{M}^{*}\mathscr{L}_{\overline{\Gamma}}

d\’efini \‘a l’aide de la projection naturelle \pi_{M}*:\mathscr{L}_{\Gamma}arrow \mathscr{L}_{\overline{\Gamma}} .

I. 3. Le syst\‘eme associ\’e \‘a l’id\’eal vertical \mathscr{I}_{\Gamma}^{-} .
Soient x\in M , y=\pi_{M}(x) , U un voisinage ouvert simplement connexe de

x dont les traces sur les fibres sont connexes, et \overline{U}=\pi_{M}(U) . Si Y est un
\Gamma -champ vertical dans U, i_{Y}\omega_{M} est une 1-forme ferm\’ee semi-basique, done
s’\’ecrit sous la forme \pi_{M}^{*}\overline{\alpha}_{\overline{U}} , o\‘u \overline{\alpha}

- est une 1-forme ferm\’ee dans \overline{U} . Mais
\overline{U} est simplement connexe, d’o\‘u

(8) i_{Y}\omega_{M}=\pi_{M}^{*}d\overline{f} \overline{f}\in C^{\infty}(\overline{U}) .

De cette mani\‘ere, on associe \‘a chaque germe Y_{X} de \Gamma -champ vertical
en x un germe de fonction en y (d\’efini modulo les constantes). En outre,
le k-jet en y de la fonction d\’etermine le (k-1)-jet de Y en x . Notrons
\overline{I}_{y}^{k,x}1 ’ensemble des k-jets de fonctions en y d\’efinis de cette mani\‘ere. Le
m\^eme argument que celui utilis\’e au paragraphe I. 1 montre que \overline{I}_{y}^{k,x} ne
d\’epend pas de x , et peut done \^etre not\’e \overline{I}_{y}^{k} . On obtient ainsi une suite \overline{I}^{\infty}

=(\overline{I}^{k})_{k\geq 1} de fibr\’es de k-jets de fonctions sur N, se projetant les uns sur les
autres, et compatibles avec les op\^erations naturelles de prolongement.

On a done construit un SEDPLH, \overline{I}^{\infty}=(\overline{I}k)_{k\geq 1} , que l’on appellera
syst\‘eme associ\’e \‘a l ’id\’eal vertical \mathscr{T}_{\Gamma} . II est, par construction, compl\‘ete-
ment int\’egrable [2].

LEMME 2. Si \overline{f} est une solution de \overline{I}^{\infty} dans l ouvert \overline{U} de N, et si f
=\overline{f}\circ\pi_{M} est la fonction correspondante dans U=\overline{\pi}_{M}^{1}(\overline{U}) , alors le champ
hamiltonien d\’efifini dans U par i_{Y}\omega_{M}=df, est un \Gamma -champ vertical.
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PREUVE: Soit k\geq 1 . Pour tout x\in U , le k-jet de Y en x est d\’eter-
min\’e par le (k+1)-jet de \overline{f} en y=\pi_{M}(x) , qui appartient \‘a \overline{I}_{y}^{k+1} : ilexiste
done un \Gamma -champ vertical (local) Y’ en x dont le k-jet en x coincide avec
celui de Y Done le k-jet de Y en x appartient \‘a m_{kx} , et ceci pour tout x
\in U . Ceci signifie que Y est un automorphisme infinit\’esimal de E_{M}^{k}.
Comme ceci est vrai pour tout k , on a bien le r\’esultat -//-

La correspondance qui \‘a \overline{f}_{-} solution locale de \overline{I}^{\infty} associe le champ
hamiltonien de f\circ\pi_{M} d\^etermine done une suite exacte de faisceaux sur M :
(9) 0arrow Rarrow\pi_{m}^{*}\overline{\mathscr{T}}_{\Gamma}arrow \mathscr{T}_{\Gamma}arrow 0

o\‘u \overline{\mathscr{T}_{\Gamma},} est le faisceau des germes de solutions du syst\‘eme \overline{I}^{\infty}

Finalement, observons que le syst\‘eme \overline{I}^{\infty} associ\’e \‘a l ’id\’eal vertical \mathscr{T}_{\Gamma}

est invariant par le PLT projet\’e \overline{\Gamma} : comme \overline{\Gamma} est connexe, il suffit de
v\’erifier que le syst\‘eme est invariant par \mathscr{L}_{\overline{\Gamma}} . Or, si \overline{X} est un \overline{\Gamma} -champ
local dans \overline{U} , il se rel\‘eve d’apr\‘es le lemme 1 dans U=\pi_{M}^{-1}(\overline{U}) en un
\Gamma -champ X. Si alors Y est un \Gamma -champ vertical au voisinage d’un point x
de U, et si i_{Y}\omega_{M}=\pi_{M}^{*}d\overline{f} . on a i_{[X,Y]}\omega_{M}=\pi_{M}^{*}d(\overline{X}\overline{f}) , ce qui prouve que la
d\^eriv\’ee suivant un \overline{\Gamma} -champ local d’une solution locale de \overline{I}^{\infty} est encore
une solution, d’o\‘u l’assertion pr\’ec\^edente.

I. 4. Le syst\‘eme de Liouville de \Gamma .
Soit \lambda_{\acute{M}} une autre forme de Liouville sur M. La diff\’erence \lambda_{M}’-\lambda_{M} est

semi-basique et ferm\’ee, done de la forme \pi_{M}^{*}\overline{\alpha}_{N} , o\‘u \overline{\alpha}_{N} est une l-forme
ferm\’ee sur N. Mais comme N est simplement conneve, on aura \overline{\alpha}_{N}=d\overline{f}_{N} ,
o\‘u \overline{f}_{N}\in C^{\infty}(N) . Finalement:

(10) \lambda_{\acute{M}}=\lambda_{M}+\pi_{M}^{*}d\overline{f}_{N} .

Ecrivons maintenant la condition pour que \lambda_{\acute{M}} soit adapt\’ee \‘a \Gamma_{-} Il faut et
il suffit pour cela que, pour tout \Gamma -champ (local) X, la diff\’erence X^{\lambda k}

-X^{\lambda_{M}} soit un \Gamma -champ vertical. En fait, il suffit d’\’ecrire cette condition
pour un \Gamma -champ X projetable en \overline{X} : dans ce cas, posant Y=X^{\lambda k}-X^{\lambda_{M}} ,
il vient:

(11) i_{Y}\omega_{M}=+\pi_{M}^{*}d(\overline{X}\overline{f}_{N})

La condition pour que Y soit un \Gamma -champ est alors que \overline{X}\overline{f}_{N} soit une
solution du syst\tilde{e}me\overline{I}^{\infty} Pour y\in N et k\geq 1 , soit \overline{R}_{y}^{k}1 ’espace des k-jets en
y de fonction locales sur N dont les d\’eriv\’ees par rapport \‘a tout \overline{\Gamma} -champ
sont des solutions de \overline{I}^{\infty} . Comme on a vu que le syst\‘eme \overline{I}^{\infty} est invariant
par \mathscr{L}\overline{r},\overline{R}_{y}^{k} contient \overline{I}_{y}^{k} . On d\’efinit ainsi un sous-fibr\’e \overline{R}^{k} du fibr\’e des
k-jets de fonctions sur N.
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Soit \overline{R}^{\infty}=(\overline{R}^{k})_{k\geq 1} . C’est un SEDPLH sur N invariant par \mathscr{L}_{\overline{\Gamma}} .
D’apr\‘es ce qui pr\’ec\‘ede, \lambda_{\acute{M}}=\lambda_{M}+\pi_{M}^{*}d\overline{f}_{N} est adapt\’ee \‘a \Gamma si et settlement si

\overline{f}_{N} est une solution globale de \overline{R}^{\infty}

On dira que \overline{R}^{\infty} est le syst\‘eme de Liouville de \Gamma_{-}

II. D\’emonstration du th\’eor\‘eme d’\’equivalence.

La situation \’etant encore celle d\’ecrite au paragraphe pr\’ec\’edent, on
suppose en outre satisfaites les conditions ( i) et ( ii) du th\’eor\‘eme.
Soient V une n-vari\’et\’e, et E_{V}^{\infty}=(E_{V}^{k})_{k\geq 1} la suite de d\’efinition (model\’ee sur
E_{M}^{\infty}) d’une presque-F-structure sur V.

\Gamma est contenu dans le PLT \hat{\Gamma} des automorphismes locaux de la forme
symplectique \omega_{M} et du feuilletage \mathscr{F}_{M} . Par suite, la presque-F-structure
consid\’er\’ee d\’efinit une presque- \hat{\Gamma} -structure; le th\’eor\‘eme d’\’equivalence \’etant

vrai pour \hat{\Gamma} (c’est un r\’esultat \’el\’ementaire classique), il existe sur V une
forme symplectique \omega_{V} et un feuilletage Lagrangien \mathscr{I}_{V}^{-} , de telle sorte que
tout z^{k}\in E_{V}^{k} est un k-jet de symplectomorphisme local feuillet\’e de (M, \omega_{M} ,
\mathscr{F}_{M}) dans ( V, \omega_{V}, \mathscr{F}_{V}) .

Le probl\‘eme d’\’equivalence \’etant local, on pourra d’ailleurs restreindre
V de mani\‘ere que \mathscr{F}_{V} soit d\’efini par une fibration localement triviale \pi_{V} :
Varrow W de fibre-type et de base simplement connexes.
II . 1. Le passage au quotient pour la presque-structure [2].

Pour comprendre le principe de ce passage au quotient, il faut
observer que, pour k et l\geq 1 , E_{M}^{k+l} (respectivement E_{V}^{k+t} ) peut \^etre regar-
d\^e comme un fibr\’e de l -rep\‘eres de E_{M}^{k} (resp. E_{V}^{k}) model\’es sur E_{M}^{k}, c-\‘a-d. de
l -jets en 0^{k} de diff\’eomorphismes locaux de E_{M}^{k} dans E_{M}^{k} (resp. E_{V}^{k}). En
fait, si \Gamma^{k} est le PLT sur E_{M}^{k} engendr\’e par les relev\’es des \’el\’ements de \Gamma_{f}

E_{\dot{M}}^{k\infty}=(E_{M}^{k+l})_{l\geq 1} est la suite de d\’efinition de \Gamma^{k} , et E_{V}^{k.\infty}=(E_{V}^{k+l})_{l\geq 1} la suite
de d\’efinition, model\’ee sur E_{\dot{M}-}^{k\infty} d’une presque-\Gamma^{k} -structure sur E_{V}^{k}.

Comme \Gamma^{k} laisse invariant le feuilletage \mathscr{I}_{M}^{-k} sur E_{M}^{k} d\’efini par la sub-
mersion \pi_{M}^{k} : E_{M}^{k}arrow E_{N}^{k} , la presque-F -structure d\^efinie par E_{V}^{k.\infty} d\’efinira un
feuilletage \mathscr{P}_{V}^{-k} sur E_{V}^{k} . Ce feuilletage peut \^etre \’egalement d\’efini de la
fagon suivante: tout point de E_{V}^{k} est un k-jet de diff\’eomorphisme local
feuillet\’e de (M,\mathscr{I}_{M}^{-}) dans ( V,\mathscr{F}_{V}) et d\^efinit done un k-rep\‘ere de W
model\^e sur N : d ’o\‘u une projection naturelle \pi_{V}^{k} : E_{V}^{k}arrow B^{k} W. On v\’erifie
alors que \pi_{V}^{k} est de rang constant, et que \mathscr{I}_{V}^{-k} est d\’efini par la submersion
\pi_{V}^{k} de E_{V}^{k} sur son image W^{k}\subset B^{k}W .

Soient z^{k}\in E_{V}^{k} se projetant sur x\in V.\overline{z}^{k}=\pi_{V}^{k}(z^{k}),\overline{x}=\pi_{V}(x) , et z^{k+1} un
point de E_{V}^{k+1} au-dessus de Z^{k}- En tant que rep\‘ere en Z^{k}- z^{k+1} envoie m_{k}=

T_{0^{k}}E_{M}^{k} sur T_{z^{k}}E_{V}^{k} . En projection, on obtient un rep\‘ere \overline{z}^{k+1} en \overline{z}^{k}\in B^{k}W ,
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qui envoie \overline{m}_{k} sur T_{z}kW^{k} . On en d\’eduit en \overline{x} un sous-espace \overline{m}_{k} - de
I \frac{k}{x}TW ind\’ependant du point z^{k} utilis\’e. On construit ainsi un sous-fibr\’e
vectoriel de J^{k}TW , done un champ d’\’el\’ements de contact invariant \‘a

droite sur B^{k}W admettant W^{k} comme vari\^et\’e int\’egrale. Il en r\^esulte que
ce champ d’\’el\’ements de contact est compl\‘etement int\’egrable, et que W^{k}

est un ouvert d’une vari\’et\’e int\^egrale maximale \overline{E}_{W}^{k}. Par construction, \overline{E}_{W}^{k}

est un sous-fibr\’e principal connexe; on v\’erifie que son groupe structural
(connexe, car W est simplement connexe) est \overline{G}_{k} , et sa forme fon-
damentale \‘a valeurs dans \overline{m}_{k-1} .

Finalement, \overline{E}_{W}^{\infty}=(\overline{E}_{W}^{k})_{k\geq 1} est la suite de d\’efifinition, model\’ee sur E_{N}^{\infty} ,

d’ une presque- \overline{\Gamma} -structure sur W, et, pour tout k , \pi_{V}^{k} : E_{V}^{k}arrow\overline{E}_{W}^{k} est une sub-
mersion.

L’hypoth\‘ese ( i) entra\^ine alors que \overline{E}_{W}^{\infty} est la suite de d\’efifinition d’une
\overline{\Gamma} -structure sur Wr Les automorphismes locaux de \overline{E}_{W}^{\infty} forment done un
PLT localement \’equivalent \‘a \overline{\Gamma} . que nous noterons \overline{\Gamma}_{W} .

Comme les syst\‘emes \overline{I}^{\infty} et \overline{R}^{\infty} sont invariants par \overline{\Gamma} . les \’equivalences

locales entre \overline{E}_{N}^{\infty} et \overline{E}_{W}^{\infty} permettent de d\’efinir sur W des SEDPLH invar-
dan s par \overline{\Gamma}_{W}, que nous noterons respectivement \overline{I}_{W}^{\infty} et \overline{R}_{W}^{\infty}.

II . 2. Formes de Liouville adapt\’ees \‘a la presque-structure.
a) On va utiliser le langage des \’equivalences formelles, des \Gamma -champs

formels, etc. . : si x\in V . une \’equivalence formelle, de source x_{0}\in M et de
but x\in V , de E_{M}^{\infty} sur E_{V}^{\infty} sera un jet infini en xo de diff\’eomorphisme local
de M dans V transportant xo en x et le jet infini en xo de E_{M}^{\infty} sur celui de
E_{V}^{\infty} . Un \Gamma -champ formel en x (pour la presque-structure) sera le jet infini
en x d\^efini par transport par \’equivalence formelle d’un \Gamma -champ en x_{0} . On
sait qu’en tout point x de V, il existe une \’equivalence formelle de source
quelconque dans M et but x , de E_{M}^{\infty} sur E_{V}^{\infty}[2] .

LEMME 3. Soient x\in V, j_{x_{0}}^{\infty}\varphi une \’equivalence formelle de source x_{0}\in

M et but x, de E_{M}^{\infty} sur E_{V}^{\infty} . Alors cette \’equivalence formelle s ’\’etend dans
un voisinage de x_{0} dans la feuille \mathscr{I}_{M}^{\vee} en un jet infifini le long de la feuille
qui est une \’equivalence formelle en chaque point.

PREUVE: Ceci tient \‘a la structure particuli\‘ere des pseudogroupes
d’automorphismes des feuilletages Lagrangiens d’une vari\’et\’e symplectique:
les feuilles sont munies (par les hamiltoniens de fonctions \pi_{M}^{*}\overline{f}_{N} ) d’une
structure affine plate (connexion de Weinstein [21]) j par suite, le fifibr\’e des
rep\‘eres le long des feuilles FM (un point Z\^oFM au-dessus de xo est un
rep\‘ere de T\mathscr{F}_{Mx_{0}} ) est muni d’un parall\‘elisme de Lie le long des feuilles
(model\’e sur le groupe des transformations affines de R^{p} ), et \Gamma se rel\‘eve en
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un PLT F\Gamma sur \Gamma M qui respecte ce parall\‘elisme de Lie. II en est de
m\^eme sur la vari\’et\^e V. et les \’equivalences formelles j_{x0}^{\infty}\varphi de E_{M}^{\infty} dans E_{V}^{\infty}

se rel\tilde{e}vent en j_{z^{0}}^{\infty}F_{\varphi} , o\‘u F_{\varphi} respecte les deux parall\‘elismes de Lie. Alors
j_{z^{0}}^{\infty}F_{\varphi} s’\^etend de mani\‘ere unique (localement) le long de la feuille en un jet
formel le long de la feuille qui respecte ces parall\‘elismes; on v\’erifie alors
que ce prolongement (projet\’e \‘a nouveau sur les vari\’et\’es) d\’efinit une \’equiv-

alence formelle tout le long d’un voisinage de x_{0}-//- .
b) Soient x\in V, et z^{k} un point de E_{V}^{k} au-dessus de x. On notera m_{kx} le

sous-espace de J_{X}^{k}TV d\^efini par T_{z^{k}}E_{V}^{k} . D’apr\‘es II . 1, m_{kX} est form\’e de
k-jets de champs feuillet\’es pour \mathscr{F}_{V} . Si X_{kX}=j_{x}^{k}X\in m_{kX} , sa projection \overline{X}_{k}

-

sur W est un k jet en \overline{x}=\pi_{V}(x) appartenant au sous-espace \overline{m}_{k} - de J \frac{k}{x}TW .
Soit maintenant \lambda_{V} une forme de Liouville sur V, c-\‘a-d. une l-forme

semi-basique pour la fibration \pi_{V} , telle que \omega_{V}=-d\lambda_{V} . La donn\’ee de \lambda_{V}

permet, comme en I. 2, d’associer \‘a tout k jet X_{kx} de champ de vecteurs
feuillet\’e un (k-1)-jet de champ de vecteurs feuillet\’e respectant \lambda_{V} , que
l’on notera encore \Phi_{X}^{\lambda_{V},k}(X_{kX})=\overline{\Phi}_{x}^{\lambda_{V},k}(\overline{X}_{k} - ) , o\‘u \overline{X}_{k}

- est le k jet projet\’e sur W.
Ceci \’etant, on dira que \lambda_{V} est adapt\’ee \‘a la presque-structure si, quels que
soient x\in V et X_{kX}\in m_{kX} , on a \Phi_{X}^{\lambda_{V},k}(X_{kx})\in m_{(k-1)x} .

Le r\’esultat essentiel de ce paragraphe assure l’existence locale (au
voisinage de chaque point de V) de formes de Liouville adapt\’ees. Plus
pr\^ecis\’ement:

LEMME 4. Soit x_{0}\in V : quitte \’eventuellement \tilde{a} remplacer V par un
voisinage de xo, il existe une forme de Liouville adapt\’ee \lambda_{V}’, et toute autre
forme de Liouville adapt\’ee est de la forme \lambda_{V}’+\pi_{V}^{*}d\overline{f}_{W}, o\‘u \overline{f}_{W} est une solu-
tion globale de \overline{R}_{W}^{\infty}.

PREUVE: Une fois d\’emontr\’ee l’existence de \lambda_{\acute{V}}, la seconde assertion
est imm\’ediate: en effet, comme sur la structure mod\‘ele, les hamiltoniens
des fonctions solutions de \overline{I}_{W}^{\infty} sont les automorphismes infinit\’esimaux
(locaux) verticaux de la presque-structure: si alors \lambda_{V}’ et \lambda_{V}’ sont deux
formes de Liouville adapt\’ees, on aura \lambda_{V}’=\lambda_{V}’+\pi_{V}^{*}d\overline{f}_{W} , et en \’ecrivant au
niveau des jets infinis en un point la formule analogue \‘a (11), il vient j_{\overline{x}}^{\infty}

\overline{f}_{W}\in\overline{R}_{W}^{\infty} pour tout \overline{x}\in W , d’o\‘u le r\’esultat.
Partons maintenant d’une forme de Liouville quelconque \lambda_{V} sur V

(1’existence au voisinage de x_{0} d’une telle 1-forme est \’el\’ementaire [1]);
toute autre forme de Liouville s’\’ecrira \lambda_{V}+\pi_{V}^{*}d\overline{f}_{W} , o\‘u \overline{f}_{W}\in C^{\infty}(W) . On
va \’etudier les conditions que doit satisfaire la fonction \overline{f}_{w} pour que la
nouvelle forme soit adapt\’ee.

Observons en premier lieu que si le jet infini en x de \lambda_{V}+\pi_{V^{*}}d\overline{f}_{W} est
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adapt\^e \‘a la presque-structure, il en est de m\^eme en tout point de \pi_{V}^{-1}(\overline{x}) ,
o\‘u \overline{x}=\pi_{V}(x) : en effet, 1’ensemble des points o\‘u le jet infini de la forme est
adapt\’e est ferm\^e dans la fibre (par d\^efinition) ; il est aussi ouvert: le
lemme 3 assure l’existence locale, le long de la fibre, de formes de
Liouville dont le jet infini est adapt\’e; comme elles diff\‘erent entre elles de
\pi_{V}^{*}d\overline{g}_{W} , o\‘u \overline{g}_{W}\in\overline{R}_{W}^{\infty}, on en d\’eduit le r\’esultat.

Finalement, pour tout \overline{x}\in W , il existe un jet infini en \overline{x} de fonction
\overline{f}_{W} tel que, le long de \pi_{V}^{-1}(\overline{x}) , le jet infini de \lambda_{V}+\pi_{V}^{*}d\overline{f}_{W} soit adapt\’e.
Notons alors \overline{J}_{W}^{\infty} le fibr\’e sur W des jets infinis de fonctions diff\’erentiables,
et consid\^erons la suite exacte de fibr\’es vectoriels:

(12) 0arrow\overline{R}_{W}^{\infty}arrow\overline{J}_{W}^{\infty}\underline{\overline{D}^{\infty}}\overline{J}_{W}^{\infty}/\overline{R}_{W}^{\infty}arrow 0

.

D’apr\‘es ce qui pr\’ec\‘ede, le choix de la forme de Liouville \lambda_{V} determine une
section \sigma^{\infty} de \overline{J}_{W}^{\infty}/\overline{R}_{W}^{\infty}, et la recherche d’une forme de Liouville adapt\’ee \‘a la
presque-structure se ram\‘ene \‘a la r\’esolution de 1’\’equation:

(13) \overline{D}^{\infty}(j^{\infty}\overline{f}_{W})=\sigma^{\infty}

qui est formellement int\’egrable.
En r\’ealit\’e, au lieu de travailler sur les jets infinis, on peut se contenter

de travailler avec les k-jets, pour k assez grand. Ceci \’etant, l ’hypoth\‘ese
(ii) assure l ’existence d ’une forme de Liouville adapt\’ee, au moins locale-
ment. -//-

II . 3. Fin de la d\’emonstration.
On fixe x_{0}\in V . et on veut construire une \’equivalence locale \varphi de E_{M}^{\infty}

dans E_{V}^{\infty} telle que \varphi(0)=x_{0} . Pour cela, on part d’une \’equivalence locale \overline{\varphi}

de \overline{E}_{N}^{\infty} dans E_{W}^{\infty} telle que \overline{\varphi}(\overline{0})=\overline{x}_{0} , et on cherche \‘a la “relever”.
Si on utilise les formes de Liouville adapt\’ees \lambda_{M} et \lambda_{V} , qui identifient

M et V respectivement \‘a des ouverts de T^{*}N et T^{*}W , le relev\^e naturel
T^{*}\overline{\varphi} n’enverra pas, en g\’en\’eral, 0 sur x_{0} , ni m\^eme sur un point de V. En
fait, on changera \lambda_{V} de mani\‘ere que T^{*}\overline{\varphi}(0)=x_{0} . Pour cela, on part d’une
\’equivalence formelle j_{0}^{\infty}\varphi de but xo , se projetant suivant j_{\overline{0}}^{\infty}\overline{\varphi}(1 ’existence
d’une telle \’equivalence formelle est toujours assur\’ee [2] ) . Cette \’equiva-
lence formelle d\’efinit, \‘a partir de \lambda_{M} , un jet infini en x_{0} de forme de
Liouville adapt\’ee: en fait, seul le 1-jet importera, car il suffit \‘a d\’eterminer
l’image de 0 par le relev\’e naturel de \overline{\varphi} . On peut, d’apr\‘es le lemme 4,
trouver une forme de Liouville adapt\’ee ayant m\^eme 1-jet en xo . En
utilisant cette nouvelle forme de Liouville, on rel\‘eve \overline{\varphi} en T^{*}\overline{\varphi} , qui est
bien une \’equivalence locale de E_{M}^{\infty} dans E_{V}^{\infty} envoyant 0 sur xo .
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