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Uber die Symmetrie des Pridikates “relativ prim”.

Von
Shinjiro MORI.

(Eingegangen am 20 Jan. 1949)

In seinem Lehrbuch “Moderne Algebra” nennt Herr B.L. van der Waerden “Ideal b
relativ prim zu Ideal a”, falls a=a:b ist; doch ist aber dieses Pridikat in allgemeinen
Fallen offensichtlich nicht symmetrisch. So erhebt sich die Frage: In welchem Ring diese
Definition fur die von Null verschiedenen Ideale symmelrisch ist?, und diesem Problem
ist die folgende Arbeit gewidmet.

Auf Grund hiervon nehme ich an, der zu behandelnde Ring sei kommutativ und
besitze ein von R und (o) verschiedenes Ideal.

Zunachst wird unser Problem im allgemeinsten Ring behandelt und dann sind die

Ergebnisse dieser Betrachtungen bei speziellen, aber interessanten Ringen angewandt.

1. Diskussion im allgemeinen Ring.

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der am Anfang besprochenen Frage im
allgemeinen kommutativen Ring beschaftigen. Dazu ist es geniigend den folgenden Satz
zu beweisen.

Satz 1. I'm allgemeinen kommutativen Ring R st das Pridikat “relativ prim” dann
und nur dann symmelrisch, weun in R die folgenden Bedingungen erfullt sind:

1. Fur jeden Teiler B(==R) eines gegebenen Ideals a(#=R,+m) gibé es stels ein solches
Element r, dass (r)p=a, 1&a st

2. Fiir jedes Element r ausserhalb von a () ist (PR<La.

Zum Beweise nehmen wir an, dass aus a=a:b, a=Z=(0), b3=(0) stets b="0:a folgt. Dann
muss fiir jeden Teiler b(%=R) von a a:bJa sein, weil R=6:a ist. Daraus folgt die Exi-
stenz eines Elementes r derart, dass

(rp=a, r¢a.

Da R=%R:a, a$(0) ist, so muss wegen der Symmetrie a=a:R sein, also ist (PRLa
fir jedes Element r ausserhalb von a(f=®). Die Bedingungen sind hiermit notwendig.

Umgekehrt setzen wir die Giiltigkeit der Bedingungen voraus. Da aus b=D0:a leicht
6="0:(a,b) folgt, so muss nach den Bedingungen 1 und 2 (6,a)=%R sein. Damit muss a=a:b
sein. Denn sonst wire (rb=a fiir ein Element 7 ausserhalb von a, und daraus folgte
(r¥a,5)=("rR=q, was der Bedingung 2 widerspricht. Namlich dass das Pradikat “relativ
prim” symmetrisch ist.

Hieran schliesst sich noch folgender

Satz 2. Ist das Pridikat “relativ prim” im Ring % symmetrisch, so sind in R die
beiden Pradikate “relativ prim” wnd “teilerfremd” gleichbedeutend.

Denn aus a=a:b folgt a=a:(a,b), und wegen der Symmetrie ergibt sich (a, b)=®&.
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Umgzkehrt folgt aus (a,b)=R, dass fiir jedes Element r ausserhalb von a (#)bLa ist,
weil sonst (R=a, r¢a ware, das ware ein Widerspruch gegen die Bedingung 2 des Satzes
1. Daher myss b relativ prim zu a sein. 4

Um die Struktur der in Frage stehenden Ringe noch besser kennenzulernen, geben
wir einen

Satz 3. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fur die Symmelrie des
Pradikates “relativ prim” sind o ‘

1. Wenn (r)R==(0) fur ein Element r ist, so gilt (NR=(r), und wenn (r)R=(0) ist, so
gehort v zu alden von Null verschiedenen Idealen. :

2. Ist b(w) ein Halbprimideal und RDImDY, so gibt es ein soiches Ideal §, dass
(m, 5)=%R, mng:f)_'ist.

3. Fur das zu einem Ideal a(%=w) gehuvrige Halbprimideal B gibt es immer ein El-
ement r derart, dass (r) h=a, r¢a ist.

Wenn in ® das Pradikat “relativ prim” symmetrisch ist, und wenn (r)%==(0) ist, so
muss (NR=("R:R nach R=R:(")R sein. Da aber (HNR: R(r)22(r)R ist, so folgt daraus
(r)=()R. Im Falle (rR=(0) ist r¢a fir jedes Ideal a(3=w), denn aus R=R:a folgt a=a:R
und damit muss rea sein. Wenn R2==(0) ist, so folgt aus (r)=()R=R2, oder (HN=R?
leicht #=R2. Wenn R®=(0) ist, so folgt daraus, dass R ein Minimalideal von R ist,
denn fiir jedes Element 7 ist ("R =(0) und fir jedes Ideal a=(0) ist a=a:R. Das ist ein
Widerspruch fiir Definition von . Es ist also nur moglich, dass R=R>4(0) ist.

Lassen wir zweitens §(4=0) ein Halbprimideal und m ein von R verschiedener Teiler
von h sein, so ist nach Satz I der Idealquotient j=B:m ein echter Teiler von §. Ist
(r")m=b fir ein Element r, so ist (rfm=bh, denn § ist halbprim. Danach ist § auch halb-
prim und jnm=0§. Im Falle (§, m)C R folgt nach Satz I §’=§:(§, m)D 4; also befindet sich
in j/ ein Element ¢/, das zu § nicht gehort. Da aber (¢)m=m, (¢)m=§ sind, so folgt
(¢)m=Hh und hieraus ¢’¢} ein Widerspruch. Daher muss (§, m)=® sein.

Endlich sei § das zu einem Ideal a4-(0) gehorige Halbprimideal, nimlich die Gesamt-
heit aller Elemente, deren endlichen” Potenzen in a enthalten sind. Nach der soeben
erwahnten Resultat ist (A)R=4=(0) und daraus (h)R _—:(h) fir ein Element 2 von §, aber aus-
serhalb von a. Daraus folgt h=r h=r,"k fir ein Element 7, von . Wenn R=0 ist, so
folgt daraus ein Widerspruch X¢a, denn in diesem Fall ist 7,”¢a fir eine passend grosse
natirliche Zahl n. Also ist fi=h). Wenden wir nun Satz I auf §=a:h an, so erhalten wir
damit § D a; daraus folgt die Bedingung 3. ;

Es seien in R die Bedingungen erfiillt. Dann folgt aus der Bedingung I und den obig
erwihnten Betrachtungen R=%%<4=(0). Es sei a ein von R und (0) verschiedenes Ideal,
und ) das zu a gehorige Halbprimideal. Wenn dabei h=R=R?2 ist, so ist nach Bedingung
3 §y=a:Hda. Da aber a#=% ist, so ergibt sich nach Bedingung I (¢,)=(¢9,)R=a, oder
¢i¢a fir jedes Element ¢, aus §,. Daraus folgt ein Widerspruch §,<a, also muss R}
sein,

Andererseits lassen wir b ein von R verschiedener echter Teiler von a semn, dann ist
b, =(0,6)4=R, denn sonst ware R das zu b gehorige Halbprimideal, das, wie schon frither
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gezeigt wurde, unmoglich ist.

Ist nun b, =B, so folgt aus Bedingung 3 (b=a fir ein Element r (¢a).

Ist zweitens b, D, so folgt nach Bedingung 2 die Existenz eines solchen Ideal b,
dass b, ~b,=b, (6,,6,)=R ist. Da fiir ein Element b, von b, ausserhalb von § wir, wie
schon frither bewiesen wurde, ein solches Ideal b’ erhalten, dass (ba), D) B’ =8, ((bs,0),8)
=% ist, so folgt aus R=%K* ((©e), B)=((b3),6'2,8)=R. Nach ((b.),5)~b" =} ergibt sich damit
((B2), B)=((b8), ). Aber es ist (V)R=:(0) und- daraus folgt ((b.),H)=(b2)R,H). Danach ist
b.=bir (§) fiir ein Element r aus R. Setzen wir b.r=e, so erhalten wir damit e=e® (5),
bo==b,o). Aus e—e’=heh folgt auch (e—e2)ken, da § das zu a gehirige Halbprimideal
ist. Damit ist e*=e>%"(a). Setzen wir nun ¢*7'=e,, so wird danach e,=2%(n), et==ele,(a).
Bezeichnen wir ausserdem mit m die Gesamtheit aller Elemente m derart, dass e;m=m(a)
ist, und mit n die Gesamtheit aller Elemente » derart, dass.e,nea ist, so bemerken wir
leicht (m, n)=%R und mAn=a. Dabei ist aber nach e.<b, m<b,. Aus b (e,)=h folgt bie}
=ble,=0(a) fiir jedes Element b, aus b, und daraus ergibt sich bien. Damit ist das zu
n gehorige Halbprimideal §), ein Teiler von b,. Wir erhalten daher unter Bedingung 3
ein solches Element s, dass 6,(s)=n, s¢n ist. Daraus folgt se.¢a, 5,(se.)=a. Da aber

I

b<b, ist, so folgt daraus B(se,)=a, se.¢a. Also ist in & die Bedingung I von Satz 1
erfillt. '
Endlich folgt aus der Bedingung I, dass fiir jedes Element r ausserhalb von a (fRfa

ist. Nach Satz I ist hiermit unserer Satz in allen Teilen vollstandig bewiesen.

2. Diskussion in speziellen Ringen.

Nachdem im vorigen Abschnitt die Symmetrie des Pradikates “relativ prim” im
allgemeinsten Ring betrachtet war, treten nun die Diskussion in den speziellen, aber
interessanten Ringen mehr in den Vordergrund.

Wir verstehen zunichst unter ® ein kommutativer Ring, in dem jedes von R ver-
schiedene Ideal stets ein Maximalideal als Teiler besitzt. Dann haben wir Satz 3 in
folgender einfacher Form. '

Satz 4. Es sei jedes von R verschiedene Ideal in R durch ein Maiimalideal teibar,
Dann sind die notwendigen wnd hinreichenden Bedingungen fur die Symmelrie des
Pridikates “rewativ prim”

1. Fiir jedes Element r ausserhalb von a(f=w) ts! (r)RZEa.

2. Fir jedes Marimalideal m, das ein Tetier von a(f=w) ist, gibl es ein Element '
derart, dass (r)m=a, r'¢a ish

Nach Satz I sind die Bedingungen offentlich notwendig.

Umgekehrt aus den Bedingungen konnen wir zunjchst die folgenden Hxlfssatze aus-
sprechen.

I. Maximalidear ist prim und umgekehrt ist Primideal (=t=(0))-mal1:imal.
Angenommen, es sei 7,7 ¢m, riém, roém fir ein Maximalideal m, dann ist ((r,), m)=%
nnd daraus folgt (r.)RiSm, r.ém, was der Bedingung 1 widerspricht. Also ist m prim. Ist

umgekehrt # ein von (0) verschiedenes Primideal, und m ein maximaler Teiler von #, so
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ist nach Bedingung 2 (@)m<g#, '¢# fur ein Element +. Da aber # prim ist, so muss
damit m=g§ sein. ' ’

II. Sind my, m.,....ale Marimalideale, welche ein Ideal (as=®) enthatlen, und m;'(i=
1,2,--) die Llemente, wewhe beziehungsweise tn m; nicht viegen, so st

m=((m,"), (ny"),....,a)=R

Denn, ware m==R, so wurde etwa m=m; und daraus folgt m,’¢n. " Andererseits ist
aber sicher m;’«m. Danach muss m=% sein. '

Es seien nun a und b zwei von R und (o) verschiedene Ideale und my,Mg,. ... s,
... bezichungsweise die zu a und b gehorigen Maximalideale.

Ist m;=m,’, so wird (a,b)<<m,. Damit folgt aus Bedingung 2 »'m,=<a, 7¢a und
"mySh, r”¢b, woraus wir a:b>a:m, Ja, b:a>b:m, Db erhalten.

Sind alle m; von allen m,’” verschieden, so enthilt b ein Element m;’, das in m;
nicht liegt. Nach Hilfssatz II gilt es damit (a,(m,’), (my'),....)=R. Da aber m;'¢b ist,
so folgt daraus (a,5)=%R, woraus a:b=a:{(a,b)=a:R, b:a=b:(b,a)=0b:R folgt. Nach
Bedingung I erhalten wir damit a:b=aqa, b:a=b.

Auf Grund dieser Ergebnisse konnen wir schliessen, dass das Pradikat “relativ prim”
in R symmetrisch ist.

Auf Grund der Hilfssitze k' nnen wir noch den folgenden Satz beweisen.

Satz 5. Ist in R das Pridikat symmetrisch, so ist jedes von Nul! verschiedene Ideal
aus R als Durchschnitt von endlich oder unendlich vielen Prim'irideaien darstellbar, was zu
Mavimaiideaen geliort.

Ist m ein Maximalideal, das ein Ideal aZ=(0) enthilt, so ist nach Hilfssatz I m prim.
Es sei nun § die Gesamtheit aller solchen Elemente ¢ aus m, dass ¢rea fiir ein Element
r ausserhalb von m ist. Dann ist § ein zu m gehvriges Primarideal. Dieser Beweis
gestaltet sich folgendermassen. )

Zunachst ist j ein a enthaltendes Ideal, da nach 1 m prim ist.

Zweitens sei b das zu § gehorige Halbprimideal, so ist m=0. Denn, da m prim ist,
so muss H<<m sein. Ist HCm, so folgt nach Satz 4, dass (r)m=bh, s¢h ist. Daber muss
r¢m sein, da § halbprim ist. Fir ein beliebiges Element m aus m gilt es danach (rm)k¢§,
rk¢m. Daraus folgt »'r®mk*ca, 7’¢m fiir ein Element 7' und nach »'r%¢m erhalten wir noch
mked, also ist m¢f), was unmoglich ist.

Endlich ist immer mu’t§ fiir ein Element m aus m, aber ausserhalb von § und ein
Element 7’ ausserhalb von m. Denn, sonst wiirde m»'r¢a flir ein Element r ausserhalb
von m und daraus folgt nach der Definition von § me¢§, was unserer Annabme widerspricht.
Aus diesen Betrachtungen folgt, dass § ein zu m geh riges Primirideal ist.

Betrachten wir alle verschiedene Maximalideale m,, m,,...., die a enthalten, so en-
tspricht jedem m;, wie schon frither, ein Primarideal j;. Mit diesen erhalten wir d=§,
N§eMGsn....und dabei ist b=a. Denn, ist ein Element d aus b in a nicht enthalten, so
wird nach der Definition von §; dm;’ea, m;’¢ém; (i=1,2....). Nach Hilfssatz 2 ist aber
R=(a,(m.’), (mg"),....). Damit ist (d)il)‘t_.ga, dta; was nach Satz I unmoglich ist. Es ist
namlich a=§ n§.N.....
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Schliesslich wollen wir den allgemeinen Satz I noch auf den Ring R mit Teilerket-
tensatz anwenden. Zu diesem Zwecke ist es genug, den folgenden Satz hinzuzufiigen.
Satz 6. FEs sei R ein kommutativer Ring mil Teilerkeltensatz. Dann sind die no-
twendigen und hinreichenden Bedingungen fur die Symmelrie des Pridikates “relativ prim”
1. Euxistenz des Einheitselements
2. Viefachenkettensatz,
Nach der Annahme der Symmetrie folgt aus Satz 3 R=R2<4=(0). Hiermit folgt nach .
Teilerkettensatz die Existenz des Einheitselements. Da jedes von Null verschiedene Prim-
ideal in R nach Satz I maximal ist, so konnen wir durch Teilerkettensatz die Giiltigkeit

des Vielfachenkettensatzes beweisen. Das Umgekehrte ist nach Satz I offensichtlich.
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