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Über die Symmetrie des Prädikates "relativ prim". 

Von 

Shinfüo Mom. 

(Eingegangen am 20 Jan. 1949) 

(Vol. 14 

In seinem Lehrbuch "Modeme Algebra" nennt Herr B.L. van der Waerden "ideal & 

relativ prim Z'll Ideal a", falls a=a:b ist; doch ist aber dieses Prädikat in allgemeinen 

Fällen offensichtlich nicht symmetrisch. So erhebt sich die Frage: fo welchem Ring diese 

Definition r,ur die mn Null ver.~chiedenen Ideale symmetrisch i,;t !; und diesem Problem 

ist die folgende Arbeit gewidmet. 

Auf Grund hiervon nehme ich an, der zu behandelnde Ring sei kommutativ und 

besitze ein von m und (o) verschiedenes ldeal. 

Zunächst wird unser Problem im allgemeinsten Ring behandelt UI).d dann sind die 

Ergebnisse dieser Betrachtungen bei speziellen, aber interessanten Ringen angewandt. 

1, Diskussion im allgemeinen Ring. 

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der am Anfang besprochenen Frage im 

allgemeinen kommutativen Ring beschäftigen. Dazu ist es genügend den folgenden Satz 

zu beweisen. 

Satz l. Im allgemeinen kornnwlati-ven Ring 9t i,~! das Pr:."dikat "refnüv prim" dann 

wui nur dann symmetrisch, iceun in 9t die folgenden Beding·ungen er.füllt si1ul: 

1. Fi,r jeden Teiler li(=p!Jt) eines geyebenen ldeals a(=pffi,=prni) gibt es stets ein solches 

Element r, dass (r)b'.5a, 1 *a i,~t. 

2. Für jedes Element r aus,serhalb von a (=pw1) ist (r)ffi~a. 

Zum Beweise nehmen wir an, dass aus n=a:b, a=p(o), 6:p(o) stets b=b:a folgt. Dann 

muss für jeden Teiler li( =pffi) von a a: li ) a sein, weil 9l = b: a ist. Daraus folgt die Exi• 

stenz eines Elementes r derart, dass 

(r)b'.::a, rfa. 

Da ffi =9l :a, a+(o) ist, so muss wegen der Symmetrie a =a :!Jt sein, also ist (r)ffi$n 

für jedes Element r ausserhalb von u(=p(01). Die Bedingungen sind hiermit notwendig. 

Umgekehrt setzen wir die Gültigkeit der Bedingungen voraus. Da aus 6 = li: a leicht 

ll=b:(a,li) folgt, so muss nach den Bedingungen 1 und 2 (li,a)=fil sein. Damit muss n=a:li 

sein. Denn sonst wäre (r)b;Sa für ein Element r ausserhalb von a, und daraus folgte 

(r)(a,li)= (r)!Jt;Sa, was der Bedingung 2 widerspricht. Nämlich dass das Prädikat "relativ 

prim" symmetrisch ist. 

Hieran schliesst sich noch folgender 

Satz 2. Ist das Pr'.."dikal "relatiu p,-rim" im Ring 9t symmetrisch, so sind in ffi die 

beiden Prädi1.::ate "relativ prim" und "teilerfremd" gl.eichbedeutend. 

Denn aus a=a:li folgt n=a:(a, b), und wegen der Symmetrie ergibt sich (a, fi)=Sl.-
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Umgekehrt folgt aus (a, b)=iR, dass für jedes Element r ausserhalb von a (r)b_t:a ist, 

weil son_st (r)m;;,;a, r~a wäre, das wäre ein Widerspruch gegen die Bedingung 2 des Satzes 

1. Daher mqss b relativ prim zu a sein. 

Um die Struktur der in Frage stehenden Ringe noch besser kennenzulernen, geben 

wir einen 

Satz 3. Die notwendigen und hinreichenden Beding·ungen .fur die Symmetrie des 

Prädikates "relativ prim" sind 

1. Wenn (r)iJl=t=(o) für ein Element r ist, so giU (r)iJl =(r), ·und wenn (r)iJl =(o) ist, so 

gehi.irt r z·u a,1en von N'ldl versckiedenen !dealen. 

2. Ist q( =t=rn>) ein Halbprimideal ·und iJl ) m '.) q, ro gibt es ein so:ches Ideal 3, dass 

(m, ;1)= m, m l"I 3 = q ist. 

3. .Fur das zu einem Ideal a(=t=(oi) gehürige Halbprimideal q gibt es immer ein El­

ement r derart, dass (r) Q;;;a, rfa ist. 

Wenn in iJl das Prädikat "relativ prim" symmetrisch ist, und wenn (r)iR=t=(o) ist, so 

muss (r)iR=(r)iJl: iJl nach iR=iR: (r)iJl sein. Da aber (r)iJl: 9l~(r)2;(r)9l ist, so folgt daraus 

(r)=(r)iJl. Im Falle (r)iR=(o) ist rrn für jedes Ideal a(=t=rn>), denn aus iR=iJl:a folgt a=a:91 

und damit muss rrn sein. Wenn m~+(o) ist, so folgt aus (r)=(r)m;;;m 2 , oder (r);;;9l 2 

leicht m;:;91 2 • Wenn 91 2 =(o) ist, so folgt daraus, dass iJl ein Minimalideal von iJl ist, 

denn für jedes Element r ist (r)iJl=(o) und für jedes Ideal a=t=(o) ist n=n:!R. Das ist ein 

Widerspruch für Definition von m. Es ist also nur möglich, dass iR=iJl 2 =t=(o) ist. 

Lassen wir zweitens q(=f=,01) ein Halbprimideal und m ein von iJl verschiedener Teiler 

von q sein, so ist nach Satz I der Idealquotient 5 =Q :m ein echter Teiler von lj. Ist 

(r")m;;;Q für ein Element r, so ist (r)m;;;Q, denn q ist halbprim. Danach ist j auch halb­

prim und Snm=Q. Im Falle (S,m)CiR folgt nach Satz I }'=S:($,m))3; also befindet sich 

in f ein Element q', das zu ~ nicht gehört. Da aber (q')m;;;m, ('J')m;;;g sind, so folgt 

(q')m;;;;Q und hieraus q' 1 q ein Widerspruch. Daher muss (~, m) =iR sein. 

Endlich sei q das zu einem Ideal a+(o) gehörige Halbprimideal, nämlich die Gesamt­

heit aller Elemente, deren endlichen· Potenzen in a enthalten sind. Nach der soeben 

erwähnten Resultat ist (h)iR+(o) und daraus (h)iJl =(h) für ein Element h von q, aber aus­

serhalb von a. Daraus folgt h=r0 h=r0"h für ein Element r 0 von 91. Wenn iR=Q ist, so 

folgt daraus ein Widerspruch hi a, denn in diesem Fall ist r O" rn für eine passend grösse 

natürliche Zahl n. Also ist iJl=f=lj. Wenden wir nun Satz I auf j = a :Q an, so erhalten wir 

damit S ) a; daraus folgt die Bedingung 3. 

Es seien in iJl die Bedingungen erfüllt. Dann folgt aus der Bedingung I und den obig 

erwähnten Betrachtungen lR=fil 2 =t=(o). Es sei a ein von iJl und (o) verschiedenes Ideal, 

und fJ das zu a gehörige Halbprimideal. Wenn dabei lj=lR=iJl 2 ist, so ist nach Bedingung 

3 h =a:q )a. Da aber a+m ist, so ergibt sich nach Bedingung I (qi)=(qi)iJl;;;a, oder 

q1 rn für jedes Element q1 aus ~ 1 • Daraus folgt ein Widerspruch ; 1 ;;,;a, also muss iJl=plj 

sein. 

Andererseits lassen wir & ein von iJl verschiedener echter Teiler von a sem, dann ist 

&1 =(fJ,&)'i=iJl, denn sonst wäre iJl das zu & gehörige Halbprimideal, das, wie schon früher 
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gezeigt wurde, unmöglich ist. 

Ist nun 6 1 =li, so folgt aus Bedingung 3 (r)li;;;a für ein Element r (fa). 

Ist zweitens r,l :)[J, so folgt nach Bedingung 2 die Existenz eines solchen Ideal 62, 

dass btn62 =li, (6 1 , li 2)=lll ist. Da für ein Element b2 von 62 ausserhalb von li wir, wie 

schon früher bewiesen wurde, ein solches Ideal li' erhalten, dass ((bJ, fJ)r, b' =fJ, ((b 2 , fJ), 6') 

=lll ist, so folgt aU:s lll=fü 2 ((b 2),6')=((1Ji),li' 2 ,fJ)=!R. Nach ((b 2),fJ)r-li'=fJ ergibt sich damit 

((b 2 ), li)= ((b§), fJ). Aber es ist (l,g)!R=t=(o) und· daraus folgt ((b2), fJ) =((b§)!R, fJ). Danach ist 

b2 =Vir (fJ) für ein Element raus m. Setzen wir b2 r=e, so erhalten wir damit ese2 (fJ), 

b2sb 2e(fJ). Aus e-e·· = luf) folgt auch (e-e 2 )krn, da fJ das zu a gehe_ rige Halbprimideal 

ist. Damit ist ek=e2 kr'(a). Setzen wir nun ekr' = e2 , so wird danach e2 se~(a), ekse"e 2(a). 

Bezeichnen wir ausserdem mit m die Gesamtheit aller Elemente m derart, dass e2rn=m(a) 

ist, und mit n die Gesamtheit aller Elemente n derart, dass e2 m n ist, so bemerken wir 

leicht (m, n)=!R und nti\n=n. Dabei ist aber nach e2 ,r, 2 mS:b 2 • Aus li 1(eJ;;;fJ folgt bfe~ 

:::bfe2 :::0(a) für jedes Element l1t aus li 1 und daraus etgibt sich b! fn. Damit ist das zu 

n gehörige Halbprimideal fJ L ein Teiler von li 1 • Wir erhalten daher unter Bedingung 3 

ein solches Element s, dass li 1(R);;;n, -"fn ist. Daraus folgt se2*a, 61(se2);Sn. Da aber 

oS:lit ist, so folgt daraus li(.~e 2);Sa, se 2{a. Also ist in m die Bedingung I von Satz I 

erfüllt. 

Endlich folgt aus der Bedingung I, dass für jedes Element r ausserhalb von n (r)ITT;f n 

ist. Nach Satz I ist hiermit unserer Satz in allen Teilen vollständig bewiesen, 

2-. Diskussion in speziellen Ringen. 

Nachdem im vorigen Abschnitt die Symmetrie des Prädikates "relativ prim" im 

allgemeinsten Ring betrachtet war, treten nun die Diskussion in den speziellen, aber 

interessanten Ringen mehr in den Vordergrund. 

Wir verstehen zunächst unter m ein kommutativer Ring, in dem jedes von m ver­

schiedene Ideal stets ein Maximalideal als Teiler besitzt. Dann haben wir Satz 3 in 

folgender einfacher Form. 

Satz 4. Es sei jedes von ITT verscl~iedene Ideal in 9l durch ein Maa:imal,ideal teL:bar. 

Dann sind die nofo•endigen und hinreichenden Bedingungen r,ur die Symmetrie de.; 

Priidik·ates "re.ativ prim" 

1. Pür jedes Element r ausserhalb von n(=t=,o,) is! (r)m~a. 

2. Fur jedes llia.i:imalideal m, das ein Teiier von a(=t=\01) ist, yibt es e-in Elenient r' 

derart, dass (r')m;Sa, r'*:i ist. 

Nach Satz I sind die Bedingungen offentlich notwendig. 

Umgekehrt aus den Bedingungen können wir zunächst die folgenden Hilfssätze aus­

sprechen. 

I. JJfaxim.alideat ist prim und umgekehrt ist Primideal ('4=l01) maJ;imal. 

Angenommen, es sei rti· ,m, rit.m, r~~m für ein Maximalideal m, dann ist ((rt), m)=ITT 

nnd daraus folgt (r 2)1JC:::::m, r 2 ~m, was der Bedingung I widerspricht. Also ist m prim. Ist 

umgekehrt 'I ein von (o) verschiedenes Primideal, und m ein maximaler Teiler von 'I, so 
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ist nach Bedingung 2 (r')m:S1, r'*1 für ein Element r'. Da aber 1 prim ist, so muss 

damit m= 1 sein. 

II. Sind mu m~,- .. . a~le ,lfa1:imalideale, we!J.:he ein Ideal (a=j=ml) enthatlen, wid m;'(i= 

1,2,··) die Elemente, u-ewhe beziehwig.fü•ei.~e in m1 nicht iiegen, so ist 

m = ((m 1'), ('n ~'), . ... ,11)=!R 

Denn, wäre m=j=ffi, so würde etwa m;;;mk und daraus folgt m/4111. · Andererseits ist 

aber sicher mk',111. Danach muss lll=ffi sein. 

Es seien nun a und li zwei von ffi und (o) verschiedene ldeale und m1,m~,- ... ;mi,'m~' 

. beziehungsweise die zu a und li gehörigen Maximalideale. 

Ist m1 =m 1 ', so wird (a,li)~ml" Damit folgt aus Bedingung 2 r'm 1:;Sa, r'c;a und 

r"m 1 ;;;li, r"~b, woraus wir a:li~a:m 1 )a, li:a~li:m 1 ::>li erhalten. 

Sind alle mi von allen m,' verschieden, so enthält li ein Element rn;', das in m; 

nicht liegt. Nach Hilfssatz II gilt es damit (a,(mi'), (m~'), ... . )=ffi. Da aber m 1'1li ist, 

so folgt daraus (a,li)=!R, woraus a:li=a:(a,li)=a:!R, ll:a=li:(li,a)=li:fü folgt. Nach 

Bedingung I erhalten wir damit a:li=a, li:a=li. 

Auf Grund dieser Erg<!bnisse können wir schliessen, dass das Prädikat "relativ prim" 

m ffi symmetrisch ist. 

Auf Grund der Hilfssätze k, nnen wir noch den folgenden Satz beweisen. 

Satz 5. l,;t in ffi das Pr:idikat symrnetri.~ch, so i.~t jede.~ von NuJ,t verschiedene Ideal 

an;; )R al~ JJurch,;chnitt von endlich oder unendlich vielen Prirn:iricleaien darstellbai·, wa3 zu 

llfa.,·irnalüleaten geho"rt. 

Ist m ein Maximalideal, das ein Ideal a=j=(o) enthält, so ist nach Hilfssatz I m prim. 

Es sei nun J die Gesamtheit aller solchen Elemente q aus m, dass qrrn für ein Element 

r ausserhalb von m ist. Dann ist 3 ein zu m gehi•riges Primärideal. Dieser Beweis 

gestaltet sich folgendermassen. 

Zunächst ist 5 ein a enthaltendes Ideal, da nach 1 m prim ist. 

Zweitens sei fJ das zu 5 gehörige Halbprimideal, so ist m=li. Denn, da m prim ist, 

so muss fJ:Sm sein. Ist fJ Cm, so folgt nach Satz 4, dass (r)m;;;fJ, rffJ ist. Dabei muss 

r1m sein, da fJ halbprim ist. :Für ein beliebiges Element rn aus m gilt es danach (rrn)k1 3, 
rk1m. Daraus folgt r'rkmkia, r'1m für ein Element r' und nach r'rk,im erhalten wir noch 

rnk i 3, also ist rni f), was unmöglich ist. 

Endlich ist immer rn1 'H für ein Element m aus m, aber ausserhalb von 3 und ein 

Element r' ausserhalb von m. Denn, sonst würde mr'n a fÜr ein Element r ausserhalb 

von m und daraus folgt nach der Definition von J 1111 3, was unserer Annahme widerspricht. 

Aus diesen Betrachtungen folgt, dass 3 ein zu m geh· riges Primärideal ist. 

Betrachten wir alle verschiedene Maximalideale m 1 , m~, .... , die a enthalten, so en­

tspricht jedem m;, wie schon früher, ein Primärideal Oi• Mit diesen erhalten wir b=h 

l'"lJ~,....,j 3 ti .... und dabei ist b=a. Denn, ist ein Element d aus bin a nicht enthalten, so 

wird nach der Definition von ~i drn;'rn, rn;'fmi (i= 1, 2 .... ). Nach Hilfssatz 2 ist aber 
. . 

!R=(a,(m1'),(rn~'), ... . ). Damit ist (d)!R;;;a, dcta; was nach Satz I unmöglich ist. Es ist 

nämlich a=~ 1 ti~~fi- .. .• 
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Schliesslich wollen wir den allgemeinen Satz l noch auf den Ring lJl mit Teilerket­

tensatz anwenden. Zu diesem Zwecke ist es genug, den folgenden Satz hinzuzufügen. 

Satz 6. Es sei ffi ei,t kormnutativer ,Ring mit Te-ilerkeltensatz. Dann sind die no-

twendigen und hinreichenden Bedingungen für die Symmetrie de.~ Priidikate,~ "relativ vrim" 

1. Existenz des Einheitselement,-; 

2. Vieifachenkettensatz. 

Nach der Annahme der Symmetrie folgt aus Satz 3 lff=ffi 2 =!=(o). Hiermit folgt nach 

Teilerkettensatz die Existenz des Einheitselements. Da jedes von Null verschiedene Prim­

ideal in ffi nach Satz I maximal ist, so können wir durch Teilerkettensatz die Gültigkeit 

des Vielfachenkettensatzes beweisen. Das Umgekehrte ist nach Satz I offensichtlich . 

• 
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