’Uber ganzzanhge quadratlscne Glexchungen, die eme

' reduz:erte Zahl als Wm‘zel besxtzen. ' . :

.

* Shinfiro Mori. . -
(Emgegangen am 30 Nov 1948)

Bekannthch ist die Aettenbmwhe,r!uvzckelunq der reellen positiven W n‘zc’ln einer, ganz— ,f
zahlzgen quadratischen Qleichung periodisch. .. Fiir diesen klassischen Lagrange’schen Satz

_gebe ich im' folgenden einen elementaren Bewels, ‘mit ‘dem_ich eine neue Definition fiir

izierte Zahl verbinde, und aus dieser Uberlegung gewmne 1ch zuglelch einen Satz'
er die Losing der Pell’schen Glel,chmg ) e T R T ‘
e / ] . - n", . : - s
1.. Beweis des Lagrb.nge schem Satzes. \

Se1 f(.z) ax? +bL+C 0 eme ganzzahlge pnrmtlve Glexchung mit posmver Diskrimi-
na.nte D b-—4m>0 jedoch eme Wurzel posxtw, . und also a>0._ Nun kormen w1r,

y er (z) die Mamx (1) verstehend d1e oblge Glelchtmg auch in- de’ Form .

f‘ S oy(2ab el T T i
Lo @ 20) @=0 . " AL R

Vs_chrelben, und indem wir auf diese Formel die T ransformation

o i . 1 . i ) '

@) - &=kt oder (x)=(’f. (‘,)(.q;')

‘axiwgnden, ergibt sich o . ) . RN

T » - . ' ‘ . -
® (a,:y(gangl)m:o, oder . ay@? b+, =0,
1 <Cy ‘ s :

‘worin' nach (2a1 b.;) ( >(2a b)(lc 1)‘ e T
g bi 2¢, 10/\b 2¢/\10 TR M
@ a1=alc3+blc+c—f(lc), 1—2ak+b-f(k), er=a, ' ‘
(5} b2 4a cl._b~-4uc—-D> - |
Hierzu nehmen wir noch Fo]gendes in; z 1st eine posmve Waurzel vén (I) und % eine
?"pomtxve ganze Zahl, oder NuIl so dass z zwischen % und k+1 lxegt ]Qaber sind al,
:b., c,, auch -ganze Zahlen Wenn aber k=0 1st, $0 ‘muss nach (2) die posmve Wurzel
7.':.’ von (3} grosser als 1 sein. Damit werden wir- uns welterhm duf’ d:e Betrachtung vom,
:Falle k=1 beschrinken diirfen, . Vo S ek
Da die Funktion y= -Ax)=ax?+bx +c bei der vorerwahnten Annahme eine Parabel
dafstellt so konnen wir nach dem Zeichen von o'drel Falle unterschexden

fO=e>0, k> ‘b“/l)

L2 1A=, k< —”-21: 1)., S
3 flo=c<o. B B
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1

Im Falle I muss f(L)<0 sem, -denin Ic hegt 2wxschen zwel posmven Wurzeln‘ vonx.
f(.z) 0. -Damit gilt bei der Substltutlon (2) :
ay ._f(k)<0 ¢, =a>0, : * s

Nahmhch gehort die transformzerte Gleichung zam Falle' 3. . Y ,
Im Fal]e 2 muss b<<0 sein. 'Da aber unter - den geeigneten Voraussetzungen f(lc)cé:()

1st so folgt, dass f{z) am. Punkte x=k abnehmend ist, also b, =f"(k)<<.0. Hieraus ergxbt
sich nach (4) ‘ {

—by=—2ak—b,  —b,>0, /—b>o : poo
also ist |b,|<<|b|. Nach (5) bleibt aber die Diskriminante bei der Substnuuon (2) u
geandert, und folglich muss nach einer endhchekaahl ven Substltutlonen dieser Art (2)
eme zum Falle 3 gehorige Glelchung vorkommen. - el -

' Y Im Falle 3 liegt k zwischen zwei Wurzeln von f{z)=0, alsb ist al = f(/c)<0 Da’ aber\
cg=a>0 ist, so erhalten w1r durch die Sub/stxtutnon (2) wieder eine zum- Falle 3 gehonge
,Glelchung Andererselts ist die Anzahl der Zum Falle 3 gehongen Glelchungen mit emér
gegebenen Diskriminante endhch ’ -‘
Eine Selbstverstandhche Folge der blshengen Betrachtungen ist der Lagrange sche.

Satz ‘0 " o : - b' »' .

o =
. r 9, Fine Definitlon der reduzierten Za.hl

Wir wollen jetzt um dle zum Falle 3 gehnngen Gleibhungen noth naher untersuchen.A

Da diese gleichungen ‘in der From _ . BRI U 3
ax®+4+bx—c=0, a>30; '_c>0, Lo o L

darstel}bar sind, so unterschelden sich zwei Fille, je nachdem b posmv oder negatlv ist. 7
- Im Falle b>0 hegt k zwischen, zwei Wurzeln von S(x)=0, denn nach unserer Voraus-

setzung ist eine Wurzel posmv Hleraus folgt a, = f(/c)<0 Cy —-a>0 Da nach £=0. der
: N,
Minimumpunkt —22 kleiner als %k ist, so erhalten wir b, = f’(/c)>0 Es entsteht d‘a.mlt dlﬁ‘

GIeichﬁng mit b<0 aus der Gleichung m‘it b>0 dadurch,A dass wir «7/‘=k+';v7‘ setzen.
" Im Falle b<0 konnen wir die Gleichupg in der Form .

f(1) ar——bz—c 0, a>0, : b=d, .(.;>0

i

setzen, und folghch ist [—~]<L Nacb der am Anfang erwihnten Bemerkung\ konnen vhr‘
/

’

hlerzu Ich “setzen, was im Gange unserer Uberlegung die AJ]gemelnhelt mcht wesenth(:h'

b
beschrapkt. Daraus folgt £>7, und da.mxt ist b, = f’(/c)>0 Anderseus ist aber ar= _ﬂk)
7N

<0, c,=a>0, also gehort die transformlerte Gleichung a,2'%+b,2’ +\cl=0 wieder zu-
derselben Art, wie a;ﬁ——bx—-c 0 und d1e posmve Wurzel dieser Gleichung xst auch
grosser als 1. ’ S -

In der Gleichung —a, "2 —blz —c1 =0 sind dann " - ' o D

---a1>0 b>0 ¢, >0, x+1/b +4( a;)f1>f

2a,

— 9 —



x;’: b +cx>—~a1. R
‘(4) lst ‘aber . B ,( SRV ' ; .
(—m,)-{-b _c+bk ala“'+2ak-—b~—c+b(k——l) w(L—l) +a S
prh - IcZ! und- —f(k——l)>0 ist. Wir, schlressen also Al e
(~a1)+bl>a\—cx Co e BT

"Satz,
zahizges k errezchen awir aon emer ganzzahlzgen Lrlezchunrq ax® +b.z+(' 0 " mit eme:_
¥ twen W zel endhch eine ganzzahhge Glew?mng aml"-—bml--0m-—0 PRI
W 'am>0 bm>0 . cm>0 und bm>|am—-t;m| smd Diese Glewhun g verandert sufb

Dw*c'k endlwh malzge ergzrholung der ‘S’ubstztutwnen &= L+—— Sur ein

o L
idw”ob dw,&ubstztutwn = k+ w’ - tpteder 'm ezm Gleuhunq mzt denselben Fzgenschaften

errags fuhren w1r folgenden Begnﬁ em, SR A RO ’ ‘
‘Defmmon DLe posmve Wurzel emer ganzzahhgen Gietchung a:r"—b,x-—c:::&)' von

“h

' ‘. . 3 Uber dxe rein pemodlsche Kettenbruchentwmkelung
: uf Gr,und unserer - Defmmon flr redt\zxerte Zahl beweisen w1r dlrekt den i
Satz Dze Aettevzbmch-enthckelung etner. posztwen Watrzel '© von ax” —b.z—~c~0 ist

und nur dann rein pemodzsch -'wenn a>0, . b>() c>0 und’ b>|a——c| “sind.

Zunachst ‘sei @ rein penodlsch entwwkel’bar Dann wu‘d ()= ( OXIC 1) (I;”é)(t ).

'q‘a)(aﬁ woriﬂ a>\0 ﬁ>0 r>0 (?ZO‘ az)——/?r::( rl)" und « d1e grosste un@
"klemste 1st Wenn th den Ausdfuck in der ‘Form ﬁ'rr 1——(a~o)w——ﬂu=0 hmschmelben,
~folgt nach der Verglemhung der Koefﬁzxenten e b RTINS 8
a b e . Sl

’ = i R R K 7 R Ry ‘
_danach smd a>0, b>0, ¢>0. Da aber 1-—5>] ﬁ—-‘ﬂ ist, so’ folgt auch b>ja~c|.

' ‘JUmgekehrt sei w eine posmve Wurzel einer Glelchung, ‘ dle d1e im Satz gesagten:
dmgungenferfullt Da d1e klemste Losung t, u der Pell'schen Glelchlng t"—Du.“’——*—d
: x1sttert 50 setzen w1r : ’
7= au>0 4—5 lm>o, \,9 cu>0,. a+3 t..

s

—-I)u2 (a+(?)- ‘—(a-—(?)* —-4ﬂr
4

1=

’ -—ad )@7' F

S
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cdvatische Glaichitgom, die: sine ediih

\und"femeir ist Ik—%{ﬁt eine posmve ga.nze Zahl, denn ; und bu- smd zugleml'hygerade'
oder zuglelch ungerade. Nach ad— ﬁ;':» +1 sollen ¢ und & dasse}be Vorzemhen bemtze :
also ist auch $=0.- Nach der Anna'hme b:’>]a——c| haben wir auch a-é‘>l ﬂ——-ﬂ Wen

wxr Jetzt a&——ﬂ;’—'il in Betrachtung nehen, so konnen wir daraus folgem, dass @ 1
grosste ‘und & dle klemste aus «, B, 7, Y ist. : : '

- Wenn 0=0 ist, so Wll‘d ()’ ) G‘ (1)> Im. anderen Falle konen wxr ;—>a 7617“
fur eine geelgnete positive ganze Zaht ky setzen, so‘mrd 7}91 —3a1—-+1 worm
F16 ist. Daraus folgt nach 00, a;>0 lelcht B.=0. Ausserdem folgt, aus r&q

,@ —0ay=Fl, ,8120, dass<f‘)‘>,81 pnd 7 dle grosste und B3, die klemste aus r,y A
‘@1 ist., Damlt kinnen ‘wir : S : P “n

(“B=( 50 wgla@ﬁ“",ﬂffff

setzenj und (5 B ) besitzt ganz dleselben Elgenschaften wie (
y . Ay

a . . Chl
7o s
zesse erreichen wir shliesslich die E_orm , -

'«%omm>@®f73¥ f” ( V

Vworm ch eine positwe ganze Zahl bedeutet.. Hié:rmi_t ist”

'also 1st die hettenbruchentwwkelung von @ tem perlodxsch

' & Ein sa'tz iiber die Pell'she Gleichung. . ARSI,
Bedeutet b die grosste in D enthaltene ganze Zahl, also b<1/ D<b+1 so 15: ;
¢ D b2 +a, 2b>a—-1>0 . e o : . .j ) . "-

5

w nach dem vongen Satz rein pemodxsch also 1st (w) (116 ‘é)( 1) <"c”1>(w), (‘lﬂy

worin a6 — ‘H;f (— 1)" und a die grésste und 8 dle kl&nste ist. “Nach der ‘Verglgx‘
der Koeéffizienten erhalten Wit dagnt P ST

wobei u aber eine positive génze Zah}: ist, denn L 2b, a besxtzen kemen gememsameny
}Téiler _Nach 2bu=qu -8 smd @ und 0 zuglelch gerade oder znglexch ungerade und

'folghch 1sf = ;;; eine ganze posmve Zahl Da aber’ o e

,—])u2—<a+8\2 : <_—:§> —Tﬁ_ﬂa ﬁ?""(—l)n ‘

1st SO erhalten wir nach’ Kettenbruchentwmkelung von @ eme Losung von ¢* —-Du2 -(
Tm allgememen setfen wir - SRR ‘ ‘

1

«W@Ma&w»wm%@w@%u@@%g

und sei " um dgr grosste gemeinsame " Teiler won dm—0m, PBm- und’ rm,- so w;rd a(u

S G TR 4
== Lo T

LI



3,00 T SOMORE T e L “‘»(vo!.vgm

\v

%m—bui—(;l)"’” Das ist das emfache Mlttel um far em‘gegebenes D>0 alle Losungen
wm der Pell’schen G1e1chung t‘;Du~—+l zubesufnmen: Durch einfache Ubertragung
dxeses Mittels konnen wir leicht beweisen: . /
Satz; It D in der me D=b?+4ac . darstellbar, worin a wnd ¢ beide die Faktoren'
mn ,  jedoch relatw prim’ sind, so ist die Pell’sclw Glewhung t’——Du":‘ — 4 nicht Iosbar

4/ g

Denn in der Glelehung az?—bx—d=0 ist b>]a——c!, also ist .‘h¢ Kettenburchent—
rwlckelung ‘der positiven ‘Wurzel w dieser Glelchung rein perxodlsch Da ¢ und ‘¢ ‘die
ygrscﬁngde;nen Faktoren von b sind, go ergibt sich SRR
A 5

/ o w=(e )( N + *4=~
Nach der wohl bekannten Elgenschaft dass be1 emer D{sknmmante die verschiedenen

Perlodén entweder alle eine ger\ade oder alle eine ungerade G]ledeﬂahl enthalten, “ergibt.
mch damxt unser. ﬁatz. ' ' ‘
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