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Sur les Champs de Tensions
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Nous nous proposons, dans ce travail, d'etudier les problemes aux limites
pour les champs de tensions sur les sous-domaines finis de Γespace euclidien,
dont les bords sont constitues par un nombre fini de composants. Quelques
resultats sont obtenus en utilisant ceux qui ont ete etablis pour les champs
harmoniques sur les varietes finies riemanniennes par G. F. Duff et D. C.
Spencer pΓ|. Us mettent en evidence quelque relation entre les champs de
tensions et les proprietes homologiques de la variete finie. Cette etude--se-
rattache a celles de Y. Yamamoto [10], G. Rieder [8] et M. E. Gurtin [3].

1. Definitions et notations.—Soit En Γespace euclidien de dimension
n pourvu du systeme de coordonnees cartesiennes assigne x* dans tout ce qui
suit, V designera une sous-variete finie de En, c'est-a-dire un sous-domaine
compact qui est une variete a bord regulier(1), regulierement plongee dans
En. Autrement dit, c'est une variete riemannienne a bord regulier, connexe,
compacte, de dimension n et differentiate de classe C~, dont le bord dV est
une variete sans bord de dimension n—1 et de classe C~, qui est regulierement
plongee dans En et qui est constitute par un nombre fini de composants. La
metrique de V sera induite par celle de En et le bord dV est lui-meme une
variete riemannienne de classe C°° pour la metrique induite par celle de V.
Pour la variete F, on pourra utiliser les resultats relatifs a Γhomologie des
varietes differentiables ([6], [7]).

φ etant une forme differentielle de classe C°° definie dans un voisinage de
dV, nous designerons par tφ (composante tangentielle) la forme induite par φ
sur dV (£4Γ\). En outre, φ etant une forme diίferentielle de degre p et de
classe C°° definie sur dV, on dit, originellement doue de A. W. Tucker, que
φ est admissible comme une composante tangentielle des formes fermees sur
V, si elle est fermee sur 9F et a des periodes nulles pour tous les p-cycles
dans dV qui bordent dans V ([2]).

RP(V) designant le nombre de Betti de degre p de la variete F, et
RP(V, dV) le nombre de Betti de degre p de F(mod dV\ on sait, d'apres le
theoreme de dualite par S. Lefschetz, que RP(V, dV) = Rn-p{V).

Pour les definitions et les notations relatives aux formes diίferentielles,
nous adoptons toujours celles de G. de Rham [7]. Pour la theorie des formes

(1) Pour une definition plus precise du bord regulier, voir, par exemple, J. Lelong-Ferrand
. Plus generalement, pour la topologie des varietes differentiables, voir J. R. Munkres QΓ].
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differentielles sur les varietes riemanniennes a bord, on pourra consulter [I],
[2]et[4].

2. Champs de tensions.—Nous appellerons champ de tension de degre
p(O<Lp<Ln) sur V un champ de vecteurs r, defini et de classe C°° sur V, dont
les composantes cartesiennes τι sont des formes differentielles de degre p
satisfaisant a la condition:

(2.1) ^ = 0, d(χVv*) = 0, (i,/ = l,2,...,7B).

Soit Θ un champ de vecteurs, defini et de classe C°° sur le bord dV, dont les
composantes cartesiennes θ* sont des formes differentielle de degre p, nous
dirons que le champ 0 est admissible, si, pour ses composantes θ\ les θι et
xLiθJ'^ (i,; —1, 2, ,7z) sont tous admissibles pour des composantes tangentielles
des formes fermees sur V. II est evident que la composant tangentielle tx
d'un champ de tensions r est admissible sur dV. Soit r un champ de tensions
de degre p sur V. Alors, les composantes r* de r ont les expressions suivantes:

(2.2)

oύ τ^^hq est antisymetrique en les kh *a designera la forme adjointe a la
forme a et q=n—p. Par un calcul tensoriel facile utilisant les formules:

(2.3) **α = (— l)(w+1)/)α, si la forme a est de degre p;

(2.4) *(dxkl Λ Λ dxkP) = —γeki~kpJv..jqdxji/\' Λ dxj^

(2.5) δa = (—l)np+n+1 *d*α, si α est de degre p,

nous aurons les expressions suivantes:

(2.6) dr' =

(2.7) ίr f =

(2.8) d ( Λ c ^ ) = * ^ i ) β - i ^ _ ^ r c ^ i ^ ί _ i ^

pourvu que cίr' = 0.

D'oύ on peut enoncer:
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LEMME 1.—(i) dτι — 0, si et settlement si Vj'CiJ'k1...kq_1

==0> (ii) δti = 0i si

et settlement si VcΛj...^] = 0, (iii) dv*= 0 et d(χLiτJ1>) = 0, si et settlement si

Done, si g ^ 2 , i.e., si 0<Lp<Ln — 2, alorsona:

d'oύ on peut voir que

τijkkykq_2 _ Q

e'est-a-dire que les champs de tensions de degre p(O<Lp<Ln — 2) sont tous
nuls. Et pour p=7z, tous les formes r1' satisfont a la condition (2.1). Done,
desormais nous supposerons p=n—1; e'est une generalisation du champ de
tensions ordinairement considere dans la theorie d'elasticite.

Maintenant, pour etudier les champs de tensions de degre n—1 ayant les
valeurs limites donnees sur dV, nous allons utiliser le theoreme 3 dans [2Γ\ et
le theoreme 6 dans pL]5 et, ulterieurement, le theoreme 4 dans pΓ] et le
theoreme 4 dans [1J.

Nous supposerons que le champ θ est admissible sur dV, e'est-a-dire que
pour ses composantes θ1 dans le systeme de coordonnees cartesiennes assigne
x\ les θi et xtψi sont tous admissibles. En appliquant le theoreme 3 dans
[ΊΓ] a chaque composante θ\ nous voyons que, sur la variete V il existe
toujours un champ harmonique, e'est-a-dire une solution de dΰι — δβι = 0,
determinee d'une maniere unique, par la donnee de sa valeur limite tangen-
tielle admissible θ* sur dV et de ses periodes arbitrairement assignees rela-
tivement aux Ri(V) (n—l)-cycles relatifs donnes d'avance de F(mod dV\ dont
aucune combinaison lineaire n'est homologue a zero. Par la meme maniere,
nous avons les champs harmoniques p ί y(= —PjΊ) sur V pour la valeur limite
tangentielle admissible x^θ^ (ί, ; = 1, 2, , n).

Pour un enonce plus precis, soient Cκ(/c = l, 2,..., Rι(V)) les (n—l)-cycles
relatifs independants donnes d'avance de F(mod9F), et αί, δjJ = —bjJ (ί, j =
1, 2, , n; ιc = l, 2, , Ri(V)) les nombres reels arbitrairement assignes. Alors
on a:

(2.9) dσi = δσi = 09 ttf^θ1 et \ σ{ = ai;

et puis

(2.10) dPiS = dPij = O9 tPiJ' = x^θ^ e t
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Sopposons que r est un champ de tensions de degre n—1, dont les composantes
r1' dans le systeme de coordonnees cartesiennes satisfont a la condition:

et [
)cκ

(2.11) tcl = e\ \ r' = α<

En tenant compte de (2.1), (2.9) et (2.11) on a:

rf"-σf') = 0, t(τ*-<?) = <) et f (r / -σ f ') = 0;

d'oύ, en utilisant le theoreme 6 dans [1], on a une forme a* de degre n—2
telle que

(2.12) f = a1 + da\ to} = $\

oύ ξ* peut etre choisie arbitrairement, en sorte que dξ* = O et \ ζi = 0, c'est-

a-dire que ξ* soit admissible sur dV. De meme, d'apres (2.1), (2.10) et (2.11)
on a:

y£d.±OJ U> \Λ> L P J — v/, l\Λ> ί P ) — \J C l 1 yJu L f-7 J — \J ,

done, par le theoreme 6 dans [IT], on a une forme βiJ'(= — βji) telle que

oύ vij peut etre choisie arbitrairement, en sorte que dψ = 0 et ψ = 0,

e'est-a-dire que ψ soit admissible sur dV.
En tenant compte du fait:

d(χVaK) = dx[J A a^ + xΓJ A daj^,

d'apres (2.12) et (2.13) nous avons:

(2.14) dxV A a^ = vij + df\

en posant:

(2.15) v'' = * ^ - p " ,

(2.16) f^x^-βij;

et alors on voit que
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(2.17) wij = 0 et triJ = ζis,

oύ ζtJ = xΓJξJJ — vij, ίz et fjij etant les valeurs limites admissibles arbitraire-
ment choisies, Particulierement nous pourrons choisir f' = 0 et ζiJ = 0.

On peut done enoncer:

LEMME 2.—Pour que r soit un champ de tensions de degre n— 1, dont les
composantes cartesiennes xι satisfont a la condition (2.11), il faut et il suffiit
que

τ{ = σι + da\

oύ a{ sont des formes quelconques de degre n — 2 aux valeurs limites tangentielles
admissibles ιaι = ξ\ de plus, telles que

oύ Tij sont des formes quelconques de degre n — 2 aux valeurs limites tϊij = ζij, ζij

etant choisies en sorte que x^ξ^ — ζ0' soitent les valeurs limites tangentielles
admissibles sur dV.

Ensuite, nous allons considerer la relation :

(2.18) dx[J A aj^ = φij\ (φij = - φji\

oύ aj sont des formes diίferentielles de degre n — 2, et φlj sont celles de degre
72 — 1. Pour aj et φij on a ses expressions:

(2.19) ^ =

(2.20) ΦiJ = <Φis

kdxk)9

oύ aj

kl est antisymetriques en fe et /, φij

k est antisymetriques en ί et ]. Par
un calcul facile utilisant les formules (2.3), (2.4) et (2.5), nous voyons que la
relation (2.18) est equivalente a:

(2.21) aPj^ = φίjk.

De plus, nous pourrons verifier que cette relation equivaut a:

(2.22) aίjk = φijk + φkij + φkji.

Nous pouvons done enoncer:
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LEMME 3.—aj et φij etant donne respectivement par (2.19) et (2.20), pour
que dχLiΛctJ3 = φij\ ίl faut et il suffit que

3. Expressions tensorielles des champs de tensions. — Nous allons
donner les expressions tensorielles en cordonnees locales generales, pour les
resultats obtenus dans le paragraphe 2. Soient σ, P, a, ϊ, ..., etc. les champs
definis et de classe C°° sur V, dont les composantes cartesiennes sont respec-
tivement (J\ P*\ a\ ΐίj\ , etc. qui sont les formes considerees dans le para-
graphe 2. Par les memes notations: σ\ Pij, a\ ϊij

y , etc., on designera les
composantes locales en coordonnees locales generales. Alors les equations
tensorielles obtenues dans le paragraphe 2 sont realisees aussi dans les
systemes de coordonnees locales generales. Ses expressions locales sont
respectivement donnees par:

(3.1)

(3.2)

(3.3) vij = *(vij

kdχk\

(3.4) rij =

les expressions locales de a1 et φij ont ete deja donnees par (2.19) et (2.20)
respectivement.

De (2.19) on a:

(3.5) da! = * ( - V; au'kdxk);

en tenant compte de (2.2), (3.1) et (3.5), la relation (2.12) s'exprime sous la
forme suivante:

(3.6) r ^ ^

De meme, en correspondant a (2.15), d'apres (3.1), (3.2) et (3.3) on a:

(3.7) v Λ = »Γ^V-P ίy*,

oύ v* designera le vecteur, dont les composantes dans le systeme de coordon-
nees cartesiennes assigne sont x\ De plus, la relation: φίj = vij + dϊίj peut
s'ecrire sous la forme suivante:

(3.8) ΦiJk = »iJ'k
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Car, dans ce cas, par le lemme 1 nous avons naturellement:

(3.9) r ™ = 0,

il resulte de (3.6) que

(3.10) ( 7 )*

D'apres (2.22) on voit que

(3.11)

posant (3.11) dans (3.10), on obtient

(3.12) τiJ = σ(iJ) + 2VkΦkω).

Par un calcul facile, de (3.7), (3.8) et (3.12) il vient:

(3.13) τij = nσ{ij) + vkvkσ
(ij) ~ v(iVk(?lkU) - 2vkP

k(ij) + 2vkYiTk(ij)l;

ou, dans une autre forme,

(3.130 τiJ = nσω) + vkγkσ
{ii) - z/zV% - 2vυPj) + 2v*Vιϊk{ij)\

oύ σ = σk

k et p{ = pki

k.

Si on pose:

(3.14) ωij = 2γkVιϊKij)\

il est evident que

c'est-a-dire que le champ, dont les composantes locales sont donnees par

ωι = *(ω^dτ*),

est un champ de tensions sur V. Nous poserons:

(3.15) %kijl = rkijl + rjlk\

alors on voit que

(3.16)
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oύ xkijι — — xikjl — — xkilj — xjιki. Les fonctions xkijl sont ce qu'on appelle fonc-

tions de tensions (voir C. Truesdell [ΊΓ], p. 6).

De plus, si on pose:

on a la formule suivante:

(3.18) ωij--

oύ &vr..rw_2sr>-sn_2 est antisymetrique en les r, , et aussi en les s, , et Wrv»rn_2Sl..'sn_2
=w*i" sn-2ri~rn-2> ( v o ^ r ^H, P 1915 P^>ur l e s fonctions de tensions dans £w).

Ensuite, nous poserons

(3.19) πij = ?ισ(ij) + vkvk<?(ij) - v(ivj)σ - 2v(iPj\

oύ 6 = σ^ et P1' = p*^,

d'apres la construction precedente de solution, nous pourons conclure qu'il
existe un champ de tensions π, dont les composantes locales sont donnees par

(3.19), satisfaisant a la condition limite tπ = Θ, et telle que \ τti = a{ et \ x^π^

= bij dans le systeme de coordonnes cartesiennes assigne. De plus, un calcul
facile permet d'etablir:

(3.20) nVι Vι πιj + 2v* VJ'πι

 t = 0 ,

i.e., nΔπ1 — 2*d(yιit1

1) = 0

par consequent,

(3.21) ίΔ7Γf = δdδπ* = 0, (*ΔτrO/ = 0.

Ainsi nous obtenons le resultat suivant:

THEOREME 1. — Soient Cκ (/c = l, 2, , RX(V)) les (n — l)-cycles relatifs in-
dependants donnes d'avance de V (mod dV\ et ai, b{J= —bjj (i, ; = 1, 2, , n\ κ~
1, 2, •., Rι(V)) les nombres reels arbitrairement assignees. Alors il existe un
champ de tensions π tel que tπ — d^ etant Θ admissible et assigne sur dV, et tel le
suivant:
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f — at et

dans le systeme de coordonnees cartesinnes. Tout champ de tensions r satisfai-
sant aux conditions enoncees s'exprime sous la forme: τ = π-\-ω, oύ ω est quelque
champ de tensions, dont les composantes locales ωιj sont donnees par:

ωi> = v* V/r*(ί7)/, rkίjl = - rikjl = - rkih\

tel que tϊki — Q dans le systeme de coordonees cartesiennes, oύ rkt =

*C-pγ-rki

jldχί'Λdxι\ Le champ de tensions π satisfait aux conditions:

Dans le theoreme 1, si 0 = 0, ai = 0 et biJ = 0, alors le champ partίculier
de tensions π estrnul, par consequent on a x — ω. Inversement, si ω est un
champ de tensions, dont les composantes locales ωιj sont donnees par:

a" = v* V/r*(l7)/, rkijΊ = - rkίlj = - rikj\

tel que

trki = o, oύ rki =

par la consideration dans le paragraphe 2, on voit que, pour le champ ω,

tω = 0, [ ω{ = 0 e t f xΓiωJ^ = 0.

4. Champs de tensions aux autres conditions limites. — Soient
Cκ(fc = 1, 2,..., Λn_i(Γ)) Rn-i(V) (n—l)-cycles absolus independants assignes
d'avance de V, ai, bij——b\e

i les nombres reels arbitrairement donnes et θ la
valeur limite tangentielle admissible sur dV, satisfaisant les conditions:

\ θ^ai et \ xLiθi^ = biJ pour chaque (n — l)-cycle Aκ dans ^Fhomologues a Cκ,
Uκ }AK

dans le systeme de coordonnees assigne. Nous nons proposons de trouver des
champs de tensions r aux conditions limites:

(4.1) tv = θ, \ rl = a[
J cκ

et
cκ

dans le systeme de coordonnees cartesiennes.



218 Takayuki NONO

Par le theoreme 4 dans [2], nous avons les champs harmoniques a{ et Pij

determinees, d'une maniere unique, respectivement par les conditions:

(4.2) i*<r'" = 0, \ σι = aU

et

(4.3) ί*Pl7 = 0,

dans le systeme precedent de coordonnees cartesiennes.

Alors τι — (jι et xLtτj^ — Pij sont, respectivement, les formes fermees satis-
f aisant aux:

(4.4) \ (τi-σi) = 0, et \ (x^tjl - Pij) = 0;
J cκ JCK

d'oύ, par le theoreme 4 dans [1], on voit que

(4.5) τ1 = ΰ{ + da\

(4.6) χiiτH = Pii + dβiJ.

De la meme maniere dans les paragraphes 2 et 3, nous obtiendrons les
resultats analogues a ceux-la. De (4.5) et (4.6) on peut construire le champ
de tensions π:

(4.7) πij = 7iσ(iJ) + vk v* σ{ii) - v{ivj)β - 2v(iPj\

oύ a=σk

k et pj = ρkj

k.

Et il est evident que

(4.8) [ π^ai et
}ccκ

Soit ω — τ—π, alors, d'apres (4.1) et (4.8) on sait que ω est le champ de tensions
satisfaisant a la condition:

(4.9) tω = θ-m, \ ω{ = 0 et \ x^ω^^O.

Car dφ1 — ̂  et \ 0ί = O, oύ φi — di—tπi\ pour chaque indice f, en appliquant le
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theoreme 4 dans [V] a la forme φι sur le bord dV, nous avons une forme ζ*

telle que φi = dξi. Soit ψ un prolongement regulier (de classe C°°) de ζ* sur V,

alors on a:

d(ωi-dξi) = 0, t(ωi-dξi) = 0 et \ (ωi-dξi) = 0.

D'oύ, par le theoreme 6 dans [JL], nous avons une forme α* telle que

ωi-dξi = dai

9 ta{ = 0;

autrement dit, une forme a{ telle que

(4.10) ω* = Λ21", to! = ίί-.

De meme, nous avons une forme /9ί; telle que

(4.11) χVφK = d&i}, tBij = ψ,

oύ yiJ etant une forme quelconque satisfaisant a la condition: #Γj0y] = dviJ'.

De (4.10), et (4.11), il resulte que

(4.12) χi

on peut verifier que la condition (4.12) est admissible pour les valeurs limites

tωi^ψi. Ainsi nous voyons que les composantes ωij de ω s'expriment sous la

forme:

(4.13) ωij = 2VkVιfk{ii)l oύ tftj = x^ξ^ - ψ.

Done nous pouvons enoncer:

THEOREME 2.—II existe toujours un champ de tensions π aux conditions:

\ π{ = ai et [ x^iπ^ = bij.

Tout champ de tensions r aux conditions limites (4.1) s'exprime sous la forme

suίvante:

r = π + α),

oύ ωij = 2vk V/ Tk(ij)l, tω = θ-m\
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le champ de tensions ω est caracterise par les conditions:

icκ }cκ

De plus, on a:

II me semble que ce theoreme est une generalisation des resultats ob-
tenus par M. E. Gurtin [3]. En suivant son idee dans [3], nous pourons
directement construire un exemple pour le theoreme 2. Soient Bt(c = Q, 1, 2, ,
m) les balles dans Γespace euclidien En de dimension n, dont les centres sont
Pt(χϊ\ telles que BtCB0 et Btr\Bκ = φ(cφfc) pour c, ic = 1, 2, ..? m. Ici, V

m m

designera le sous-domaine BQ—XJB^ ators dV=VJSt, ou Sι = dBί. On sait

que, dans ce cas, Su , Sm sont (n—l)-cycles absolus independants et
m. Nous construirons les fonctions suivantes:

(A ΛΛ\ riJ J V rik(rj — rΛ (τk — rk}

n n

oύ z;w designe le volume de la balle de rayon 1 dans En\ τ\ = j>] (Λ;* — Λ O 2 , et

cij = δiy — Λ;clβiD; α̂  et δί*(= — feί1') etant les nombres reels assignee d'avance.
Nous poserons:

(4.15) rί7 = J ] r Λ

par un calcul facile nous pourons verifier:

(4.16) V/f/y = 0, vij = vj\

et de plus,

(4.17) S 5

r l = α i ' J s « ^ r y J = 6iy, (yc = l, 2,...,TO).
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