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Sur les Champs de Tensions

Takayuki NonNo
(Regu le 21 septembre 1964)

Nous nous proposons, dans ce travail, d’étudier les problémes aux limites
pour les champs de tensions sur les sous-domaines finis de I’espace euclidien,
dont les bords sont constitués par un nombre fini de composants. Quelques
résultats sont obtenus en utilisant ceux qui ont été établis pour les champs
harmoniques sur les variétés finies riemanniennes par G. F. Duff et D. C.
Spencer [2]. Ils mettent en évidence quelque relation entre les champs de
tensions et les propriétés homologiques de la variété finie. Cette étude se-
rattache a celles de Y. Yamamoto [107], G. Rieder [8] et M. E. Gurtin [3].

1. Définitions et notations.—Soit E” 1’espace euclidien de dimension
n pourvu du systéme de coordonnées cartésiennes assigné x'; dans tout ce qui
suit, V désignera une sous-variété finie de E”, c’est-a-dire un sous-domaine
compact qui est une variété a bord régulier'™, réguliérement plongée dans
E". Autrement dit, c’est une variété riemannienne a bord régulier, connexe,
compacte, de dimension n et différentiable de classe C~, dont le bord oV est
une variété sans bord de dimension n—1 et de classe C=, qui est réguliérement
plongée dans E” et qui est constituée par un nombre fini de composants. La
métrique de V sera induite par celle de E” et le bord 0V est lui-méme une
variété riemannienne de classe C” pour la métrique induite par celle de V.
Pour la variété V, on pourra utiliser les résultats relatifs & I’homologie des
variétés différéntiables ([6], [7]).

¢ étant une forme différentielle de classe C* définie dans un voisinage de
oV, nous désignerons par zp (composante tangentielle) la forme induite par ¢
sur 0V ((4]). En outre, ¢ étant une forme différentielle de degré p et de
classe C” définie sur 9V, on dit, originellement doué de A. W. Tucker, que
¢ est admissible comme une composante tangentielle des formes fermées sur
V, si elle est fermée sur 9V et a des périodes nulles pour tous les p-cycles
dans 0V qui bordent dans ¥ ([27).

R,(V) désignant le nombre de Betti de degré p de la variété 7, et
R,(V, 8V) le nombre de Betti de degré p de ¥ (mod 9¥), on sait, d’aprés le
théoréme de dualité par S. Lefschetz, que R,(V, 0V)=R,_,(V).

Pour les définitions et les notations relatives aux formes différentielles,
nous adoptons toujours celles de G. de Rham [7]. Pour la théorie des formes

(1) Pour une définition plus précise du bord régulier, voir, par exemple, J. Lelong-Ferrand
[4]. Plus généralement, pour la topologie des variétés différentiables, voir J. R. Munkres [6].
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différentielles sur les variétés riemanniennes & bord, on pourra consulter [17,

[2] et [4].

2. Champs de tensions.—Nous appellerons champ de tension de degré
p(0<p<|m) sur ¥V un champ de vecteurs r, défini et de classe C* sur 7, dont
les composantes cartésiennes ' sont des formes différentielles de degré p
satisfaisant a la condition:

(2.1) dii=0, d@lco)=0, G,j=1,2,.,n).

Soit 6 un champ de vecteurs, défini et de classe C* sur le bord a7, dont les
composantes cartésiennes ¢’ sont des formes différentielle de degré p, nous
dirons que le champ 0 est admaissible, si, pour ses composantes 6, les 6' et
xt673 (i, j=1, 2,..., n) sont tous admissibles pour des composantes tangentielles
des formes fermées sur V. Il est évident que la composant tangentielle ¢
d’un champ de tensions r est admissible sur 7. Soit r un champ de tensions
de degré p sur V. Alors, les composantes t’ de ¢ ont les expressions suivantes:

(2.2) = *(% kg AN dxkq>,

ol Z"‘kl‘..kq est antisymétrique en les k;, x« désignera la forme adjointe a la
forme o et g=n—p. Par un calcul tensoriel facile utilisant les formules:

(2.3) wk = (— 1), sila forme a est de degré p;
2.4) w(dx AN A dat?) = %ekv-'kv,-l...jquh/\ A da,
(2.5) 0a=(— 1" xdxa, si a est de degré p,

nous aurons les expressions suivantes:

(2.6) dri = x ((— 1)e-! (—q_in—!v,-rffkl...kq_l A A\ A dxkq—!>,

@.n o= *<(— 1)1 %vgkffkl...kqjdxk Ada* A A dxk9>,
(2.8) d(xlir ) = *<(— 1)4”1—(q—_llj!—r["ijkl...kq_ldxk! Ao A dxk'l—1>,
pourvu que dc’=0.

D’ol on peut énoncer:
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Lemme 1.—(i) def=0, si et seulement si v;t"; .4, , =0, (i) 6c'=0, si
et seulement si Vst's,..x=0, (iii) dr'=0 et d(x"t'1) =0, si et seulement si
ij”kl...kq_l =0 et Z'Eijjkl...kq_l =0.

Done, si ¢=2, ie,si 0<p<n—2, alorson a:

LRk kg s GBI by = ()

d’ol1 on peut voir que

ciikkkg s — (),

c’est-a-dire que les champs de tensions de degré p (0<p<<n—2) sont tous
nuls. Et pour p=n, tous les formes ¢’ satisfont & la condition (2.1). Donc,
désormais nous supposerons p=n—1; c’est une généralisation du champ de
tensions ordinairement considéré dans la théorie d’élasticité.

Maintenant, pour étudier les champs de tensions de degré n—1 ayant les
valeurs limites données sur 9V, nous allons utiliser le théoréme 3 dans [2] et
le théoréme 6 dans [17], et, ultérieurement, le théoreme 4 dans [2] et le
théoréme 4 dans [17].

Nous supposerons que le champ 6 est admissible sur 0V, c’est-a-dire que
pour ses composantes ' dans le systéme de coordonnées cartésiennes assigné
x', les 0" et 270’ sont tous admissibles. En appliquant le théoréme 3 dans
[2] & chaque composante ¢, nous voyons que, sur la variété V il existe
toujours un champ harmonique, c’est-a-dire une solution de do’ = do' =0,
détérminée d’une maniére unique, par la donnée de sa valeur limite tangen-
tielle admissible ¢’ sur 9V et de ses périodes arbitrairement assignées rela-
tivement aux R,(¥V) (n—1)-cycles relatifs donnés d’avance de ¥ (mod 97), dont
aucune combinaison linéaire n’est homologue & zero. Par la méme manieére,
nous avons les champs harmoniques 0"/(= —0’") sur ¥ pour la valeur limite
tangentielle admissible 25677 (i, j=1, 2,..., n).

Pour un énoncé plus précis, soient C,(k=1, 2,..., Ri(V)) les (n—1)-cycles
rélatifs indépendants donnés d’avance de ¥ (mod 0V), et ai, bi'=—bi’ (i, j=
1,2,..,n; k=1, 2,..., Ry(¥)) les nombres réels arbitrairement assignés. Alors
on a:

2.9) doi=00"=0, w'=6 et Sc o' = al;
et puis

(2.10) do' =007 =0, 07 =x0"1 et Sc 0" = b/

/3
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Sopposons que ¢ est un champ de tensions de degré n—1, dont les composantes
7' dans le systéme de coordonnées cartésiennes satisfont a la condition:

(2.11) =0, S ti=al et S xlic/) =i,
C, Cx
En tenant compte de (2.1), (2.9) et (2.11) on a:
dct—0)=0, t(r'—0)=0 et Sc (' —0d")=0;

d’ol, en utilisant le théoréme 6 dans [17], on a une forme ' de degré n—2
telle que

(2.12) =0 +dd, wi=¢,

ou & peut étre choisie arbitrairement, en sorte que dé'=0 et SBC £=0, c’est-

a-dire que & soit admissible sur 7. De meme, d’aprés (2.1), (2.10) et (2.11)
on a:

(218)  d@lr—07) =0, (xc—07)=0 et Sc (Ui — piFy = 0

K

done, par le théoréme 6 dans [17, on a une forme B”(= — p7) telle que
alicl =o' 4 dpt, 18 =7,

ou 7"/ peut étre choisie arbitrairement, en sorte que 47/ =0 et Sa 77 =0,

K

c’est-a-dire que 7"/ soit admissible sur oV.
En tenant compte du fait:

d(x"al) =dx" N\ &V 4 &5 A dad,

d’aprés (2.12) et (2.13) nous avons:

2.14) dati A af) = v + dr¥,
en posant:

(2.15) Vi = xligil — o'
(2.16) 79 = Uil — g,

et alors on voit que
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2.17) wi=0 et m=¢4

ou =gl & et 7" é&tant les valeurs limites admissibles arbitraire-
ment choisies. Particuliérement nous pourrons choisir &=0 et ¢7=0.

On peut done énoncer:

LemMme 2.— Pour que t soit un champ de tensions de degré n—1, dont les
composantes cartésiennes v’ satisfont a la condition (2.11), il faut et il suffiit
que

o' =0 +dd',

ou o' sont des formes quelconques de degré n—2 aux valeurs limites tangentielles
admissibles 1o =¢&', de plus, telles que

dx"" N ol =y dr,
o 7'/ sont des formes quelconques de degré n—2 aux valeurs limaites iy’ =¢", £

étant choisies en sorte que x-'&7—¢'7 soitent les valeurs limites tangentielles
admissibles sur OV.

Ensuite, nous allons considérer la relation:
(2.18) dx“ N al=¢7, (37 = —¢'),

ol o’ sont des formes différentielles de degré n—2, et ¢'/ sont celles de degré
n—1. Pour o’ et ¢/ on a ses expressions:

(2.19) o = *(%afk,dxk A dxl>,

(2.20) ¢ = 5 (p*, da*),

ol «’,, est antisymétriques en k et [, ¢'/, est antisymétriques en i et j. Par
un caleul facile utilisant les formules (2.3), (2.4) et (2.5), nous voyons que la
relation (2.18) est équivalente a:

(2.21) afith = gtk

De plus, nous pourrons vérifier que cette relation équivaut a:

(222) aijk — ¢ijk _+_ ¢k1’j + ¢kji.

Nous pouvons donc énoncer:
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LemMe 3.—a’ et ¢/ étant dommé respectivement par (2.19) et (2.20), pour
que dx" Na/I=¢" il faut et il suffit que

aijk — ¢iik ‘I’ ¢kij + ¢kji'

3. Expressions tensorielles des champs de tensions.— Nous allons
donner les expressions tensorielles en cordonnées locales générales, pour les
résultats obtenus dans le paragraphe 2. Soient 0, 0, a, 7, --., ete. les champs
définis et de classe C* sur V, dont les composantes cartésiennes sont respec-
tivement ¢?, 0"/, o', "/, ..., ete. qui sont les formes considérées dans le para-
graphe 2. Par les mémes notations: ¢?, 07/, o', 77,..., ete., on désignera les
composantes locales en coordonnées locales générales. Alors les équations
tensorielles obtenues dans le paragraphe 2 sont réalisées aussi dans les
systémes de coordonnées locales générales. Ses expressions locales sont
respectivement données par:

3.1 o' =x(07,dx"),

(3.2) 07 = (0%, dx),

(8.3) Vi = x(vi/, dxb),

(34) Tij: *(%"!‘Tijkldxk/\ dxl);

les expressions locales de o et ¢/ ont été déja données par (2.19) et (2.20)
respectivement.
De (2.19) on a:

(3.5) da’ = *(— v;at,dx");

en tenant compte de (2.2), (3.1) et (3.5), la relation (2.12) s’exprime sous la
forme suivante:

(3.6) tl,=0" —Vv,a’,

De méme, en correspondant a (2.15), d’apres (3.1), (3.2) et (3.3) on a:

3.7 yil, =optgi, )l — 017,

ou v désignera le vecteur, dont les composantes dans le systéme de coordon-

nées cartésiennes assigné sont »’. De plus, la relation: ¢/ ="/ +dr"/ peut
s’écrire sous la forme suivante:

(3.8) ¢, = v, — Wi,
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Car, dans ce cas, par le lemme 1 nous avons naturellement:
3.9 =0,
il résulte de (3.6) que
(3.10) =g+ yatk,
D’aprés (2.22) on voit que
(8.11) Vet = 2v,¢*00;
posant (3.11) dans (3.10), on obtient
(3.12) i = gD + 2y, gk,
Par un calcul facile, de (3.7), (3.8) et (3.12) il vient:
(8.13) o =g + v* v 0 — Uy, 0 *D — 2v, 04D + 2v, v, 7O
ou, dans une autre forme,
(313/) il = pgtih + oF Vko-(if) _ v(iVj)G _ 2V(ipj) + 2v, \f Tk(if)l’
ou g=0%, et o =0k,
Si on pose:
(3.14) '’ = 2y, v, rHNL

il est évident que

- o
Vol =0, oil=0,

c’est-a-dire que le champ, dont les composantes locales sont données par

o' = % (o', dx*),
est un champ de tensions sur ¥. Nous poserons:
(315) xkijl — Tkijl + leki’
alors on voit que

(316) a)ij =VrVs %kiﬂ,

215
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ol x#i = — il = _ ykili — yilk  T,eg fonctions x*/' sont ce qu’on appelle fonc-
tions de tensions (voir C. Truesdell [9], p. 6).
De plus, si on pose:

1 \2 .
kijl
(317) Wy ety g SpSp_y — (‘2‘|> eki,l...rn_Zeﬂsl...snfzx i N
on a la formule suivante:
. 1 2. y
(3.18) ' = (f(;—_ 25,—) e AT

OU Wy ,..r,, ,s,5,_, €St antisymétrique en les r;, et aussi en les s;, et w, .., s, ,
=W s, _yriery_p (VOIr [5], p. 191, pour les fonctions de tensions dans E”).

Ensuite, nous poserons
(3.19) 7 = oD 4 ¥y, 0D — iy g — 2vY0),
Ofl 0= Gkk et pi = pkik,

d’aprés la construction précédente de solution, nous pourons conclure qu’il
existe un champ de tensions 7, dont les composantes locales sont données par
(8.19), satisfaisant a la condition limite w =6, et telle que S n'=al et S xLins]

K K

=bi’ dans le systéme de coordonnés cartésiennes assigné. De plus, un calcul
facile permet d’établir:

(3.20) av'vin' +2vivint, =0,
ie., nAn' — 2+d (V') =0;
par conséquent,
(3.21) 0An' = 0don’ =0, (xAr'), = 0.
Ainsi nous obtenons le résultat suivant:

TutoreME 1.—Soient C, (k=1,2,..., Ri(V)) les (n—1)-cycles rélatifs in-
dépendants donnés d’avance de V (mod 0V'), et i, b= —bi' (i, j=1, 2, .-, n; k=
1,2,..., Ri(V)) les nombres réels arbitrairement assignées. Alors il existe un
champ de tensions w tel que tm =0, étant 0 admissible et assigné sur oV, et tel le
sutvant:
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g ni=al et g Uil = b/,
CIC CK

dans le systéme de coordonnées cartésinnes. Tout champ de tensions v satisfai-
sant aux conditions énoncées s’exprime sous la forme: t=r+w, ot w est quelque
champ de tensions, dont les composantes locales v’/ sont données par:

wij — Vkvlrk(ij)l, rki]'l [ Tik]'l —— rkilj’
tel que 7" =0 dans le systéme de coordonées cartésienmes, ou 7% =
*(%r’”' s1de’ A dxl>. Le champ de tensions © satisfait aux conditions:
nAn' — 2xd(vin',)=0.

Dans le théoréme 1, si 6=0, ¢i=0 et bi’=0, alors le champ particulier
de tensions = est nul, par conséquent on a r=w. Inversement, si v est un
champ de tensions, dont les composantes locales v’/ sont données par:

0 = v VTR kil kil = yikil

tel que
ki N ki 1 ki Vi !
=0, ou r =*<'§T7’ j1d%’ Ndx' ),
par la considération dans le paragraphe 2, on voit que, pour le champ o,

tw =0, S w'=0 et S x 'l =0.
CIC C)C

4. Champs de tensions aux autres conditions limites. — Soient
C(t=1,2,.., R, 1(V)) R, (V) (n—1)-cycles absolus indépendants assignés
d’avance de V, ai, bi’=—bi' les nombres réels arbitrairement donnés et 6 la
valeur limite tangentielle admissible sur oV, satisfaisant les conditions:
SA 0'=al et SA 20’1 =pi’ pour chaque (n—1)-cycle 4, dans 8V homologues a C,,

dans le systéme de coordonnées assigné. Nous nons proposons de trouver des
champs de tensions r aux conditions limites:

(4.1) tr=0, K v'=al et S aliel = b,
C C

vlp K

dans le systéme de coordonnées cartésiennes.
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Par le théoréme 4 dans [27], nous avons les champs harmoniques ¢* et o'/
détérminées, d’'une maniére unique, respectivement par les conditions:

(4.2) txo' =0, SC o' =al,
et
4.3) wot' =0, | o7 =,

dans le systeme précédent de coordonnées cartésiennes.

Alors ' —¢' et xl't/1— '/ sont, respectivement, les formes fermées satis-
faisant aux:

(4.4) XC (' —0)=0, et Xc (2t — 07)=0;

d’ol, par le théoréme 4 dans [17], on voit que

(4.5) =0 +dd,

(4.6) xlit/) = 0% + dp.

De la méme maniére dans les paragraphes 2 et 3, nous obtiendrons les
résultats analogues a ceux-la. De (4.5) et (4.6) on peut construire le champ

de tensions 7:

%)) 7' = ng 4 vt 7, 00D — oiyg — 29907,

ou o=c*, et 0'=0%,
Et il est évident que
4 [ wmat et [ oo
CIC C/t

Soit w=7r—m, alors, d’aprés (4.1) et (4.8) on sait que w est le champ de tensions
satisfaisant a la condition:

4.9 tw=0—1m, SC o'=0 et SC 2l =0.

Car d¢'=0 et SA ¢'=0, ou ¢'=6'—i'; pour chaque indice i, en appliquant le

©
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théoréme 4 dans [17] & la forme ¢’ sur le bord 0¥, nous avons une forme &°

telle que ¢'=d&’. Soit & un prolongement régulier (de classe C*) de &' sur V,
alors on a:

A —dE) =0, (o' —dg)=0 et | (o —aE)=0.

D’odl, par le théoréme 6 dans [17], nous avons une forme «' telle que
o' —dE =da’, ' =0;
autrement dit, une forme &’ telle que
(4.10) o' =da’, ' =¢.
De méme, nous avons une forme % telle que
(4.11) xVwl =dpY, Y =7",
ol 7/ étant une forme quelconque satisfaisant & la condition: x“¢/) = d7/.
De (4.10), et (4.11), il résulte que
(4.12) x"da’) = dp;

on peut vérifier que la condition (4.12) est admissible pour les valeurs limites
w'=¢*. Ainsi nous voyons que les composantes v’/ de w s’expriment sous la

forme:
(4.13) 07 =2y, v, 7D on 7Y = xligl] — gt

Donc nous pouvons énoncer:
TuEOREME 2.—I1 existe toujours un champ de tensions w aux conditions:
S T =al et S xlin/) = b/,
CK CIC

Tout champ de tensions t aux conditions limites (4.1) s'exprime sous la forme
sutvante:

T=T+ w,

on 0’ =2v,v, 7" =0 —ir;
b b
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le champ de temnsions o est caractérisé par les conditions:

S a)izg xFw’)=0.
CK CIC

De plus, on a:

nAnt — 2xd(Vint,) =0

I1 me semble que ce théoréme est une généralisation des résultats ob-
tenus par M. E. Gurtin [3]. En suivant son idée dans [ 3], nous pourons
directement construire un exemple pour le théoréme 2. Soient B,(¢=0, 1, 2,...,
m) les balles dans espace euclidien E” de dimension », dont les centres sont
P, (x1), telles que B,CBy, et B,N\B,=¢(¢Fk) pour ¢, k=1, 2,. Iei, V

désignera le sous-domaine B,— UB‘, alors oV = USL, ou S,=0B,. On sait
=0

que, dans ce cas, Sy, .., S,, sont (n— 1)-cycles absolus indépendants et R,, I(V)—
m. Nous construlrons les fonctions suivantes:

(4.14) = e Bt — ) - )

+ 23l (@ —a) (¢ =) = Slak (@ — o) (¢ — D) (o - xi)} ;

ou v, désigne le volume de la balle de rayon 1 dans E”; r2= i‘, (' —xi)?, et
i=1

¢l =bil — aligid; at et bifF(= — b*) étant les nombres réels assignés d’avance.
Nous poserons:

(4.15) i =>¢1,
par un calcul facile nous pourons vérifier:
(4.16) vt =0, ="

et de plus,

(4.17) Ss ' =al, S xttl=bl, (£=1,2, .., m).
K S’C
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