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§0. Introduction et préliminaires

Dans toute la suite X désignera un groupe abélien localement compact et
dénombrable a 'infini; & sera sa mesure de Haar.

On notera

L,,. 'espace vectoriel topologique usual des fonctions localement sommables
dans X a valeurs réelles;

L,(p=1) Pespace de Banach usuel des fonctions réelles et mesurables f

dans X avec Slflf’dé< +00;

M Pespace vectoriel topologique usuel des fonctions mesurables et bornées
dans X a valeurs réelles et a support compact;

Cy ’espace vectoriel topologique usuel des fonctions finies et continues dans
X a support compact.

L},.. -, Ck sont respectivement leur sous-ensembles des fonctions non-
négatives.

Dans la théorie du potentiel, un noyau de convolution N sur X peut étre
considéré comme une mesure (de Radon) positive dans X, et pour une mesure
réelle p dans X, le N-potentiel de p peut étre considéré comme la convolution
Nxu dés quelle est définie au sens des mesures.

Le noyau de convolution symétrisant avec N par rapport a l'origine s’écrit

N et s’appelle le noyau adjointde N. Si N=N, alors N est dit symétrique. On
dit que N est borné (resp. s’annule a I'infini) si, quelle que soit f de C, la fonction
Nxf est bornée sur X (resp. N#f(x) tend vers 0 avec x— o0).

Soient N un noyau de convolution sur X et u une mesure réelle dans X.
Si N*u a un sens et s’il est absolument continu par rapport a &, sa densité s’écrit
Npu. Pour une fonction f de L., on écrit Nf au lieu de N(f€) lorsqu’il a un
sens. Il est évident que, pour toute f de My, Nf est définie et localement bornée
sur X.

Soient N, et N, deux noyaux de convolution sur X. On dit que N, satis-
fait au principe de domination relatif a N, (resp. au principe complet du maxi-
mum relatif a N,) si, quelles que soient f et g de M}, N,f<N,g (resp. N,f
< N,g +1) presque partout pour ¢ (noté désormais &—p.p.) sur X dés que la méme
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inégalité a lieu {-p.p. sur K,={xe X; f(x)#0}. Dans ce cas, on écrit N;<N,
(resp. N;<N,). Si N<N (resp. NXN), alors on dit que N satisfait au principe
de domination (resp. au principe complet du maximum).

Dans I’article précédent [3], nous avons montré I’énoncé suivant;

Soient N;#+0 et N, deux noyaux de convolution sur X. Si N,<N, et
N, est borné et satisfait au principe de domination, alors N, satisfait au principe
du balayage relatif a N,; c’est-a-dire, pour une mesure positive 4 dans X a
support compact et pour un ouvert relativement compact w de X, il existe une
mesure positive u’ dans X portée par @ telle que ’on ait:

(@) N;*u'=<N,*u au sens des mesures dans X.

(b) N *u'=N,*u au sens des mesures dans .

(c) Quelle que soit v une mesure positive dans X portée par @, N *u'
<N,*v dans X dés que N,*u< N *v (au sens des mesures) dans w.

Dans ce cas, N #u' est uniquement déterminé et s’appelle le N;-potentiel
balayé de N,xu sur o relativement 3 (N, N,). On dit que u’ est une mesure
balayée de p sur o relativement a (N, N,). Si un noyau de convolution N
sur X satisfait au principe du balayage relatif a lui-méme, alors on dit simplement
que N satisfait au principe du balayage et que la mesure positive u’ obtenue ci-
dessus pour N=N,=N, est une mesure balayée de u sur w relativement au
noyau N.

On remarque que N est borné et satisfait au principe de domination si et
seulement si N satisfait au principe complet du maximum (cf. [5]). Donc, pour
discuter le principe relatif du balayage, la condition que N, est borné n’est pas
naturelle.

Dans cette note on montrera d’abord le présent énoncé sans la condition
que N, est borné et on discutera son inverse. En I’appliquant, on obtiendra
I’équivalence suivante:

Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant au principe de domination.
Alors les quatre énoncés suivants sont équivalents:

(1) N satisfait au principe complet du maximum.

(2) Ilexiste un noyau de convolution symétrique N’'#0 sur X tel que N<N'.

(3) 11 existe un noyau de convolution N’ sur X et une fonction f de L},
tels que N<N’, N'fe L}, et ess.inf N'f(x)>0.

(4) 1l existe un noyau dexecxonvolution N’'#0 sur X et une fonction f#0
de L}, tels que N'f ait un sens et ess. sup N'f(x) < + 0.

Nous connaissons bien que, pou; ;);1 noyau de convolution N sur X, le principe
de domination pour N n’implique pas toujours I’existence de la résolvante as-
sociée au noyau N. Le troisitme but de cette note est de fournir une condition
au moyen du principe relatif de domination pour qu’il existe la résolvante as-
sociée au noyau N.
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Soit N’ un noyau de convolution. Le paragraphe 4 sera consacré a I'étude
de la totalité des noyaux de convolution de Hunt N vérifiant N<N’. Comme son
application on discutera des caractérisations d’'un noyau de convolution de Hunt.

Finalement on généralisera le théoréme principal dans [3]. Cela apportera
une notion de la division entre deux noyaux de convolution.

§1. Le principe relatif de domination et le principe relatif du balayage

L’équivalence suivante est connue pour un noyau d’un cadre plus large
(cf. le théoréeme 1 et le lemme 4 dans [4]).

ProposITION 1.1. Soit N un noyau de convolution sur X. Alors les trois
énoncés suivants sont équivalents:

(1) N satisfait au principe de domination.

(2) N satisfait au principe de domination.

(3) Quel que soit ¢ une constante>0, N +ce satisfait au principe de do-
mination.

On note ¢ la mesure de Dirac a I'origine. On connait aussi la proposition
suivante (cf. le théoréme 1 dans [5]).

ProOPOSITION 1.2. Soit N un noyau de convolution sur X. Alors les deux
énoncés suivants sont équivalents:

(1) N satisfait au principe de domination (resp. au principe complet du
maximum).

(2) Pour deux fonctions f, g de C} quelconques, Nxf< Nxg (resp. Nxf
< Nxg+1) partout sur X deés que la méme inégalité a lieu sur le support de f,
supp (f).

On note 2(X) 'ensemble formé par tous les noyaux de convolution sur X
satisfaisant au principe de domination. D’aprés les présents deux propositions,
on obtient la proposition suivante:

ProrosITION 1.3.  2(X) est vaguement fermé.

DEMONSTRATION. Soit N eladhérent vague de 2(X). Pour N e 2(X),
il suffit de montrer, d’apres les présents propositions, que, quelles que soient ¢
une constante >0 et f, g € C§,

Nxf+cf < Nxg+cg sur supp(f) = N+f+cf < Nxg+cg sur X.

Pour un entier n>0 quelconque, on pose f,=((n—1)/n)(f—inf(f, 1/n)). Alors
(N + ce)*f,(x) <(N +ce)*g(x) sur supp(f,). Soient é un nombre tel que

0<d< min ((N+ce)xg(x)— (N + ce)xf,(x))

xesupp(Sn)
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et w un ouvert relativement compact de X >supp (f,) Usupp(g). On peut choisir
un noyau de convolution N, appartenant a 2(X) tel que

up [N4/,()~ Noutf,(9I <5 et sup|N+g(x)— Ny rg(x)| < 5,

car la convergence vague d’un famille (N,),., de noyaux de convolution entraine
la convergence compacte de (N, *¢),., pour toute ¢ de Cy. Comme N; ,*f,
+cf,<N;o*f+cg sur supp(f,), on a N, *f,+cf,<N;,*g+cg sur X a cause
du principe de domination pour N; ,+ce. Par conséquent

Nxf,+cf, < Nxg+cg+06 dans o.

En faisant 6 | 0 et @ 1 X, on obtient que Nxf,+cf,<Nx*g+cg sur X. En faisant
ensuite n T + 00, on arrive a I'implication demandée.
Pour montrer le premier théoréme, on préparera les six lemmes suivants.

LemME 1.1. Soient N#0 un noyau de convolution sur X et (U),q Une
famille de mesures positives dans X. Si (N*u,),., est vaguement borné, alors
(Ha)aes Uest aussi.

DEMONSTRATION. Soit K un compact de X quelconque. Comme N #0,

il existe une fonction f de Cj telle que N*f(x)=1 sur K. Alors, pour tout
a€eA, on a

1K) S { K () = (FaNsn ) < sup (FaN s () < +oo,

d’ou notre lemme.

LeEMME 1.2. Soient N,, N, deux noyaux de convolution sur X et sup-
posons que N;<N,. Si, pour deux mesures positives u, v dans X a support
compact, N{*u<N,*v dans un certain voisinage ouvert «w du support de p,
supp (), alors N;*u< N,*v dans X.

DEMONSTRATION. Soit U un voisinage ouvert de I'origine tel que U—U
={x—y;x,yeU}cw—supp(u). Pour toute f de C% avec supp(f)=U et pour
tout x de supp (u*f)=supp () +supp(f), on a

Ny af)0) =N )x) = (e )N 29— Nisd(0) 2 0,

car {y;f(x—y)>0}c{x}—Ucsupp()+supp(f)—Ucw. Comme N,;<N,,
on a N *(uxf)< N,*(v+¢f) sur X. En faisant fé—e (vaguement), on a N *u
< N,*v dans X, d’ou le lemme 1.2.

LemME 1.3. Soient N un noyau de convolution sur X satisfaisant au prin-



Sur le Principe Relatif de Domination pour les Noyaux de Convolution 297

cipe de domination et ¢ une constante>0. Si, pour deux fonctions f et g de
M%, Nf+cf<Ng+cg &—p.p. sur K, alors NFSNg &—p.p. sur X.

DEMONSTRATION. D’aprés (3) de la proposition 1.1, on a Nf+c¢f<Ng+cg
£—p.p. sur X. D’abord onsuppose que (KN K,;)=0. Alors NFSNg ¢—p.p.
sur K;, et donc sur X a cause du principe de domination pour N. Dans
le cas général, on a N(f—g)*+c(f—9)"SN(f—9)~+C(f—g)~ &—p.p. sur
K-y car KoK, +. Parce que (K _p+ N K(;_py-)=0, on a N(f—g)*
SN(f—g)- &—p.p.sur X. Ceci donne NfSNg &—p.p. sur X.

COROLLAIRE. Soient N et ¢ comme ci-dessus. Si Nf+cf=Ng+cg &—p.p.
sur K UK, pour f et g de My, alors f=g &—p.p..

En effet, on a d’abord Nf=Ng &—p.p. sur X d’aprés le lemme 1.3. Par
conséquent f=g &—p.p. sur K, U K,, et donc sur X,

LeEMME 1.4. Soit N un noyau de convolution sur X. Alors, pour toute la
fonction f de L, a support compact, Nf a un sens et elle est localement carré
sommable. Pour un compact quelconque K de X, il existe une constante A(K)
>0 telle que, quelle que soit f de L, portée par K,

) [ INpizde < acois2de.
DEMONSTRATION. Comme |[Nf|S N f*+ Nf~, on peut supposer f=0. Pre-

nons un ensemble ouvert relativement compact w contenant K. D’abord nous
allons montrer I’existence d’une constante A(w)>0 telle que

@ [ insizae < a)ir12ae

pour toute f appartenant a Ct(w)={feC%;supp(f)c=md}. Désignons par
N (- ) la restreinte de N & @—®. Pour xe @ et pour fe C*(w), on a

N#f(x) = N#(f+E,)0)= g faE AN = S f4,dN - )

= N(m—w)*f*éx(o) = N(w—w)*f(x),

ou ¢, est la mesure d’unité au point x, car @— @ est symétrique par rapport a
Porigine et supp (f*&,)=supp (f)+{—x}cw®—@. Par conséquent,

[ avpyae < (V- mnrde.

2
Comme @—& est compact, SdN<m—a)< +00. Posons A(w)= <SdN(a_a)) .
Observons que
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[(Via-etNde = Nig_atfiN g o2)(O)
= N@-2*N@&- w)*f*f(o) >

ou f (x)=f(—x). La mesure

6 = Nig-5*N@G-a)
est symétrique par rapport a ’origine et Sda=A(co). On obtient alors
oxfsf @ = | 1 = | o = ([ 16— 0 F()EG)do()

= [{re=n1=naerdo = ({104 s 0IEI0)

- %Sg [f(x+ ) =f(»)|2de(y)da(x)

+

| —

{SS [f(x+y)|2dé(y)da(x) + XS /()] 2ah:(y)ara(x)}

0|

{110+ n=f12dedo )+ 4@ 170120

< A@)lf17de.
Il s’en suit que
[ IN712¢ < (IN - anf12de = oxsf(0) = A()112d¢

Ensuite on s’occupe de fe L} portée par w. Il existe une suite (f,)%,
p n’n

dans C*(w) telle que Slf,, —f12dé—0 lorsque n— +o00. Alors

tim sup { Nf, ~Nf[2de < A(@) lim (1f,~f,/2d¢ = 0.

n,m—+o Jo

On peut prendre un ouvert o’ >w quelconque au lieu de w, et donc on voit qu’il
existe une fonction g =0 localement carré sommable telle que S |Nf,—g|2dé—0
o

lorsque n—+ o0. Pour ¢ € Cx quelconque, on a

fogaz = tim (oNpde = tim oG+ NAGIANEIED)

- S S o(x+ ) f(MAN(x)AE(y).
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Le dernier terme est égal a S(pdN*(fé). Donc g=Nf &—p.p. On a aussi

[ Infidg = tim { NfI2de < A tim (111208 = A() (i712d8
w’ n—>+wJo’ n—-+o
et conclut que Nf est localement carré sommable. On obtient ainsi (1).

LEMME 1.5. Soient N, un noyau de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination et N, un noyau de convolution sur X. Supposons que,
pour toute mesure positive u dans X a support compact et pour tout ouvert re-
lativement compact o de X, il existe une mesure positive y' portée par @ telle
que N;*u'<N,*u dans X et N;xu'=N,*u dans w. Alors N, satisfait au
principe du balayage relatif a N,.

DEMONSTRATION. Si N, =0, on a évidemment N,=0. Donc on peut sup-
poser N,#0. Soient p une mesure positive a support compact et w un ouvert
relativement compact de X. Prenons une famille filtrante a droite (w,),€ A4
d’ouverts telle que w,cw(Ya e A) et Uw =w. On désigne par p, une mesure

positive donnée dans I’hypothése pour u et . Comme N,;#0 et (N*uj),, est
vaguement bornée, le lemme 1.1 donne que (u,),., est vaguement bornée. Donc
on peut supposer que (u),.4 €st vaguement convergente. Avec sa limite y’, on a
lim Nyxu, =N *p' (vaguement), car u; est portée par un compact fixé. Par
cgnséquent N #i' SN,*u dans X et Ny#pu'=N,*u dans . Soit v une mesure
positive dans X portée par @ satisfaisant 3 N,xv=N,*u dans w. Etant ae A
donné, on a supp(u,)<w, et N,;*u,<N,*v dans w, et le lemme 1.2 donne que
N *#u, S N,*u dans X, d’ou N;*u'< N xv dans X. On voit ainsi que g’ est une
mesure balayée de p sur o relativement a (N, N,). Le lemme 1.5 est ainsi
démontré.

LeEMME 1.6. Soient N;#0 un noyau de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination et N, un noyau de convolution sur X. Supposons que,
pour tout nombre ¢>0, tout compact K et pour toute f de M%, il existe une
fonction f' de M} portée par K telle que N f'+cf' <N,f &—p.p.sur X et N,f’

+cf'=N,f &E—p.p.sur K. Alors N, satisfait au principe du balayage relatif
aN,.

DEMONSTRATION. Soient @ un ouvert relativement compact de X et u une
mesure positive dans X a support compact. Prenons une famille filtrante (¢,),c4
de Cf telle que ¢, soit portée par un compact fixé et que (¢,¢),.4 converge vague-

ment vers &. Pour tout I'entier m>0 et ae 4, il existe f, , € M portée par @
telle que
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1
lea,m'*'? a,méNZ(ﬂ*(pa) é—PP sur X

et
1 _
lea,m+ mfu,m=N2(,u*(P,,) E—p.p. sur @.

On voit que (f, )4 €5t vaguement bornée, et on peut supposer qu’elle converge
vaguement vers une limite yu,. On a

Nikp,+ —rln—,u,,,éNz*y dans X
et
Ny*p, + TL—,um=N2*y dans o .

Evidemment pu, est portée par @. D’aprés N,#0 et le lemme 1.1, (u,)%-; est
vaguement bornée. Avec un point vaguement adhérent u’ de (u,)%-;, on a

Nixp' < Nyxpu dans X,
Nyxp' = Nyxp dans

et supp (') @. D’aprés le lemme 1.5, N, satisfait au principe du balayage
relatif 3 N,. Le lemme 1.6 est ainsi démontré.
Montrons le premier théoréme.

THEOREME 1. Soient N, et N, deux noyaux de convolution sur X et suppo-
sons que N,#0 et N, satisfait au principe de domination. Alors pour que
N,<N,, il faut et il suffit que N, satisfasse au principe du balayage relatif a
N,.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Rap-
pelons le lemme 1.6; alors il suffit de montrer que, quels que soient K un com-
pact de X, ¢ une constante>0 et f une fonction de Mg, il existe une fonction
[k de M% portée par K telle que 'on ait N fx+cfxy<N,f &€—p.p. sur X et
N,fk+cfk=N,f &{—p.p.sur K. On pose M*(K)={ge M%; K,cK} et

3) a= inf §K1N19+cg—N2f|2d:.

geM * (K)

En vertu du lemme 1.4,

@ = inf S INyg+cg—N,f|2d¢,
geL; (K)/K
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ou L3(K)={feL%; K,<=K}. Soit (g9,)2, une suite de M*(K) telle que
tim { IN1g,+cg,—NafI2de = a.
n—++0/K

Evidemment (g,)%; est bornée dans L,, et donc on peut supposer qu’il existe
une fonction fj% de L3%(K) telle que (g,)%%; converge faiblement vers fi dans
L, lorsque n— +co. D’apres le lemme 1.4, N, f est localement carré sommable.
Pour h e L3(K) quelconque,

fvignaz = (v, mg,de — (0, mside = v, rond

lorsque n— + o0. Notons L,(K) un sous-espace hilbertien de L, formé par des
fonctions portées par K. On obtient ainsi que la suite (N,g,)x+¢g,)%1 converge
faiblement vers (N,fk)k+cfk dans L,(K) avec n— + 00, ou (‘) désigne la res-
treinte de (-) sur K. On a donc

timinf { [Nyg,+cg,—Nof12dE 2 § N, it ef = Naf12dE,
d’ou

[ Nt = Nof12dE = a.
Par conséquent, quelle que soit g de L}(K),

[ Vi O g + ot 2 § Nof (g +cq)de

et

[ INuSick o iz = [aNaf (V. fict eriode.

Pour simplifier les notations, on note f;=(N fi)x+cfk et f,=(N,f)k. Alors
ona

4 N fi+cfy = Nyfy+ef, E—p.p. sur K
et
) N1f1+cf1 = N1f2+cf2 &—p.p. sur Kf’x-

Donc c¢2fy<N,f,+¢cf, E—p.p. sur K. Comme f,e Mg, N,f, est localement

bornée. Par conséquent fi appartient a M%. On voit aussi f; e M. D’aprés
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la proposition 1.1, N, satisfait aussi au principe de domination. Le lemme 1.3

et (4) entrainent que N,f;=N,f, &—p.p. sur X. Ceci et (5) donnent f, <f,
{—p.p.sur Kyo. 1Ils’en suit

N fx SN fyx+cfk=fi SN f E—p.p. sur K .
Comme N;<N,,ona N, fy<N,f {—p.p.sur X, d’ou
Nifk+cfk = N,of E—p.p. sur X.

Ainsi fi =< f, &—p.p.. En utilisant cette inégalité et (4), on obtient
N fi+cf, = N f,+cf, E—pp. sur K,
et donc le corollaire du lemme 1.3 donne f,=f, &—p.p. d’ou
Nifk+cfk=Nof E—p.p. sur K.

On voit ainsi que la condition est nécessaire.

Réciproquement, supposons que N, satisfait au principe du balayage relatif
a N, et que, pour deux fonctions f et g de Mk, N,f<N,g &{—p.p. sur K,. On
choisit un ouvert relativement compact w de X tel que K,—K,cw. Soit &
une mesure balayée de ¢ sur w relativement a (N,, N,). On a alors N *&'*x(g&)
= N,*(g¢) dans un certain voisinage ouvert de K, et N,*&'x(g&) < N,*(g¢&) dans X.
Désignons par g’ la densité de &'x(g&) par rapport a £. On voit g'e M et N, f
<N,g9' ¢—p.p.sur K, D’apres le principe de domination pour Ny, N;f<Ng’
E—p.p. sur X. Comme N,g'<N,g &—p.p. sur X, N,f<N,g &—p.p.sur X.
On voit ainsi que la condition est suffisante. La démonstration est ainsi com-
pléte.

D’aprés le présent théoréme, on retrouve I’équivalence entre le principe
de domination et le principe du balayage.

Enongons les cinq corollaires obtenus essentiellement du théoréme 1. On
note F(X)=2(X)/~, ou la relation d’équivalence ~ signifie que, avec une con-
stante ¢>0, N,=cN,.

COROLLAIRE 1. La relation < est un ordre partiel sur Z(X)—{0}.

DEMONSTRATION. Pour N e 2(X) quelconque, N<N résulte de 1la
définition, d’ou<est reflexe.

Soient N;#0, N,#0e 2(X) et supposons N,<N,, N,<N,. Pour un
voisinage w ouvert et relativement compact de 1’origine quelconque, le présent
théoréme donne qu’il existe une mesure balayée ¢/, de ¢ sur w relativement a
(N4, N,). En utilisant encore N,<N,; on obtient une mesure balayée ¢ de
&, sur w relativement a (N,, N;). Alors on a
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N, = N x¢!, = N,x¢) dans X
et
N, = N =g, = N,*el dans w.

D’apres le lemme 1.2 et le principe de domination pour N,, on a N, < N,*e!
dans X. Par conséquent

N, = N g, = N,x&), dans X.

Comme N,#0, le lemme 1.1 donne que (g,), est vaguement bornée. Donc
on peut supposer qu’elle converge vaguement lorsque w | {0}. Sa limite est
concentrée a l'origine, et elle est égale 4 ce, ou ¢ est une constante=0. Par
conséquent N,=cN et ¢>0. Il s’en suit que < est symétrique.

Soient  N;#0, N,#0, N;#0e 2(X) et supposons N;<N,, N,<N,.
Soient p une mesure positive dans X a support compact et w un ouvert relative-
ment compact de X. D’apres le théoréme 1, il existent une mesure balayée p’
de u sur w relativement a (N,, N3) et une mesure balayée p” de p’ sur w relative-
ment & (N;, N,). Alors on a facilement supp(u”)<®, N *u" <N, xu dans X et
N,#u"=Njz*u dans X. D’apreslelemme 1.5, N, satisfait au principe du balayage
relatif & N5, d’ou N, <N;. Il s’en suit que < est transtive. Le corollarire
1 est ainsi démontré.

CoROLLAIRE 2. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination et posons

D r(N) = {N': noyau de convolution sur X; N<N'}.

Alors 2 g(N) est un cone convexe vaguement fermé. Si N#0, alors 2 g(N)
est égal a l'adhérent 2 (N) de 2 (N), ou

Py(N) = {N' = N#*v;v: mesure positive a support compact} .

DEMONSTRATION. Si N=0, alors 2 x(N) est égal a la totalité des noyaux de
convolution sur X. Donc on le montre seulement dans le cas ou N#0. Si
la deuxiéme partie est vraie, on voit évidemment que la premiére partie a lieu.
Montrons la deuxieme partie. Soit N'e 2 g(N) quelconque. On choisit une
suite (w,)®, d’ouverts relativement compacts de X telle que w,cw,,,; (Yn=1)

0
et Uw,=X. D’apres le théoréme 1, il existe une mesure balayée ¢, de & sur
n=1

w, relativement & (N, N’). D’aprse le lemme 1.2, (Nx*g,)%,; est croissante,

n=1

et on a lim Nx*g,=N’ (vaguement). Par conséquent D g(N)c=P((N). Si N’

n—+oo
s’écrit, avec une mesure positive v dans X a support compact, comme N'= Nx*v,

alors le principe de domination pour N entraine N<N' d’ou Zy(N)< 2 gz(N).
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Donc pour 2 zx(N)> 2 (N), il suffit de montrer que 2 x(N) est vaguement fermé.
Soit N’ un point vaguement adhérent de 2 x(N); on prend une famille filtrante
(NY)yes de 2 g(N) qui converge vaguement vers N'. Soient 4 une mesure positive
dans X a support compact et w un ouvert relativement compact de X. Le théo-
réeme 1 donne l’existence d’une mesure balayée u, de u sur w relativement a
(N, N.). (N=uh)., étant vaguement bornée, il résulte du lemme 1.1 que (U})yc4
est vaguement bornée. On peut supposer donc que (u,),.4, converge vaguement
vers une limite u’. Remarquons que u est portée par le compact fixé @; alors
lim N*u,=N=*yu' (vaguement), et par suite Nxu'<N'xu dans X et Nsu'=N'su
d;ns w. Le lemme 1.5 donne que N satisfait au principe du balayage relatif a
N’, d’ot N' e 2 g(N). On voit ainsi 2 gx(N) est vaguement fermé, et donc2 yx(N)
>2(N). Par conséquent on obtient I’égalité demandée, d’ou le corollaire 2.

COROLLAIRE 3. Soient N et N' un noyau de convolution sur X et sup-
posons que N#0 et N<XN<N'. Pour un ouvert relativement compact w de X
et pour une mesure positive u dans X telle que N'*xu ait un sens, il existe une
mesure positive p' dans X portée par @ telle que I’on ait:

(a) Nxu' < N'su dans X.

(b) N=#u' = N'su dans w.

(c) Quelle que soit v une mesure positive portée par @, Nxv=Nxu' dans
X dés que Nxv=N’'xu dans w.

En posant N"=N'xu, on a N<N".

DEMONSTRATION. Soient (w,)%-; la méme que dans la démonstration du
corollaire 2 et &, une mesure balayée de ¢ sur w, relativement a (N, N'). Alors
(Nx*g!)%, converge d’une maniere croissante vers N’ avec nt +o0o. Soit u, la
restreinte de u sur w,. Ona

lim Nxgjxu, = N” (vaguement),
a

et donc le corollaire 2 donne N<N". Soit y’ une mesure balayée de ¢ sur w
relativement a (N, N”). Alors on voit facilement que y’ est une mesure positive
demandée. Le corollaire 2 est ainsi démontré.
On dit aussi que y’ est une mesure balayée de u sur w relativement a (N, N').
Remarquons que 2(X)={N e 2(X); N<0}; on voit que le corollaire suivant
est une généralisation de la proposition 1.3.

CoROLLAIRE 4. Soit N' un noyau de convolution sur X. Alors 2,(N)
={Ne 2(X); NXN'} est vaguement fermé.

Montrons le corollaire 4. Soient N un noyau de convolution appartenant
a l'adhérent vague de {Ne 2(X); N<XN'} et (N,) 4 une famille filtrante de
{Ne2(X); N<XN'} qui converge vaguement vers N. D’aprés la proposition
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1.3, N satisfait au principe de domination. Si N=0, alors on a facilement
N<N’. On suppose N #0, et alors on peut supposer N,#0 (Yae 4). Pour une
mesure positive u dans X a support compact et pour un ouvert relativement
compact @ de X, le théoreme 1 donne I’existence d’'une mesure balayée p, de u
sur w relativement a (N, N’). Comme N,—»N, N#0 et N,#0, on peut sup-
poser que, pour une fonction f de Cf, Nxf(x)>1 sur @ entraine N xf(x)>1
sur @, car, pour toute ¢ de Cg, (N, *@),, converge uniformément vers N*¢
sur tout compact. Remarquons N xu,<N'su(Yaec A); alors on obtient, de
la méme maniére que dans le lemme 1.1, que (u,),.4 €st vaguement bornée. Donc
on peut supposer qu’elle converge vaguement vers une limite u’. Comme supp (u,)
cw pour tout a€ A, on a lim N #u,=N=u' (vaguement). Alors supp (u')<=@,

n—+oo

Nxp' < N'+u dans X et N#u'=N'+«u dans w. D’apres le lemme 1.5 et le théo-
réeme 1, on a N<N’, d’ou {N € 2(X); N<N'} est vaguement fermé.
Le corollaire suivant est une forme du principe transitif de domination.

COROLLAIRE 5. Soient N; et N, deux noyaux de convolution sur X et
supposons que N,;#0 et N;<N;<N,. Si, pour deux mesures positives u et
v dans X, Ny*(u+v) a un sens et si N;ux< N xv dans un certain voisinage
ouvert de supp (1), alors N,xu< N,*v dés que N,*v a un sens.

DEMONSTRATION. Posons N'=N,*v. Pouruncompact K de X, on désigne
par uy la restreinte de u sur K. D’apres le corollaire 2, N, <N’, et donc le lemme
1.2 donne N,*ux <N’ dans X. En faisant K 1 X, on arrive & N *uSN'=N *v
dans X. Remarquons le corollaire 2 et sa démonstration. Il existe une suite
(A)2-, de mesures positives dans X a support compact telle que (N,*4,)%
converge d’une maniere croissante vers N, avec n 1 +oo. Donc si N,*v a un
sens, alors N,*u a un sens et

Nyxv—Nyxp = lim (Ny%v— N %p)*d, = 0
n—+oo

dans X, d’ou notre corollaire.
En généralisant le principe relatif du balayage, on obtient la proposition
suivante:

ProposITION 1.4. Soient N0 un noyau de convolution sur X satisfaisant
au principe de domination et ® un ouvert quelconque de X. A N'e D g(N)
quelconque, on peut associer un seul noyau de convolution N!,=N!(N, N', o)
€ D x(N) tel que l’on ait:

(a N,=N dans X.

(b) N,=N’ dans .

(c) Pour N"e 2D g(N) quelconque, N/, < N" dans X dés que N'<N" dans .

D’abord on préparera un lemme.
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LemMmE 1.7. Soient N, N, deux noyaux de convolution sur X, w un
ouvert relativement compact et u, v deux mesures positives dans X a support
compact. Supposons que N, satisfait au principe du balayage relatif a N,
et que Nyxu=N,%v dans w. On désigne par u' et par v' une mesure balayée
de p sur o et une mesure balayée de v sur w relativement a (N, N,), respective-
ment. Alors N %u'=N *v' dans X.

En effet, on a N;xu'=N,;*v'=N,*u dans w. Rappelons la condition (c)
qui apparait dans la définition du principe relatif du balayage (§0); alors on
obtient I'égalité demandée.

Montrons la proposition 1.4. Soit (w,),., une famille filtrante a droite
d’ouverts relativement compacts de X telle que w,cw(Vaed) et U w,=w.

«

€A
On désigne par ¢, une mesure balayée de ¢ sur w, relativement a (N, N’). Si,
pour o, f e A, a2 p, alors le présent lemme donne que Nxej est égal au N-potentiel
balayé de Nx*e, sur w, relativement au noyau N, et donc (Nxg}),., est croissante.
Comme Nxg, <N’ dans X, on voit que N/ =lim N+¢, (vaguement) a un sens,
a

et le corollaire 2 donne N/ € 2 ((N). Evidemment N, vérifie (a) et (b). Sup-
posons que, pour N"€ @ ¢(N), N"=N' dans w. Comme N”2=N=x¢g, dans w et
w>ow,osupp(e,), le lemme 1.2 donne N”=N#g, dans X, d’ou N”=N’, dans
X. L’unicité de N/, résulte aussi des conditions (b) et (c). La proposition 1.4
est ainsi démontrée.

On dit que N, est le noyau de convolution balayé de N’ sur w relativement
a (N, N').

REMARQUE. Dans la présente proposition, on a:

(1) Si w est relativement compact, N s’écrit comme N/ =N=xe,, ou &,
est une mesure balayée de ¢ sur w relativement a (N, N’).

(2) L’implication w— N}, est croissante.

§2. Caractérisations du principe complet du maximum

Nous connaissons bien que, pour un noyau de convolution N sur X, le
principe complet du maximum pour N est plus fort que le principe de domination
pour N. Le but de ce paragraphe est de fournir conditions nécessaires et suf-
fisantes pour qu’un noyau de convolution sur X satisfaisant a N<N vérifie N<N.
D’abord on préparera les trois lemmes.

LemME 2.1. Soient N #0 un noyau de convolution sur X et ¢ une mesure
dans X.

(1) Si N=N=xo dans X, alors, pour tout I'entier n>0, les convolutions
(o) et N=(o)" sont définies.
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(2) Si NZNxo dans X et N # Nxo, Z (o)" converge vaguement.
On note (0)' =0 et (6)"=(0)""'x0 (Vn>2)

DEMONSTRATION. Supposons que, pour un entier n>0, ()", (6)"*!, Nx(c)"
et N+(o)"*! sont définies et que Nx(g)"=N=*(o)"*! dans X. D’apres le théoreme
de Fubini, la convolution (Nx*(g)")xc est définie et on a (N#(o)")xo=Nx(c)*+1.
En utilisant I'inégalité Nx(o)"=N+(c)**! dans X, (N*(g)"*1)xc est aussi définie
et on a Nx(g)" ' = (N*(o)"*1)xc dans X. Comme N #0, (c)"*2 est définie et
(N*(o)"*V)xo=Nx(c)"*2. Par récurrence, on voit que, pour tout ’entier n>0,
(o)" et Nx(o)" sont définies et N*(o)"=Nx(o)"*! dans X. Pour un entier m>0
quelconque,

(N — Nxo)x(e+ i (6)") = N=Nx(e)"** < N

dans X. Si 'on a N#N=xo, le lemme 1.1 donne que i (o)" est vaguement
n=1

convergente.
Dans ce cas, on a

(6) (N = N+o)s(e+ i (0)") = N— lim Nx(o)".

LEMME 2.2. Soit 6 une mesure positive dans X symétrique par rapport

a lorigine. Si Z (o)" est vaguement convergente, alors Sda<1

n=1

DEMONSTRATION. Pour un compact K de X symétrique par rapport a I’ori-
gine, on note o la restreinte de o sur K. Alors i (ok)" est vaguement con-
vergente et oy est symetrique par rapport a 1’0rigi=nle. Ayant Sda= lim Sdo-K,
on peut supposer que o est a support compact. On désigne par X feTXgroupe
dual de X et par £ un point de X. Comme (0)2=0%5, on a (/o')\z()‘c)=|c‘;(>?)[2
sur X et & est continue, ol la signe & signifie la transformation de Fourier de o.
11 s’en suit que, pour tout ’entier m=1,

2 @7 = £ e
sur X. Pour toute ¢ de Cf,
+00>fpupd § 02 [prpd £ (@)2= 1im (pspd 3, (@)@
n= n= m—+o0 n=1

= 1im % (losoriraz = lim 3 {1px@rrdes

m—>+oo n=
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= 1im 3 (1o = tim $ flo@ris@iaEe,

ou £ est la mesure de Haar sur X associée 2 £. La fonction ¢ étant quelconque,
0 a A

3 |6(8)|2" est convergente E— p.p. sur X, et donc |#(£)|<1 E—p.p. sur X. La
n=1 ~ . s
fonction & est continue dans X, et par suite |§(£)|<1 partout sur X, d’ou Sda

=8(0)<1, ou O est I'origine de X. Le lemme 2.2 est ainsi démontré.

LeEmMME 2.3. Soit N#0 un noyau de convolution sur X. Alors les quatres

énoncés suivants sont équivalents:
(1) N satisfait au principe complet du maximum.
(2) N satisfait au principe de domination et N<¢.
(3) N satisfait au principe de domination et

Cy = sup {Sd,u;,u: mesure positive, Nxu < N}< +00.

(4) N satisfait au principe du balayage et, pour un ouvert relativement
compact w de X quelconque, Sds;,é 1, ou &, est une mesure balayée de € sur @

relativement au noyau N.

On remarque que I’équivalence entre (1), (2) et (4) est presque connue.

Montrons d’abord (1)=(2). Supposons que, pour f, ge ME, Nf<Ng
E—p.p. sur K;. Alors, pour toute ¢>0, N(f/c)<N(g/c)+1 E—p.p. sur K, et
donc {—p.p. sur X, dou NfSNg+c &—p.p. sur X. En faisant ¢—0, on a
Nf<Ng &—p.p.sur X, dou Ne2(X). Supponons que, pour f, ge ME, Nf<&g
=Sgd§ {—p.p.sur K;. Sig=0,alors Nf=0 {—p.p. sur K,. On a, pour toute
¢>0 et pour toute h de Mg, cNf<ScNh+1 ¢—p.p.sur K, et donc NFSNh+ -i—
E—p.p. sur X. En faisant c—+ o0 et h—0, ona Nf=0 &—p.p.. Si g+#0, alors,
1 NfsNh+1 ¢—p.p. sur K;, et donc {—p.p. sur X.
gdg
Comme h est quelconque, on a Nf< Sgdé E—p.p. sur X, d’ou N<¢.

Montrons (2)=>(3). Supposons que, pour une mesure positive u dans X,
Nxu<N dans X. Alors, d’aprés le corollaire 5 du théoréme 1, on a &xu<é,
d’ohgdu§1. On a donc Cy=1.

Montrons (3)=>(4). Comme Nx*g,,<N dans X, il suffit de montrer Cy<1
en supposant Cy< +oco. Sinon, il existe une mesure positive p dans X telle

que N=N#u dans X et Sdu>1. D’aprés le lemme 2.1, pour tout I’entier m=1,
()" et Nx(u)y™ sont définies et N = N+(u)™ dans X. Alors Cy= Sd(u)'"= (de)m,
d’olt Cy=+00. On arrive a une contradiction, d’ou Cy=1.

pour toute he M3,




Sur le Principe Relatif de Domination pour les Noyaux de Convolution 309

Montrons finalement (4)=>(1). Pour le principe complet du maximum pour
N, il suffit de montrer que, pour f, g de C%,

Nxf < Nxg+1 sur supp(f)= Nxf< Nxg+1 sur X.

Soient w un ouvert relativement compact de X tel que w>supp(f) et x un point
de #supp (f) quelconque. On pose, pour un nombre 6>0, w;={ye€ X; N*xg(y)
+1+36>Nxf(y)} nw. Alors on a wzosupp(f). On désigne par & une mesure

balayée de ¢_, sur —w; relativement au noyau N. Alors Sdé’= de’<1, car

¢ est une mesure positive obtenue d’une mesure balayée de & sur —w;+ {x}
relativement au noyau N par la translation de —x. Ona

Nxg, > Nx&' dans X
et
~ ~ v V
Nxg, = Nx&' dans —w;= w;.
Evidemment supp (") =®;. Donc

N#g(x)+1+486—N*f(x) = N+g*E,(0)+ 1+ 06— Nxf+E,(0)

= Sgdz\'z*sx+ 146 S fdNwe, > Sng*é’+ 146— S fdN#E
= SN*gdé' +14+6— SN*fdé’

gg(N*g+1+6—N*f)dé >0.

Il s’en suit que Nxf<N*g+1+6 dans X. En faisant 6 | 0 on arrive a Nxf
<Nxg+1sur X. On voit donc NXN. Le lemme 2.3 est ainsi démontré.

Le présent lemme et le corollaire 5 du théoreme 1 donnent immédiatement
le corollaire suivant:

COROLLAIRE. Si un noyau de convolution N+#0 sur X satisfait au principe
complet du maximum, alors Sduggdv dés que Nxu<N=%v dans X pour deux

mesures positives u et v dans X de masse totale finie.
En effet, on a N<¢. D’aprés le corollaire 5 du théoréme 1, on a &xpu

<éxy, d’ou Sdu§ de.
Le deuxiéme théoréme est concernant des caractérisations du principe
complet du maximum.

THEOREME 2. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant au prin-
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cipe de domination. Alors les quatre énoncés suivants sont équivalents.

(1) N satisfait au principe complet du maximum.

(2) 1l existe un noyau de convolution symétrique N'#0 sur X tel que
N<N'.

(3) Il existe un noyau de convolution N' sur X et une fonction f de L},,
tels que N<N' et que N'f ait sens et

ess.inf N’f(x) > 0.
xeX

(4) 1l existe un noyau de convolution N'#0 sur X et une fonction f#0
de MY, tels que N<N' et

ess.sup N'f(x) < + 0.
xeX

DEMONSTRATION. L’implication (1)=>(2) résulte immédiatement du lemme
2.3, car en posant N'=¢&, on voit que I’énoncé (2) a lieu. On voit aussi que
(=(3) et (1)=>(4) sont vraies.

Montrons I'implication (2)=>(1). Si N=0, alors I’énoncé (1) est évident.
Donc on suppose N#0. D’apres le lemme 2.3, il suffit de montrer que, quelle

que soit u une mesure positive dans X, Sd,ugl dés que Nxu<N dans X. On
peut supposer que supp(u) est compact. D’aprés le corollaire 5 du théoreme
1, on a N'su<N’ dans X. Comme N’ est symétrique, on a N’*,&:M§N’
=N'dans X. On pose, pour un nombre 6 avec 0<d<1, y;= %(,u+ ). Alors

N'—N'sxps = (1—9)N'(#0) dans X.

D’aprés (2) du lemme 2.1, i (us)" est vaguement convergente. Comme y;
n=1

est symétrique par rapport a l’origine, le lemme 2.2 donne que Sduagl, d’ou

5Sd,u§1. En faisant 6 1 1 on arrive égduél. On voit que (2)=>(1) a lieu.

Montrons que (3) implique (1). On peut supposer N#0. Pour une fonc-
tion ¢ (#0) de C¥, on a inf N'’f«¢p(x)>0, ou f est la fonction donnée dans ’énoncé
xeX

(3). Supposons que, pour une mesure positive 4 dans X a support compact,
N+u<N dans X. Le corollaire 5 du théoréme 1 donne N'«u<N’ dans X, et

N(fep)x) 2 N's(feg)u(x)  sur X.
Comme N'fxqp=N'+(fxp) et
N'*(fro)su(©) = | N(fr9)(= D)du(y) 2 Ginf N'ro(0) [,

ona
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___N'fx¢p(0)
Sd‘“é inf N'feg(x)

Le terme droit ne dépend pas de y, et donc la constante Cy introduite dans (3)
du lemme 2.3 est < le terme droit, d’oit Cy< +o00. D’aprés le lemme 2.3, on
voit NN, d’ou (3)=>(1).

Montrons finalement (4)=>(1). On peut supposer N#0. D’aprés le lemme
2.3, il suffit de montrer que, quelle que soit x4 une mesure positive dans X a sup-

port compact, Sd,ugl deés que N*u<N dans X. Soit a une constante telle que
a> Sdu= Sd . Alors. il (a~1 )" est vaguement convergente et

0 l v n_ 0 L v n= a
Sdn:,_jl ;,u) —'Z,l an;a) — <+ 00,

a— Sd /i
Soit f la fonction donnée dans ’énoncé (4). On a, pour toute ¢ de Ci,
foc+nansroma £ (Lz)
o+ nwrnacma £ (L)
n=1\4
, o0 1 v n
<t v o 5 (1) <

Donc la convolution (N'#(f&))* Z (a1)" a un sens. Comme f#0, pour toute
¢ de Ct, il existe ¢ de C% telle que fan//>(p sur X, et donc

(foe+navma & (LaYe
(| fvienanma § (2u)
=\\w+nanwma $ (La)w<+w.
) £7)

Q0
Par conséquent, la convolution N'* ) (a~! )" a aussi un sens. On pose N”
n=1

=N'*(e+ i (@ ') et fi,=pxji/a. Comme
n=1

N'—N"%fi, = N'+N's 3 %lz)"— N'wpx z 1 )
© n=1
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= N+ =Nws 3 (La) 220
n=1

dans X et N’'#0, le lemme 2.1 donne que io‘, (f@i,)" est vaguement convergente.
Comme fi, est symétrique par rapport a l’or'fgine, le lemme 2.2 donne Sdﬁa <1,
d’ou S(du)z = agdﬂaéa. En faisant a | Sdﬂ, on arrive a Sd,ugl. On voit
ainsi que (4)=>(1) a lieu.

La démonstration est ainsi compleéte.

Le théoréme 2 donne immédiatement le corollaire suivant:

COROLLAIRE. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant au prin-
cipe de domination. On a alors:
(1) Si N est symétrique, alors N satisfait au principe complet du maximum.
(2) S’il existe une fonction f#0 de Cf telle que Nf ait un sens et que
ess. ;’{anf(x)>0, alors N satisfait au principe complet du maximum.
e (3) S’il existe une fonction f#0 de C% telle que sugN*f(x)< + o0, alors
X€E

N satisfait au principe complet du maximum.

§3. Le principe relatif de domination et la résolvante

On dit qu’une famille (N,),-, de noyaux de convolution sur X est une
résolvante si, pour tous p>0 et ¢>0, N,*N, a un sens et

@) N,—N,=(q—p)N,*N, (Equation résolvante).

REMARQUE 3.1. Soit N un noyau de convolution sur X. Une résolvante

(N,),>o satisfaisant a Il)i_rg N,= N (vaguement) est uniquement déterminée lorsqu’el-
le existe.

En effet, soient (N,),> ¢ €t (N}),>o deux résolvantes telles que }’i_x}; N p=‘1,i_{“‘) N,
=N. En faisant g | 0 dans (7), on obtient que, pour tout p>0, N=N,+pN=*N,
=N,+pNxN,. Donc

(PN +e)*(e—pN,) = (pN+e)x(e—pN,) = ¢.
Comme N=pNxN, dans X et N*xN}, a un sens, la convolution N*N N, a un
sens. Donc

¢—pN, = (pN+¢e)x(e—pN,)*(e—pN,) = e—pN,,

d’ot N,=N;,,.
Dans ce cas, en posant No=N, (N,),>o s’appelle la résolvante associée
au noyau N.

LeMME 3.1. Soient N un noyau de convolution sur X et (Np)pzo est la
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résolvante associée a N. Alors, pour tout p>0,
N="L% (N,
P n=1 4

Fournons la démonstration. En faisant g—0 dans (7), on obtient que NN,
a un sens e¢ N—N,=pN+N, Pour notre égalité, on peut supposer N#0,

o0
car si N=0, alors N, s’annule aussi. D’apres le lemme 2.1, 3 (pN,)" est vague-
n=1
ment convergente et

X .
ngl (pN,)" = pN— pnllrwa *(pN )"

(cf. (6)). Donc N=p~! ,2'1 (pN,)". Réciproquement, soit ¢ un nombre avec
0<g<p. En utilisant (6) et (7) on a aussi
3 (@=9N,) = (~dN,~(p—q) lim Ns(p=9)N,)".
Comme N, <N dans X, oﬁ a, pour tout I’entier m>0,
Np(p=) N (2oL Ne(pN (254 )' N,
Donc

(=N, = £ (=N, < 3 (0N,

En faisant g | 0, on arrive & NSP~! 3 (pN,)". Par conséquent on obtient
n=1
I’égalité demandée.
La remarque suivante est obtenue par un calcul élémentaire et bien connue
(cf. par exemple, [2]).

REMARQUE 3.2. ~ Soit N un noyau de convolution sur X de la forme N=a(e
0

+ Y (6)"), ou a est une constante positive et oll o est une mesure positive dans
=1

n
X. Alors il existe la résolvante (N,),>, associée au noyau N et, pour tout p>0,

O G
=— g) ).
P ap+1 r=1\ap+1
Le lemme 3.1 et la présente remarque donnent que, pour un noyau de con-
volution N quelconque sur X auquel la résolvante est associée et pour une con-

stante ¢>0 quelconque, il existe la résolvante associée au noyau N + ce.
La remarque suivante est aussi connue.
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REMARQUE 3.3. Soit N unnoyau de convolution sur X auquel la résolvante
(Np)pzo est associée. Alors, pour tout p>0, il existe la résolvante associée
au noyau N, On voit facilemment que (N, )0 est la résolvante associée

au noyau N,
Fournons une caractérisation de la résolvante associée au noyau donné.

LeEmME 3.2. Soient N un noyau de convolution sur X et (N ), une famille
de noyaux de convolution sur X. Alors les deux énoncés suivants sont équiva-

lents.
1 N ,),>0 est la résolvante associée au noyau N.
p/p20

(2) Pour tout p>0, (PN+e)*N,=N et}i_frol N,=Ny=N (vaguement).

DEMONSTRATION. L’implication (1)=(2) est évidente. Montrons son in-
verse. Pour cela, il suffit de montrer I’équation résolvante. Soient p>0 et g>0
quelconque. On a

(PN +e)*N, = (qN+&)*N, = (PN +e)*N,+(g—p)N*N,
= (PN +&)*N,+(q—p)pN +&)*N *N, = (pN +&)*(N,+(q—p)N *N,).
En utilisant encore N =(pN +¢)*N,, on a
N+N, = N#(N,+(g=p)N,+N,)
Par conséquent
N, = N,4(q—p)N,*N,,

d’ol I’équation résolvante a lieu. Le lemme 3.2 est ainsi démontré.
Le lemme suivant est bien connu (cf. par exemple, la proposition 2 dans [4]).

LemMmE 3.3. Soit N un noyau de convolution sur X de la forme N=af(e
+ Z (6)"), ou a est une constante>0 et ¢ est une mesure positive dans X.

Alors N satisfait au principe de domination.

‘En généralisant le cadre des noyaux de convolution sur X de la présente forme,
J. Deny a défini un cadre plus large suivant des noyaux de convolution sur X
(cf. [2]).

Un noyau de convolution N #0 sur X est dit associé (2 une famille fondamen-
tale) s’il existe une base de voisinages compacts ¥~ de I’origine telle qu’a Ve ¥~
quelconque, on puisse associer une mesure positive o, dans X satisfaisant aux
conditions suivantes:

(a) N = Nxay dans X.

(b) supp(N—Nxay)c V.

(c) lim Nx(a,)"=0 (vaguement) .

n—-+w
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REMARQUE 3.4. La présente définition est un peu différente de celle par J.

Deny. On remarque qu’il n’y a pas la condition N# Nx*o, qui se trouve dans
la définition par J. Deny.

REMARQUE 3.5. Soit N un noyau de convolution de la méme forme que
dans le lemme 3.3. En posant ¥~ = la totalité des voisinages compacts de
l’origine et o, =& pour tout ¥ de ¥", on voit que N est associé.

Le lemme suivant est généralisation du lemme 3.3.

LEMME 3.4. Soit N un noyau de convolution sur X. Si N est associé,
alors N satisfait au principe de domination.

J. Deny [2] montre qu’un noyau associé est un noyau de convolution de
Hunt (voir §.5), et donc le lemme 3.4 est connu. Nous donnerons ici la démon-
stration dirécte. Supposons que, pour deux fonctions f#0 et g de C¥, Nxf< Nxg
sur supp(f). Posons w={xe X;f(x)>0} et, pour un entier m=1 quelconque,
fmu=f—inf(f, 1/m). Alors on peut choisir Ve  tel que supp (f,)+V<co.
Posons #,=N—Nx*g,. Comme N=#0, le lemme 2.1 donne que, pour tout
I’entier n>0, (o,)" et Nx(c,)" sont définies, et on a Nx*(c,)"=Nx*(c,)"*! dans
X. En remarquant N #0 et la condition (c) qui apparait dans la définition d’un

noyau associé, on voit facilement n,#0. D’aprés le lemme 2.1, 2 (o)™ est

vaguement convergente. D’aprés la condition citée ci-dessus et l’egahte 6),
on a encore

N =nyse+ 3 (@),

Si la totalité des voisinages compacts V appartenant a ¥~ et satisfaisant a o, =0
forme une base de voisinages de 1’origine, alors, en vertu de la condition (b) qui
apparait dans la définition d’un noyau associé, N est proportionnel a ¢&. Dans
ce cas, il est évident que N satisfait au principe de domination. Donc on peut
supposer que, quel que soit V de ¥°, 6,#0. Montrons Nxg=Nxf, sur X.
Posons u,,=inf (N+f,,, N*g); alors u,*c, a un sens et u,,=u,*o, sur X. Posons
h,,=u,,—u,*o; alors h,, est une fonction non-négative, finie et continue. Comme

Jim u,x(0y)"(x) = lim Nxgx(ay)"(x) =
sur X, on a
= (e+ ;2’1 (6y)")*h,,.
Soit x un point de w quelconque. Alors Nxf,,(x)=u,(x) et

hm(x) = “m(x) - um*aV(x) = N*fm(x) - N*fm*aV(x) = Uv*fm(x) .
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Comme supp (1y*f,,)=supp (1) +supp (f,) = V+supp(f.)cw, on a h,Zny*f,
sur X d’ou

Uy g (8+ ngl (GV)n)*r]V*fm = N*fm

sur X. Par conséquent u,,=Nxf, sur X d’ou Nxf,<N=xg sur X. En faisant
m 1 + 00, on arrive 8 Nxf< N#g sur X. D’aprés la proposition 1.2, on voit que
N satisfait au principe de domination. Le lemme 3.4 est ainsi démontré.

Le troisiéme théoréme est de fournir des caractérisations de l’existence de
la résolvante associée au noyau donné.

THEOREME 3. Soit N un noyau de convolution sur X. Alors les trois
énoncés suivants sont équivalents.

(1) Il existe la résolvante (N p),s o associée au noyau N.

(2) Posons ¥, la totalité des voisinages compacts de I'origine.
N satisfait au principe de domination et

limNg,, =0 (vaguement),
Ve

ot Ny est le noyau de convolution balayé de N sur €V relativement a (N, N)
dés que N#0 et ot N,,=0 (YVev",) dés que N=0.

(3) N satisfait au principe de domination et il existe une suite (N(™)®_,
de noyaux de convolution sur X telle que I'on ait N<XN®, N>N® (Yp>1),
linzr N =0 (vaguement) et que N¥(N — N™) ait un sens.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord (1)=>(2). On peut supposer évidem-
ment N#0. D’apres les lemmes 3.1 et 3.3, on voit que, pour une constante
¢>0 quelconque, N + ce satisfait au principe de domination, et donc la proposi-
tion 1.1 donne le principe de domination pour N. Comme (Ngy)ycy-, €5t une
famille filtrante a gauche lorsque V1 X (voir la remarque de la fin dans §1),
limNg,, a un sens. On prend une suite (w,)?, d’ouverts relativement com-

Vtx JR— ©
pacts de X telle que w,cw, ., et \U w,=X. Pour Ve ¥ ,quelconque, le théoréme
n=1

1 donne I’existence d’une mesure balayée €4 , de e sur €V n w, relativement au
noyau N. D’aprés le lemme 1.7, N*eyy , est le N-potentiel balayé de Nxey, 4
sur ¥V n w, relativement au noyau N, et donc on voit que la suite (N*eyy )5
est croissante. En remarquant la maniére de la construction de N, dans la
proposition 1.4, on voit que

N,y = lim Nseyy , (vaguement).

n—->+ow

Comme N#0 et Nxey ,<N dans X, le lemme 1.1 donne que (&, ,)5=
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est vaguement bornée. Alors on peut supposer que (g5y,,)7= converge vague-
ment vers une limite &, lorsque n— +c. Evidemment on a supp (e,y) <@V
et Nxef,, <N dans X. Soit p un nombre>0 quelconque. Pour fe C{ quel-

conque, on choisit une fonction g de Cj, telle que Nxg= f sur X. Comme

. -
0 = fo€ey,n = N¥ey,,*g S Nxg  sur X

et, d’apres le lemme 3.2,
Sﬁ*ngp =Sng*Np = %Sgd(N—- Ny <+,
le théoréme de Lebesgue donne que

[ raN gy = perndh, — ( peeyan, = ranyseny
lorsque n— + 0. Comme f est quelconque,

llinN *egy o = Npxeiy (vaguement).
n—>-+oo

On prend une suite (V,,)3-, de ¥, telle que €V,,o2%€V,., (Ym=1) et v Va=X.
m=1
Comme supp (e4y,) =€V, lim g, =0 (vaguement). De la méme manicre
m—+a0

comme ci-dessus, on a

lim N ey, =0 (vaguement).
n—-+ow

D’apres le lemme 3.2, on a

N@Vm*(pr) = hm N*BI?Vm,n*(PNp) = hm (N*S’%’V".,n_Np*B’C’Vm,n)
n—+oo n—+o

X
Vo Np*egym .

La suite (Ngy, )»-1 étant décroissante, N'= lim N, a unsenset N'«(pN,)=N'.

m—+oo

D’apres le lemme 2.1, pour tout 'entier m2>1, N'#(pN,)"=N’. D’apres le lemme
3.1, on a hm Nx(pN,)"=0 (vaguement), et donc N'= lim N'«(pN,)"=0, car

m-—+o0

N'ZEN,d ou hm N¢y, =0 (vaguement). On a ainsi
m—=+ow

limNg,, =0 (vaguement),
V1X
Ve ¢

d’ou (1)=(2).

On voit facilement (2)=>(3). En effet, en remarquant que (N¢p)yes-, €St
filtrante a gauche lorsque V1 X et que X est dénombrable a I'infini, on voit
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qu’il existe une suite (V,)®., de ¥, telle que v, V,=Xet liT N¢y, =0 (vaguement).
Comme N — Ny, est a support compact, la;l ct)nvolutio';l_'Ni(N —Ngy,) a un sens.
L’inégalit¢ N=Ny, résulte de la définition de N, et N<N,, en résulte
aussi.

Montrons finalement que (3) implique (1). On a d’abord, pour tout p>0,
PN+e<N. En effet, pour f, g € M} quelconque, I'inégalité pNf+f<Ng &—p.p.
sur K, implique pNf<Ng ¢—p.p. sur K, et donc pNf<Ng¢—p.p. sur X. On
a ainsi pNf+f<Ng<&—p.p. dans ¥K,, d’ou pNf+f<Ng &—p.p. sur X. On
prend une suite (w,)2, d’ouverts relativement compacts de X telle que w,<w,

0
et U w,=X. D’aprés le théoréme 1, il existe une mesure balayée ¢, , de e

n=1
sur w, relativement a (pN+¢, N). On remarque ici que le principe de domina-
tion pour pN-+e¢ résulte de la proposition 1.1. Comme (pN +e)*g, ,<(pN
+e)*e), .y dans w,, et supp(e),,) W, S, 4, le lemme 1.2 donne (pN +&)x*e) ,
=(pN+¢e)*e,,y dans X, d’out ((pN+e)*e, )%, est croissante. Comme pN
+&=<N, le corollaire 5 du théoréme 1 donne que (N#e¢}, ), est aussi croissante.
Comme (pN +é)*¢, ,=(pN+e)*e, ..y dans w,, il s’en suit que &, ,2&p n+1
dans w,. On voit ainsi que

lim (pN +e¢)*e, , = N (vaguement)
n—+o0

et que (g, ,)2, converge vaguement vers une limite N, lorsque n— +co.
Pour toute f de Cg,

S(pN+a)#de‘, < lim inf S(pN+a)*fdé;,,,,
n—->+ow
= lim (pN +e¢)*e, ,+f(0) = N*f(0),
n—+oo

et donc N*N, a un sens et (pN+¢)*N,<N dans X. Montrons N<(pN+¢&)*N,
dans X. Si N=0, alors cela est évident. On suppose N#0. Soit fe C§ quel-

conque; alors on choisit g € C; telle que N*g > fsur X. Comme
0§, + = N*é;,n*g < Nxg sur X
et, pour tout m=1,
SN*gd(N—N<m>)= Sng*(N—N('")) < o0,
le théoréme de Lebesque donne |

lim S fo&y od(N— N™) = S SN d(N = N).

n->+o
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On a donc, pour tout m=1,

) lim (N—N®™)xg, = (N—Nm)xN, (vaguement).

n—+oo

D’aprés le corollaire 5 du théoréme 1, on a N(xe, , <N dans X. Donc,
pour toute f de Cg,

im S fdNsz,, < lim S SN = N®)xgy,,+ lim sup S FAN g |

n—+o0
< S fd(N = NN, + S fAN™ < S FANWN,+ S FAN® .
En faisant m 1t + o0, on arrive a

fim S fdN%e, , < S fANsN,.

n—+o
Par conséquent (pN +¢)*N,2N dans X. On voit ainsi (pN +¢)*N,=N dans
X. Montrons finalement que th =N. On peut supposer encore N #0.

Ayant N,<N pour tout p>0, on v01t que (pN,),>o converge vaguement vers
0 lorsque p—0. Soit m un entier 21 quelconque. Comme Nx(pN,)<N dans
X, N+#0 et Nx(N—N®™) a un sens, on obtient, de la méme maniére que dans
la démonstration de ’égalité (9),

lin;p(N— NN, =0 (vaguement).
p—f

D’apres le corollaire 5 du théoréeme 1, on a N™x(pN,)<N®™ dans X. Donc,
pour toute f de C§,

lim sup pSde("')*NI, < Sde("‘),
p-0
et par suite

lim sup pS fANWN, < S fAN .
p—.

En faisant m— + oo, on arrive a lim pS fdNxN,=0 d’ou pNxN, converge
p=0
vagument vers 0 avec p—0. On a donc

limN,=N (vaguement) .
p=0
Par conséquent le lemme 3.2 donne ’existence de la résolvante (N,),», associée
au noyau N, d’ou (3)=>(1).
La démonstration est ainsi compleéte.



320 Masayuki It

COROLLAIRE 1. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination. Si (N)2=N=*N a un sens, alors il existe la résolvante
associée au noyau N.

En effet, en posant NW=0 (m=1, 2,---), on voit que N satisfait & I’énoncé
(3) du théoreme 3. Le corollaire 1 est un théoréeme de Kishi. M. Kishi [6]
le montre pour un noyau d’un cadre plus large (voir le théoréme 1 dans [6]).

Le corollaire suivant est obtenu par J. Deny (cf. [2]).

COROLLAIRE 2. Pour un noyau associé N, il existe la résolvante associée
au noyau N.

En effet, d’apres le lemme 3.4, N satisfait au principe de domination. Soient
¥ une base de voisinages compacts de I’origine associée a N et Ve ¥~ quelconque.
On désigne par g, une mesure positive donnée dans la définition d’un noyau as-
socié. En posant N™=Nx(g,)" (m=1, 2,--), on a NN et limN™=0

m—0

(vaguement) (voir les conditions (a) et (c) dans la définition d’un noyau associ€).
D’apres le corollaire 2 du théoréme 1, on a N<N®), On voit que N satisfait
a I’énoncé (3) du théoréme 3.

En remarquant I’énoncé (2) du théoréme 3, on obtiendra le corollaire suivant:

COROLLAIRE 3. Soit N un noyau de convolution sur X auquel la résolvante
est associée. Alors, pour une mesure positive u dans X telle que N*u ait un
sens et pour un ouvert o de X quelconque, il existe une mesure positive y’ dans
X portée par @ telle que U'on ait: (a) N¥u=N=u' dans X. (b) N+xpu=Nx*y'
dans w. (c) Quelle que soit v une mesure positive dans X portée par ®, N%v
=Ny’ dans X dés que N¥v= N*u dans .

DEMONSTRATION. Si N=0, alors notre énoncé est évident. On suppose
N#0. On peut ch01s1r une suite croissante (w,)®-; d’ouverts relativement com-

pacts de X telle que U w,=w. D’apres le corollaire 3 du théoréme 1 et le théo-
=1
réme 3, il existe une mesure balayée u, de p sur w, relativement au noyau N.
Comme N#0 et N*u,<N=*u dans X, on peut supposer que (u,)%; converge
vaguement vers une limite 4’ dans X lorsque n— + oo (cf. le lemme 1.1). On a
alors supp(u')c@ et Ny’ <N*u dans X. Pour tout Vde ¥ ,, N—N,y est a
support compact, et donc
lim (N=Ngp)*u, = (N—Ngp)xpu' (vaguement).

n—->+ow

Comme N<N,, et N>N,, dans X, le corollaire 5 du théoréme 1 donne que
Nyy*u, <N, p*u dans X. Donc, pour toute f de C§,

lim sup S fdNw, < S Fd(N =Ny p)*t +lim sup S FdN ¥,
n—+oo n->+w
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< [anve + {aN gy

En remarquant I’énoncé (2) du théoréme 3, on obtient que (N )yey-, COnverge

d’une maniére décroissante vers 0 lorsque V't X. Donc lim S fdN 4 ,*u=0 (vague-
vix

ment) d’ou

lim sup S fdNw, < S FANwi .
n—+oo
En ulitisant la semi-continuité inférieure de la convolution, on peut conclure

lim S fdNep, = S fdNwu' .

n—+o00

Comme f est quelconque,

lim Ns*u, = N*p' (vaguement).

n—+ow
On a donc Ns#u'=N=xu dans w. Montrons finalement que p' vérifie la con-
dition (c). Soit v une mesure positive portée par @ telle que Nxv=N=xu dans
w. On désigne par v, une mesure balayée de v sur w, relativement au noyau
N. Alors N*u<N#v=Nxv, dans w, et supp(v,)<w, D’aprés le corollaire
3 du théoréme 1, N*v, = N=u, dans X d’ou N*u,<N=*v. En faisant n— + oo,
on arrive 2 Nxu'<Nxv dans X. On voit ainsi que yu’ vérifie la condition (c),
et notre corollaire est démontré.

On dit aussi que p’ est une mesure balayée de u sur - relativement au noyau
N.

REMARQUE 3.6. Soit N le méme que ci-dessus. Pour tout 'ouvert w de
X, N,=N=¢,,, ou N, est le noyau de convolution balayé de N sur w relativement
a (N, N) et ou &, est une mesure balayée de ¢ sur w relativement au noyau N.
Cela est un résultat immédiat du présent corollaire.

REMARQUE 3.7. Soit N le méme que ci-dessus. Pour Ve ¥, quelconque,
on note &, une mesure balayée de & sur %V relativement au noyau N. Si
N # Nxé&ly, alors hm Nx(el,,)"=0 (vaguement)

En effet, d’apres le lemme 2.1, Z (g, )" est vaguement convergente, et donc
11m (ew)"—O (vaguement). La sulte (N*(efy)")P-, étant décroissante, N’
n—

= 11m Nx(g},y)" (vaguement) a un sens. Soit Ue ¥".. Comme

n—>+o0

lim (N— N*a,‘,u)*(sw)" =0 (vaguement),
n—+ow
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ona N'=N'xgy,; dans X. Ayant N=N'dans X et lim Nxg,;,=0 (vaguement),
Utx

ona N'=0dou lim Nx(e,)"=0 (vaguement).
n—++oo
Pour simplifier la notation, on désigne par #(X) I'ensemble constitué par
tout le noyau de convolution sur X auquel la résolvante est associée. On
a montré que 2(X) est vaguement fermé (cf. la proposition 1.3), mais Z(X)

n’est pas toujours vaguement fermé.

ExXemPLE. Pour une constante ¢ quelconque, posons k., =exp(—c|t|)dt
sur la droite réelle R!. Alors, pour tout ¢>0, k., appartient a #Z(R!). Mais

En remarquant #Z(X)={N e Z(X); N<0}, on montrera la proposition sui-
vante:

ProrosITION 3.1. Soit N’ un noyau de convolution #0 sur X auquel
la résolvante est associée, et posons R, (N')={NeR(X); N<XN'}. Alors
ona:

(1) 2,.N’) est vaguement fermé.

(2) Pour tout N de #,N’), la résolvante (N,),>, associée au noyau N
est aussi contenue dans #,N’) et, pour un nombre p>0 quelconque, I'applica-
tion 2(N')> N-N,e #,N’) est vaguement continue.

Pour montrer la proposition 3.1, on doit préparer le lemme suivant:

LEMME 3.5. Soient N un noyau de convolution appartenant a Z(X)
et (U)eq une famille filtrante de mesures positives dans X qui converge vague-
ment vers une limite u. S’il existe une mesure positive v dans X telle que Nxv
ait un sens et si, pour tout o € A, N¥u,< Nxv dans X, alors

lim Nxu, = Nxpu (vaguement).
Montrons le lemme 3.5. Pour Ve ¥”_ quelconque, le corollaire 3 du théoréme

3 donne I’existence d’une mesure balayée &, de ¢ sur €V relativement au noyau
N. Comme supp(N— Nxe,p)cV,

li:n (N —Nxeyp)xu, = (N — Nxely)*u (vaguement).
Pour fe Cg quelconque,
li‘lzn sup Sde*y, < li:n Sfd(N — Nxglyy)xu, + liin sup Sde*s;,,,*ua
= gfd(N—N*s;,V)*y+ gde*sg,V*v =< gfd Nxpu+ Sde*s’g,y*v .

Comme (Nx&gy)yey, converge d’une maniére décroissante vers 0 lorsque V1 X
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(cf. le théoréme 3 et la remarque 3.6), on a lim Nxel,*v=0 (vaguement). Donc
Vix

lim sup S fdNwp, < Sdi*u.

Réciproquement on a
fim infg fdNw, 2 S fdNwu,

d’olt lim S fANx*u,= S fdNxu. Comme f est quelconque,
a
lim N*u, = N*u (vaguement),

d’ou le lemme 3.5.

Montrons la proposition 3.1. Soit N un point vaguement adhérent de
2.N’) quelconque. Si N=0, évidlemment Ne #,(N’). On suppose N#0.
D’apres le théoréeme 3, Z2(X)= 2(X). Donc la proposition 1.3 donne N € 2(X).
D’apres la corollaire 4 du théoréme 1, on a N<N’. Soit Ve ¥ . quelconque.
En rappelant la proposition 1.4 et sa démonstration, on voit qu’il existe une
famille filtrante & droite (w,),., d’ouverts relativement compacts de X telle que
w,c ¥V et Nxe, 1 Ny, ol &, est une mesure balayée de & sur w, relativement
au noyau N et ou N, est le noyau de convolution balayé de N sur €V relative-
ment & (N, N). Comme N #0 et Nxg, <N dans X, on peut supposer que (&})yc4
converge vaguement vers une limite &, (cf. le lemme 1.1). D’aprés le corollaire
5 du théoréme 1, on a N'«¢, <N’ dans X. Donc le présent lemme 3.5 donne
(10) lim N'sg!, = N'%gly (vaguement).

a
Pour toute f de C, il existe une fonction g de Cf, telle que N«f< N'xg sur supp (f),
car N'#0. En vertu de N<N’, N¥f<N'xg sur X. L’égalité (10) donne

lim SN’*gds;= SN '»gfely. Comme (g)),c4 COnverge vaguement vers &y, on voit
lim SN*fde; = SN*fdag,V d’o
lim S fdNxe, = S FdNx,y .
a
Comme f est quelconque,
Nyy = lim Nxg}, = Nx&jyy dans X.

Montrons que lim N, =0 (vaguement). Comme supp(eyy)= €V, on a lim &y
VtX VtXx

=0. En remarquant N’se,;, <N’ dans X, on voit, de la méme maniére comme
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ci-dessus, on a

lim Nxgly = 0 (vaguement).
VX

D’aprés le théoréme 3, on a N e 2(X) d’ou N e 2, (N’). 1l s’en suit que ’énoncé
(1) a lieu.

La remarque 3.2 donne que, pour N e £(X) quelconque, la résolvante
(N,)pz0 associée au noyau N est contenue dans #(X). D’autre part, d’apres
le corollaire 2 du théoreme 1 et I’égalité (pN +¢)*N,=N, on a N,<N (Yp>0).
D’apres le corollaire 1 du théoréme 1, on voit que si N<N’, alors, pour tout
p>0, N,<N’. Donc la premié¢re partic de ’énoncé (2) a lieu.

Montrons finalement que la deuxiéme partie de (2) a lieu. Soit (N,),., une
famille filtrante de 2,(N’) qui converge vaguement vers N € Z,(N’). On désigne
par (N, ,)p=0 €t par (N,),>o la résolvante associée au noyau N, et la résolvante
associée au noyau N, respectivement. Soit p un nombre>0 quelconque fixé.
Comme N, ,<N, dans X, (N, ), €st vaguement bornée. Par conséquent il
suffit de montrer I'énoncé suivant: Lorsque (N,,)..a cOnverge vaguement
vers une limite M, alors N,=M,. Si N=0, alors N, s’annule aussi. Comme
N,,sN,etlimN,=0,onalimN,,=0. Supposons N #0; alors on peut supposer

a,p=
a a
que, pour tout « de A4, N,#0. Comme N,*(pN,,)<N, dans X et N, <N/,
le corollaire 5 du théoréme 1 donne N’x(pN,,)<N’ dans X. En utilisant le
lemme 3.5, on a

lir;l N'sN, , = N'*M, (vaguement).
Soit fe C§ quelconque; alors on peut choisir une fonction g de Cj telle que

Nxf<N'xg et Nxf<N'sg sur supp(f) (Yae A), car N'#0 et (N, xf),., converge
uniformément vers Nxf sur tout compact de X. Donc Nxf<N'xg et N, f

SN'sg sur X. Comme (N, ,),c4 converge vaguement vers M, et lim SN '*gdN, ,

=SJ\7’*ngp, pour un nombre 6>0 quelconque, il existe un compact K de X

et ay € A tels que, quel que soit a> oy,
S N’*nga,p <3d.
¢K
Soit ¢ une fonction de Cf telle que ¢=1sur K et 0S¢ =<1 sur X. Alors

fim sup gﬁa*dea,p < lim sup S(Na*f)(pdNa,p +1im sup S(Na*f)(l —)dN,,

< S(N*f)qode+lim supS (N'+g)aN,, < SN*fdM,,+6.
a '3
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En faisant 6 | 0, on arrive a
lim sup Sﬁa*de,,,, < SN*fde.
On a évidemment
lim inf Sﬁa*fdzva,,, > SN*fdM,,.

Comme f est quelconque, on a

lim N*N, , = NxM,, (vaguement) .

En rappelant (pN,+¢)*N, ,=N, dans X, on a (pN+¢&)*M,=N dans X d’ou
(pPN+e)*M,=(pN +¢&)*N,. Comme M,<N dans X, on a lim M x(pN,)"=0
n—>+wo
(vaguement). Donc le lemme 3.1 donne M,=N,. On voit ainsi que la deu-
xieme partie de (2) a lieu, et donc la proposition 3.1 est démontrée.
La présente proposition donne immédiatement le corollaire suivant:

COROLLAIRE. Soit N un noyau de convolution sur X auquel la résolvante
(Np)pzo est associée. Pour une constante ¢>0, on désigne par ((N+ce),),z0
la résolvante associée au noyau N +cs. Alors, pour tout p>0,

lirrtl)(N +ce), =N, (vaguement) .

En effet, comme (N+ce)*(c"'N,.-:)=N dans X, on a, pour tout ¢>0,
N+cee 2,(N). Donc le corollaire résulte de la proposition 3.1.

§4. Les noyaux de convolution de Hunt

Rappelons qu’une famille («,),>, de mesures positives dans X est un semi-
groupe vaguement continu si og=g¢, axa,=0, ., (¥,20, Ys=0) et si 'application
t—a, est vaguement continue (C’est-a-dire, pour toute f de Cg, t—»S fda, est con-
tinue). On dit que N est un noyau de convolution de Hunt sur X si N s’écrit,
avec un semi-groupe vaguement continu (o), comme N = S:a,dt; c’est-a-dire,
pour toute f de Cy, S fdN = S:S fdo,dt (cf. par exemple, [2]).

REMARQUE 4.1. Soit N le méme que ci-dessus. Pour p>0 quelconque,
posons N p=S:a,exp(— pr)dt; alors (N,),>o est la résolvante associée au
noyau N.

Cela est bien connu (cf. par exemple, [2]). On l'obtient facilement par
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un calcul élémentaire.

REMARQUE 4.2. Pour un noyau de convolution de Hunt N sur X, un semi-
groupe vaguement continu (a,),5o avec N= Swa,dt est uniquement déterminé.
En effet, soit (¢;),>o un autre semi-grouSe vaguement continu tel que N
=S°°a;dt. Alors (Swa,exp (—pt)dt) et <gma;exp (- pt)dt> sont des
0 0 p>0 0 0

p>
résolvantes et on a

limgwa,exp( — pt)dt = lim Swa;exp(— ptydt = N (vaguement).
p—0J/0 p—=0J0

L’unicité de résolvante donne que, pour tout p=0 et pour toute f de C%,
o0
0

S:Sfdot,exp (=ptydt = S Sfda;exp(—pt)dt .

Rappelons que t-—»S fda, et t—»Sda; sont continues; alors I'injectivité de la trans-

formation de Laplace donne que, pour tout ¢ =0, S fdo, = S fdo;, d’ou a,=ua.

On dit que ()50 €st un semi-groupe vaguement continu associé au noyau
N. Pour simplifier la notation, on désignera par s#=s(X) la totalité des
noyaux de convolution de Hunt sur X. Pour un noyau de convolution N’ sur
X, on notera

H(N)={Nes#; N<N'}.

REMARQUE 4.3. Soit N un noyau de convolution de Hunt sur X. Alorsona:
(1) N#0 et supp(N) contient I’origine.
(2) Pour toute constante ¢>0, cN est aussi un noyau de convolution de

Hunt.
En effet, soit (&), le semi-groupe vaguement continu associé au noyau N.
En remarquant que oo=¢ et t—a, est vaguement continue, on voit 1’énoncé
(1). Pour une constante ¢>0, (%,.),>0 €St un semi-groupe vaguement continu
2]
et cN=S Oty cdt.
]
Pour un noyau de convolution de Hunt N sur X, il est important d’examiner
’allure du semi-groupe vaguement continu associé au noyau N. Pour cela, on

o
introduit une fonction. Pour un noyau de convolution de Hunt N =S o, dt
]

sur X et pour une fonction universellement mesurable ¢ =0 sur X, on note

Uno® = (pds,  (V120).

Alors Yy , est une fonction (finie ou infini) définie sur R*={te R!;t2>0}.
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TuEoREME 4. Soient N' et N” deux noyaux de convolution non-zéro sur
X. Alors, pour tout N de s#(N') et pour toute f de C¥, Yy sy est finie et
continue sur R*. Pour fe C§ quelconque, I’ensemble

{le,N'*f;NEfr(NI)aNgN” dansv X}
est une famille normale sur tout compact de R*. V)

DEMONSTRATION. Comme tout le noyau de convolution de Hunt ne s’annule
pas, il suffit de montrer la deuxiéme partie. Soit f une fonction de C quelconque
fixée. Soient N e s#,(N’) quelconque et (a,),>, le semi-groupe vaguement con-
tinu associé au noyau N. Pour tout t>0,

[} o) @
Nxo, = S oo ds = S o4 ds = S ads <N
0 0 t

dans X. Comme N e cR(X)=2(X) (cf. la remarque 4.1 et le théoreme 3)
et N<N', le corollaire 5 du théoréme 1 donne N’'«x, <N’ dans X. Donc

(11) Unoas(t) = SN’*fda, - S fAN"s0, < S fAN' < +c0

sur R*. Par conséquent ’ensemble

{l//N,ﬁ’*f; Nes# (N}

est uniformément borné sur R*.
Supposons que N=N" dans X. Comme N”#0, on peut choisir une fonction

g de Cj telle que N"+g=>fsur X. On prend une suite (w,)%; d’ouverts relative-

ment compacts de X telle que, pour n>1 quelconque, w,cw,,, et v w,=X
n=1

Désignons par &, une mesure balayée de ¢ sur w, relativement a (N, N’). Alors
(Nxg,)>., converge d’'une maniére croissante vers N’ avec n 1 +oo. Soient =0,
s=0 quelconques. On peut supposer t=s. On a

W s =V i) = | (N sfdot — (ot

= lim
n—>+ow

= ’ gde’*a,— Sde’*ots

Sde*e;,*a, — Sde*s;,*as

= lim
n—>+ow

©
0

Swgfdau*a,*aj,du — S Sfdocu*as*s;,du ‘
0

1) Précisément, pour tout compact K de R*, 'ensemble des restreintes des éléments de cet en-
semble sur K est une famille normale sur K.
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= lim Swgfdauﬂ*s;,du - Swgfdauﬂ*a;,du ‘
n—=+0lJO 0

= lim S‘”S fdo, et du— S‘”g fdoseydu| = tim g'g fdaseidu
n=+wolJt s n—=>+wJs

t

IIA

lim inf gtgﬁ"*gdau*a;,du < lim inf S

n—=+oo s n—>+ow

gN xgda,xe,du

N

= lim Stgng*s;,*audu = S Sng’*(xudu

t
n—+owJ/s s
t
=< Sng’du = (Sng’)(t—s).

Par conséquent Yy 5« est finie et continue sur R*. En rappelant que Sng !

ne dépend pas de N, on voit que la famille
{'/lN,ﬁ*f;Ne'#r(N’)sN Z N” dans X}

est équi-continue sur R*. Le théoréme 4 est ainsi démontré.
On donne une modification du présent théoréme.

THEOREME 4'. Soient N'#0 un noyau de convolution sur X, f une fonction
de C} et A une famille de s#(N'). S’il existe une fonction g de Cj telle que,
pour N e A quelconque, Nxg>f sur X, alors {¥n 5sss NeA} est une famille
normale sur tout compact de R*.

Régardons la démonstration du présent théoréme; alors on voit que N”
sert ’existence d’une telle fonction g.

REMARQUE 4.4. Nous ne connaissons pas maintenant si, pour un noyau de
convolution N'#0 sur X et pour fe C, I'’ensemble

{'//N,FJ'*ﬁ Nes#(N')}

est toujours une famille normale sur tout compact de R™.
Le théoréme 4’ et la proposition 3.1 donnent le corollaire suivant.

COROLLAIRE. Soient N' € Z(X) et (N,),e4 une famille filtrante de s#,(N’)
qui converge vaguement vers une limite N+#0. Alors, pour fe C§ quelconque,
(U, 5 %f)aca €St uniformément convergente sur tout compact de R*.

DEMONSTRATION. Notons C(R*) I’espace vectoriel topologique des fonctions
finies et continues sur R* muni de la topologie de convergence compacte. Soit
f une fonction quelconque donnée. Comme N #0, on peut choisir g € C§ telle

que Nxg>f sur supp(f). En remarquant que (N,*g),., converge uniformément
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vers N *g sur tout compact, on peut supposer que, pour a € A quelconque, Na*g =f
sur supp (f) d’ott N,*g > fsur X. D’aprés le théoréme 4’, (UN., 5 %)aea CStTElR-
tivement compacte dans C(R*). Soient iy et Y’ deux points adhérents de
(Un,, 7 %s)eea quelconques.  On désigne par (N, ,),>0 la résolvante associée au
noyau N, (cf. la remarque 4.1). Alors, d’aprés (2) de la proposition 3.1, pour
tout p>0, (N, peeq €St vaguement convergente. Comme N’x(pN,,)<N’ dans
X (voir le corollaire 5 du théoréme 1), le lemme 3.5 donne que, pour tout p>0,
(N'*N, p)seq €St vaguement convergente. Comme, pour a€A quelconque,

0= yn,, w0 = Sde’ sur R*

(cf. 1a formule (11)), on a, pour p>0 quelconque,

lim S fAN'*N,, = lim SN'*de,,,, = lim S "Wy 5w () €Xp (= pr)dt
o a @ o

={"wwexp (= pdr ={ v exp (- poyr.

En vertu de P'injectivité de la transformation de Laplace, on voit Y =y’. Par
conséquent on acheve la démonstration.

Pour les appliquer a une caractérisation d’un noyau de convolution de Hunt,
on préparera d’abord une définition et deux lemmes.

Soit N un noyau de convolution sur X. On dit que N est injectif (ou bien
satisfait au principe d’unicité) si, pour deux mesures positives u et v dans X
quelconques, p=v deés que Nx(u+v) a un sens et Nxu=N=xv dans X.

LeMME 4.1. Soient N un noyau de convolution infectif sur X auquel la
résolvante est associée, et (U,),., une famille filtrante de mesures positives dans
X. Supposons qu’il existe une mesure positive v dans X telle que N+v ait
un sens et que, pour o€ A quelconque, N*u, S N*v dans X. Si (N*u,),, est
vaguement convergente, alors (U,),.4 I'est aussi.

DEMONSTRATION. Comme N #0, le lemme 1.1 donne que (g),., est
vaguement bornée. Soient p et u’ deux points vaguement adhérents de (U,)pcs
quelconques. D’aprés le lemme 3.5, on a

Nxp = Nxy' = lim Ny, (vaguement).

Comme N est injectif, on a p=p’. On voit donc que (y,),., Converge vaguement
vers u.
Le lemme suivant est élémentaire (cf. le lemme 8.4 dand [2]).

LemME 4.2. Soit N un noyau de convolution de la forme N=¢+ i (o)™,
n=1
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ou o est une mesure positive dans X. Alors N est un noyau de convolution de
Hunt sur X.

En posant a,=exp(—t)<e+ i lﬁg’,)—")(vth), on voit facilement que
n=1 .

(%) 20 €st le semi-groupe vaguement continu associé au noyau N.

THEOREME 5. Soit N#0 un noyau de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination. S’il existeun noyau de convolution injectif N’ apparte-
nant a #A(X) telle que N<N’, alors N est un noyau de convolution de Hunt.

DEMONSTRATION. Regardons la démonstration de 1’énoncé (1) dans la
proposition 3.1; alors on voit que Ne Z(X). Soit (N,),>o la résolvante
associée au noyau N. Alors le lemme 3.1 donne que, pour tout p>0,

1 1 &
N+-—e=— N)".
+ps ps+'§l(p )

Le lemme 4.2 et la remarque 4.3 donnent donc que N +¢/p est un noyau de con-
volution de Hunt. Soit (a,,),>, le semi-groupe vaguement continu associé au
noyau N+é¢/p. Pour simplifier la notation, on pose VY, i ur=Vn+epi ss
pour fe C§. D’aprés le corollaire du théoréme 4', (Y, i 4s)p>0 €St uniformé-
ment convergente sur tout compact de R* lorsque p— +oo. Désignons par
Vp s sa limite. Comme N+¢/p<N<N’' et (N+¢/p)*a,, <N-+¢/p dans X,
les corollaires 1 et 5 du théoréme 1 donnent que N*a,, <N et N'+a,, <N’ dans

X (Y1=0;Yp>0). En remarquant que l//p,,;,,*f(t)=gde’*ocp,,, on voit que

pliT S fdN'xa,, existe. Comme f est quelconque, (N'*a,,,),> o cOnverge vaguement
=T 00
lorsque p—+o0. Donc («,,),>o €st aussi vaguement convergente lorsque

p— + oo, d’apres le lemme 4.1. Avec sa limite a,, on a, pour fe C§ quelconque,
Vo, irss(D) =SN'*fda, =Sde’*oz, sur R*.

On obtient évidemment que ay=¢. L’inégalité N'*a, < N’ et le lemme 1 montrent
que (o),> o €st vaguement borné. La continuité de Vo, %y donne que I'applica-
tion R*s¢—N'xa, est vaguement continue, et donc on voit, d’aprés le lemme
4.1, que t—a, est vaguement continue, car N’'+o¢, <N’ dans X (Yt=0). Soit

520 quelconque. En remarquant que N'+a, <N’ dans X et lim N'xa,,= N'*a,
p—+too

(vaguement), on voit que, pour tout =0 et toute fe Cj,

lim infg JANsaar,, 2 S FAN"sov0,

P>+

et
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lim inf S AN’ — N'saywor, , 2 S JA(N' = N'sa)ysa, .

p—>to

Donc on a

(12) liJrrn N'sagxa, , = N'*agxa, (vaguement).
p—=To

Soit fe C§ quelconque. D’apres le théoreme 4, (‘/’p,ﬁ'ia,* r)p>o0 €st relativement
compact dans C(R%), car, en posant N”"=N'xa,, N+¢&/p<N" pour tout p>0.
Ceci et I'égalité (12) donnent que (Y, 5 xa,xs)p>0 cOnverge uniformément vers
une limite /o 5 xq %, SUr tout compact de R* lorsque p—+o00. Ona, pour tout
t>0,

Yy ikagis(t) = Sde'*a, .

Comme Vg 5 xqa,4s €St continue et f est quelconque, I'application t— N'xogka,
est vaguement continue, et donc le lemme 4.1 donne que t—a*a, est vaguement

continue. En remarquant que, pour ¢>0 quelconque, (Swaq,,exp(— pt)dt>p>o
0

est la résolvante associée au noyau N +¢/q, on voit, d’apres (2) de la proposition
3.1 que

lim Swaq', exp(—pt)dt = N, (vaguement)
0

q=+w

pour tout p>0. Soit f une fonction-de C% quelconque; on choisit une fonction
g de Cj telle que N'*g>f sur X. On a, pour tous t>0 et g>0, Sfdaq,,§gng’

<+ 00 (cf. I'inégalité (11)), et donc le théoréme de Lebesgue donne que, pour tout
p>0,

fim S‘: S fder, jexp(— pr)dt = S S fdo,exp (— piydt.

©
q—+o 0

Comme f est quelconque,
N,= Swa,exp(—pt)dt.
[v]
En faisant p | 0, on arrive a
) [eo]
N =S odt.
0

D’autre part, comme, pour tout p>0, N*x, <N dans X et N+¢/p<N, le lemme
3.5 donne aussi que, pour s>0 quelconque,
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chx,msdt= Nxog= lim Nxa, ;= lim (N +—l—a)*ap,s
0 ’ p

P+ P-+o

@ oo o
= lim S oy ¥, At = hmg Uy stedt = th o, dt.
p—=>+w0/0 p—=+0J/0 p—=+ooJs

0 @ sz L
Remarquons que liin gO“P"dt = Sooc,dt (vaguement); alors, en utilisant I'inégalité
P2t

analogue a (11) et le théoréme de Lebesgue, on a

(13) Swa,*asdt = lim Swocp,,dt = chx,dt (vaguement)
0 p—=tools s

En vertu de la semi-continuite inférieure de la convolution de mesures positives,
on a axoSoy,, (Y620, Ys=0). D’apres DPégalité (13) et les continuités de
toaxo, et de t—a,,, on a, pour tout t=0, e *a,=0a,., Donc ()50 €st un
semi-groupe. On voit ainsi que N est un noyau de convolution de Hunt et que
(a)r>0 est le semi-groupe vaguement continu associé¢ au noyau N. La démon-
stration est ainsi compléte.

D’apres le présent théoréme, on doit examiner précisément les noyaux de
convolution injectifs.

Soit N un noyau de convolution sur X. On dit que N est non-périodique
si, pour x#0 de X quelconque, N # Nx¢,.

PROPOSITION 4.1. Soit N un noyau de convolution sur X auquel la résol-
vante est associée. Alors les trois énoncés suivants sont équivalents.

(1) N est non-périodique.

(2) Pour une mesure positive u dans X quelconque, u=¢ dés que N
=N=*u.

(3) N est injectif.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord (1)=>(2). La non-périodicité de N
donne N#0. Supposons que, pour une mesure positive u dans X, N=Nx*pu.
Draprés le lemme 2.1, pour un entier m=0 quelconque, ()™ et N#(u)™ sont
définies et on a

N = Nx(u)" dans X.

Soit x un point de supp(y) quelconque. Pour un voisinage ouvert U, de x
quelconque, on désigne par ¢ une mesure balayée de ¢ sur U, relativement au
noyau N (voir le corollaire 3 du théoréme 1). On a supp(N—N=gj )$x, car
N =N=x¢gy, dans U,. En remarquant

supp (N — Nxey,) = supp (N — Nxey, )+p) = supp (N — Nxgy, ) +supp (1),
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on a supp(N—N=xgy; ) $0. Donc N=Nxe,_ dans un certain voisinage ouvert
de 'origine. Le lemme 1.2 donne N < Nx*gy_ dans X, car, en posant N'=Nx*ep_,
N<N'. Donc on a N=Nsxep_ dans X. Ceci donne que, pour tout I'entier
m=0,

N = Nx(gy )" dans X.

Comme N #0, le lemme 1.1 donne que (gy, )y, est vaguement bornée, et donc on
peut supposer qu’elle converge vaguement lorsque U, | {x}. Sa limite est portée
par {x}, et elle est égale a c,é&,, ou c, est une constante=0. Il s’en suit que, pour
tout l'entier m>0, (¢;, )™ converge vaguement vers (c,)"¢,, lorsque U, | {x}.
Par conséquent

(14) N = (¢, )"N*e,, dans X.

Pour U e ¥, quelconque, le corollaire 3 du théoréme 3 donne I’existence d’une
mesure balayée ¢, de ¢ sur ¥ U relativement au noyau N, et N y=Nx*eyy (cf.
(la remarque 3.6). D’aprés le théoréme 3, on a 311'5(1 Nxgiyy=0 (vaguement).
Comme N #0, il existe Ve ¥~ tel que N # Nx¢glp. On w;erra que supp (N — Nx¢&yy)
contient 'origine 0. En effet, si supp(N—N=xel,)¢0, alors N=Nx*¢gy, dans un
certain voisinage de l'origine. Comme N<N,y, le lemme 1.2 donne NN,
dans X d’ou N=N=xe,, dans X, mais cela est une contradiction. Soit m un
entier >0 quelconque. Comme

N —Nxggy = (N — Nxgly)x(1)™ dans X,

supp (W)= V. Comme V est compact, on peut choisir fe C} telle que Nxf=1
sur V. Alors I'égalité (14) donne

N+f(©) = | fAN = (e faNstp. = (e Nafds = (0 Raf (m).

Comme mx e supp((W)™)<V, on a
()™ £ N+f(0) < ()" max N+f(y).
ye

On voit alors ¢,=1 d’ot N=N=x¢, dans X. Donc, d’aprés I’énoncé (1), x=0.
Ceci donne que p est concentrée a I'origine d’ou, avec une constante ¢=0, u
=ce. Comme N#0et N=N#u, on a u=e.

Montrons ensuite (2)=>(3). Supposons que, pour deux mesures positives u
et v dans X, N*(u+v) a un sens et Nxu=N#*v dans X. Pour Ve ¥ ", quelconque,
on note &, une mesure balayée de ¢ sur €V relativement aunoyau N. Comme

e#¢eyy, on a N#N#el,. Posons aV=Sd(N — Nxgl,)>0, Alors
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L(N— Nreygy)xp = —I—(N— Nxeipy)*v
ay ay

dans X. En faisant V| {0}. on arrive a I’égalité u=v. On voit donc (2)=>(3).
On voit évidemment (3)=>(1), et la démonstration est ainsi compléte.
Le corollaire suivant est un résultat immédiat du théoréme 5 et de la proposi-
tion 4.1. Cela est essentiellement connu. En particulier, I’équivalencé entre
(1) et (3) est un résultat principal dans [2].

COROLLAIRE 1. Soit N un noyau de convolution sur X. Alors les trois
énoncés suivants sont équivalents.

(1) N est un noyau associé.

(2) N est non-périodique et appartient a Z(X).

(3) N est un noyau de convolution de Hunt.

L’implication (2)=>(1) résulte immédiatement du corollaire 3 du théoreme
3, la remarque 3.7 et de la proposition 4.1. L’implication (2)=>(3) résulte im-
médiatement du théoréme 5 et de la proposition 4.1. Pour (1)=>(2), il suffit
de montrer qu’un noyau associé est non-périodique (voir le corollaire 2 du
théoréme 3). Pour (3)=>(2), il suffit- de montrer qu'un noyau de convolution de
Hunt est non-périodique (voir la remarque 4.1).

Montrons qu’un noyau associé N est non-périodique. Supposons qu’il
existe un point x#0 tel que N=N=#g, dans X. Soit ¥" une base de voisinages
compacts de I’origine associée a N. On choisit V tel que V3 —x et on désigne
par oy la mesure positive dans X donnée pour V dans la définition d’'un noyau
associé. On voit facilement N# Nxo,. Comme (N — N0 ,)*e, =N — N0, dans
X et supp(N—N=xa,)cV, on a supp(N—N=xg,)3$0. D’aprés les lemmes 3.4
et 1.2, on obtient N < N=xag, dans X d’ou N=N=x¢,. On arrive donc a une con-
tradiction, et N est non-périodique.

Montrons qu’un noyau de convolution de Hunt N est non-périodique.
On désigne par (a,);»0 €t (N,),>0 le semi-groupe vaguement continu associé au
noyau N et la résolvante associée au noyau N, respectivement. Supposons qu’il
existe un point x#0 tel que N=N=*¢, dans X. On choisit une fonction f de
Cf telle que f(0)#f(x). Pour p>0 quelconque,

N, = N—pNxN = Nxg,—pN xNxg, = N *&,

dans X. Ceci donne que, pour tout p=0,

Swgfda, exp(—pt)dt = Swgfdoc,*sx exp(—pt)dt.
0 0
En vertu de l'injectivité de la transformation de Laplace, pour tout t=0, S fda,

=S fda,xe,. Posons t=0; alors f(0)=f(x) d’ou une contradiction, et on voit
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que N est non-périodique.

COROLLAIRE 2. Soit N#0 un noyau de convolution sur X auquel la ré-
solvante est associée. S’il existe un noyau de convolution N' non-périodique
sur X tel que N<N', alors N est un noyau de convolution de Hunt.

DEMONSTRATION. D’apres le présent corollaire, il suffit de montrer que N
est non-périodique. Supposons que, pour un point x de X, N=N=xg,. Soit
(w,)2; une suite d’ouverts relativement compacts dans X telle que w,cw,,,

[e o]
(n=1,2,-) et Uw,=X. Le théoréme 1 donne I’existence d’une mesure
n=1

balayée ¢, de ¢ sur w, relativement a (N, N’). D’apres le lemme 1.2, (N*&,)%
est croissante et lim Nxg,=N’ (vaguement). Comme Nxg,=N#*g.xe, (Yh=1),

n—+oo

on a N'=N’'xg,. La non-périodicité de N’ donne x=0, d’ou N est aussi non-
périodique. Le corollaire 2 est démontré.

Le corollaire suivant est aussi un résultat immédiat du théoréme 5 et de la
proposition 4.1.

CoROLLAIRE 3. Soit N’ un noyau de convolution de Hunt sur X. Alors
{Ne 2(X); N<XN'}=s#,(N") U {0}.

Par conséquent 5#,(N’)U {0} est vaguement fermé, d’aprés le corollaire
4 du théoreme 1.

§5. La division entre deux noyaux de convolution

Soient N; et N, deux noyaux de convolution sur X. On dira que N, sera
un diviseur de N, s’il existe un autre noyau de convolution N5 sur X tel que
N,=N;*Nj.

REMARQUE 5.1. Si N, € 2(X) et si N, est undiviseurde N,, alors N, <N,.
Voir le corollaire 2 du théoréme 1.

En regardant la présente définition et la remarque 5.1, on arrive i une autre
définition.

Soient N et n deux noyaux de convolution sur X. On dira que 5 sera N-
invariant si N<n et si, pour une mesure positive v dans X quelconque, v=0
dés que N*xv<n dans X et N<n— Nx*v.

Soit N un noyau de convolution sur X. On note 2,,(N) la totalité des
noyaux de convolution N’ sur X tels que N soit un diviseur de N’, et 2,,,(N)
la totalité des noyaux de convolution N-invariants sur X. On voit facilement la
remarque suivante:

REMARQUE 5.2. Soit N un noyau de convolution € 2(X). Alors
9mul(]\l) n ginv(N) = {0}'
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Pour montrer le sixiéme théoréme, on prépare un lemme et une proposition
concernant les noyaux de convolution N-invariants.

LeEMME 5.1. Soient N#0 un noyau de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination, N' un noyau de convolution sur X, u une mesure posi-
tive dans X a support compact et (w,)>-, une suite croissante d’ouverts relative-
ment compacts de X. Supposons N<N'. Alors il existe une suite (1,)%,
telle que, pour n=1 quelconque, pu, soit une mesure balayée de y sur w, rela-
tivement @ (N, N') et que u, =, dans o, (Yn=1).

DEMONSTRATION. Pour une constante c¢>0 quelconque, N+cee 2(X)
et N+ce<N<N'. Donc on a aussi N+ce<N’. Pour n=1 quelconque,
le théoréme 1 donne ’existence d’une mesure balayée u., , de u sur w, relativement
a (N+ce, N'). Comme N#0 et Nxu, ,<Nxu, ,+cp, ,<N'+xudans X, le lemme
1.1 donne que la famille {y. ,; ¢>0,n=1,2,---} est vaguement bornée. Donc

on peut choisir une suite décroissante (c,,)%-; de nombres positifs telle que lim c,
m—>+o0

=0 et que, pour n=1 quelconque, (u.  ,)%-; est vaguement convergente.
Posons p,= lim p, ,; alors supp (u,)<w, Comme lim Nxu, ,=N*u,

m—+o m-+o

(vaguement), on a Nxu,<N'su dans X et Nxu,=N’'+xu dans w, Soit v une
mesure positive dans X portée par w, telle que N+v=N'+u dans w,. Alors,
pour m=1 quelconque, N*v+c,v=N'+u dans w, D’aprés la condition (c)
qui apparait dans la définition du principe relatif du balayage, on a Nxv+c,v
ZN+*u, ,+cuis, . dans X. En faisant m— + o0, on a N#v=N#u, dans X.
Donc p;, est une mesure balayée de u sur w, relativement 4 (N, N'). Soit m=1
quelconque. D’apreés la condition (c) qui apparait dans la définition du principe
relatif du balayage et N +c,e<N, le corollaire 5 du théoréme 1 donne que

Nxpp, p S N*L niy dans X.

Comme (N+c,e)*u,, » = (N+c,e*u, ,+1 dans w, on a pu, ,Zp. .1
dans w,. En faisant m— + oo, on arrive & u, =y, dans w, Par conséquent
(1) est une suite demandée, et le lemme 5.1 est ainsi démontré.

On dit qu’un noyau de convolution N e 2(X) est singulier si, pour V de
¥, quelconque, N=N,,, ol Ny, est le noyau de convolution balayé de N sur
#V relativement a (N, N). Nous allons caractériser les noyaux de convolution
N-invariants sur X, ou N est non-singulier.

PrOPOSITION 5.1. Soient N un noyau de convolution € 2(X) non-singulier,
et 1 un noyau de convolution sur X; alors les quatre énoncés suivants sont
équivalents.

(1) n est N-invariant.

(2) Il existe une suite (1,)%, de mesures positives dans X telle que lim 4,
n—+ow
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=0 (vaguement) et que N*A,tn avec nt + .

(3) N<mn, et pour toute la famille filtrante (v )., de mesures positives
dans X telle que (N=*v,) soit croissante, N¥v,<N dans X (YaeA) et que
supp (N — lim N*v,) soit compact,

a

= limn*v,.
a

(4) N<n, et pour Ve ¥, quelconque, il existe une famille filtrante (Vi z)yeq
de mesures positives dans X telle que N*vy , T Ngy et nvy , 1 1.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord (1)=(2). Soit (w,)%-,; une suite d’ou-
verts relativement compacts de X telle que w,cw,,, (n=1,2,--+) et @ w,=X.
n—1

D’aprés le lemme 5.1, il existe une suite (4,)%, telle que 4, soit une mesure balayée
de ¢ sur w, relativement a (N, #n) et que 4,=4,,, dans w,. On voit facilement
que (4,)%; est vaguement convergente. Le lemme 1.2 donne que (N%4,)%-, est
croissante et on a hm Nxl,=n. Posons A= lim 1, (vaguement) et notons

n—-+o

Al la restreinte de A sur w Alors 4,— 2}, est une mesure positive dans X (Y¥n=1)
et

111:{1 Nx(1,—A;) = n—NxA (vaguement).
Donc n—N*A=0 dans X et le corollaire 2 du théoréme 1 donne N<n— N=xA
d’olt A=0. On voit ainsi que (4,)%, est suite demandée d’ou (1)=>(2).
Montrons ensuite (2)=>(3). 1l résulte du corollaire 2 du théoréme 1 que
N<#n. Le corollaire 5 du théoreme 1 donne que (n*v,),., est croissante et
que n=limyxv, dans X. Pour n=1 quelconque,
a

(lim N*v )%, = lim N*i,xv, < limnxv,

dans X. Comme lim (N— hm Nxv,)x1,=0 (vaguement), on a

n—>+o
n= lim Nxi,= lim (th*va)*/l (vaguement).
n—+o n—+w

Donc = limn#v,. On voit ainsi = lim#yxv,, d’ou (2)=>(3).

En rappelant la maniére de la construction de N, (cf. la démonstration de
la proposition 1.4), on voit facilement (3)=-(4).

Montrons finalement (4)=>(1). Soit v une mesure positive dans X telle que
Nxv<n dans X et N<n—N=xv. Pour Ve¥ ., quelconque, le corollaire 5 du

théoréme 1 donne que ((—N#*v)*vy,),., est aussi croissante. Comme N
2 Ney=N#vy , dans X (Yae4), on a

N—N%v = lim (51— N#v)vy, , = 1 — N p*v
a
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dans X. Comme N=N,, dans X, on a (N—N,,)*v=0 dans X. Comme N

est non-singulier, il existe Ve, tel que N#N,,. Par conséquent v=0 d’ou

n est N-invariant. On voit ainsi (4)=>(1). La démonstration est complete.
Nous montrerons notre sixieme théoréme.

THEOREME 6. Soient N un noyau de convolution € 2(X) non-singulier
et N' un noyau de convolution sur X. Alors pour que N<N’, il faut et il suffit
que N’ soit de la forme

NI =N/I+’7,

ouN"€ D, (N)etne 2,,(N). SiNeR(X)ou bien si, pour Ve ¥ . quelconque,
N# Ny, alors cette décomposition de N’ est unique.

DEMONSTRATION. Il suit immédiatement du corollaire 2 du théoréme 1 que
la condition est suffisante. Montrons son inverse. Soient (w,)% la méme que
dans la démonstration de la proposition 5.1. On note (g,,)%-, une suite de mesures
positives obtenue dans le lemme 5.1 pour N, N', u=¢ et pour (w,)%,;. De la
méme maniere que dans la proposition 5.1, on voit que (¢,)% ; converge vaguement
vers une limite v lorsque n— + o0, et que (N#g,)2, converge d’une maniére
croissante vers N’ avec nt + 0. Posons n=N'—N=xv; alors 1= lim Nx(g,

n—+o
—v,) (vaguement), ou v, est la restreinte de v sur w,. Comme &,=¢,,, dans w,,

&, —v, est une mesure positive dans X. Donc 5 définit un noyau de convolution
sur X et N<p (cf. le corollaire 2 du théoréme 1). Soit (v,),c, une famille filtrante
de mesures positives dans X telle que (N*v,),., soit croissante, Nxv,<N dans X
et que supp(N—Ilim N=v,) soit compact. La suite (N*(¢,—v,)%, n’est pas
toujours croissante, zmais, de la méme maniére que dans (2)=>(3) dans la présente
proposition, on peut montrer que n=Ilim#n*v, (vaguement). Par conséquent
n est N-invariant et, en posant N”= Nxv, I:I "=N"+n.

Montrons finalement I"unicité de la décomposition de N’ sous notre hypothése
additionelle. Soit N'=N®)+5’ une autre décomposition demandée quelconque.
Ecrivons, avec une mesure positive v/ dans X, N®)=N=xv'. Soit Ve ¥ . quelcon-
que. En rappelant la maniére de la construction de N,,, on voit qu’il existe
une famille filtrante (v,),., de mesures positives dans X portées par €V telle que
Nsv, 1t Ngy. D’apres la proposition 5.1, on a

Ney*v+n =limN's«v, = Nypsv' +1’ dans X.

Si N e 2(X), alors en faisant V1 X, on arrive & n=pn’, d’aprés le théoréme 3,
d’out I'unicité de la décomposition de N'.

Supposons que N vérifie la deuxieme hypothese. Alors la présente égalité
donne que
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(N—=Ngp)*v = (N —Ngp)xv' dans X.

Posons aV=Sd(N—NW)(VVe ¥ .): alors a;;>0. On a donc

y=lim 1 (N— Ngy)#v = lim - (N= Ngp)wv'=v',
vigo} Ay vi{oy ay

d’oll N"=N® et n=n'. La démonstration est ainsi compleéte.

REMARQUE 5.3. Soient Ne 2(X) satisfaisant 4 la condition que, pour
Vev . quelconque, N#N,, et N’ un noyau de convolution. Remarquons la
présente démonstration; alors on voit que si N<N’, il existe uniquement une
mesure positive v dans X et un noyau de convolution N-invariant # dans X tels
que N'=N=xv+1.

REMARQUE 5.4. Nous ne connaissons pas maintenant si la décomposition
de N’ dans le théoréme 6 est unique sans aucune condition additionnelle. Mais
nous pouvons énoncer la décomposition unique de N’ de la forme suivante:

Si N<N', alors il existe uniquement un noyau de convolution N” sur X
et un noyau de convolution N-invariant n sur X tels que N soit un diviseur de
N”, N'=N"+n et que, quel que soit n’ un noyau de convolution N-invariant
sur X, n=n' dans X dés que N'=n’ dans X et que N est un diviseur de N'—n'.

En effet, il est évident qu'une décomposition de N’ demandée est unique
lorsqu’elle existe. Soit #' un noyau de convolution N-invariant sur X tel que
N'=7n' dans X et que N soit un diviseur de N'—#n'. Posons N3)=N’'—p'et
écrivons, avec une mesure positive v’ dans X, N3 =Nx'. Soit (w,)%, la méme
que dans la démonstration de la proposition 5.1. Pour n=1 et pour une con-
stante ¢>0, on désigne respectivement par v,,, v, , et par A, , une mesure balayée
de ¢ sur w, relativement a (N +ce, N’), une mesure balayée de ¢ sur w, relative-
ment 3 (N+cg, N®) et une mesure balayée de ¢ sur w, relativement & (N +ce,
n'). D’aprés la condition (c) qui apparait dans la définition du principe relatif
du balayage, on voit que ((N+ce)*v,,)<(N+ce)*(v, ,+ 4, ,) dans X. D’autre
part, le lemme 1.2 donne que (N +ce)*(v, ,+A, ,)S(N+ce)*v,,,, dans X. En
utilisant N+ ce<N et le corollaire 5 du théoréme 1, on a

N*vc,n é N*(vlc,n-'_llc,n) é N*vc,n+ 1
dans X, et donc
vc,n g Vlc,n+j'l = vc,n+1

c,n =

dans w, Regardons la démonstration du lemme 5.1; alors on peut supposer
que, pour n=1 quelconque, (v ,), (v. ) et (4;,,) sont vaguement convergentes



340 Masayuki IT6

lorsque ¢ | 0. Posons v —llmvc w Vi —lurow‘c . et }L’—hmlc .; alors v, 2v;,
cl

+A,=2v,,, dans ,. SOIent v— 11m L Vs V'=limv, ,, = hm AL, n=N"—Nxv,
nt+oo nt+o

n"=Nxv'—N*v" et n¥) =y’ N*A’ Alors N'=N#v+n, NO=Nx"+75" et n’
=Nx*1"+#%(3) sont respectivement des décompositions de N’, de N3 etden’ dans
le théoréeme 6. Comme 7’ est N-invariant, 1’=0. Donc v=v" et n=71"+1' d’ou
n=n’ dans X. Par conséquent N'=N#n est la décomposition de N’ demandée.

En utilisant le théoréme 6 et la proposition 5.1, on montrera des corollaires
remarquables.

COROLLAIRE 1. Soient N un noyau de convolution € 2(X) non-singulier,
n un noyau de convolution sur X et ¢>0 une constante donnée. Alors pour que
n soit N-invariant, il faut et il suffit que n soit (N + ce)-invariant.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que la condition est suffisante. On
connait déja que N+cee 2(X). Pour Ve? ., quelconque, on désigne par (N
+ ce),y le noyau de convolution balayé de N +ce sur €V relativement a (N +ce,
N+ce). Rappelons la maniére de la construction de (N+cg)yy. Comme N
+ce<N et (N+ce)yy=Nyy dans €V, on a (N +cg)yy < Ny dans X (cf. le lemme
1.2). Donc N +ce#(N+ce)yy d’oit N+ ce n’est pas singulier. D’apreés la pro-
position 5.1, il existe une suite (4,)®., de mesures positives dans X telle que
lim 4,=0 (vaguement) et que (N +ce)*A, T n avec n 1t +o0. Le corollaire 5du

n—-+w

théoréme 1 donne que (N#4,)%, est aussi croissante. On voit lim N#i,=7

m-+o

(vaguement). En utilisant encore la proposition 5.1, on voit que 5 est N-invariant,
d’ou la condition est suffisante.

Montrons ensuite que la condition est nécessaire. Comme N+ ce<N<1,
on a N+ce<n. D’aprés le théoréme 6, il existe une mesure positive v, dans X
et un noyau de convolution (N + c¢)-invariant 5, sur X tels que

(16) n = (N+ce)*v,+1, dans X.

Il s’en suit que #, est N-invariant. Soit (w,)®-; une suite d’ouverts relativement

compacts de X contenant Porigine telle que w,cw,.; et u w,=X. Posons
V,=w,; alors V,e¥ .. Pour net mavec 1<n<m quelconques on désigne par
&, m une mesure balayée de ¢ sur ¢V, n w,, relativement au noyau N. La suite
(N#*€) m)%=p+1 est croissante (voir la remarque de §1) et on a évidemment
Ngy,= lim Nxg, , (vaguement). Comme N#0 et Nx¢g, ,,<N dans X, on peut

m--+oo
supposer que (&, ,)®-,+; converge vaguement vers une limite &, lorsque m

— + 00 (voir le lemme 1.1). Pour fe Cf quelconque, on peut choisir g € Ci, telle

que Nxg>fsur X. Comme

0 <&, .%f S N#&j v < Nxg  sur X
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et
SN*gdvc = Sng*vc <+,
le théoréme de Lebesque donne

lim S fdvxe, = lim Sé;,,,,,*fdvc

m-+w m-+w

= (nsav. = | favres,.
Comme f est quelconque,

lim vg) ,, = Vv *e), (vaguement).
m—+ow
En vertu de la semi-continuité inférieure de la convolution de mesures positives,
on a Nx¢,<N dans X (Y¥n=1). Comme supp(e,)=%w, on a lime,=0

n—+oo
(vaguement). De la méme maniere comme ci-dessus, on a

lim vxe, =0 (vaguement).
n—+ow

Comme, pour n=1 et m=n+1 quelconques, ’égalité (16) donne
N*ey m = Nxg), V. +cvore) +N*e, dans X,
en faisant m— + oo on a, d’aprés la proposition 5.1,
N = Ney *v.+cv e, 41, dans X.
En faisant ensuite n— + 00, on a

n=(lim Ngyp v+, dans X.
n-+ow

Comme N2 lim Ny, dans X, v,=0, et donc =7, d’ous la condition est néces-

n—+ow
saire. Le corollaire 1 est ainsi démontré.

Soit N un noyau de convolution € 2(X) non-singulier et posons N,
= 11,1111; Ngy. On dit que N est la partie singulicre de N. Dans le cas ou N,
#0, il est un probléme si tout le noyau de convolution N-invariant # sur X est de
la forme n=N)*4, ou A est une mesure positive dans X. Si c’est vrai, on verra
qu’il sera plus important d’étudier la N-invariance pour N € 2(X).

En utilisant le présent corollaire 1, on obtient une caractérisation des noyaux
de convolution N-invariants sur X, o N est un noyau de convolution € 2(X).

COROLLAIRE 2. Soient N#0 un noyau de convolution sur X auquel la ré-
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solvante (N,),s¢ est associée et n un noyau de convolution sur X. Alors les
trois énoncés suivants sont équivalents.

(1) n est N-invariant.

(2) Pour tout p>0, n=py*N, dans X.

(3) Il existe un nombre p,>0 tel que n=pon*N,p, dans X.

DEMONSTRATION. Le théoréme 3 donne Ne 2(X) et limN,,, =0 (vague-
ment), et donc N n’est pas singulier. Montrons d’abord (ly)g(?.). D’apreés le
présent corollaire 1, pour p>0 quelconque, n est (pN +¢)-invariant. Le lemme
3.1 donne pN+e=¢+ ﬁ‘, (pN,)". Comme pN +e<net (pN+e)x(pN,)<pN+e
dans X, le corollaire 5 "d_li théoréme 1 donne que py*N, a un sens et n=pn*N,
dans X. Sin#pnxN, le lemme 2.1 donne que, pour tout entier m=1, nx(pN )™
a un sens et on a, d’aprés (6),

n=(et+ 3 (PN,))(n—pnxN,)+ lim nx(pN,)".

D’apreés le corollaire 2 du théoréme 1, on a pN +e<N< hm n*(pN,)". Comme
PN+e=e+ Z (pN,)", le présente égalité est en contradlctlon avec la (pN +¢)-
invariance de n, d’ou n=pn*N, dans X.

L’implication (2)=>(3) est évident, et on montrera (3)=(1). Admettons
N +¢&/po<n. Alors, d’apres le théoréme 6, on peut écrire n=(N+¢/py)*v+7’,
ou v est une mesure positive dans X et ou ' est un noyau de convolution
(N +¢/pg)-invariant. D’apres le présent corollaire 1, #’ est N-invariant, et donc
n'=pon'*N,, dans X (voir (1)=(2)). 1l s’en suit que v=0 d’ou 7 est N-invariant.
Montrons finalement que N+¢/p,<#n. Soit a une constante avec 0<a<l1
quelconque. Alors

(1=a)e+ 3 (apoN,))wn = (e+ 3. (apoNpy)")x(n—apon<Ny,)
=n— lim gx(apoNp)" = — lim a"p =17.
n—++o0 n-+ow
D’apreés le lemme 3.3 et le corollaire 2 du théoréme 1, ¢+ f (apoNp,)" € 2(X)
n=1

a-—1

4 du théoréme 1 donne pyN+e<n d’ou N +£/ Po<<n. On voit ainsi (3)=>(1),
et donc le corollaire 2 est démontré.
Le présent corollaire et la remarque 3.2 donnent immédiatement la remarque

suivante:

et e+ f: (apoNp,)"<n. Comme lim(e+ Z (apoN,)")=PoN +z¢, le corollaire
n=1

REMARQUE 5.5. Soit N un noyau de convolution sur X de la forme N
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=a(e+ Z (o)), ou a est une constante >0 et ol o est une mesure positive dans
X. Alors un noyau de convolution # sur X est N-invariant si et seulement is
n=n*c dans X.

Pour un noyau de convolution de Hunt N sur X, nous considérerons les
noyaux de convolution N-invariants. Pour une mesure positive u dans X a
support compact et pour un ouvert @ de X, une mesure balayée de u sur o relative-
ment au noyau N est uniquement déterminée, car N est injectif et le N-potentiel
balayé de Nxu relativement au noyau N est toujours unique (cf. le corollaire 3
du théoréme 3). Donc on peut définir une notion de ‘‘N-harmonicité”.

Soit n une mesure réelle dans X. On dit que 5 est N-harmonique si, pour
Ve ¥ . quelconque, n*eg,v a un sens et n=nxey, dans X, ou &, est la mesure
balayée de e sur €V relativement au noyau N.

COROLLAIRE 3. Soient N un noyau de convolution de Hunt sur X, ()50
le semi-groupe vaguement continu associé au noyau N et n un noyau de con-
volution sur X. Alors les trois énoncés suivants sont équivalents.

(1) n est N-invariant.

(2) n est N-harmonique.

(3) Pour t=0 quelconque, n=n*a, dans X.

DEMONSTRATION. On montrera d’abord I'équivalence entre (1) et (3).
Notons (N,),>o la résolvante associée au noyau N. Remarquons que, pour
p>0 quelconque, N,,=S:a,exp(—pt)dt (cf. la remarque 4.1). Si (3) a lieu,

alors, pour tout p=0, n=pn*N, dans X, et donc le présent corollaire 2 donne
que 7 est N-invariant. Supposons réciproquement que (1) a lieu. Soit t=0
quelconque. Comme N <7 et N=Nxa, dans X, n*o, a un sens et n=n+o, dans
X (cf. le corollaire 5 du théoréme 1). D’aprés le présent corollaire 2, on a,
pour fe C} quelconque,

pgo exp(—pt)gfd(n—n*a,)dt = Sfd(n—pn*N,,) =0  (p>0).
En vertu de l'injectivité de la transformation de Laplace,
ar { sansa, = gan.

pour presque tout t de R*. Supposons qu’il existe s € R* tel que S fdn> g Sfdnxa,.
Alors, pour ¢t =0 quelconque,

[ fasay, = gansoa, < § sanea, <  gan,

d’ol une contradiction. Par conséquent, pour tout t=0, I’égalité (17) a lieu.
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Comme f est quelconque, ’énoncé (3) a lieu.

Montrons ensuite (1)=(2). Soit Ve¥ . quelconque. Comme N<7n et
Nxgiyy <N dans X, n*ey), a un sens et n*ey, <n dans X. Nous voyons dans la
proposition 5.1 qu’il existe une suite (4,)2; de mesures positives dans X telle
que lim 4,=0 (vaguement) et que N*1, 1 navecnt +0. Ona

n—++ow

n—nreey = lm (Nxd,—Nxdrepy) = lim Nx(e—egy)sd, = 0
(vaguement), car Nx(¢—¢&,,) est portée par le compact V. On voit donc que 7
est N-harmonique.

Montrons finalement (2)=>(1). Admettons d’abord que N<7n. Alors
le théoreme 6 donne n=N#*A+n' dans X, ou A est une mesure positive dans
X et ol 5’ est un noyau de convolution N-invariant sur X. On connait déja
que 7' est N-harmonique (voir limplication (1)=(2)). Donc, pour Ve¥",
quelconque, (N — N=xgip)xA=0 dans X d’ou A=0. Par conséquent n est N-
invariant. On montrera que N<#. Soit Ve? . quelconque. D’aprés I’in-
jectivité de N, on a N # Nx¢p, et donc le lemme 2.1 donne que i (elp)" définit

un noyau de convolution sur X. On a
N = (N — Nxgl)*(e+ f‘, (&)™) dans X
n=1

(voir (6) et la remarque 3.7). Soit a une constante avec 0<a<1 quelconque.
Alors, de la méme maniére que dans le présent corollaire 2,

n=_(+ 2‘,] (agly)")x((1—a)n) dans X.

Donc le corollaire 2 du théoréme 1 donne que ¢+ nozo‘,l (agyy)"<n. En faisant
atl, on a, d’aprés le corollaire 4 du théoréme 1, e+ nil (eLy)"<n, d’ou n
€ Dgple+ "52‘,1 (gxy)"). Posons f,=n*(N — N=x¢e,,). En rappelant une caractérisa-
tion de D g(e+ nil (¢%y)") dans le corollaire 2 du théoréme 1, on voit facilement

By € P(N)=2g(N). Posons aV=Sd(N—N*8¢;V); alors a,>0. Comme

lim ay!B,=n (vaguement) et 2 5(N) est vaguement fermé (cf. le corollaire 2
Vi{0}
du théoréme 1), ona N<#n. On voit ainsi (2)=>(1), et le corollaire 3 est démontré.

Le corollaire suivant est une généralisation d’un théoréme principal dans
[3]. Nous I’avons montré dans [3] dans le cas ou N’ est borné.

COROLLAIRE 4. Soient N un noyau de convolution de Hunt sur X et N’
un noyau de convolution sur X. Alors pour que N<N’, il faut et il suffit que
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N soit de la forme
N’ = Nxv+p dans X,

ot v est une mesure positive dans X et ou n est un noyau de convolution N-har-
monique dans X. Dans ce cas, la couple (v,n) est uniquement déterminée.

Cela est un résultat immédiat du théoréme, du corollaire 3 et de I'injectivite
de N.

On verra que ’étude de {N € 2(X); 2,,,(N)#{0}} est déduite du principe
complet du maximum. D’autre part, il est un probléme de déterminer N
€ 2(X) satisfaisant a D;,(N)={0}. On connait qu’un tel noyau de convolution
existe. Par exemple, soit (a,)®-; une suite de nombres positifs telle que, pour
un entier k=1 quelconque, HT a,,exp(—km)= + oo, et posons

m-=Tao0

Q0 00 n
N=¢+ X (X2 amsm>
n=1 \m=1

sur R!. Alors Nes#(R!) et 2,,(N)={0}. On ne connait pas maintenant
de bonnes caractérisations des tels noyaux de convolution € 2(X).

REMARQUE 5.6. Soit N un noyau de convolution € 2(X) tel que, pour
Vev . quelconque, N#N,,, et supposons que 2,,={0}. Alors N est un
noyau de convolution de Hunt.

En effet, soit Ve ¥ . quelconque. Comme N<N,,, il existe une mesure
positive vy, dans X telle que Ny, =Nxv,, dans X (cf. le théoreme 6). Soit
(w,).eq une famille filtrante & droite d’ouverts relativement compacts de X telle

que w,c¥Vet\U w,=¥V. Notons ¢, une mesure balayée de ¢ sur w, relative-
aed

ment au noyau N. Alors, pour tout U de ¥,

lim (N — Nyy)*e, = (N—=Nyp)*vey (vaguement),

car Nyy=Nxv,,. Comme N#N,, (YUe¥ ), on a lime,=v,, (vaguement).
Donc supp(vgy)=%V. Posons N =lim N, ; alors N <N (voir le corol-
Vtx

laire 2 du théoreme 1), et donc il existe une mesure positive dans X telle que
N =N=*v dans X. De la méme maniére que ci-dessus, on a hm Vgy =V (vague-

ment), d’'ou v=0. Donc N =0. D’aprés le théoreme 3, N € Z(X). L’in-
jectivité de N résulte immédiatement de la condition que, pour Ve ¥", quelconque,
N#N,y, et par suite N est un noyau de convolution de Hunt.

Considérons la division sur s#(X). En regardant la proposition suivante,
on verra que < est proche de la division.

ProPOSITION 5.2. Soient N, et N, deux noyaux de convolution de Hunt
sur X. Alors pour que N, <N,, il faut et il suffit que N soit diviseur de N,.
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DEMONSTRATION. 1l est évident que la condition est suffisante. Montrons
son inverse. D’apres le corollaire 4 du théoréme 6, il existe uniquement une
mesure positive v dans X et un noyau de convolution N,-harmonique 5 sur X
tels que N,=N*v+n dans X. Soit (N, ,),>0 la résolvante associée au noyau
N,. Pour p>0 quelconque, le corollaire 2 du théoréeme 6 donne que

7= lim Ny*(pN,,)" (vaguement).
n—>+ow

Comme hm (le »)"=0 (vaguement) et, pour n=1 quelconque, N,*(pN, )"
=N, le lemme 3.5 donne que n=0. Par conséquent N,=N xv d’ou N, est un
diviseur de N,. La démonstration est ainsi compléte.

Soit A un sous-ensemble de s#(X). On dira qu’un noyau de convolution de
Hunt N € A sera maximum dans A si, pour N’ € A quelconque, N~ N’ dés que
N<N’, ou I’on rappelle N~ N’ signifie que, avec une constante ¢>0, N'=cN.
Pour la classification des noyaux de convolution de Hunt, il est important de
déterminer tous les éléments maximum dans s(X). Mais nous n’avons pas
maintenant de résultats remarquables.

ExeEMPLE. Soit A={N e #(R');supp(N)=R*}. Alors il n’existe pas d’élé-
ments maximum dans A. En effet, pour N € A quelconque et pour une constante
réelle a quelconque, posons dN( =exp(ax)dN(x); alors N@eA. Si a>0,
alors N<N@, Donc on voit le présent énoncé.

On considérera finalement la division entre des noyaux de convolution
bornés sur X.

Soit u une mesure réelle dans X. On note I'(u)={x e X; u=pu*e, dans X}.
Tout le point de I'(¢) s’appelle une période de u. 1l est évident que I'(z) est un
sous-groupe fermé de X. Le lemme suivant est connu (cf. le théoréme 1 dans

RE)2

LEMME 5.2. Soient o une mesure positive dans X de masse totale d’unité
et u une mesure réelle dans X vérifiant que, pour toute f de Cy, uxf est bornée
sur X. Sip=px*o dans X, alors I'() > supp (o).

Pour un noyau de convolution N sur X, on notera 2%’ (N)={N’€ D g(N);

N':borné}.

ProprosITION 5.3. Soit N un noyau de convolution de Hunt sur X, et sup-
posons que 2L (N)#{0}. Alorson a:
(1) Pour tout N’ de 2(N), N est un diviseur de N' si et seulement si

ng< + c0.
2 Si SdN= + 00, alors tout N’ de 2% (N) est de la forme N'=Nxv+n,

ou v est une mesure positive dans X et ot n est un noyau de convolution sur X
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avec I'(n)> supp(N). Dans ce cas, (v, ) est uniquement déterminée.

DEMONSTRATION. D’apres le théoréme 2, on voit que N satisfait au principe
complet du maximum. Soit (N,),> la résolvante associée au noyau N. Comme

N#(pN,)<N dans X, le corollaire du lemme 2.3 donne que deNpgl (Yp>0).
D’apres le lemme 3.1, on a SdN= + o0 si et seulement si deNp=1 (Yp>0) et

SdN< + 00 si et seulement si deNp<1 (Yp>0).

Supposons que, pour tout N’ de 29’ (N), N est un diviseur de N. D’apres
le principe complet du maximum pour N, on voit N<¢, et donc il existe une
mesure positive v dans X telle que Nxv=¢& dans X. D’apres linjectivité de N,
on voit facilement que v est aussi invariante par translations, et donc, avec une

constante ¢>0, v=c£. On a donc SdN: 1/c< + 0.

Supposons ng < + 00, et soit N'e 2 (N) quelconque. D’apres le théo-

réme 6, N'=Nxv+#, ol v est une mesure positive dans X et n est un noyau de
convolution N-invariant sur X. D’aprés le corollaire 2 du théoréme 6, on a
n=pn*N, (Yp>0), et donc, pour un entier m=1 quelconque, n=n*(pN,)"
dans X. Donc, pour toute f de C%,

[ 7an =  gans(on,ym = SN < (supss ) (o

= (sup n4fC)(p| AN < (sup N'sf0)p AN, Jm — 0

lorsque m—+oo0. Ceci donne n=0 d’ou N est un diviseur de N’. On voit
ainsi I'énoncé (1).

Montrons (2). D’aprés le corollaire 4 du théoréme 6, il suffit de montrer
qu’'un noyau de convolution N-harmonique et borné n sur X satisfait a I'(y)
> supp(N). Dr’apres le corollaire 2 du théoréme 6 et le lemme 5.2, on a I'(n)
S supp(N,) pour tout p>0. Comme I'(n) est fermé et N,t N avec p |0, on
a I'(n) osupp (N), d’out (2).

La démonstration est ainsi compléte.

Notons #®(X)={N e #(X); N: borné}. Nous donnerons quelques exem-
ples d’éléments maximum dans un sous-ensemble de #(®(X).

ExempLE 1. Soit X le groupe d’entiers. Dans ce cas, tout le noyau de
convolution N sur X est, avec une suite (a,)2_,, de nombres =0, de la forme

N= 3% ag,. Soit A={Ne#®(N);supp(N)=X*}, ot X*={teX;1=0}.

n==—00

. r * X, hJ
Alors tout I’élément maximum dans A4 estégalac Y ¢, ou c est une constante
n==w
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00
>0. En effet, soit N= Y a,, un élément de A quelconque. Désignons par
n=0

00 00
(N,= ZO a, €n)p=0 la résolvante associée au noyau N. Alors p Zl a,,=1,
n= n=

d’apres le principe de complet du maximum pour N. On a donc, pour tout p>0,

f: e*4(e—pN,) 20 dans X.
n=0

Par conséquent N +¢/p<< f: g (Yp>0) d’ot N< f‘, g, (cf. le corollaire 4 du
n=0 n=0

théoréme 1). On voit ainsi notre énoncé.

ExeMpPLE 2. Soit X=R!. On désigne par A l’ensemble {N e# ) (X);
supp(N)<R*}. Alors tout I’élément maximum dans A4 est égal a ck, ou ¢ est
une constante >0 et ol x est le noyau d’Heaviside; c’est-a-dire, k=dt sur R*
et k=0 dans ¥R*. En effet, soit N un élément de 4 quelconque. Désignons
par (N,),>0 la résolvante associée au noyau N. D’aprés le principe complet

du maximum pour N, on a, pour tout p>0, deNpg 1. Comme supp (N,)=R*,

on a k#(e—pN,)=20 et x=(e+ f (PNp)")*(kx—pkxN,). Donc on a
n=1
N+¢/p<x (Yp>0). En faisant p—+00,0na N<k. On voit ainsi notre énoncé.

ExeMPLE 3. Soit X l’espace euclidien R" a dimension n (=3). On note
A I'ensemble des noyaux de convolution de Hunt sur R" invariants par rotations.
Alors tout I’élément maximum de A est proportionnel au noyau newtonien.
En effet, soit N un élément de A quelconque. D’aprés le corollaire du théoréme
2, N satisfait au principe complet du maximum. On désigne par (N,),>o la
résolvante associée au noyau N. Alors N, est aussi invariant par rotations et

deNpgl(Vp>0). Notons symboliquement r27" le noyau newtonien sur

R". Alors r? "#(e—pN,)=0 dans X (Yp>0), et donc N+e¢/p<r?". En
faisant p— + 00, on a N<r2~",

ExeMpLE 4. Soit L un opérateur différentiel uniformément elliptique et
auto-adjoint d’ordre 2 sur R" (n=3) a coéfficients constants. On connait bien
que si le terme constant de L est non-positif, alors il existe le noyau de convolution
de Hunt G, sur R" tel que LG, = —¢ au sens des distributions. Si le terme con-
stant de L s’annule, alors G, est maximum dans s#(R"). En effet, en considérant
une certaine transformation linéaire de R, on voit qu’il suffit de montrer que
r?~" est maximum dans s#(R"). Supposons que, pour un noyau de convolution
de Hunt N sur R, r2 "< N. D’apres la proposition 5.2, on peut écrire, avec
une mesure positive v dans X, N=r2""+y. Pour fe C} quelconque,' }m} Nxf(x)

X|—To0

=0, ou |x| désigne la distance entre x et I'origine. Par conséquent, N satisfait
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au principe complet du maximum (cf. le corollaire du théoréme 2). On verra
supp(v)30. Sinon, il existe un nombre r>0 tel que N=N=xs, dans un certain
voisinage de {x € R";|x|<r}, ou s, est la mesure uniforme sur {x;|x|=r} avec

ds,=1. Donc on a N=N=xs, dans X, mais cela est en contradiction avec
I'injectivité de N, d’ou supp(v)30. D’apreés le principe complet du maximum
pour N, N<1, ou 1 est le noyau de convolution défini par la mesure de Lebesque
dx. Donc, pour un ouvert relativement compact w de X quelconque, il existe
une mesure positive 4, portée par @ telle que N*i,=<dx dans R" et N*i,=dx
dans w. Comme r2~*xyxl,=dx dans w, on a supp(4,)+supp (v)=supp (A,*v)
c%w. Comme supp(v)30, on a supp (1,)= Fr(w), ou Fr(w) est la frontiére
de w. On voit encore que supp(v) ne contient aucun ouvert non-vide. Soit V
un voisinage compact de I'origine quelconque. Notons &y, la mesure balayée
de ¢ sur €V relativement au noyau N. Comme r? "svx(e—ely,)=N — Nxel)
=0 dans €V, on a v=vxg,, dans V. On verra que la restreinte de &4, sur €V
sera absolument continue. Soit (N,),», la résolvante associée au noayu N. On
a, pour tout voisinage compact U de l'origine et toute fonction f de Cx avec
Un supp(f)=¢,

lim S fA(p?N e N*(e— &) = lim S FA(P(PN ,— £y = N#(e— £isr)
p—too p—=>+o

= ,,li"i‘wg fA(pN )*(efy—e) = gfda%v-

Donc (p2N,),>o converge vaguement vers une limite ¢ en dehors de I'origine
lorsque p—+o00. On a encore &y, = (SN*(e—e;V)(x— y)da(y)) dx en dehors

de V, ou N=x(e—ejy)(x) désigne ici une densité borelienne de la mesure
Nx(e—¢yyp). En remarquant que v=vx*ey, dans €V, supp(v)20 et que supp(v)
ne contient aucun ouvert non-vide, on voit que supp(ey,)=Fr(V). Pour un
nombre >0, on désigne par &, la mesure balayée de ¢ sur {xeR"; |x|>r} par

rapport au noyau N et pose o,=N — Nxg,. Comme —AN = — Ao, *(e+ mi:,l E)m

=Cv, ou C est une constante >0 tel que Ar? "= —Cg, la transformation de
Fourier 9 de v est définie et

px)=—1X2 S pop.
c(l- 8 (%)

sur R", ol ﬁ(x)=gexp(—\/:1x-y)dv(y). Comme la fonction droite est
bornée dans un certain voisinage de l'origine, on a de< +0o0. Comme

Sdoc, im [x]2/(1 — 8(x)) = Cde < + o0, on voit facilement que S yider=0 (1<Vi<n),
x—0
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Sy,.yjds;=0 (i#j) et Syizde;=n“IS|y|2ds;. En remarquant que gda,(l —en(x)!
converge vers N lorsque r | 0, on voit que N est invariant par rotations. On
a donc, avec une constante ¢>0, N=cr?~" (voir le présent exemple 3).

Si ’on utilise le théoreme de Levy-Khinchine, on peut le montrer plus sim-
plement.

PrROBLEME. Est-ce-qu’il existe d’éléments maximum dans s#(»(R") pour
n=1, 2?
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