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Introduction

Soit X un espace localement compact et separe. Pour simplifier la discussion,
on supposera que X sera a base denombrable.

Une fonction borelienne G(x, y) sur Γespace produit X x X s'appelle une
noyau-fonction borelienne sur X si 0^G(x, JO = + °° sur XxX et si, pour xeX
quelconque, G(y, z)>0 dans un certain voisinage de (x, x). Posons G(x, y)
= G(y, x) sur XxX; alors G est aussi une noyau-fonction borelienne. On dit
que G est un noyau adjoint de G.

Pour une mesure positive μ dans X, le G-potentiel Gμ de μ est defini par

Gμ(x) = \ G(x, y)dμ(y) sur X .

M. Kishi [6] montre que, pour deux noyau-fonctions G et JV semi-continues
inferieurement, G satisfait au principe de domination relatif a N si et seulement si
G satisfait au principe transitif de domination par rapport a N sous la condition
que G et G satisfont au principe de continuite. Recemment I. Higuchi a obtenu
le resultat analogue sans aucune condition additionnelle (cf. [3]).

Rappelons le principe classique du maximum pour les noyaux de convolution
sur un groupe abelien localement compact. II y a beaucoup de noyaux de
convolution semi-continues superieurement en dehors de Γorigine et satisfaisant
au principe classique du maximum. Au point de vue de la semi-continuite
inferieure des noyau-fonctions, cela est different du principe de domination (cf.
[4]).

Le but de cette note est de montrer le resultat analogue a celui de Higuchi-
Kishi pour les noyau-fonctions boreliennes. Cela donnera immediatement la
dualite du principe de domination pour les noyau-fonctions boreliennes. Pour
montrer notre theoreme, il est essentiel d'etablir un certain theoreme d'existence
au moyen du theoreme de point fixe obtenu par Ky Fan et Glicksberg (cf. [1]
et [2]).
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§ 1. Preliminaires

On notera toujours M et Mκ la totalite des mesures positives dans X et son
sous-ensemble des mesures positives a support compact.

Soit μeM donne. On designe par Bκ(μ) et par L2(μ) Γensemble forme
par des fonctions reelles, μ-mesurables et bornees dans X a support compact et
Γespace hilbertien usuel des fonctions carres μ-sommables dans X a valeurs
reelles, respectivement. On pose B£(μ) = {feBκ(μ);f^0μ-p.p.} et LJ(μ)
= {/eL2(μ);/^0 μ — p.p.}, oύ la notation μ — p.p. signifie "presque partout
pour μ".

Soit G une noyau-fonction borelienne sur X. Notons E(G) = {μsM;

(Gμ(x)dμ(x)<+αo} et EK(G) = E(G) Π Mκ. Evidemment on a E(G) = E(β) et

Soient G et N deux noyau-fonctions boreliennes sur X. Alors on dit que:
(1) G satisfait au principe de domination relatif a N si, pour μ e EK(G) et

v G Mκ quelconques, Γinegalite Gμ(x) g Nv(x) sur supp (μ) implique que la meme
inegalite a lieu partout sur X, oύ supp(μ) designe le support de μ.

(2) G satisfait au principe transitif de domination par rapport a JV si, pour
μeEκ(G) et veMκ quelconques, Γinegalite Gμ(x)^Gv(x) sur supp(μ) implique
que Nμ(x)^Nv(x) sur X.

Dans le premier cas (resp. le deuxieme cas), on ecrit G^ζN (resp. GcziV).
Evidemment G-KG et GczG sont egaux. Dans ce cas, on dit que G satisfait au
principe de domination.

PROPOSITION 1. Soient G et N deux noyau-fonctions boreliennes sur X.
Alors les quatre enonces suivants sont equivalents:

(a) G<N.
(b) Pour μeEκ(G) et veMκ quelconques, Gμ(x) ̂  JVv(x) sur X des que

Gμ(x)^Nv(x)μ-p.p..
(c) Pour μeEκ(G) et veMκ quelconques, Gμ(x)^Nv(x) sur X des quΊl

existe une constante c>0 telle que Gμ(x) + c^Nv(x) sur supp(μ).
(d) Pour μeEκ(G) et veMκ quelconques, Gμ(x)^Nv(x) sur X des quΊl

existe une constante c>0 telle que Gμ(x) + c^Nv(x) μ — p.p..

DEMONSTRATION. Evidemment on a (b)«=>(a), (b)c=>(d) et (d)<=>(c). Mon-
trons d'abord que (d)t=ί>(a). Supposons que, pour μeEκ(G) et veMκ, Gμ(x)
^Nv(x) sur supρ(μ). Rappelons la definition des noyau-fonctions boreliennes;
alors on voit que Gμ(x)>0 sur supp(μ). Pour 0 < δ < l quelconque, on pose
μn = μ sur {xeX; (1 — (5)Gμ(x) + l/ngiVv(x)} et μM = 0 dans son complement
(n = l,2,...). On a (l-δ)Gμn(x) + l/n^Nv(x) μn-p.p., et done (l-δ)Gμn(x)
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sur X. En faisant n t +00, on obtient que (1 — δ)Gμ(x)gNv(x) sur X,

car Gμ(x)<co μ — p.p.. Done on a Gμ(x)^Nv(x) sur X. On a ainsi (d)>=>(a).

Montrons ensuite que (a)c^(b). Supposons que, pour μ e EK(G) et v e M x ,

Gμ(x)^Nv(x) μ — p.p.. On peut choisir une suite croissante CFn)£Li de compacts

dans X telles que μ{CF^<\jn et que I7,, soit contenu dans supp(μ) Π { x e X

Gju(x)^iVv(x)}. Posons μn = μ sur FM et μπ = 0 dans CFrt. Alors Gμn(x)^Nv(x)

sur supp(μπ), et done sur X. En faisant n | + 00, on arrive a Gμ(x)^Nv(x) sur

X. On a ainsi (a)"=>(b).

De la meme maniere que ci-dessus, on obtient que (c)>=t>(d), et la demonstra-

tion est complete.

De la meme maniere que dans la presente proposition, on obtient la proposi-

tion suivante:

PROPOSITION 2. Soίent G et N deux noyau-fonctions boreliennes sur X.

Alors les quatre enonces suivants sont equivalents:

(a) GuzN.

(b) Pour μeEκ(G) et veMκ quelconques, Nμ(x)^Nv(x) sur X des que

Gμ(x)^Gv(x) μ-p.p..

(c) Pour μeEκ(G) et veMκ quelconques, Nμ(x)^Nv(x) sur X des quΊl

existe une constante c>0 telle que Gμ(x) + c^Gv(x) sur supp(μ).

(d) Pour μeEκ(G) et veMκ quelconques, Nμ(x)^Nv(x) sur X des quΊl

existe une constante c>0 telle que Gμ(x) + c^Gv(x) μ — p.p..

§ 2. Theoreme d'existence

Rappelons le theoreme de point fixe obtenu par Ky Fan et Glicksberg (cf.

[1] et [2]).

PROPOSITION 3. Soit Y un ensemble convexe, compact et non-υide d'un

espace vectoriel topologique localement convexe. Soit φ une application de Y

dans Γensemble P(Y) des parties de Ysatisfaisant aux deux conditions suivantes:

(1) Pour tout y de Y9 φ(y) est convexe et non-vide.

(2) Le graphe {(y, z)eYxY; ze φ(y)} de φ est ferme dans Yx Y.

Alors il existe yoeY tel que y0 e φ(y0)'

On donnera une forme adaptee au cas des noyau-fonctions.

Dans ce paragraphe, on supposera toujours que ξ sera une mesure dans X

et que G(x, 3;) sera une fonction non-negative definie ξ®ξ — p.p. sur XxX et

localement ξ®ξ-sommable. On note aussi ό(x, y) = G(y, x).

Soit feBκ(ξ) quelconque. On ecrit aussi
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Alors G(fξ) est definie ξ — p.p. sur X et localement ξ-sommable.
Soit F un compact dans X. On notera BK(F; ξ) = {feBκ(ξ); supp(/ξ)

cF} et L2(F;ξ) = {feL2(ξ);supp(fξ)czF}. Designons encore par B£(F; ξ)

et par L^(F; ξ) leur sous-ensembles des fonctions Ξ>0 ξ — p.p., respectivement.

LEMME 1. Solent F un compact dans X et (/„)?= i une suite de B£(F; ξ)
qui converge faiblement vers f dans L2(ζ) lorsque n-> + αo. Supposons qu'il
existe une constante C>0 telle que fn(x)^C ξ — p.p. (n = l, 2,...). Alors, pour
g e B%(ξ) quelconque,

lim \G(fnξ)(x)g(x)dξ(x) = \G(fξ)(x)g(x)dξ(x).

DEMONSTRATION. Comme \ \G(x, y)g(x)dξ(x)dξ(y)< + oo, pour ^>0

quelconque, il existe un compact FδcF tel que ό(gξ) soit borne sur Fδ et que

\ (}(gξ)(x)dξ(x)<δ. Ayant/(x)^C ξ-p.p., on obtient que

lim sup I \G(fnξ)(x)g(x)dξ(x)-\G(fξ)g(x)dξ(x)

^ lim sup (I ( C?(fif 0 (x) (/„(*) -f(x))dξ(x)
n-κχ) \\JFδ

+ \ G(gξ) (x) (fn(x)+f(x))dξ(x)) < 2Cδ .
JF-Fδ /

Comme δ est quelconque, on voit Γegalite demandee.

Montrons un theoreme d'existence, qui jouera un role analogue a celui de
Kishi (cf. [6] et [7]).

THEOREME 1. Soίent F un compact dans X, c une constante >0 et u une
fonctlon >0, ξ-mesurable et bornee sur F. Alors il existe une fonction
foeB^(F; ξ) telle que Von ait

(1) G(foξ) + cfo^u ξ-p.p. sur F

et

(2) G(foξ) + cfo = u ξ-p.p. sur {xeX;fo(x)>0}.

Pour le montrer, on preparera le lemme suivant:

LEMMA 2. Soient F, u les memes que ci-dessus et c une constante ^0.
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Soίt E un ensemble convexe non-vide forme par des fonctions φO contenues dans
Bκ(F; ξ) et compact pour la topologie faible dans L2(ξ). Supposons qu'il existe
une constante C>0 telle que, pour feE quelconque, f(x)^C ξ —p.p.. Alors
il existe foeE telle que, pour g EE quelconque,

[f0fo [f0 [G(foξ)gdξ +
(3) J 1 J1

)ufodξ

DEMONSTRATION DU LEMME 2. Montrons d'abord notre conclusion dans
le cas oύ c = 0. Soit/e£ quelconque. On pose, pour geE,

\G(fξ)(x)g(x)dξ(x) \ό(gξ)(x)f(x)dξ(x)

\)u(x)g(x)dξ(x) \)u(x)g(x)dξ(x)

Comme une base hilbertienne de L2(ξ) est denombrable, L2(ξ) est a base denom-
brable pour la topologie faible. Alors le lemme 1 donne que Γapplication
Eeg-*Hf(g) est continue pour la topologie faible dans L2{ξ). Posons

heE

Alors φ(f) est non-vide, convexe et compact pour la topologie faible dans L2(ξ).
Ainsi Γapplication φ de E dans P(E) est bien definie. On considere la proposition
3 dans Γespace L2(ξ) muni de la topologie faible. Evidemment cela est un espace
vectoriel topologieque localement convexe. On montrera que le graphe de φ
sera ferme. Soient (/„)£= ι une suite de E convergeant faiblement vers f(eE)
dans L2(ξ) et (#„)£=! une suite de E convergeant faiblement vers g dans L2(ξ)
telle que gneφ(fn) (n=l, 2,...). On a, pour un entier m ^ l quelconque,

liminf Hf (gn) ^ li
^u(x)gn(x)dξ(x)

(4)

_ \Gm(fξKx)g(x)dξ(x)

^u(x)g(x)dξ(x)

oΰ Gm(x, y)=inf(G(x, y), m) sur XxX. En effet, en posant Gm F(x, j;) = Gm(x, y)

sur F x F et Gm F(x, ^ ) = 0 dans son complement, on a

= \Gm(fnξ){χ)gn{χ)dξ(x)
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o ύ / ^ / e t goo = g. Comme GmF(x, y) est carre £®<ί;-sommable,
Γoperateur lineaire L2(F;ξ)3f-+GmfF(fξ)eL2(F;ξ) est compact. Done
(GmAfn0)™= l converge fortement vers GmF(fξ) dans L2(ξ) lorsque n-»oo, et on
arrive a (4). En faisant m t + oo dans (4), on arrive a

lίmmΐ Hfn(gn)^Hf(g).

Comme, pour toute heE,

Hfn(gn) ^ Hfn(h) et lim Hfn(h) = Hf(h)
n-*ao

(cf. le lemme 1), on a Hf(g)<^Hf(h), d'oύ geφ(f). On voit ainsi que le graphe
de φ est ferme. En vertu de la proposition 3, il existe f0 e E telle que f0 e φ(f0).
II en resulte immediatement que f0 verifie Γinegalite (3).

Montrons notre conclusion dans le cas oύ c>0. On peut supposer ici que
supp (ξ) =3 F, car il suffit de discuter notre lemme pour F Π supp (ξ) au lieu de F.
Prenons une suite decroissante (Fw)y=1 d'ouverts relativement compacts dans

XxX telle que Vn^{(x, χ)eXxX; xeF} (n = l, 2,...) et Γ\ Vn = {(x, x); XGF}.
7 1 = 1

Alors on peut choisir une suite (kn(x, y))^=ι de functions ^0, ίinies et continues
dans XxX telle que supp(kn)aFM, kn(x, y) = kn(y, x) sur XxX, pour xeX

quelconque, \kn(x, y)dξ(y)^l et que, pour xeF quelconque, \fcM(x, y)dξ(y) = l.

En effet, considerons la decomposition d'unite; alors, pour tout n, il existe un

en tier m ^ l et une famille (ψi)T=i de fonctions ^0, finies et continues dans X
m m

a support compact tels que Σ φJix)=ί sur F, Σ <Pi(x)ύl sur X, {xeX; φ^x)
i= l i=ί

>0} Π FΦ0 (/ = 1, 2,..., m) et que le support de la fonction (Pi(x)(Pi(y) de (x, y)
soit contenu dans Vn. Comme supp(£) =>i% on a \φιdξ>0, et done on peut

Γ m

choisir une constante a f >0 telle que at \φidξ = l. Posons kn(x, y)= Σ ai(Pi(χ)ψi(y)

sur XxX; alors (few)JLi est une suite demandee. Posons

Kn(x9y) = <\jkn(x,z)kn(z,y)dξ(z).

Rappelons la premiere partie; alors on voit qu'il existe fneE telle que, pour
g e E quelconque,

\G(fnξ)fndξ + c \κn(fnξ)fndξ \G(fnξ)gdξ + c\κn(fnξ)gdξ(5) r v i r i
\ufndξ \ugdξ

On peut supposer que (/„)£= x converge faiblement vers/0 (eE) dans L2(ξ) lorsque
n->oo. On montrera que/0 sera une fonction demandee.
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On a d'abord, pour g e L2(ξ) quelconque,

\\kn(gξ)(χ)\2dξ(χ) = ^Kn(Xi y)g(y)g(χ)dξ(y)dζ(x)

(6)

^ ~\\κn(x, y)((g(χ))2 + (g(y))2)dξ(y)dξ(x) ^ γg(x)\2dξ(χ),

car Kn(x, y) = Kn(y9 x) sur XxX et, pour xeX quelconque, \Kn(x, y)dξ(y)^l.

On a aussi

(7) ^\Kn(gξ)(x)\2dξ(x) g

Notons CK = CK(X) Γespace vectoriel topologique usuel des fonctions finies et
continues dans X a support compact. Pour heCκ quelconque, on a evidemment
lim kn(hξ)(x) = \im Kn(hξ)(x)=h(x) sur F et \kn(hξ)(x)|gsup | % ) | , \Kn(hξ)(x)\
n-*oo n-+σo yeX

^sup \h(y)\ sur X. Done

(8) limmf[\kn(hζ)\2dξ^[ \h\2dξ et liminf ί|Xrt(/zξ)l2^ ^ ί |Λ|2dί
n-^c» J JF «-»-oo ^ J F

Soit g e L2(F; ξ) quelconque. Comme

lim \kn(gξ)hdξ = lim [kn(hξ)gdξ =

et

lim \κn(gξ)hdξ =

les suites (kn(gξ))%>=1 et (Xπ(gfξ))^=1 convergent faiblement vers g dans L2(ξ).

Pour <5>0 quelconque, on choisit /ιeC x tel que \\g-h\2dξ<δ2. En utilisant

(6), (7) et (8), on a

hmmt(\\kn(gξ)\2dξ)1/2 ^ \iminf({\kn(hξ)\2dξ)1/2 -δ
n-*oo \J / n-κχ> \J /

2 -δ ^ (\\d\2dζy2 -2δ

et aussi

liminf (\\Kn(gξ)\2dξ)"~ >( \\g\2dξY" -2b.

En remarquant (6) et (7), on obtient que
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lim \\kn(gζ)\2dξ = [Wdξ et lim \\Kn(gξ)\2dξ = \\g\2dξ.

Par consequent (kn(gξ))™=ί et (Kn(gξ))%sl convergent fortement vers g dans L2(ξ)

lorsque n-* + oo.

Rappelons que (fn)™=ί est une suite de E obtenue ci-dessus. Comme, pour

geL2(F; ξ) quelconque,

lim \kn(fnξ)gdξ = lim \kn(gξ)fndξ = \gfodξ,

lim kn(fnξ)(x) = 0 dans CF et kn{fnξ)^C sur X, la suite {kn{fnξ))^i converge
n-+oo

faiblement vers/0 dans L2(ξ) lorsque n^> + oo. On obtient aussi que (Kn(fnξ))™=ί

converge faiblement vers/0 dans L2(ξ) lorsque w-> + oo. On a done

liminf \κn(fnξ)fndξ = \immf[\kn(fnξ)\2dξ ^ \\fo\
2dξ.

En rappelant la demonstration de la premiere partie, on voit que

liminΛG(fnζ)fndξ ^ \G(foξ)fodξ.

Remarquons encore Γinegalite (5) et le lemme 1; alors on obtient que, pour

g e E quelconque,

\ufodξ

Par consequent f0 est une fonction demandee, et la demonstration est ainsi com-

plete.

Le theoreme 1 est un resultat immediat du lemme 2. Montrons notre

theoreme. On peut supposer evidemment que ξ(F)>0. Soit cf une constante

verifiant 0 < d < c. Posons

E={feBt(F; ξ);G(fξ) + cf^ u ξ-p.p. sur F, f ^ ^ u ξ-p.p. sur

Alors E satisfait a toutes les conditions demandees dans le lemme 2, car, pour une

suite (/JiJLx de E convergeant faiblement vers/e5^(F; ξ) dans L2(ξ), le lemme 1

donne que G(fξ) + cf^u ζ — p.p. sur F. Posons

f \G(fξ)fdξ + c[(f)2dξ [G(fξ)gdξ + c[fgdξ ,
= ifeE l -c J ^J , J pour v5f6^.

1
 J M / ^

 L--^ j
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Alors le lemme 2 donne que Eo Φ 0. Soit fe Eo quelconque. Posons α = min {β:
constante > 0, βfe E}. On a alors α/e E. On voit ensuite α/e Eo. On montrera
que, en posant/0 = α/,/0 sera une fonction demandee. Notons

6 =

Pour notre conclusion, il suffit de montrer que 6 = 1. Supposons que 6 # 1 .
Alors 6>1. On pose

A = {XEF; G ( / O O M + C/OM < bu(x)}.

Montrons que, sous la condition que 6>1, ξ(A)Φ0 et fo(x) = u(x)/c' ξ — p.p. sur
A. Supposons que ξ(A) = 0. Alors G(foξ) + cfo^bu ξ — p.p. sur F, et done
fo/beE. Mais cela est en contradiction avec la definition de /0, d'oύ ξ(A) >0.
Supposons que

ξ(\xeA;fo(x) < -X-u(x)l) > 0.

Alors il existe gΦ0eB^(F; ξ) portee par {xeA\fo{x)<u{x)jc'} telle que f
eE. On a

et par suite

Mais cela est une contradiction. Done /0(x) = u(x)/c' ξ — p.p. sur Λ. On a
ainsi b>c/c'. Par consequent

G(foξ) + cfo ^ -£-u ξ-p.p. sur F.
c

Comme c\c'>\ et (c'/c)foeE, on arrive a une contradiction, d'oύ 6 = 1. On
obtient ainsi que f0 est une fonction demandee, et la demonstration est ainsi
complete.
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§3. Notre theoreme principal

Soient G et N deux noyau-fonctions boreliennes sur X. Pour un entier
m ^ l quelconque, on notera toujours Gm(x, y) = inf(G(x9 y), m) et Nm(x, y) =
inf(N(x, y), m) sur XxX. En appliquant le theoreme 1, on montrera notre
theoreme principal.

THEOREME 2. Soient G et N des noyau-fonctions boreliennes sur X.
Alors les deux enonces suivants sont equivalents:

(1) G satisfaίt au principe de domination relatif a N.
(2) G satisfait au principe transitif de domination par rapport a N.

DEMONSTRATION. Montrons d'abord que (l)ι=>(2). Supposons que, pour
μeEκ(G)9 veMκ et* une constante c>0, όμ(x) + c^(5v(x) sur supp(μ). Soit
yeX quelconque. Prenons une suite croissante (Fn)™=ί de compacts dans X
telle que Fn<zsupp(μ) n {x eX Nεy(x)>0} et lim μ(Fn) = μ({xeX; Nεy(x)>0}\

n-*oo

oil εy est la mesure d'unite a y. Soit m un entier ^ 1 quelconque fixe. Comme
0<Nmεy(x)^m sur Fn9 le theoreme 1 donne qu'il existe fneB^(Fn; μ) telle que

μ-p.p. sur Fn

et

G(fnμ) + cfn = Nmεy μ-p.p. sur {xe X; fn(x) > 0} .

Comme G(fnμ)^Nmεy^Nεy (fnμ)-p.p. et G<AΓ, on a

G(fnμ) ^ iVε̂  partout sur X

(cf. la proposition 1). Posons μn = μ sur Fn et μrt = 0 dans CFn. Alors on a

»()0 = \Nmεy(x)dμn(x) ^

= Nv(y).

En faisant nf + oo, on a i\fmμ(y)rgiVv(y). En faisant ensuite mf + oo, Nμ(y)
^$v(y). Comme y est quelconque, on a Nμ^Nv partout sur X. D'apres la
proposition 2, on voit que GtzN, d'oύ (l)i=>(2).

De la meme maniere que ci-dessus, on pourra montrer (2)«=>(1). Supposons
que, pour μeEK(G), v eMκ et une constante c>0, Gμ(x) + c^iVv(x) sur supp(μ).
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Soit yeX quelconque. On prend une suite croissante (Fπ);jL t de compacts dans

X telle que Fnasupp(μ)Π{xeX; 6εy(x)>0} et lim μ(Fn) = μ({x eX <5εy(x)>0}).
n-»oo

Soit m un entier §:1 quelconque. Le theoreme 1 donne qu'il existe/neβJ(FM;μ)
telle que Γon ait

μ-p.p. sur Fn,

cfH = Gmεy μ - p.p. sur {xeX; fn(x) > 0} .

D'apres όuzN et la proposition 2, on a N(fnμ)^Nεy partout sur X. Posons μn

= μ sur Fn et μrt = 0 dans CFn; alors on a

(x) dμn{x) ^ ^6(fnμ) (x) + cfn(x))dμn(x)

En faisant « | + o o et ensuite mf-foo, on obtient que Gμ(y)^Nv(y). Par
consequent Gμ^Nv partout sur X. D'apres la proposition 1, on voit que

, d'oύ (2)ι=>(l). La demonstration est ainsi complete.

En posant N = G dans le theoreme 2, on obtient la dualite du principe de
domination pour les noyau-fonctions boreliennes.

COROLLAIRE 1. Soit G une noyau-fonction borelίenne sur X. Alors G
satisfaίt au principe de domination si et seulement si G y satisfait aussi.

Le resultat analogue a ete obtenu dans Γarticle [5]. La definition du principe
de domination dans [5] est un peu different de notre definition.

COROLLAIRE 2. Soient G et N deux noyau-fonctions boreliennes. Sup-
posons que G^ζN et que N est finie en dehors de Vensemble diagonal. Alors,
pour μsEκ{G) et un nombre <5>0 quelconques, il exίste un compact Fδ dans X
tel que μ(CFδ)<δ et que Nμδ soitfini μδ — p.p.9 oύ μδ = μ sur Fδ et μδ — 0 dans CFδ.

En effet, rappelons la definition des noyau-fonctions boreliennes; alors on
voit qu'a tout x de X, on peut associer un voisinage ouvert V(x) de x tel que, pour
y e V(x) quelconque, ό(y, x) > 0. Comme μ est a support compact, on peut
choisir un entier n ^ l et (xi)?==1c:X tels que μ({Xi}) = 0 (ΐ = l, 2,..., ή) et que

\j F(xf)=>supp(/i). Ayant \όμdμ< + oo, on peut prendre un compact Fδ0 tel

que μ(CFδ0)<(n + l) 1δ et que Gμ soit borne sur Fδ0. Soit Fδi un compact
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dans X tel que inf G(y, xf) > 0, FδΛ a F(xf) et que μ{CFδΛ n F(xf)) < (

n

Posons Fδ = Fδ0 Π(W F^) et definissons μ̂  comme ci-dessus; alors on a μ(CFδ)

<δ et Gμ̂  est borne sur F^3supp(μ^). Comme inf Σ G(.y, xt )>0, on a, avec

une constante α>0, Gμδ^a Σ $£** s u r F5. D'apres le theoreme 2, on a Pμδ

^ f l j jfo*. partout sur X. Comme μ({xJ) = 0 ( l ^ ί g n ) , on voit que Nμδ est

fini μδ — p.p , d'oύ le corollaire 2.

Dans le present corollaire, on ne peut pas eviter la condition que N est finie
en dehors de Γensemble diagonal.

II fait question si, sous les conditions dans le corollaire 2, Eκ(G)czEκ(N).
Le corollaire 2 donne la remarque suivante:

REMARQUE. Soient G, N et K trois noyau-fonctions boreliennes. Sup-
posons que N est finie en dehors de Γensemble diagonal. Si G~<N et N<K9

alors G<K.

DEMONSTRATION. D'apres le theoreme 2, il suftit de montrer que Gπiϊΰ,
NdK^Gcz K. Montrons cette implication. Supposons que, pour μeEκ(G)
et veM κ, Gμt^Gv sur supp(μ). Alors GtzN donne que Nμ ζfiv sur X. Soit
δ un nombre>0 quelconque et μδ une mesure positive obtenue dans le corollaire
2. Alors Nμδ est fini μδ — p.p.. Pour un entier n^l quelconque, on designe
par μδn la restreinte de μδ sur {xeX; Nμδ(x)^n}. Alors μδneEκ(N). Comme
Nμδ,nSJΫμύffv s u r X> NπzK donne que Kμδ^Kv sur X. En faisant n | + oo
et ensuite (5J,0, on arrive a Kμ^Kv sur X. On obtient ainsi que Gπ:K, et la
demonstration est complete.

On remarque finalement sur le principe classique du maximum. Pour
une noyau-fonction borelienne G, le principe classique du maximum pour G est
egal a G ^ l . Dans Γespace euclidien Rn a dimension n ^ 3 , le noyau-fonction

G(x, y) = \x — y\2~n — \\x — y — z\2~ndσ(z)

satisfait au principe classique du maximum des que \x\2~n — \\x — y\2~ndσ(y)^0

sur #", oύ σ est une mesure positive dans Rn et oύ |x| designe la distance entre x
et Γorigine.

Fournons explicitement sa demonstration. Notons N(x, y)=\x — y\2~n

sur RnxRn. Supposons que, pour μ e EK(G), Gμ(x) ̂  1 sur supp (μ). Supposons
de plus que μeEκ(N); alors Gμ(x) = iVμ(x) — N(μ*σ)(x) μ — p.p. sur.R". Comme
Nμ^N(μ*σ)+l μ — p.p., le principe complet du maximum pour N donne que
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Nμ<^N(μ*σ) + l sur JR", d'oύ Gμ<; 1 sur Rn. Done il suffit de montrer queEK(G)
czEκ(N). On peut supposer que σ({0}) = 0. D'apres le principe de positivite

de masse pour le noyau newtonien, on a \ dσ^ 1. Pour un nombre r >0, on note

σ'r la mesure balayee de σ sur {xeRn; |x|^r} relativement au noyau newtonien.

Alors lim \dσ'r = 0. Posonslim \dσ'r = 0.

GΓ(X, y) = \χ-

Comme Nσ(x) = Nσ'r(x) dans {xeRn; |x|<r}, on a Eκ(G) = Eκ(Gr). Par con-

sequent, pour montrer que Eκ(G)aEκ(N)9 il suffit de supposer que \dσ<\. Soit

μe EK(G) quelconque; alors /c*μ*μ*(ε — σ)(0)<oo, oύ k(x)=\x\2~n, μ est la mesure

positive definie par \ fdμ = \/(— x)dμ pour toute/e Cκ(Rn) et oil ε designe la mesure

de Dirac a Γorigine. D'apres la formule de Parseval, on a

oύ la signe Λ designe la transformation de Fourier. Done on a \|μ(x)|2|Λ;|~2dx

<+oo, d'oύ k*μ*μ(0)< +00. On obtient done que μeEκ(N), d'oύ £K(G)
czEκ(N). On voit ainsi que G satisfait au principe classique du maximum.

On remarque que G est toujours semi-continue superieurement en dehors
de Γensemble diagonal. En general, cela n'est pas semi-continue inferieurement.
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