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Le but de cet article est de caracteriser la φ-accretivite pour des operateurs

m-accretifs d'un espace de Banach X. Dans le cas d'un espace de Hubert cette

etude a έte faite par H. Brezis (cf. [1], chapitre 4, §4). Dans [4], [16] et [17]

la φ-accretivite est etudiee sans supposer Γaccretivite, mais pour une fonction

convexe φ continue. LΊiypothese d'accretivite permet de remplacer φ par ses

rέgularisees φμ.

Apres les quelques complements sur la regularisation des functions convexes

semi-continues inferieurement du paragraphe 1, Γobjet des paragraphes 2 et 3

est de prolonger les resultats du cas Hilbertien, d'etablir des conditions pour

qu'une fonction soit de Liapounov et des proprietes du type "principe du maxi-

mum", mais une hypothese de compacite est utilisee.

Les resultats des paragraphes 4 et 5 sont des generalisations de proprietes

de theorie du potentiel de N. Kenmochi, Y. Mizuta et T. Nagai (cf. [9], [10],

[11] et [14]) et de B. Calvert (cf. [5]).

II est a noter que des extensions peuvent etre faites dans plusieurs directions:

remplacement de Γaccretivite de A par celle de A + ω/, affaiblissement de la con-

dition R(I + ?ιA) = X, substitution d'une fonction convexe ψ reguliere telle que A

soit ψ-accretif a la norme.

Les auteurs adressent leurs remerciements au Professeur S. Reich pour son

aide.

1. Preliminaires sur la regularisation des fonctions convexes s.c.i.

X est un espace de Banach et J est Γapplication de dualite de X. Le resultat

suivant est etabli lorsque X est un espace de Hubert dans [1] par H. Brezis dont

nous adoptons les notations.

LEMME 1.1. Soit φ une application de X dans ] — oo, H-oo] convexe,

s.c.i. et propre. Pour tout λ>0 et xeX on definit φλ par

φλ{x) = inf U y II* - y\\2 + Φ(y)ιyex
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Alors

a) φλ est convexe continue.

b) Pour tout xeX, φλ(x) croit vers φ(x) quand λ decroit vers zero.

c) Etant donne xeX, inf\-^j\\x-y\\2 + φ(y); yeX> est atteint en xλ

si et seulement si dφ(xλ) Π λ~1J(x — xλ)φ0. Dans ce cas

dφλ(x) = dφ(xλ) n l - ^ x - x , ) ,

DEMONSTRATION. L'assertion a) est classique.

Demontrons b). Soit xeX. Par definition φλ(x) croit quand λ decroit

et φλ(x)<φ(x). Supposons qu'il existe ceR, tel que pour tout λ, φλ(x)<c

<φ(x). Alors, pour tout λ, il existe yλ tel que -yj- \\x — yλ\\2 + φ(yλ)<c. Or,

puisque φ est convexe s. c. i. et propre, elle admet une minorante affine; ainsi il

existe fceR + tel que pour tout λ φ(yλ)>— k\\x — yλ\\— k. Done ||x — yλ\\2

<2λk\\x-yλ\\ + 2λk + 2λc; il en resulte que yλ est borne pour λ borne. Par con-

sequent φ(yλ) est minore pour λ bornέ et comme ||JC — yλ\\2<2λ(c — φ(yλ)) on en

dέduit que yλ converge vers JC quand λ tend vers zέro. Par suite φ(x)

<liminf(/>(yλ)<c, ce qui est contradictoire. Ainsi φλ(x) croit, quand λ decroit

vers zero, vers φ(x). Remarquons que la demonstration precedente utilise

seulement Γhypothese que φ admet une minorante affine et est s. c. i..

Demontrons c). Soit xeX. Le sous-differentiel de Γapplication y->•"-^1-

|| y - x | |2 + φ(y) est la multiapplication y -> -γ- J(y - x) + dφ(y). Ainsi Γapplica-
1 1

tion y-*-~ϊ-\y — x||2 + Φ(y) atteint son minimum en xλ si et seulement si -y J(xλZλ I /

- x) 4- dφ(xλ) 9 0, e'est a dire dφ(xλ) n χ J(x - xλ) Φ 0.

Supposons que Φλ(x)=-~j\\x-xλ\\2 + φ(x?). Soit wedφλ(x). Alors pour

tout z et z' dans X on a

Jj-Hz - z'Ϋ + φ(z') > ~^-\\x - xΛ||2 + φ(xλ) + (z - x, w).

On en deduit d'une part, en prenant z' = xλ, que pour tout zeX

\ IIz - χλ\\2 > -jχ- \\χ - *Λ2 + (z - x, HO

e'est a dire que λweJ(x-xλ), et, d'autre part, en prenant z' = z-(x-x λ ) , que

pour tout zeX, φ(z-x + xλ)>φ(xλ) + (z-x, w), e'est a dire que wedφ(xλ).

Par consequent dφλ(x)adφ(xλ)n-j-J(x-xλ). Inversement, soit wedφ(xλ)f]
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-jJ(x-xλ). Pour tout z et z' dans X on a φ{zr) > φ(xλ) + (z' - xλ, w) et Jj-| |z

- z'\\2 > ~2j \\x-xλ\\2 + ((z-z')-(x-xλ), W) E n ajoutant ces deux inegalites

et en prenant la borne inferieure pour z'eX on obtient φλ(z)>φλ(x) + (z — x,

w), c'est a dire wedφλ(x). Ainsi 5ψA(χ) = δψ(x)n

Notation. O n n o t e r a Tjf la mult iappl icat ion qu i a x e l fait c o r r e s p o n d r e

Γensemble des points xλ o ύ inf \-~j \\x — y\\2 + Φ(y)'>> yeX > est at te int .

LEMME 1.2. 5ί pour tout keR, {x; \\x\\ <k, φ(x)<k} est faiblement

compact, en particulier si X est reflexif ou si φ est inf-faiblement compacte,

alors le domaine D(Tf) de Tφ

λ est X.

DEMONSTRATION. Soient x e l et α=inf l-^^r- \\x — y\\2 + φ(y)', yεx\. II
I I2λ j J

existe une suite (yn) telle que-^j- l l*-} ; J 2 + </>0O<α + — Par consequent φ(yn)

est majoree et, comme φ est minoree par une fonction affine, (yn) est bornee.

Done il existe (nk) telle que (ynk) converge faiblement vers y0, et on a-^y ||x — yo\\2

+ φ(yo)<\im in f^- | |x-y n \\ 2 + \iminfφ(yn)<a. Ainsi yoe Tf(x).

Lorsque X est reflexif ou lorsque φ est inf-faiblement compacte (c'est a

dire que, pour tout /ceR, {x; φ(x)<k} est faiblement compact (cf. [15])), alors

{x; \\x\\ <K Φ(x)<k} est faiblement compact.

LEMME 1.3. Soit S une contraction de X dans X. Sont equivalents:

i) φ(Sx) < φ(x), pour tout xeX

ii) φμ(Sx) < φμ(x), pour tout μ > 0 et xeX

En effet, ii) implique i), car φμ croit vers φ quand μ tend vers zero.

Supposons i). Soient μ > 0 et x e X. Pour tout y e X, on a

φμ(Sx) < -j-~ \Sx - Sy\2 + φ(Sy) < -j- \x - y\2 + φ(y) .

Par consequent φμ(Sx)<φμ(x).

2. Conditions suffisantes pour qu9 une fonction soit de Liapounov

Etant donne un operateur m-accretif A de Γespace de Banach X, on note

Jf (ou parfois Jλ) sa resolvante, Aλ Γapproximation de Yosida, S(t) le semi-groupe

sur D(A) engendre par A au sens de Crandall et Liggett (cf. [6]) et Sλ(t) le semi-

groupe sur X engendre par Aλ.

On dit qu'une fonction φ convexe s.c.i. et propre est de Liapounov pour
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S(t) si φ(S(t)x)<φ(x)9 pour tout xeD(A).

PROPOSITION 2.1. Solent A un operateur m-accretif de X et φ une ap-

plication de X dans ] — oo, +00] convexe s.c.i. et propre. Les proprietes

suiυantes sont equivalentes:

1) φ(JΛ

λx)<φ(x\ pour tout xeX et λ>0
2 ) Φβ(Jix)<Φμ{x\ pour tout xeX, λ>0 et μ > 0

3) φ{j**x)<φ(x)9 pour tout x eX, λ>0 et v>0
4 ) Φμ(Jχ*x)^Φμ(x)> Pour tout xeX, λ>09 μ>0 et v>0

5) (Aλx, w)>0, pour tout xeX, λ>0, μ>0 et wedφμ(x)

6) Quels que soient μ>0 et [x, y] eA, il existe wedφμ(x) tel que (y9 w)>0

7) φ(Sλ(t)x)<φ(x\ pour tout x eX, t>0 et λ>0

8) Φμ(Sλ(t)x)<φμ(x), pour tout x eX, t>0, λ>0 et μ>0

9) (Aλx, w)>0, pour tout [x, w~]edφ et λ>0

Ces proprietes impliquent:

10) φμ(S(t)x)<φμ(x), pour tout xeD(A\ t>0 et μ>0

11) φ(S(t)x)<φ(x\ pour tout xeD{A) et ί>0

Si D(A)alntD(φ)9 alors 1) 9) sont equivalentes a:

12) Quel que soit [x, y~\ e A, il existe w e dφ(x) tel que (y, w)>0.

DEMONSTRATION. Les equivalences 1)<=>2), 3)o4) et Ί)oS) resultent du

lemme 1.3.

La propriete 1) implique 3) car

φ(J^x) = φ(x - ^-j (x

^ v + A^v ' ' v +

D'apres la proposition 2 de [17], la propriete 2) equivaut a 6) et 4) equivaut

a: quel que soit xeX, il existe wedφμ(x) tel que (Aλx, w)>0. On obtient Γ-

equivalence 4)<=>5) en utilisant de plus le lemme suivant:

LEMME 2.1. Soit B un operateur partout defini, demi-continu et m ac

cretif tel que φ(Jfx)<φ(x), pour tout xeX et λ>0. Alors quel que soit [x, w]

edφ,(Bx, w)>0.

En effet, soit [x, w~]edφ. Pour tout λ>0 on a 0>φ(Jfx)-φ(x)>(Jfx-x9

w), d'oύ (Bλx9 w)>0. Or Jfx->x quand λ-+0; done Bλx-^J3x quand 2-*0 et

ainsi (Bx9 w) > 0.

Demontrons Γimplication 3)=>7). Soient x e l , ί>0 et λ>0. II resulte

de 3) que pour tout neN, </>((J^)nx)<(/)(x). Or, d'apres [6], (JffH)nx-+

Sλ(t)x quand n-+oo. Done
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φ(Sλ(t)x) < Mminΐφ((J^Yx) <S φ(x).
I1-*OO

La propriete 8) implique 5), car pour x e X , A>0, μ > 0 et wedφμ(x),

(Aλx, w) = lin (x ~ S/t)x , w ) > lim ±(φμ(x) - φμ(Sλ(ί)x)) > 0.( / , )

La propriete 4) implique 2). En effet, d'apres [1], J*Λx-*J*x quand

A->0. Par consequent pour tout xeX, λ>0 et μ>0, φSJ^x) — l imφ u(J^x)

La demonstration de Γequivalence 9)oΊ) utilise le lemme suivant qui s'in-

spire d'un resultat que S. Reich a bien voulu nous communiquer.

LEMME 2.2. Soient X un espace de Banach et C un conυexe de X dont la

fonction indicatrice est notee Ic. Soient xeC et yeX. Les proprietes suivan-

tes sont equivalentes:

i) liminf—d(x-ty, C) = 0
140 t

ii) quel que soit wedlc(x)9 (y, w)>0
iii) -yeK,oύ K = {a(c-x); a>0, ceC}.

Demonstration du lemme 2.2: Montrons que i)=>ii). Soit wedlc(x).

II existe une suite (tn) de R+ et une suite (cn) de C telles que (x-cn)-y tende

vers zero quand n tend vers Γinfini. Par suite

O, w) = l i m - ! - O - cn, w) > 0 .
π-*oo ln

Montrons que iii)=^>i). Soit ε>0. Puisque — yeK, il existe ceC et a>0

tel que \\y + a(c — x)\\ <ε. Par consequent, pour tout t tel que 0 < ί < — , on
1 1 1 a

a — d(x-ty9 C)<—-\\x-ty-((l-ta)x + tac)\\<ε. Ainsi l im— d(x-ty, C) = 0.

Montrons que si —y^K9 alors il existe wedlc(x) tel que (y, w)<0. L'im-

plication ii)=>iii) en resulte par negation. Supposons done que — y φ K. Comme

K est un convexe ferme, d'apres le theoreme de Hahn-Banach il existe weX*

tel que sup{(fc, w); keK}<— (y, w). II en resulte d'une part que (y9 w)<0,

et d'autre part que (c - x, w) < (y, w), pour tout c e C et a > 0, ce qui implique

(c— x, w)<0, pour tout ceC, e'est a dire [x, w] edlc.

Demontrons Γequivalence 9)<=>7). Soit C Γepigraphe de φ et B Γoperateur

d e l x R tel que B = (Aλ9 0). Le semi-groupe 1(0 engendre par B est (Sλ(t), I).

Ainsi on a φ(Sλ(t)x) < φ(x), pour tout x e X et ί > 0, si et seulement si C est invariant

par Σ(ί), ce qui est equivalent d'apres un theoreme de Martin (cf. [12]) a
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liminf—d(Sl-tB%, C) = 0 pour tout * e C , c'est a dire d'apres le lemme 2.2
ί lO t

precedent a (£jc, vv)>0 pour tout [£, H>] e dla c'est a dire encore, puisque (w, — 1)
edlc(x, φ(x)) si et seulement si wedφ(x), a (Aλx, w)>0 pour tout [x, W]edφ.

Ainsi Γέquivalence des proprietes 1) a 9) est demontree.
La propriete 2) implique 10) car pour tout xeD(A), (Jf/n)

nx-+S(t)x quand
w->oo, d'apres [6].

La propriete 10) implique 11) en faisant tendre μ vers zero.
Enfin, lorsque D(A) c= Int D(φ), les proprietes 12) et 1) sont equivalentes

d'apres [17].

REMARQUE 2.1. Dans le cas oύ D(T$) = X pour tout μ>0, la demonstration
de la proposition 2.1 est beaucoup plus simple, car on obtient facilement l'im-
plication 9)=>5). En effet, d'apres le lemme 1.1 on a alors dφμ(x) = dφ(xμ)

(Ί—J(x — xμ) pour tout x e l et xμeT^x. Etant donnes x e Z et wedφμ(x)
I*'

on a (Aλxμ9 w)>0, d'apres 9) et (Aλx — Aλxμ, w)>0, car Aλ est Browder-accretif,
d'oύ, en ajoutant, (Aλx, w)>0.

REMARQUE 2.2. Si on remplace la condition 6) par la condition plus faible:
quels que soient μ>0 et [x, y] eA tel que x^D(φ) il existe wedφμ(x) tel que
(y, w)>0, alors on a Γimplication: x e D(φ)=>Jλx e D(φ).

En effet, si Jλx£D(φ), il existe wedφμ(Jλx) tel que (Aλx, w)>0. On a
alors φμ(x)>φμ(Jλx) + (x — Jλx, w)>φμ(Jλx). II en resulte, en faisant tendre μ
vers zero, que x£D(φ). Nous reviendrons sur ce resultat a la remarque 2.3.

REMARQUE 2.3. Dans [13], Martin obtient egalement des criteres d'invar-
iance pour des opreateurs accretifs en introduisant une application de X dans
0>(X*) associee a un convexe ferme C, deίinie par

J(x; C) = {weX*; \\w\\ = 1; Vj eC, 0 > d(x, C) + (y - x, w)}.

En fait, posant φ(x) = d(x, C) et J c = la fonction indicatrice de C, on a J(x; C)

czdφ(x), pour tout x e l e t

ί{wed/c(x);|M| = l}, sixeC

J(χ;C) = \
[dφ(x), six^C

Ainsi la proposition 1 de [13] resulte de [15] car φ est continue et la proposition
2 de [13] peut etre obtenue grace au lemme 1.1; plus precisement on a d(x, C)
J(x C) = d(x, C) - dφ(x) = μd(Ic)μ(x) = μdlc(xμ) n J(x - xμ\ pour tout x £ C et
xμ e C tels que d(x, C)= | | x - x j .

En outre le resultat de la remarque 2.2 generalise la proposition 5 de [13]
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dans laquelle φ = Ic-

PROPOSITION 2.2. On suppose que X* est uniformement convexe. Soient

A un operateur m-accretif de X et φ une application de X dans ] — oo, +00]

convexe s.c.i. propre tels que pour tout /ceR+, D(A) f] {y; \\y\\<k et φ{y)<k]

est compact. On suppose quΊl existe une retraction contractante P de X sur

D{A) telle que φ(Px)<φ(x) pour tout x dans X. Alors, si φ(S(t)x)< φ(x) pour

tout xeD(A) et t>0, alors φ(Jλx)<φ(x) pour tout xeX.

DEMONSTRATION. Soient xeD(φ), λ>0 et C — {yeX\ φ(y)<Φ(x)}. Pour

tout /ι>0, Γapplication Th definie par Th(y)= h* + λS(h)Py ^ p 0 U r yeX, est
A~τm fl

une contraction stricte et φ{Thy)< -γτΓhΦ(χ)+ . h Φ(y)- P a r consequent Th

est une contraction stricte du convexe ferme C dans C, done elle admet un point

fixe yh dans C.

Soit yeD(A), t>0 et v = S(t)y. D'apres Γaccretivite de I-S(h)P on a,

pour tout h > 0,

((yh - S(h)Pyh) -(v- S(h)v), J{yh-υ)) > 0

e'est a dire (^-^ - v S ^ υ , J(yh-v)) >0. Comme
\ λ n /

est borne

quand h tend vers zero (cf. [2] th. 2), on en deduit que \\yh\\ est borne quand h

tend vers zero.

Ainsi il existe k et h0 tels que, pour tout 0</i</?0, yΛeconv({x} U D(A))

Γ\{yi \\y\\<k et φ(j)</c}, ensemble qui est compact d'apres Γhypothese. Par

consequent yh a une valeur d'adherence u qui verifie u = PueD{A), φ(μ)<φ(x)

et f^Z}L-\--^-S(t)y, J(u-S(t)y))>0, pour presque tout ί>0. D'apres la

^ ' x — u
preuve du corollaire 3 de [2], il en resulte que ueD(A) et que — j—e Au, e'est
a dire que u = Jλx. Ainsi la proposition est demontree.

REMARQUE 2.4. La proposition precedente est encore vraie si on remplace

Γhypothese X* uniformement convexe par X reflexif, X* strictement convexe et

tels que si fn-*f dans X* et | | /J |-> | | / | | , alors/„->/, e'est a dire si on suppose que

la norme de X est Frέchet differentiable (cf. [8]).

Voici un cas oύ il existe une retraction contractante sur D(A):

PROPOSITION 2.3. Soit A un operateur m-accretif de X. Si X est reflexif

et strictement convexe, alors il existe une retraction contractante de X sur

conv D(A).

DEMONSTRATION. Pour tout xeX et /le]0, 1] on a, d'apres Γequation

resolvante, J1x = Jλ(λx + (l-λ)J1x) d'oίi ||Jλx|| < P^U + ( l - λ ) H X - J ^ U . Par
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consequent, pour tout xeX9 {Jλx; λe~]0, 1]} est borne dans X done faiblement

relativement compact. De plus la famille {J λ\ Ae]0, 1]} d'applications con-

tinues de X muni de la topologie forte dans X muni de la topologie faible est

equicontinue. Done, d'apres le theoreme d'Ascoli, {Jλ; Ae]0, 1]} est relative-

ment compact dans Γespace des applications continues de X fort dans X faible

muni de la topologie de la convergence compacte. Ainsi il existe une suite (Af)

qui converge vers zero telle que quel que soit xeX9 Jλ.x converge faiblement vers

Px. On a P(X) a conv D(A) car Jλ(X)czD(A)9 et P est une contraction car, pour

tout x et y dans X,

\\Px - Py\\ liminf ||JAix - Jλiy\\ < \\x - y\\.
λi 10

Soit D = {xeX; Jλ.x-±x}. Alors D(A) c= D c conv D(A) et D est un convexe

ferme car, pour x et y dans D9 on a

— x et - y

d'oύ P(x y j = x y puisque X est stictement convexe. Par consequent

D = conv D(A). Ainsi P est une retraction contractante sur conv D(A).

REMARQUE. Si on suppose que X est uniformement convexe, la proposition

precedente donne Γexistence d'une retraction contractante de X sur D(A) puisque

D(A) est convexe (cf. [3]).

CONTREXEMPLE. Voici un contrexemple montrant qu'en general dans la

proposition 2.1 la propriete 11) n'implique pas les proprietes 1) 9). Nous

utilisons le dernier exemple de Crandall et Liggett [6].

Soient Z = R2 muni de la norme ||(α, b)\\ =max(|α|, \b\) et g une application

de [—1, + 1 ] dans R decroissante non lineaire telle que #(0) = 0 et g(— 1) =

Soit Ag Γoperateur defini par

Ag(a9b)=Πl9g(l))9sib<a

I {(x,g(x))l - 1 < * < 1}, sifc = α

On verifie facilement que Ag est m-accretif et que pour k e R la droite K = {(a9 b);

ag(-l) + b = k} est invariante par le semi-groupe Sg(t). De plus, considerant

x o e [ - l , + 1 ] tel que ^(xo)^Xo^(l), pour tout λ>09 si(a, a) + λ(xθ9 g(xo))eK

alors (α, a)<£K. Par consequent, lorsque φ est la fonction indicatrice de K9

la propriete 1) de la proposition 2.1 n'est pas verifiee, alors que la propriete 11)

l'est.
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Complements a Γimplication 12)=>1) de la proposition 2.1. Nous etudions
ici dans le cadre hilbertien quelques conditions suffisantes particulieres pour
que φ(Jix)<φ(x).

PROPOSITION 2.4. Soient H un espace de Hubert, φ une application de H
dans ] — oo, + oo] convexe s. c. i. propre et A un operateur maximal monotone de
H tel que pour tout ε>0, Γoperateur A + εdφ soit maximal monotone. On
suppose quΊl existe ceR tel que Γune des trois hypotheses a), b) et c) suivantes
soit verifiee:
a) il existe αeR+ tel que pour tout x e D(A) Π D(dφ), y e Ax et wεdφ(x) il
existe wedφ(x) tel que {y, w)>—cet (w, w)>α||w||2.
b) d'une part, pour tout x e D(A) n D(dφ), ye Ax et we dφ(x) il existe w e dφ(x)
tel que (y, w)>—cet (w, w)>0 et d'autre part,

• ou bien (α) quel que soit xeD(φ) et λ>0 il existe une suite (xn) qui con-
verge vers x et telle que J$xn e D(φ).

• ou bien (β) D(φ) est ouvert.
c) c = 0, φ est la fonction indicatrice Iκ du convexe ferme K tel que lntKΦ0
(dont la frontiere est notee dK). Pour tout xeD(A) Π dK, y 6 Ax et wedlκ(x),
il existe wedlκ(x), w^O tel que (y, w)>0 et (w, vv)>0.

Alors, pour tout λ>0 et xeH, φ(Jjx)<φ(x)

DEMONSTRATION avec les hypotheses a), b) (α) ou b) (/?). Sόient A>0 et
xeD(φ). Pour tout ε>0, il existe zεeD(A) n D(dφ), yεeAzε et wεedφ(zε) tels
que zE + λ(yε + εwε) = x et il existe wεedφ(zε) tel que (yε, wε)> —c. On a alors

λε(wε, M>C) = (x - zε - λyε, wε) < (x - zε, wε) + cλ < φ(x) - φ(zε) + cλ.

Par ailleurs φ(zε) est minore, car etant donne ε' > ε, il existe zε. e D{A) Π D(dφ),
yε,εAzε, et wE,edφ{zE>) tels que zε,-h λ(yε> + ε'wE,) = x, d'oύ, d'apres la monotonie
de A et de dφ,

-j\\zε - zε,\\2 < - (zε - zε,, εwε - ε'vtv) < (ε' - ε) (zε - zε,, wε.)

<(ε'-ε)(φ(zε)-φ(zε,))

et ainsi φ(zε) croϊt quand ε decroit.
Supposons a). On a alors

0 < λεa\\wε\\2 < λε(wε, wε) < φ(x) - φ(zε) + cλ

done ε||wj2 est borne et ainsi εwε->0 quand ε-^0. Par consequent zε-+Jfx
quand ε->0 et φ(Jix)<\iminfφ(zε)<φ(x) + cλ.

ε-*0

Supposons b) (α). Montrons d'abord que pour tout ueH, siJ^ueD(φ)
alors Jf+εeφt/-^Jfκ quand ε-»0. En effet soient z — J^u et yeAz tels que
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z + λy = uet soient uεeD(A) Π D(dφ), yεeAuε et wε6dφ(uε) tels que uε+λ(yε + εwε)

= M. On a

done puisque ψ(z)< + oo et φ(wε) minore, uε-+z quand ε-+0. D'apres b) on a

0<φ(x) — φ(zε) + cλ. Or, d'apres (α), etant donne δ>0 il existe w tel que \\u — x\\

< -̂ - et Jf M G D(φ) et d'apres ce qui precede il existe ε0 > 0 tel que pour tout

ε<εo> \\Ji+εdφu-Jiu\\<-j d'oύ \\Ji+edφx-Jix\\ <δ. Done Jf+ε^x-^Jfx

quand ε-»0 et φ(Jχx)<φ(x) + cλ

Supposons b) (jj). On a 0<>lε(wε, wε) < φ(x) - φ(zε) 4-a et | | z ε -z ε , | | 2

<λ(ε' — ε)(φ(zε) — φ(zε,)). Par consequent zε converge vers Z quand ε-+0 et

Z e D(φ) = lnt D(φ). Comme dφ est borne au voisinage de Z (cf. proposition 2.9

de [1]), εwε tend vers zero quand ε tend vers zero et done zε tend vers Jf x, d'oύ

le resultat.

DEMONSTRATION avec Γhypothese c). II suffit de montrer que J^(IntK)

czK, car on en deduit le resultat par continuite de JA

λ. Soient λ>0 et x eIntK.

II existe z e D(A) Π K, yeAz et wedlκ(z) tels que z + λ(y + w) = x. Necessaire-

ment zεD(A)Γ\IntK et ainsi le resultat est demontre puisque w = 0 et z = Jfx,

car sinon zeD(A)Γ\dK et d'apres Γhypothese il existe $>edlk(z), w # 0 tel que

(y, ^) > 0 et (w, w) > 0. On a alors

0 < λ(w, w) = (x- z - λy, vv) < (x - z, w)

ce qui est impossible car (x — z, w)<0 puisque x e IntK, zedK et w#0.

3. $5-accretivite et 50-accretivite pour un operateur m-accretif

Soient X un espace de Banach, φ une application de X dans ] — oo, +oo]

convexe s. c. i. propre et A un operateur de X.

Definitions. On dit que A est φ-accretif ssi quels que soient [x, y~\ et

[x, j>] dans A et λ > 0, φ(x - x + A(j - j>)) > 0(x - ά). On dit que A est dφ-accretif

(resp. B-dφ-accretίf) ssi quels que soient [x, y] et [£, j)] dans 4̂ tels que x — $

sD(dφ), il existe wedφ(x-x) (resp. quel que soit wedφ(x-x)) tel que 0>-j>,

w)>0. On dit qu'une application S de CaX dans X est une φ-contraction sur

C ssi quels que soient Λ: et Si dans C, φ(Sx — Sx)<φ(x — x).

REMARQUE 3.1. Si A est un operateur de X tel que pour tout λ>0, Jλ

= (I + λA)~ι soit une application de X dans D(A) partout definie, la propriete

" A <^-accretif" est equivalente a " J λ est une (^-contraction pour tout A".

REMARQUE 3.2. La definition de la d</>-accretivite apparaίt dans [4] et
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[1] et celle de la φ-accretivite dans [16] et [17].

THEOREME 3.1. Soient A un operateur m-accretif d'un espace de Banach X

et φ une application de X dans ] — oo, +oo] convexe s.c.i. propre. Les pro-

prietes suivantes sont equίvalentes:

1) A est φ-accretif

2) A est φμ-accretif, pour tout μ > 0

3) Aλ est φ-accretif, pour tout λ>0

4) Aλ est φμ-accretif, pour tout λ>0 et μ>0

5) Aλ est B-dφμ-accretif pour tout λ>0 et μ > 0

6) A est dφμ-accretif, pour tout μ > 0

7) Sλ(t) est une φ-contraction, pour tout t>0 et λ>0

8) Sλ(t) est une φ^contraction, pour tout t>0, λ>0 et μ>0

9) Aλ est B-dφ-accretif, pour tout λ>0

Ces proprietes impliquent:

10) S(t) est une φμ-contraction sur D(A), pour tout t>0 et μ > 0

11) 5(0 est une φ-contraction sur D(A), pour tout t>0

Si D(A)-D(A)czlntD(φ), alors 1) 9) sont equiυalentes a

12) A est dφ-accretif.

Si la norme de X est Frechet differentiable et sil existe une retraction

contractante P de X sur D(A) telle que φ(Px)<φ(x) pour tout xeX et si pour

tout fceR, D(A) Π {x; ||x|| <k, φ(x)<k} est compact, alors les proprietes 1)

a 11) sont equiυalentes.

DEMONSTRATION. La methode utilisee dans le cas hilbertien (cf. [1] pro-

position 4.7) s'adapte au cas d'un espace de Banach, a condition de demontrer

le lemme suivant dans le cas general (la demonstration de [1] ne pouvant etre

utilisee car elle emploie Γapproximation Yosida de dφ).

LEMME 3.1. Soit φ une application de X dans ] — oo, +oo] convexe s.c. i.

propre. On definit Vapplication Φ sur X x X en posant

Φ([x l 5 x2j) = φ(xι — *2)> Pour t o u t lx

Alors Φ est convexe s.c.i. propre et, pour tout [x l 5 x 2 ]

a) dΦ{\_xu x 2]) = {[w, - w]; wedφ(xί - x2)}, si x1 - x2eD(dφ)

b) Φλ(l*u XiΊ) = Φiλ&i ~ X2% Vour tout λ > 0
c) dΦλ([xl9 x 2]) = {[w, - w]; wedφ2λ(xί - x2)}, pour tout A > 0.

Le theoreme resulte des propositions 2.1 et 2.2 et du lemme 3.1.

DEMONSTRATION du lemme 3.1. a) Soient [x1 ? x 2 ] eD{dΦ) et [wu w2]

e 3Φ([xx, x2]). Quel que soit \_yu y2~] e X x X, on a

Φ(yx - y2) > Φ(χt - χ 2 ) + O Ί - *i> ™ι) + (y2 - xι> wz)-
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En particulier, quel que soit yxeX, en prenant y2 = yι — (*i—^2) o n obtient

0>(y1—xl, wί + w2). D o n e w 1 = — v v 2 . Ainsi, quel que so i t . y γ et y2 dans X,

Φ(yι - y2) ^ Φ(χι - χi) + O Ί - *i - yi + *2> HΊ)

e'est a dire que wίedφ(xί—x2). Inversement, siwedφ(xί—x2)i alors [w, — w]

l 5 x2]).

b) Par definition de Φλ et de φλ

- x2 - Jll2 + φ(y);yex\.

D'une part, quel que soit [yi9 y2~]eXxX, on a

<̂ 2λ U i ~ x2) <^χ | |*i - * 2 - JΊ + J 2 P

^ l*i - Jill2 + 11*2 - J2II2) + Φ(yi - y2)

done φ2λ(xι—x2)<Φλ([xi,x2]). D'autre part, quel que soit yeX9 on a, en

prenant y{ et y2 tels que yί + y2 = xί+x2 et yι-y2 = y,

φ χ ( l χ » x i l ) < - j l l * i - J i l l 2 + 0 0 0 = \ \χχ - χ i - y \ \ 2 + Φ(y)

done ΦA([χi» X 2])^ ( / ) 2Λ( Λ : I ~*2) Ainsi b) est demontre.
c) resulte de a) et b).

CoROLLAiRE 3.1. On suppose X reflexif et X* strictement conυexe. Soient

A et B deux operateurs m-accretifs et φ-accretifs. Alors A + B est φ-accretif.

DEMONSTRATION. D'apres le thέoreme 3.1, A et B sont <5</yaccrέtifs. Or,

puisque X est reflexif et X* strictement convexe, dφμ est univoque. Done A + B

est 30μ-accretif. II en resulte que A -f B est ψμ-accretif et done <^-accrέtif.

Generalisation a une famille a"operateurs m-accretifs. Soit 04(0)ίe[o,ri

une famille d'operateurs m-accretifs tels que D(A(t)) = D(A(0)) pour tout t et

verifiant la condition Cl ou C2 de Crandall et Pazy [7]. Soit U{t, s) Γoperateur

devolution associe a (A(i)) et defini par

U(t, s)x = limn Ju-.)Js + ί^^
M->OO i = i ' V n
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pour tout λ'eD(A(0)) et 0<s<t<T, et U(t, t) = x (cf. theoreme 2.1 de [7]). On

note Uλ(t, s) Γoperateur devolution associe a (Λλ(t)).

PROPOSITION 3.1. Les resultats de la proposition 2.1 et du theoreme 3A

concernant les proprietes 1) a 12) subsistent si on remplace A par A(t) pour

tout ίe[0, T], S(t) par U(t9 s) et Sλ(ή par Uλ(t, s) pour tout 0<s<t<T.

DEMONSTRATION. II suffit d'appliquer la proposition 2.1 et le theoreme

3.1 a chaque operateur A{t) pour obtenir Inequivalence des 6 premieres proprietes

et de la neuvieme.

Les implications du type: φ(Jλ(i)x)<φ(x), pour tout xe X, λ>0 et t e [0, T]

implique φ(U(t, s)x)<φ(x), pour tout xeD(A(0)) et 0 < 5 < ί < T , resultent de la

definition de U(t, s) par passage a la limite.

L'implication: (Aλ(t)x9 w)>0, pour tout [x, w] e dφ, λ > 0 et ίe[0, Γ]

implique φ(Uλ(t, s)x)<φ(x), pour tout x e l , λ>0 et 0 < s < ί < T , se demontre

de maniere analogue a Γimplication 9)=>7) de la proposition 2.1, en utilisant le

lemme 2.2 et le resultat suivant de Martin (cf. [13]): Γoperateur devolution

U(t, s) laisse le ferme C invariant si et seulement si \iminf-j-d(U(t, s)x, C) = 0
ΛIO n

pour tout xeC.

Terminons ce paragraphe par une autre caracterisation de la φ-accretivite

qui generalise les caracterisations des operateurs par rapport auxquels la con-

traction module ou la contraction Tk opere, obtenues par Kenmochi et Mizuta

(cf. [9]) et Calvert (cf. [5]) et que nous detaillerons au paragraphe suivant.

THEOREME 3.2. Soient X un espace de Banach, A un operateur m-accretif

de X, φ une application de X dans ] — oo, + oo] convexe s. c. i. propre. On sup-

pose que pour tout μ>0, D(T$) = X. Les proprietes suivantes sont equivalentes:

i) A est φ-accretif

ii) Pour tout λ>0, μ>0, xeX, xeX, wedφμ(X), il existe tμ(&)εTμ(£) tel que

(Aλ(x + tμ(x))-Aλx,w)>0.

DEMONSTRATION. D'apres le lemme 1.1, si tμ(x)e Tμ(x), on a

dφμ(x) = dφ(tμ(x)) 0jJ(x- *,(*))

Supposons i). Soient λ>0, μ>0, xeX, xeX, wedφμ(x) et tμ(&)e Tμ($).
On a

0 > φ(Jλ(x + tμ(x)) - Jλx) - φ(tμ(*))

> (Jλ(x + Φ)) - Jλx - tμ(*\ w)

> - λ(Aλ(x + tμ(x)) - Aλx, w),
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c'est a dire ii).

Supposons ii). Soient λ>0, xeX, xeX et wedφμ(x-x). D'apres ii) il

existe tμ(x - x) e Tμ(x - x) tel qυe

D'autre part, puisque Aλ est B-accretif et que we—J(x — x — tμ(x — x))9

En ajoutant ces deux inegalites on obtient (Λλx — Aλx, w) > 0. Ainsi Aλ est

£-d(/yaccretif, c'est a dire, d'apres le theoreme 3.1 que A est 0-accretif.

4. Applications aux operateurs m-accretifs d'un espace de Banach ordonne

Dans ce paragraphe X est un espace de Riesz muni d'une structure d'espace

de Banach. On note x+ = x V 0, x~ = — (x Λ 0), |x| = x V (— x) et K le cone positif

deX.

Rappelons que X est dit Banach rέticule si de plus

|x| < Lκ| = > | | X | | < \\y\\.

On note W* Γapplication de X dans έ?(X*) definie par

H^(χ) = {we J(x+); w > 0, (x~, w) = 0}, pour tout xeX.

L E M M E 4 . 1 . Soit xeX. Les proprietes suivantes sont equiυalentes:

ii) d(x, -K)= \\x+\\

et alors W*(x) = dg(x), oil #(x)=-y | |^ + | | 2

DEMONSTRATION. Soit φ la fonction indicatrice de — K. On a

φλ(x) = *</(*, - K)2 et dφ(- x-) n J(x+) = W*(x)

car w e dφ( — x~) equivaut a (.y+ x~, w)<0 pour tout y e —K, ce qui equivaut en-

core a (x~, w) = 0 et w>0.

L'equivalence i)oii) resulte alors du lemme 1.1. Dans ce cas

ΦΛx) = -jΣ\\x+\\2 et dφλ(x) = dφ(-χ-)0±J(x+).

Done λdφλ(x) = W* (x) et ainsi W* (x) = dg{x).

REMARQUE. Si Z est un Banach reticule, W+ est partout definie (cf. [18]
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et [16]). Mais la reciproque est inexacte; en effet R2 muni de la norme

ί \a\ + |6|, siab > 0
K<*9 6 ) | | =

[ sup(|α|, \b\), slab < 0

verifie les conditions du lemme 4.1 mais n'est pas un Banach reticule.

Application des paragraphes 2 et 3. Les resultats de la proposition 2.1

et du theoreme 3.1 sont valables dans le cas particulier oύ φ est la fonction indi-

catrice de /c — K, oύ keX. Si les proprietes du lemme 4.1 sont verifiees, on a

alors φβ(x)=±Kx-k)ψ9μdφμ(x)=W*(x-k) et tμ(x) = x-(x-k)+. En ap-

pliquant egalement le theoreme 3.2, on obtient en particulier le corollaire suivant:

COROLLAIRE 4.1. On suppose que les proprietes du lemme 4.1 sont veri-

fiees. Soient A un operateur m-accretif de X et ke X. Les proprietes suivantes

sont equiυalentes:

i) x < £ + k = Φ Jλx < Jλ% + k

ii) \\(Jλx - Jλx - k)+\\ < \\(x - x - k)+\\, pour tout x , ί e l

iii) Quels que soient [x, y] et [jc, y~\ dans A, il existe we W*(x — x — k) tel que

iv) (Aλ(x - (x - k)~ + k) - Aλx, w) > 0, pour tout λ > 0, xeX, keX et

w e Ŵ  (x - fc).

REMARQUE 4.1. Pour /c = 0, on retrouve les resultats de theorie du potentiel

de [5] sur les caracterίsations des operateurs T-accretifs, ou a resolvantes crois-

santes, ou par rapport auxquels la contraction module opere. Lorsque A est

un sous-differentiel, on retrouve des resultats de [9].

Une extension analogue du principe de Γenveloppe inferieure (cf. [5]) et

certaines de ses proprietes sont έtablies a la proposition suivante:

PROPOSITION 4.1. Soient A un operateur m-accretif de X, keX et εo>0.

On considere les proprietes suivantes:

1) (εl + Aλ)(xΛ(^ + fc))>(εl + Aλ)x Λ(εl + Aλ)x, pour toutλ>0,εe]0, ε o ] , x e l

etxeX

2) Quels que soient λ>0, xeX et xeX, si x<x + k, alors Jjx<Ji^ + k

3) (ε/ + y4λ)(jcΛJ54-/c)>(ε/4-v4Λ)xΛ(ε/ + AA)x4-εfc, pour tout λ>0, εe [0, ε 0 ],

xeX etxeX.

Alors 1) implique 2) et 2) implique 3).

DEMONSTRATION. L'implication 1)=>2) resulte du lemme plus general sui-

vant applique a Γoperateur ε/ + Aλ et de la convergence de Jε

μ

I+A* vers JA

μ lorsque

ε et λ tendent vers zero.
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LEMME 4.2. Soient A un operateur m-accretif B-strictement accretif et

keX. On suppose que quels que soient x et x dans D{A), x Λ ( i + fc)eD(A). Si

[x, j ] e A, [jc, y] e A et zeA(xA(x + k)) impliquent z>yAy, alors x<£ + k

implique Jfx<Jfx + k.

DEMONSTRATION. Ce lemme est une variante des propositions 3 et 4 de [5]

dont nous donnons une autre demonstration.

Soient u et ύ dans X tels que u<ύ + k. Soient x = Jλu, x = Jλύ et we W*(x

-x-k). On a χ + λy = u et x + λ$ = ύ avec yeAx et peA$. Soit zeA(xΛ($
). On a

z>y A p = - j O ~ x) Λ (w-x) > -j(u - x)A (u - k - %)

> j - {u - x V (* + k)} > y - -j (x - x - k)~

d'oίi, (y — z, w)<0. Or (y — z, w)>0 car yl est 5-accretif. Done, puisque ^4

est strictement accretif, x = x A(x + k). Ainsi Jλw<JΛw + k.

Demontrons maintenant Γimplication 2)=>3). Soient x et % dans X,

et ε G [0, ε 0 ] . II resulte de 2) que Jλ(x Ax + k)< Jλx A Jλx + fe.

Ainsi,

ε(x Λ * 4- *) + Aλ(x A x + k)

> ε(x Λ H i ) + -jj-(x Λ Jc - /ΛΛ: Λ / Λ ^)

> εk + - j ( U e + l)(x Λ JC)-

J - (x - x)+) - Jλx + (/Ax - Jλx)+)

> sk + -\{{λε + l)x - Jλx - ((λε +l)(x - x) - Jλx + / A
A

> εk + (εl + Aλ)x A (εl + Aλ)x.

REMARQUE 4.2. Pour fc = 0, 1) est equivalent a 2) et 2) implique en particulier

que Aλ veriίie le principe de Γenveloppe inferieure; on retrouve ainsi des resultats

de [5].

5. Caracterisation des sous-differentiels ^-accretifs d'un espace de Hubert

THEOREME 5.1. Soient H un espace de Hubert, φ et φ deux applications
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de H dans ] — oo, +00] convexes s.c.i. et propres. On note J$ =

Les proprietes suivantes sont equivalentes:

i) dφ est φ-accretif

ii) ψ(* + J+(x-X)) + ψ(x-J+(x-Jt))<ψ(x) + ψ(X), pour tout xeH, xeH et

μ>0.

DEMONSTRATION. Remarquons d'abord que ii) est equivalent a

φ(x + μdφμ(x - x)) + φ(x - μdφμ(x - x)) < ψ(x) + φ(x).

Supposons ii). Soient x et x dans H, λ>0, ye dψ(x) et y e dψ(x). On a

φ(x - μdφμ(x - *)) > φ(x) - (y, μdφμ(x - x))

et

μδφμ(x - x)) > φ(x) + (j), μdφμ{x - A))

d'oΐi, en ajoutant et appliquant ii), (y — j), dφμ(x — x))>0. Ainsi, d'apres le

theoreme 3.1, dφ est 0-accretif.

Supposons i). Soient x et x dans H et λ>0. D'apres le theoreme 3.1,

dφλ est β-δψ-accretif, done, comme dφμ{x -x)e dφ(J*(x - x)),

{dφλ(x + tdφμ(x - x) + J+(x - *)) - # A ( * + ^ M ( J C - *)), dφμ(x - x)) > 0,

pour tout t, e'est a dire

^LΦxix + tdφμ(x - Ϊ) + Jφ

μ(x - x)) - φλ(x + tdφμ(x- xm > 0.

En integrant de 0 a μ, on obtient

φλ(x + Jf(x - x)) - φλ(x)

< φλ(x + μdφμ(x - X) + Jj(x - *)) - ιAA(Jc + μdφμ(x - x)).

On en deduit ii) en faisant tendre λ vers zero.

CoROLLAiRE 5.1. Soit C un convexe ferme de H et φ une application de H

dans ] — 00, +00] convexe s.c.i. propre. On designe par Pc la projection sur

C. Les proprietes suivantes sont equivalentes:

i) Si x-xeC, alors Jfx-JfxeC, pour tout λ>0

ii) φ(x4-Pc(x-*)) + Φ(x~Pc(x~x))^Ψ(x) + Ψ(*) Pour t o u t x e t * d a n s H-

DEMONSTRATION. On applique le theoreme precedent en prenant pour φ

la fonction indicatrice de C, sachant que Jf = Pc.

On obtient de maniere analogue le
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COROLLAIRE 5.2. On fait les hypotheses du corollaire 5.1. On suppose de

plus que C est un cone convexe ferme et soit keH. Sont equivalents:

i) Quels que soient x et x dans H, si x<x + k alors Jλx<J λx + k

ii) φ(x + (x-x-k)-P_c(x-x-k)) + φ(x-(x-x-k) + P_c(x-$-k))<φ(x)

+φ(x), pour tout x e H et x e H.

Si de plus C = C* = {yeH; (y, x)>0, pour tout xeC} alors i) et ii) sont equiva-

lents a

iii) φ(x + Pc(x-x-k)) + φ(x-Pc(x-x-k))<φ(x) + φ(x), pour tout xeH et

xeH.

COROLLAIRE 5.3. Soient H un espace de Hilbert et φ et φ deux applications

de H dans ] — oo, +00] convexes s.c.i. propres. On note S(t) le semi-groupe

engendrέ par dψ. Les propriέtέs suivantes sont equivalentes:

i) dφ est φ-accretif

ii) 5(0 est une φ-contraction sur D(φ) pour tout t>0 et on a la propriete:

i ^ x e t * s o n t dans D(ψ) alors x-J*(x-%) et x + J$(x-%) sont dans

' ^ 1 D(ψ) pour tout μ>0.

DEMONSTRATION. L'implication i)=>ii) resulte de Γimplication 1)=>11)

du theoreme 3.1 et du theoreme 5.1. Montrons que ϋ)=>i). L'hypothese

(P) equivaut a

JDW(X + ̂ ( X - * ) ) + / I ^ Pour tout xeH

etxeH. D'apres le theoreme 5.1, ceci signiίie que dl-^j^ est ψ-accretif, ou

encore que Φ{PD{J)X~^W¥)^ — Φ^X~^^ P o u r t o u t λ ' e ^ e t SteH. En
appliquant la proposition 4.7 de Brezis [1] on en deduit i).

PROPOSITION 5.1. Soient H, φ, φ et (?) comme au corollaire precedent,

Les proprietes suivantes sont equivalentes:

i) dφ est φ-accretif

ii) (P) et (dφλ(x)-dφλ(x\ dφμ(x-x))>0, pour tout x, xeΊXψ) et λ, μ>0

iii) (P) et (dφ°(x)-dφ°(x), dφμ(x -$))>0, pourtoutx,xe D(dφ) et μ>0

iv) ( P ) et φβ(Jφ

λx- Jfx)<φμ(x-x), pour tout x,xe D^/) et λ , μ>0

v) (P)et φ(Jtx-Jφ

λx)<φ(x-x), pour tout x, xeΌ(ψ) et λ>0

vi) (P) et (dφλ(x + Jφ

μx)-dφλ(x), dφμ(x))>0, pour tout xeDψl x + Jφ

μxe~D(ψ)
et λ, μ>0

vii) φ λ ( x + J φ

μ ( x - * ) ) + φ λ ( x - J f ( x - x ) ) < φ λ ( x ) + φ λ ( x \ pour tout x 9 x e D(Jj/).

DEMONSTRATION. Les implications i)=>ii) et i)=>iv) resultent des theoremes

5.1 et 3.1. On obtient ii)=>iii) en faisant tendre λ vers zero. L'implication iii)

=>ϊ) resulte de la proposition 4.7 de Brezis [1], en utilisant la caracterisation de

(P) de la demonstration du corollaire precedent. On obtient iv)=>v) en faisant

tendre μ vers zero.

Montrons que v)=>vi). Soient x e DΪψ) et x -f JΦΛ e DΪψ). On a



Operateurs Accretifs et <£-Accretifs 29

0 > φ(Jt(x + J$x) - Jfx) - φ(J*x)

> (Jt(x + J*X) - J*x - J*x, dφμ{x))

= - λ(dψλ(χ + j**) - dψλ(x), dφμ(*))

d'oΰ vi).

Pour etablir Γimplication vi)=>vii) on peut faire la meme demonstration

que pour Γimplication i)=>ii) du theoreme 5.1 car, d'apres Γhypothese (P) et

la convexite de D(ψ), si x et x sont dans D(φ) alors, pour tout t e [0, μ],

et

tdφμ(x -*) = (i--0* + J-(χ- J*(X - x))eD(φ)

x + tdφμ(x -x)+ J*(x - x) = (l - -f)(x + J+(x - x)) + -t-x

et, d'apres vi),

(dψλ(t + tdφμ(x - £) + J*(x - x)) - dψλ(* + tdφμ(x - i)), dφμ(x - *)) > 0.

Finalement on obtient vii)=^>i) en faisant tendre λ vers zero et appliquant le

theoreme 5.1.

REMARQUE 5.1. Ces caracterisations generalisent celles obtenues par Ken-

mochi, Mizυta et Nagai (cf. [11]). En effet les equivalences entre ( a j , (a2),...,

(a6) et (a 1 3 ) sont des cas particuliers des theoremes 5.1, 3.1 et 3.2 dans lesquels

on prend φ = Ix ίcar alors J^ = Tet φμ— -γ~ \\I— T\\2Y Les equivalences entre

(a6) et (a7) et entre (a 1 3) et (a 1 5) sont des cas particuliers du corollaire 5.3 lorsque

φ = _ | | / — τ\\2 et φ = Tx respectivement. De meme, les equivalences entre

(a8), (a9), (a 1 0 ), ( a u ) , (a 1 2 ), (a 1 3) et (a 1 4) sont des cas particuliers de la proposi-

tion 5.1.
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