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Le probleme de Stefan avec conditions
laterales variables
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(Reςulel2juinl979)

Le probleme de Stefan, c'est-a-dire une modelisation mathematique simpli-
fiee de phenomenes de changement de phases, a etέ etudie par de nombreux
auteurs (cf. Oleinick [15], Kamenomostskaϊa [10], Rubinstein [16], Cannon-
Primicerio [5], Friedman [9] et leurs bibliographies). On sait que le probleme
de Stefan a plusieurs phases en dimension d'espace superieure a 1, admet une
formulation faible comme inequation variationnelle devolution de type degenere
(cf. Brezis [4], Damlamian [8]).

On entreprend ici Γetude de ce probleme dans le cas oύ les conditions laterales
dependant du temps, y compris la partie de la frontiere laterale correspondant a
la donnee de Dirichlet non homogene. II s'agit alors d'un probleme nouveau
dont la resolution necessite Γutilisation d'inequations variationnelles plus genera-
tes que dans Damlamian [6], et qui ont ete introduces sous forme abstraite dans
Kenmochi-Nagai [13].

Pour fixer les idees considerons le probleme a deux phases dans un ouvert
bornέ regulier Ω (on neglige comme d'habitude les variations de volume).

Une normalisation de la temperature 0 permet de ramener a 0 = 0 la tem-
perature de changement de phases, et chaque phase est alors incluse dans {0^0}
et {0^0} respectivement.

La formulation classique est alors la suivante: on cherche θ distribution de
temperature dans β = (0, T)xΩ et Γinterface S (une hypersurface "reguliere"
dans Q) tels que

(i) dans Q — S, θ verifie une equation de la chaleur s'ecrivant

(/ terme de chauffage interne), oύ p(θ) est une fonction thermodynamique stricte-
ment positive (qui integre la conductivitέ thermique et la chaleur massique,
toutes deux dέpendant de la temperature);

(ii) sur Γinterface S (qui est une surface libre) deux conditions soient satis-
faites: 0=0 et la condition de conservation de Γέnergie

Z>cos(v, I) - Σ f[^:] scos(v, xt) = 0,
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oύ b est la chaleur latente de changement de phase, constante strictement positive,

v est la normale a S dans Q et [ ] s indique le saut a travers S dans le sens $

(iii) en f = 0 les conditions initiales sont

0(0, .) = 0O et

surface de separation des phases dans Ω avec la condition de compatibilite evidente

(i.e., 0O = O sur So9 0O^O d'un cόtέ, 0O^O de Γautre de So);

(iv) les conditions laterales soient satisfaites: soit Γ = 3 Ω et Σ = (09 T)xΓ.

On suppose donnee une partie fermέe reguliere Σo de Σ9 et on note {t} x Γ(t)

avec Γ(t)aΓ sa section a Γinstant t. Soit g une fonction reguliere sur Q (qui

represente un relevement dans Q de ses traces sur Σ). Les conditions s'ecrivent

alors

0 — g = 0 sur Σo9

d(θd~nβ) +P(θ-9) = 0 sur Σ'-Σ-Σm

oύ n est la normale unitaire exterieure a Γ et p est une fonction non negative

bornee sur Σ (elle mesure la permeabilite thermique locale de la frontiere).

La formulation faible du probleme s'obtient en multipliant les έquations par

une fonction-test φ de Cι(§) verifiant 0(Io==O et φ(T9 -)—0; tous calculs faits on

obtient (cf. Damlamian [7, 8]): Chercher u et v fonctions dans Q vέrifiant

[Ta(v, φ)άt = ( fφdxάt + [ uoφφ,
JO JQ JΩJQ

avec v=β(u)—g et

a(v, φ) = \ Vυ Vφάx + \ pvφdΓ, Fφ = gradient de 0 en xeRN

9

JΩ JΓ

oύ /? est la fonction lipschitzienne dont Γinverse est le graphe maximal monotone:

r I—> \ p(s)ds -f bH(r) (H fonction de Heaviside)
Jo

et u0 est simplement

uo(x) = j o ° X p(s)ds

Le plan est le suivant:

Dans le premier paragraphe les hypotheses sont donnees et les resultats

principaux enonces. Pour le paragraphe 2 Γoutil principal d'inequation varia-

tionnelle est introduit avec Γoperateur LUQ. Puis on έtudie les solutions approchέ-
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es (cas non lineaire non degenere) (paragraphe 3) et leur convergence (paragraphe

4). Au paragraphe 5 on demontre enfin Γunicite des solutions approchees.

Certaines demonstrations compliquees sont mises en appendice (A, B, C et D).

Notations. Etant donne V espace de Banach (reel), on notera par | •• \v la

norme dans F, par F* son dual muni de la norme duale et par ( , ) v la forme

de dualite entre F* et V. On utilisera les signes "-•" et " - * " pour designer

respectivement les convergences forte et faible.

1. Position du probleme enonce des resultats

Soit Ω un ouvert borne de frontiere Γ reguliere dans RN ( N ^ 2 ) et T un reel

positif. On note:

Q = (0, Γ) x Ω, Σ = (0, T) x Γ,

H = L2(Ω), X

On identifie H a son dual. Pour simplifier Γecriture on notera par || ||* et || ||

les normes dans L2(0, T; X*) et L2(0, T; X) et par (( , )) la forme de dualitέ

entre ces deux espaces.

Soit β une fonction rέelle de la variable reelle, non decroissante, nulle en

zέro, lipschitzienne de constante de Lipschitz Cx et verifiant

|r|-αo r

et p une fonction reelle mesurable sur Σ verifiant O^prgC 2 p.p. sur Σ, oύ Cί

et C2 sont des constantes positives dont on suppose Γexistence dans tout cet

article. Sur Γ la mesure de surface (notee άΓ) est consideree ainsi que άΣ =

άΓάt sur Σ.

On se donne une famille {Γ(ί); O g f g T } de sous-ensembles fermes de Γ

et on note

on suppose qu'il est ferme dans Σ.

A cette famille on associe les espaces suivants:

et

W(Q) = {φeHHQY, Φ\i = 0 p.p.sur l , et φ(T, •) = 0 p.p.surβ},

oύ Z|Γ (resp. φμ) est la trace de z (resp. φ) sur Γ (resp. Σ) et φ(t, )eH pour
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tout t de [0, T], puisque W(Q) est considerέ comme un sous-espace de C([0, T];
H).

DEFINITION 1.1. On dit que u est une solution du probleme P(w0, /, g) pour
u0 donne dans H,fetg dans L2(0, T; H), si

( i ) u est faiblement continue de [0, Γ] a υaleurs dans H avec u(0) = uo;
(ii) β(u)-geL2(0,T;X) et β(u(t))-g(t)eX(t) pour presque tout t de

[0, T];

(iii) - [ u^-άxάί + ( F(β(u) - g) Vφάxάt + [ p(β(u) - g)φdΣ

= [ fφάxάί + ί uoφ(09 )άx
JQ JΩ

pour tout φ de W(Q)9 oil Fz=gradient de z en x = (xί9 x2,>>>9 XN) de RN.

Dans tout cet article on fera Γhypothese geometrique suivante sur la famille

HYPOTHESE 1.1. // existe un arc lipschitzien θ: [0, T]->Diff. (Ω) tel que
0(0) = / et Γ(t) = θ(t)(Γ(O)) pour tout t de [0, T], ou Γ(0) est un compact de Γ
ayant une mesure superficielle positive et Diff. (Ω) est Γespace des Cx-diffeo-
morphismes de Ω sur lui-mtme muni de la topologie usuelle.

Dans ΓAppendice A nous donnons Γenonce et la demonstration de deux
estimations essentielles, consequences de ΓHypothese 1.1.

On a alors le theoreme suivant:

THEOREME 1.1. Sous les hypotheses precedentes, avec uo dans H, f dans

L2(0, T; H) et g dans W1'2^, T; H), le probleme P(uo,f, g) admet une solu-

tion.

Pour montrer Γexistence d'une solution de P(u09 f, g) on Γapproche par une
famille de problemes Pv(w0, /, g) (v I 0):

DEFINITION 1.2. On dit que u est une solution de Pv(u0, /, g\ si u verifie:

( i ) v ueC([0, Tγ, H) et u(0) = uo;
(ii)v vu + β(u) -geL2(0, Γ; X) avec vu(t) + β(u(t)) - g(t)eX(t) p.p. te

(iϋ)v - J u^-άxάίΛ-^ Γ(yu + β(μ) - g) Γφdxdt

β(u) - g)φάΣ
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= ( fφdxdt+[ uoφφ, )dx, vφeW(Q).

Nous montrerons Γexistence d'une solution wv de Pv(μ0, f, g), puis celle

d'une suite {vrt} decroissant vers zero telle que uVn converge vers une solution de

P(uo,f,g).
Le probleme de Γunicite de la solution de P(u0, /, g) est encore ouvert, mais

sous une hypothese supplemental sur p, nous montrerons Γunicitέ de la solu-

tion de Pv(u0, f9 g).

2. L'operateur Luo perturbations Luo-pseudomonotones

On introduit les notations suivantes:

% = {veL2(0, T; X); υ(t)eX(t) p.p. te [0, T]},

qui est un sous-espace ferme de L2(0, T; X), et

%0 = {v e3C v' ( = (d/dί» e L2(0, Γ; X*)}

dont on sait qu'il est un sous-espace ferme de C([0, Γ] /f) (cf. Lions-Magenes

[14; Chapitre 1]). Pour u0 dans H on pose

# i O O = {̂  e ^ 3yn e SC0 et 3 C υ e JR tels que t;Λ(0) > u0 dans JF/,

vn > v dans 3C et |(ι;;, w))| ^ CJw| | pour tout w e ί } ,

Enfin on definit l'operateur multivoque LUo par son graphe dans L2(0, T; X) x

L2(0, Γ

(2.1)

i W , u*eL 2 (0, T; X*) et

- ((w\ iι) = ((M*, W) + (u

pour tout w e ί 0 avec w(T) = 0.

L'operateur LUo va jouer le role d'une formulation affaiblie de d/dί, puisque les

fonctions-test sont seulement les elements de &0 nuls en t=T. Cet operateur

conserve suffisamment des proprietes usuelles de d/dί comme le montrent la

proposition suivante, dont on trouvera la demonstration dans les Appendices

A et B. Remarquons que si u est dans &o9 alors u' e Lu(o)u.

PROPOSITION 2.1. (i) Pour tout u0 de H, LUo est maximal monotone de

L2(0, Γ; X) dans L2(0, T; X*) et son domaine D(LUo) est inclus dans {u e C([0,

Γ];fl);u(0)=tO.
(ii) Pour tout u0, voeH, u*eLUou, v*eLVov9 on a laformule d?integration
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par parties:

, v(t))H - (u(s), v(s))H = Γ {(« (τ), v(τ))x + (u (τ), u(τ))x}dτ

pour tout O^s^t^T.

(iii) Soient uoeH, {wOjJc:X(0) avec uon-+uo dans if. Pour tout u*e

LUou il existe deux suites {un} et {u*} telles que u*sLUonun, une W 1<2(0, Γ; H\

un°->u dans L2(0, Γ; X) et dans C([0, T ] ; H) etu*-+u* dans L2(0, T; X*).

(iv) Le graphe de Lo {pour uo = 0) est lineaire dans L2(0, T; I ) x L 2 ( 0 ,

Γ; X*).

(v) Le gfrαp/ie Je LUo est une variete affine de L2(0, T; I ) x L 2 ( 0 , Γ; X*)

de direction le graphe de Lo.

PROPOSITION 2.2. Soient u0 dans H et w* eLUoun (n = l, 2,...). 5z Wn-̂ w

dans L2(0, T; Z) eί si {uj} βsί born^e ίίαns L2(0, T; X*), a/ors MΠ~>W dans

L2(0, Γ; if).

DEMONSTRATION. On a XczHczX* et ces injections sont compactes.

D'apres la definition de LUo on a

(ιιί, z)) = - ί Γ (Mπ(τ), z)Xop'(τ)dτ, v z e Xo,
 v p ε Λ(0, T)

Jo

done u* = u'n dans L2(0, Γ; AT*). Le theoreme de compacite d'Aubin [2] montre

alors que {un} est relativement compacte dans L2(0, Γ; if) et done un-+u dans

cet espace.

PROPOSITION 2.3. Soienί MO dans H, u dans & et u* dans L2(0, T; Z*).

On suppose que pour tout w de 2£0 avec w(T) = 0

- (w\ iι) = ((M*, W) + (M0, w(0))H.

y4/ors u est dans %Ί(u0) et done u* eLUou.

La proposition ci-dessus, dont la demonstration est donnee dans ΓAppendice

A, montre que Γoperateur LUo a pour domaine les elements u de L2(0, Γ; X) tels

que Γapplication

w i—> (w', u) + (κβ, w(0))fl

definie sur $0 se prolonge (de maniere unique) par continuite a X.

Nous utiliserons dans la demonstration du Theoreme 1.1 les perturbations

LMo-pseudomonotones et le resultat suivant, consέquence de Brezis [3].

PROPOSITION 2.4. Soit P un operateur de L2(0, T; X) dans L2(0, T; X*)

υerifiant:
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(1) P est partout dέfinl et borne (i.e., envoie les homes dans des homes).

(2) P est coercif: ^ U I I ^ -* °o si \\υ\\ -> oo.

(3) Si υn-^v dans L2(0, T; X) et υn-+v dans L2(0, T; H), alors Pυn-^Pυ

dans L2(0, T; X*) et

Alors, pour tout u0 de H, Γoperateur LUo + P: D(LUo)^L2(0, T; X*) est surjectif.

DEMONSTRATION. La condition (3) et la Proposition 2.2 impliquent que P

est LMo-pseudomonotone au sens de Brezis [3], c'est-a-dire que P verifie la pro-

priete suivante: si v* eLUovn9 vn-*v dans L2(0, T; X), {v*} est bornee dans L2(0,

T; X*) et si

lim s u p ^ ^ {Pυn9 vn - v)) ̂  0,

alors Pvn-*Pv dans L2(0, T; X*) et

l i m ^ ^ {Pvn9 vn - v)) = 0.

Par suite, la conclusion de la Proposition 2.4 est consequence de Brezis [3

Theoreme 1].

3. Les problemes approches

Soient u0 dans H,f dans L2(0, T; H) et # dans ^ ^ ( O , T; # ) n L 2 ( 0 , T; X).

Pour v>0 on definit Bv de L2(0, T; X) dans L2(0, T; X*) par

(B"t>, w)) = [ V(β\υ) - g).?wdxάt + [ pψ(υ) -
JQ JΣ

pour tout t;, w de L2(0, T; X), oύ βv(r) = vr + β(r). Remarquons que (β*)'1 est

une application croissante lipschitzienne de JR dans lui-meme et nulle en zero.

Par suite elle opere sur L2(0, T; X)Γ\Wι>\§, T; H). Cette remarque et le

Lemme 3.1 ci-dessous permet de voir que u est une solution de Pv(u0,f, g) si et

seulement si:

u e C([0, T] H) ΓΛ L2(0, T; X), u(0) = u09

βv(M) - ge& et pour tout veΘC0 avec v(T) = 0(3.1)

LEMME 3.1 (cf. Damlamian [7]). Pour v donne dans 3CO9 il existe une

suite {vn}<=:W(Q)*) telle que vn-+v dans L2(0, T; X) et v'n-*v' dans L2(0, T; X*).

*) Voir la definition de W(Q) au paragraphe 1.
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Notons hy=ψyιog, c'est-a-dire hv(t9 x) = (βvy1(g(t9 x)). Comme remar-

que ci-dessus hv est dans L2(0, T; X)Γ\W^(O, T; H) et on a:

PROPOSITION 3.1. Sous les hypotheses precedentes, u est une solution de

Pv(u09f9 g) si et seulement si ι?==w — /iv appartient au domaine de LVo avec vo=

uo-hv(0)et

DEMONSTRATION. Si f-h'v-Bv(υ + hv)eLVov9 alors on voit facilement que

u = v + hv satisfait a (3.1) et done est une solution de Pv(u09f9 g). Reciproque-

ment, si u est une solution de Pv(uO9f9 g)9 reέcrivant(3.1)en terme de v=u — hv et

utilisant la Proposition 2.3 on voit qmf—h'v—Bv(Ό + hv)eLΌoΌ.

On en deduit le:

THEOREME 3.1. Le probleme Pv(u09f9g) admet une solution pour tout

v>09uo dans H9fdans L2(0, T; H) et g dans L2(0, T; X)Γ\W^2(0, T; H).

DEMONSTRATION. Soit Pυ=Bv(v + hv). II est alors aise de verifier que P

satisfait aux hypotheses de la Proposition 2.4 (cf. Appendice D), d'oύ le resultat.

Nous allons etablir une estimation independante de v pour les solutions de

Pv(μ09 /, g) (elle correspond, dans le cas X(t) independant de t, a Γestimation de

Γenergie dans X(t)*).

LEMME 3.2. Sous les hypotheses precedentes et en notant j v la primitive

de βv s'annulant en zero, si v* eLVov9 alors on a pour tout s, t de [0, T ] :

(ι;*(τ) + K(τ)9 β\v(τ) + hv(τ)) - g(τ))xdτ

= \ Γ(v(t) + hy(t))dx - \ jv(v(s) + hv(s))dx + \ (g'(τ)9 v(τ) + hv(τ))Hdτ
JΩ JΩ JS

- (v(t) + ftv(ί), g(t))H + ( φ ) + hv(s)9 g(s))H.

DEMONSTRATION. Utilisant la Proposition 2.1, (iii), on peut trouver des

suites {vOiΆ} dans X(0), {ι;B} dans &Γ\Wι>2(09 T; H) et {ϋn*}cL2(0, T; X*) avec

v*eLΌotnvn tellesque

vo,n
 > v0 dans H9

vn >υ dans L2(0, T; X) et dans C([0, T]; H)9

v* — , v * dans L2(0, T; Z*).

De plus on a: pour tout we#* et s, t de [0, T],
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\' (P*, w)xdτ = \ (v'n, w)xdτ.
Js Js

On a alors

= f {Γ(vn(t) + K(t)) -j\vn(s) + hv(s))}dx + (vn(s) + hv(s% g(s))H
JΩ

- (vn(t) + hv(t), g(t))H + \' (g\ vn + hv)Hdτ.
Js

Passant a la limite en n, et utilisant la continuite de βv sur H et sa continuite

faible sur X, on obtient le resultat.

PROPOSITION 3.2. Solent u0 dans H9 f dans L2(0, T; H) et g dans L2(0,

T; X) avec gι eL 2(0, T; H). Alors il existe une constante Co dependant de

\UO\H> I/IL 2 (0,Γ;H)5 \9\LH0,T;H) e t I ^ Ί L 2 ( 0 , Γ ; H ) ?

mais ίndependante de v telle que

\\βXu)-g\\^Coet N|L-(O,r;H) ύ Co

pour toutes les solutions u de Pv(u09f, g) avec

DEMONSTRATION. On applique le Lemme 3.2 a f-h'v-Bv(v+hv)eLVov

avec v=u — hv et v0 = u0 — /zv(0). On voit alors

\ Γ(u(t))άx + Γ [ί \V{β\u) - gψάx+ \ p\β\ύ) - g\2άΠdτ + (μ(t), g(t))H
JΩ JO JΩ JΓ

; ( 0 ) ( 0 , ^ ( ) ) f l (g\ «)fldτ + Γ (/, β\u) - g)Hάτ.
Ω JO JO

Comme il existe des constantes a, b, α', b\ positives indέpendantes de v telles que

ar2 - b ^ jv(r) ^ a'r2 + b', v r e JR,

on en dέduit que u est bornee dans L°°(0, T; if), puis que βv(u) — g est bornee

dans & independamment de v.
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4. Convergence des solutions approchees

On suppose desormais que u0 appartient a H, f a L2(0, T; H) et g a Wίf2(09

T; H) seulement.

Pour chaque v de (0, 1] on choisit gv dans WU2φ9 T; #)Γ\L2(0, T; X) de

telle sorte que gv converge vers g dans Wlt2(0, T; H) pour v tendant vers zero.

Par le Theoreme 3.1 et la Proposition 3.2 le probleme Pv(u0,f, gv) admet

au moins une solution (notee uv) avec Γestimation suivante independante de v:

(4.1) \\βv(uv) - gv\\ S Coi |«v|L-(o.τ;fl) ^ Q

Soit alors {vπ} une suite tendant vers zero telle que uVn converge faiblement

dans L2(0, T; H) et βVn(uVn)-gVn converge faiblement dans L2(0, T; X). Pour

simplifier les notations on ecrira um βn, gn pour uVn, etc... On a done, en notant

vn=βn(un)-gn9

un u dans L2(0, T; H)

et

vn = β\un) -gn — v dans L2(0, Γ; X).

II est clair que u est dans L°°(0, T; i ί) et que v est dans #\

Le reste de ce paragraphe est consacre a la demonstration de la proposition

suivante qui demontre le Theoreme 1.1.

PROPOSITION 4.1. Sous les hypotheses ci-dessus, la fonction u est une

solution du probleme P(u0, /, g).

On considere la suite {w*=/-£v»wπ} dans L2(0, T; X*). D'apres (4.1),

{uj} est bornee dans cet espace. Par ailleurs

- ( t φ ) , W(S))H = \\{(u*(τ), w(τ))

pour O^s, ί^Γet pour
D'apres un resultat de compacite demontre dans ΓAppendice C on a:

L E M M E 4 . 1 . \un(t)-um(t)\x(t)*-+Q uniformement en t dans [0, T] lorsque

n, m-+oo.

Ce lemme implique en particulier que la limite faible u de {un} admet un

representant (que nous noterons encore u) qui est faiblement continu de [0, T]

dans H, et qui verifie w(0) = uo.

Des lors, puisque vn est dans ^ , on a pour presque tout t
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("π(0 - Um(t)9 Vn(t) - Vm(t))Xit) = (Wπ(ί) - Mm(0, Vn(t) - Όjt))Ht

d'oύ Γon a d'apres (4.1) et le Lemme 4.1

\{un - umi vn - vm

et par suite

CT

On en dέduit

l inv,, .^ j o (un - um, jSn(Mn) - βm(um))adt = 0,

done

l i m ^ . [T(un - MW, i?(un) - β(um))Hdt = 0
Jo

et enfin, puisque β est lipschitzienne,

nmm,n^y(un)-β(um)\2

Hdt = 0.

Par consequent, jS(ί/w) converge fortement vers β(u) dans L2(0, T; if) (par maxi-
male monotonie de β dans L2(0, Γ; #)) ainsi que β"(un)9 et done v=β(u) — g.

II ne reste plus qu'a passer a la limite dans (iϋ)Vn de la Definition 1.2 du
probleme PVn(u0, /, gVn) pour obtenir

'9 u)Hdt + J β Γ(j5(iι) - g) vφdxdt

( M (̂0, )dx, V
JΩ

e'est-a-dire que u est une solution de P(u09 f, g).

5. Unicite des solutions approchees

Dans ce paragraphe, outre ΓHypothese 1.1, nous supposons que p est
lipschitzienne par rapport a (ί, x), i.e.,

(5.1) \p(t, x) - p(s, y)\ S C3{\t - s| + |x - y\}9 x,yeΓ9 s, ίe[0, T ] .

On notera

Φ(ί, z) = -|-
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qui est le carre d'une norme equivalente a la norme de X. On notera A(f) Γap-
plication de dualite de X(t) dans son dual X(t)* associee a la norme (2Φ(ί, ) ) 1 / 2

LEMME 5.1 (cf. Appendice A). II existe une constante Kt telle que pour
tout O^s, t^Tet z dans X(s), il existe z dans X(t) avec

Φ(t9z)-Φ{s,z)<K1\t-s\Φ(s9z).

La methode utilisee ici pour dέmontrer Γunicite est une genέralisation de la
methode de norme variable (cf. Damlamian [7]) au cas oύ Γespace normέ X(i)
depend aussi de t. L'operateur LUo joue alors le role de la dέrivee en t, mais la
demonstration des estimations est plus compliquee.

LEMME 5.2. Soίt u0 dans H et u*eLUou. Notant U(t)=A(t)~1u(t)9

O^ίgT, on a:

(5.2) \Φ(t9 17(0) - Φ(s, U(s)) - Γ (ιι (τ), U(τ))x(τ)dτ\
Js

ί Kλ' {Φ(τ, U(τ)) + \u(τ)\aΦ{τ, U

DEMONSTRATION. Remarquons que pour tout t on a

(5.3) 2Φ(t, 17(0) = (4(017(0, t7(0)z(O = (u(0, 17(0)H,

car M(0 appartient k H. De meme

Utilisant la dualite de Young-Fenschel le supremum suivant

sup2eX(f){(u(0, z)H - Φ(t, z)} = supzeX(t){(Λ(t)U(t)9 z)X(t) - Φ(t, z)}

est atteint en z = A(t)-\A(t)U(t))=U(t)9 d'oύ

(5.4) Φ(t, C7(0) - (n(0, t7(0)fl = minZ 6 X ( ί ) {Φ(ί, z) - (ιι(0, z)H} .

II est clair que t->\U(t)\Xit) est bornee puisque cette norme est equivalente a
|w(0lχ(ί)* et done majoree par un multiple de |W(0IH On dέduit done de (5.3)
que t-^Φ(t, U(t)) est aussi bornee sur [0, T].

Supposons d'abord: ueW1'2^, T; H) et M* = M'. Pour 0^s, t^T9 d'apres
le Lemme 5.1 il existe zeX(t) tel que

\z - U(s)\H ^ Kt\t - s\Φ(s9 U(s))U2
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et

Φ(ί, z) - Φ(s, U(s)) ^ Kt\t - s\Φ(s9

On a alors grace a (5.4)

Φ(ί, 1/(0) - (u(0, 1/(0)* ^ Φ(ί, z) - (iι(0, z)H

^ Φ(s, U(s)) - (u(s), U(s))H + (u(s) - ιι(0, U(s))H

Utilisant (5.3) on obtient:

Φ(5, 1/(5)) - Φ(ί, 1/(0) - (U(S) - 11(0, 1

^ K J f - s K Φ f c U(s)) + \u(t)\HΦ(s,

Ecrivant la meme relation en echangeant 5 et t, on obtient facilement que

Φ(ί, 17(0) est absolument continue sur [0, T] . Par suite,

±-Φ{t, ι/(0) - («m

g KjΦfc ι/(0) + |u(OIHΦ(ί,

presque partout en ί. Integrant cette inegalite on obtient (5.2) dans le cas oύ

Dans le cas general, on utilise les proprietes d'approximation de Γoperateur

LUo (cf. Proposition 2.1): on trouve des suites {un} et {u*} avec u*eLUn(0)un

telles que u'n e L2(0, T; H),

un > u dans C([0, Γ] H) Γ\ L2(0, T; X),

** • u* dans L2(0, Γ; X*)

et

On a done pour 0^5^ί^T, avec des notations evidentes:

Φ(t, Un(ή) - Φ(s, Un(s)) -

, Un) + \un\HΦ(; Un

Le passage a la limite est facile, car Un(τ)-+U(τ) dans X(τ) pour tout τ en restant

bornέ, et done Φ(τ, t/π(τ)) tend vers Φ(τ, l/(τ)) pour tout τ en restant borne.
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Ceci acheve la demonstration du Lemme 5.2.

THEOREME 5.1. Soient v>0,uoeH, fe L2(0, T; H) et g e Wι>\0, T; H)

ΛL2(0, T; X). Alors la solution de Pv(uo, /, g) est unique. Plus precisement,

il existe unefonction reelle bornee sur [0, Γ] p (dependant de v) telle que pour

wo>/> Q iresp. ΰ 0,/, g) donnes comme precedemment, les solutions u (resp. u) de

Λ("o» /> 9) (resp. Pv(u0, /, g)) verifient:

> A(ty\u(t) - ϋ(ί))) - e-rMφ(s, A(sT1(u(s) - u

- / ( τ ) , ^(τ)-Hw(τ) - tl(τ)))Hdτ

pour tout O^s^t^T.

DEMONSTRATION. On note hv=(βv)~ίog, et on a d'apres la Proposition 3.1

/ - / - (B*u - Bvii) e LMo_M-o(u - M) .

On applique alors le Lemme 5.2 a cet element du graphe de LMo_fio, ce qui donne,

en notant U(t)=^(0"H«(0- «(*))»

ί, 1/(0) - Φ(s, U(s))

U)

car (βv(u(τ))-β(ΰ(τ)\ u(τ)-u(τ))H^v\u(τ)-ϋ(τ)\2

H pour tout τ de [0, Γ]. DΌίi

le resultat avec p(ί) = X 1(

Appendice A

Nous donnons ici les consequences essentielles de ΓHypothese 1.1 utilisee

dans cet article.

Rappelons que 0: [0, T]-»Diff.(Ω) est un arc lipschitzien tel que 0(0)=/ et

= 0(O(Γ(O)) pour tout t de [0, T] .

On notera θ le CMiffeomorphisme inverse de 0, c'est-a-dire que B(t)(Γ(t))

Γ(0). On a done par hypothese avec une constante C positive

w ( t , x) ^ C, -^-(/, x) ύC9 •% (Jθ(t, x)) I = C, ^e δ
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pour presque tout t de [0, Γ] et tout xeΩ, oύ Jθ(t, ) est la matrice jacobienne
du diffeomorphisme θ(t).

PROPOSITION A.I. // existe une constante K ay ant la propriete suiυante:
pour tout s, t de [0, T] et z de X(s) il existe z de X(t) tel que

et

\Z\\-\z\l£K\t-s\\z\\.

DEMONSTRATION. La dέmonstration consiste en la construction de trajec-
toires z(t) a partir desquelles on obtiendra 2 pour z, s et t donnes (cf. Yamada
[17]).

Pour z0 dans X(0) on note z(t, x) = zo(θ(t, x)) qui appartient bien a X(t).
l*re estimation: z est definie presque partout en x et pour tout ί. On

verifie aisέment (pour z0 reguliere d'abord, puis dans le cas general) que

~~(ί, x) = VzoφίU x)) -§~(t, x)9

d'oύ avec Γhypothese sur θ

(la notation Cβ indiquera une constante generique ne dependant que de θ), d'oύ
par integration

(a.l) \z(t)-z(s)\B£Cβ\t-s\\z0\x.

2eme estimation: Comme precedemment on a

d'ou

\Vz{t)\l - \Fz(s)\2

H

ί \UU θ(t, y))-Fzo(y)\Vat, y)\dy - \ \Us, θ(s, y))-Pzo(y)\2\Jβ(s, y)\dy
JΩ JΩ

\J#, θ{t, y)) • Vzo{y)\\\Jβ{t, y)\ - |Jβ(s, y)\)άy

\ {\Ut, θ(t, y)) • Fzo{y)\2 - IJβ(s, θ(s, y)) • Pzo{y)\>} |Jβ(s,
JΩ
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Par hypothese on peut majorer les deux derniers termes du membre de droite

pour obtenir \Fz(t)\2

H-\Fz(s)\2

H^Cθ\t-s\\Γz0\
2

H, et de meme \z(t)\2

H-\z(s)\2

H^

Cθ\t-s\\z0\
2

H. On a done

(a.2) |z(ί)li - \z(s)\2

x ^ Cθ\t - s\ \zo\l

Pour demontrer la Proposition A.I pour z dans X(s) donne, il suffit d'ap-

pliquer (a.l) et (a.2) a zo = z(θ(s, •)) e t de prendre z = zo(B(t, •))> en remarquant

que \z(t)\x reste uniformement equivalente a \zo\x. De plus sous Γhypothese

(5.1) le Lemme 5.1 peut aussi etre demontrέ de la meme maniere.

Donnons enfin la demonstration de la Proposition 2.3.

PROPOSITION A.2. Soient uoeH, ue&, u*eL2(0, T; X*). On suppose

que pour tout we&0 avec w(T) = 0

(a.3) - ((w', ii) = ((u*, w)) + (uω w(0))H.

Alors u* eLUou.

DEMONSTRATION. La demonstration est basee sur Γutilisation des diffeo-

morphismes θ: on pose ύ(t, x) = u(t, θ(t, x)) et on a weL2(0, T; X(0)).

Soit φ dans L2(0, T; X(0)) avec ^ ' dans L2(0, T; H) et φ(O) = φ(T) = 0.

Posons w(ί, χ) = φ(t, Q(t, x)). On voit alors par un calcul semblable aux prέce-

dents que w est un element de 3C0 avec w(0) = w(Γ) = 0 et (a.3) s'ecrit:

- \ ύ(t,

Par suite

(puisque ||w|| est majoree par \Φ\L2(0,τ;x(0))) Par suite, (dldt)(ύ\Jθ\)eL2(0, T;

X(0)*) ainsi que ύ'. On peut done trouver une suite {ύn} de L2(0, T; X(0))

convergente vers ύ dans cet espace, avec ύ'neL2(09 T; H\ ύ'n-*ύ' dans L2(0, T;

X(0)*) et ί2π(O)->ι2(O) dans H. II ne reste plus qu'a transcrire ces convergences

en termes de un(t, x) = ύn(t9 B(t, x)) pour en deduire que

(a 4) g const.

^ const. ||w||.

Puisque tous les elements de SC sont approches par telles fonctions w dans 3C,
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(a.4) est vraie pour tout w e #\ de sorte que u est dans %Ί(u0) et u* e LUou.

Appendice B

Dans cet appendice nous donnons la demonstration de la Proposition 2.1.

Nous utilisons les memes notations que dans le paragraphe 2.

On introduit d*abord une autre famille [MUo ;uoeH} d'operateurs multi-

voques de L2(0, T; X) dans L2(0, T; X*):

ue&,u*eL2(0, T; X*) et

Grace a ΓHypothese 1.1 et ses consequences (cf. Proposition A.I) on peut

appliquer les resultats de Kenmochi-Nagai [13].

PROPOSITION B.I. Avec les notations precedentes et sous lΉypothese 1.1,

les operateurs MUo verifient:

(1) Soit uosH. Λlors MUo est maximal monotone de L2(0, T; X) dans

L2(0, T; Z*). Si u eD(MUo), alors u est continue a valeurs dans H et u(0) = uo.

(2) Soient u0 dans H, u*eMUou et {uOtn} une suite dans X(0) telle que

uon-*uo dans H. Alors il existe deux suites {un} dans #*ΛW1>2(0, T; H) et

{u*} dans L2(0, T; X*) telles que

un > u dans L2(0, Γ; X) Γ\ C([0, T] H),

u* , w * dans L2(0, T; X*)

et

lu*9 w)) = {u'U9 w)), v W 6 ^ .

Montrons alors que MUo — LUo.

Soit en effet u*eMUou et {MOΠ}, {MΠ}, {W*} comme dans (2) ci-dessus. On

voit alors aisement que ue#\(M 0) et un simple passage a la limite montre que

u*eLUou.

Reciproquement, soit u*eLUou et {un}cz^'o une suite dont Γexistence est

assuree par la definition de u e D(LUo) telle que

wn(0) — > u0 dans H, un — > u dans L2(0, T; X)

et

\lu'n,w))\^C\\w\\,
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oύ C est une constante positive. Grace au theoreme de Hahn-Banach, il existe

une suite {u*} dans L2(0, T; X*) verifiant:

IIIIJIU ^ C et ((uj, w)) = ((M;, w)), *we&.

On peut alors supposer que w* converge faiblement dans L2(0, Γ; X*) vers une

limite a* (prendre έventuellement une sous-suite). Pour w dans #*0 avec w(Γ)=0

on a

- (w\ un)) = (iι;, w) + (urt(0), w(0))H = (II , w)) + K(0), w(0))H

et en passant a la limite,

- (w\ «)) = (S , w)) + (u0, w(0))H.

Comme M* e LMOM, on a aussi

- (W, iι) = (u , w)) + (u0, w(0))H,

done ((M*, w)) = ((ΰ*, w)) pour w dans Sΐ0 avec w(Γ)=0; puis par densite de {we

SC0\ w(Γ)=0}dans#\

(b.l) ((M*, W)) = (δ , w)),

Par ailleurs, pour t; dans ^" oona

(»' - «;, n. - i?) - j-|t/π(O) - i;(0) | | = - -j\un(T) - ϋ

d'oύ, puisque un -1? e #\

(»' - « , un - v) - f\un(O) - V(0)\2H ύ 0

et passant a la limite,

\υ — u , u — u)) — ^ \uι

Enfin comme u-v est dans #\ par (b.l) on a

Done u*eMMoM.

Ceci demontre done les parties (i) et (iii) de la Proposition 2.1. La partie

(ii) decoule de (iii). En effet si u*eLUou9 v*eLυoυ, on approche u et v par des

suites comme dans (iii) et on a
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'(«•, vn)xάτ + \'(v*, un)xdτ = ('(«;, vn)xdτ + [' (v'n, un)xάτ
s Js Js Js

= (un(t)9 vn(t))H - (MΠ(S), vn(s))Hi

d'oύ le resultat par passage a la limite. Les parties (iv) et (v) de la Proposition
2.1 sont facile a vέrifier.

Appendice C

Nous donnons ici la demonstration du resultat de compacite enonce dans le
Lemme4.1. II s'agit d'une genέralisation du lemme d'Aubin (cf. [2]), qui est
aussi a rapprocher des resultats de compacite de Kenmochi [12].

On suppose que {X(t); O^t^T} est une famille de sous-espaces fermes de
X, H un espace de Hubert, et que X(t) est injecte de maniere compacte et dense
de H pour tout t. On suppose en outre (cf. Proposition A.I) que pour tout
O^s, t ̂  Tet z e X(s) il existe z de X(t) tel que

\z-z\HSK\t-s\\z\Xi

LEMME C.I. Pour tout R>09 il existe Rί>0i OLEL2(O9 T) non negative
et une famille &κ dans W^φ, T; H)ΠL°°(0, Γ; X) tels que

BX(t)(0, Rx)9

 v ί e [0, Γ]

avec &R(t) = {v(t) v e &R} et

άv
g α(ί) p.p. ίe[0, T],

u H

oύ BX(t)(0, R) est la boule de X(t) de rayon R centree a Vorigine.

L'existence de cette famille vέrifiant les proprietes indiquees est une con-
sequence des resultats de Attouch-Damlamian [1] ou Kenmochi [11] concernant
les problemes de Cauchy suivants dans Γespace de Hubert H:

-j— + dψiτ, ύ) B 0, M(0) = u0 (donnέ dans H),

oύ ψ(τ, z) = |z|χ/2 si zeX(to±τ) et = oo sinon.
Remarquons que les families ^R sont relativement compactes dans L2(0, T;

H) grace au Theoreme d'Ascoli.

PROPOSITION C.I. Soit {(un, M*)}C^XJL 2 (0, 7; X*) une suite telle que
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{«JcC([0, T]; H\ {u*} est bornee dans L2(0, T; X*) et pour tout O ^ s ^ t ^ T

etve&o

(c.l) Γ (wj, v)xdτ + \* (ι/, un)xάτ = (un{t\ v(t))H - (uH(s)9 v(s))H.
Js Js

Si de plus un converge vers u faiblement dans L2(0, T; H), alors

K ( 0 — u(f)\x(t)* > 0 unίformement en t e [0, Γ] .

DEMONSTRATION. On se ramene, pour simplifier, a u = 0 . Soit M un majo-

rant commun a \un\L2{0J,H), |M?|L2(0,Γ;Λ:*) et \υ\L-{OtT.x) pour tout υ dans &x.

Pour 0 < δ < l , soit p 5 dans C\R), 0£pδ£l, pΛ(τ) = l pour τ^O, pa(τ) = 0

pour τ^(5, et ^ = {pδ( — ίo)ί ίoe[0> ^]} H e s t a l ° Γ S ais® de voir que pour δ

fixe, Γensemble {ρ'ι;; peΛδ, υe^^} est relativement compact dans L2(0, T; H).

Par convergence faible de {un} vers 0 dans L2(0, T; iϊ), etant donne ε>0, il

existe n(ε, δ) tel que

(p'ϋ, un)Hάτ ^ ε, v n ^ n(β, (5),

D'apres (c.l) on voit alors

(un(t), p(t)v(t))H - ( i φ ) , p(s)φ)) f l = Γ ((pi?)', wn)xdτ + Γ (u ,

Js Js

Choisissant alors p(τ)=ρδ(τ-s) et ί = s + <5, on a

- (un(s), v(s))H = ( S + ' (p^(τ - sMτ), Mn(τ))Hdτ

(*s+a ("s+5

+ \ (Pί(τ - s)ϋ'(τ), wπ(τ))Hdτ + \ (u*, p^(τ - s)υ(τ))xdτ.
Js Js

ΓT

Pour n Ξ> n(ε, 5) la premiere integrale du membre de droite, qui est \ (ρ'δ(τ — s)v(τ\
Jo

un(τ))Hdτ, est majoree par ε. Les deux dernieres integrales sont majorees respec-

G s+δ \l/2

α(τ)2dτ) et par M 2 5 1 / 2 . On peut done choisir <5(ε) tel
que

|(MΠ(S), V(S))H\ S 2β, v n ^ n(ε, δ(έ))9

 v 0 ^ s ^ Γ - δ(ε).

Cette majoration est independante de t; dans &\. Comme &x{s) contient la

boule unite de X(s) on en deduit que pour un petit <5o>0,

\un(s)\x(5)* * 0 uniformement en s de [0, T — <50].

De meme on obtient:



Le probleme de Stefan avec conditions laterales variables 291

\un(s)\X(s)* > 0 uniformement en s de [βω T ] ,

ce qui acheve la demonstration.

Appendice D

Soit α une fonction reelle de la variable reelle, croissante, nulle en zέro et

bi-lipschitzienne. Soit p la meme fonction sur Σ du paragraphe 1 et g e L2(0, T;

X). On definit alors P: L2(0, T; X)-*L2(0, T; X*) par

v9 w)) = ( F(φ) - g)-vwdxάt + [ p(φ)
JQ JΣ

pour r ,weL 2 (0, Γ; X).

On va montrer la:

PROPOSITION D.I. (1) P est borne.

(2) Si un-»u dans L2(0, T; H) et un-*u dans L2(0, T; X), alors Pun-±Pu

dans L2(0, T; Z*) eί

(3) P est coercif: {Pu, u))/||u||->oo si ||ιι||->oo.

(1) est evident. (2) et (3) dέcoulent immέdiatement des lemmes suivants:

LEMME D.I. Si un-+u dans L2(0, T; H) et un-»u dans L2(0, T; X), alors

φn)-»(x(u) dans L2(0, T; X) et

(d.l) lim inf^^ ( Fφn) - Fundxdt t [ Fα(w). Γudxdt,
JQ JQ

(d.2) lim i n f ^ ^ poc(un)undΣ ^ ^ pφ)udΣ.

DEMONSTRATION. La fonction σ sur R definie par

est evidemment lipschitzienne et vέrifie:

Maintenant, si WΠ->M dans L2(0, Γ; if) et un-*u dans L2(0, Γ; Z), alors

α(w) dans L2(0, T; X) ainsi que σ(Mn)-^σ(w). On obtient done
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l i m i n g ( \Pσ(un)\2dxάt ^ [ |Fσ(u)|2dxdί,
JQ JQ

d'oύ (d.l). L'inegalite (d.2) est immediatement decoulee de

p(cc(un) - φm))(un - um)άΣ £ 0.

LEMME D.2. On a pour tout u e L2(0, T; X)

[ Γa(u) judxdt^co[ \Fu\2dxdt
JQ JQ

et

oύ c0 est la constante de Lipschitz de Vinverse de α.

DEMONSTRATION. Comme α est bi-lipschitzienne et α(0)=0, on voit que

d'oύ le resultat.
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